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RESUMO

Esta pesquisa apresenta uma investigagdo em situagdes de ensino sobre o estudo de dois
objetos matematicos distintos: A sequéncia de Narayana (SN) e os numeros de Narayana
(NN). Com isso, a pesquisa tem o objetivo de realizar um estudo sobre a SN e 0os NN bem
como seu processo de generalizacdo, a fim de explorar, em situacdes didaticas, as definicdes,
0s teoremas e propriedades destes numeros. Assim, foram elaboradas situagdes didaticas,
realizando uma transposi¢do didatica dos objetos matematicos, levando em consideracao seus
aspectos epistemologicos, cognitivos e didaticos, utilizando a Engenharia Didatica (ED) como
metodologia de pesquisa e para apoiar na elaboracdo das situacdes escolhemos a Teoria das
SituagGes Didaticas (TSD) como teoria de ensino. As situacbes de ensino foram
desenvolvidas e aplicadas na disciplina de Histdria da Matemaética do curso de Licenciatura
em Matematica no Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceara.
Essas situacdes instigam o lado intuitivo e investigativo dos alunos, visando a compreensao
de determinadas propriedades e teoremas, onde podemos destacar: Relagcbes matriciais,
funcdo geradora, relagdes recorrentes n-dimensionais, quaternions. Dessa forma, foi possivel
apresentar aos professores de Matematica em formacdo inicial uma concepcdo historica-
evolutiva de alguns resultados oriundos da Histéria da Matematica, com destaque para a SN e
0s NN.

Palavras-chave: Sequéncia de Narayana. NUmeros de Narayana. Engenharia Didatica. Teoria

das SituacGes Didaticas.



ABSTRACT

This research presented an investigation in teaching situations on the study of two distinct
mathematical objects: The Narayana sequence (SN) and the Narayana numbers (NN). With
this, the research aims to conduct a study on the and NN as well as its generalization process,
in order to explore, in didactic situations, the definitions, theorems and properties of these
numbers. Thus, didactic situations were elaborated, performing a didactic transposition of
mathematical objects, considering their epistemological, cognitive and didactic aspects, using
Didactic Engineering (ED) as a research methodology and to support the elaboration of
situations we chose the Theory of Didactic Situations (TSD) as teaching theory. The teaching
situations were developed and applied in the discipline of History of Mathematics of the
Degree course in Mathematics at the Federal Institute of Education, Science and Technology
of the State of Ceard. These situations instigate the intuitive and investigative side of the
students, aiming at understanding certain properties and theorems, where we can highlight:
Matrix relationships, generating function, n-dimensional recurrent relationships, quaternions.
Thus, it was possible to present to mathematics teachers in initial formation a historical-
evolutionary conception of some results derived from the History of Mathematics, with
emphasis on the and NN.

Keywords: Narayana sequence. Narayana numbers. Didactic Engineering. Didactic

Situations Theory.
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1 INTRODUCAO

Na presente pesquisa abordaremos algumas propriedades e aspectos historicos e
epistemoldgicos atinentes a sequéncia de Narayana (SN), em seguida os nimeros de Narayana
(NN), procurando fazer uma transposicdo didatica destes dois objetos de estudo. O cenério
epistemoldgico objetivado busca proporcionar um percurso evolutivo de generalizagcdo da SN
e dos NN cuja discussdo nos livros de Histéria da Matematica (HM) costuma ser
negligenciada, sobretudo quando ndo desconsideramos 0s avancos de pesquisas atuais sobre
estes dois objetos matematicos e que nos permitem vislumbrar determinadas propriedades
matematicas da SN e dos NN.

De modo geral, observamos que os autores de livros de Histdria da Matematica ddo
énfase aos fundamentos da matematica e histérica do célculo, abordando apenas a sequéncia
de Fibonacci de forma superficial (ALVES, 2018). Por outro lado, outro aspecto
extremamente importante diz respeito ao viés de discussao historica dos objetos matematicos,
levando em consideracdo a sua origem e sua evolucdo até os dias atuais levando a
compreensdo de um processo epistemoldgico evolutivo da Matematica que expressa o carater
ndo estatico do conhecimento matematico (ALVES, 2017).

Um problema que se popularizou no contexto da Histéria da Matematica (HM) esta
relacionado a reproducdo de coelhos dando origem a sequéncia de Fibonacci, uma sequéncia
recorrente e homogénea de segunda ordem. Esta sequéncia parece dominar a atencdo da maior
parte dos autores de livros de HM.

Outro problema matematico que ndo teve a mesma repercussdo da sequéncia de
Fibonacci foi proposto no século 14 por um importante matemético indiano chamado
Narayana Pandita (1340-1400): Uma vaca da a luz a um bezerro todos os anos. Por sua vez, 0
bezerro da a luz a outro bezerro quando tem trés anos de idade. Qual o numero de bezerros
produzidos por uma vaca durante 20 anos por uma vaca? Este problema deu origem a
chamada sequéncia de Narayana dos numeros, uma sequéncia recorrente e homogénea de 32
ordem.

Dessa forma registramos outros exemplos de sequéncias e nimeros que embora ndo
sejam tdo conhecidos apresentam propriedades matematicas importantes e que podem ser
objetos de estudo no contexto da HM, como por exemplo, a sequéncia recorrente de 32 ordem,

conhecida como sequéncia de Narayana e 0os nimeros de Narayana.
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Destacamos também que a SN e os NN sdo assuntos que figuram em publicacdes e
pesquisas atuais no contexto da Matemética pura e aplicada, ndo existindo assim uma
preocupacdo metodoldgica com o ensino destes dois objetos matematicos o que justifica a
intencdo de realizar uma transposicédo didatica da SN e dos NN.

Assim, esta pesquisa foi norteada pela seguinte questdo: Como desenvolver um
estudo sobre o processo matematico de generalizacdo da sequéncia de Narayana e dos
nameros de Narayana, de forma a promover situacdes didaticas que incentivem a
descoberta de definicdes, teoremas e propriedades por parte dos alunos?

Dessa forma, temos como objetivo geral deste trabalho realizar um estudo acerca da
sequéncia de Narayana e dos numeros de Narayana bem como o0 seu processo de
generalizacdo, a fim de explorar, em situacfes didaticas, as defini¢cBes, os teoremas e
propriedades destes numeros. E para alcancar o objetivo geral apresentam-se ainda 0s
seguintes objetivos especificos:

e Investigar os teoremas e propriedades inerentes a generalizacdo da sequéncia de
Narayana e dos nimeros de Narayana.

e Explorar, através de situacfes de ensino, as propriedades e teoremas da sequéncia de
Narayana e dos nimeros de Narayana.

e Apresentar o desenvolvimento histérico-evolutivo, ou seja, epistemoldgico-
matematico da sequéncia de Narayana e dos numeros de Narayana caracteristico ao
seu processo de generalizacdo através da proposicdo de situacdes-problema em sala de
aula.

As andlises prévias desta pesquisa foram feitas com base nas etapas da Engenharia
Didatica (ED). Assim, este processo foi organizado em duas etapas. Na primeira, foi realizada
uma revisao bibliogréfica sobre a metodologia de pesquisa, a teoria de ensino, sobre os dois
objetos matematicos de estudo: A sequéncia de Narayana e 0s humeros de Narayana. Na outra
etapa, a abordagem didatica e cognitiva da SN e dos NN sdo descritas relacionando-as ao
contexto de sua aplicagéo e desenvolvimento da pesquisa.

A principio foram realizados levantamentos bibliogréaficos referentes aos objetos
matematicos, com o intuito de definir a probleméatica da pesquisa e assim tracar seus
objetivos. Dessa forma, foram pesquisadas defini¢Oes, relagOes, teoremas e propriedades
matematicas importantes inerentes a génese e ao processo histérico evolutivo da sequéncia de
Narayana e dos numeros de Narayana.

Este estudo foi feito baseado em artigos cientificos publicados em periddicos de

Matematica pura, onde podemos destacar os trabalhos de Ramirez e Sirven (2015), onde 0s
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autores propdem uma generalizacdo da sequéncia de Narayana e exploram algumas
propriedades matriciais, de Cerda- Morales (2018), onde sdo exploradas algumas identidades
generalizadas para a SN e ainda o trabalho de Bezerra,Alves e Vieira (2020), onde séo
exploradas as relacdes recorrentes bidimensionais e tridimensionais para a sequéncia de
Narayana.

Destacamos também nesse levantamento bibliografico as dissertagdes de Mestrado de
Oliveira (2018) e Santos (2017). Em ambas as dissertacGes é possivel observar a existéncia da
Engenharia Didatica em associacdo com a Teoria das Situacfes Didaticas (TSD) e ainda um
momento para a andlise matematica de objetos matematicos de natureza semelhante a
estudada neste trabalho.

Com o objetivo de investigar situacdes de ensino orientadas pela vertente francesa da
Didatica da Matematica (DM), foram realizadas leituras sobre a ED e TSD destacando 0s
autores: Brousseau (1976), Artigue (1995), Almouloud (2007), Alves(2016b), Pais (2002).

Para aplicacdo e desenvolvimento da pesquisa escolhemos como publico-alvo os
alunos da disciplina de Histdéria da Matematica do curso de Licenciatura em Matematica do
IFCE-Campus Fortaleza. Destacamos que a aplicacdo desta pesquisa foi registrada e
aprovada pelo comité de ética local.

A escolha do publico-alvo foi feita apos a anélise da matriz curricular do referido
curso, escolhido por oferecer formacdo inicial para professores de Matematica. Assim, apés a
avaliacdo detalhada das ementas das disciplinas do curso foi escolhida a disciplina de Historia
da Matematica por ser aquela que melhor se adequasse a proposta de aplicacao desta pesquisa.

Este trabalho é organizado em 6 capitulos. O capitulo 1 corresponde a Introducéo,
onde definimos os objetivos geral e especificos, a problematica da pesquisa e 0 percurso
seguido para que fosse possivel a realizacdo desta pesquisa.

No capitulo 2 descrevemos de forma detalhada a metodologia de pesquisa que
corresponde a Engenharia Didatica, a Teoria de Ensino conhecida como Teoria das Situacdes
Didatica.

No capitulo 3 realizamos a analise epistémica-matematica dos nossos objetos de
estudo, ou seja, a sequéncia de Narayana e os numeros de Narayana e seus modelos de
generalizacdo onde podemos destacar: RelagBes matriciais, relacbes recorrentes n-
dimensionais, Quaternions, Octonions, iniciando-se assim a fase de analises prévias.

No capitulo 4 temos a descricdo para a construcdo das situacBes didaticas que

corresponde a segunda fase da Engenharia Didatica, conhecida como a fase de Andlise a
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Priori. As situagBes de ensino foram construidas com enfoque na TSD de acordo com o
estudo feito no capitulo 3.

No capitulo 5 fizemos uma analise e descricdo dos dados coletados, realizando a
analise a posteriori e Validacdo interna, que corresponde a ultima etapa da Engenharia
Didética.

Finalmente, no capitulo 6 fizemos as consideracdes finais da nossa pesquisa.

A seguir serdo discutidos dois referenciais teoricos conhecidos que sédo a ED e a TSD,
a primeira como sendo a metodologia de pesquisa e a segunda conhecida como teoria de

ensino.

2 REFERENCIAL TEORICO

A partir de 1970, ocorreu na Franca o desenvolvimento de estudos direcionados a DM
em um contexto histérico no qual estava acontecendo a reforma da Matematica Moderna e a
criacdo do IREM (Institut de Recherche sur I’Enseignement des Mathématiques), Instituto de
Pesquisa sobre o ensino de Matemaética. Tais estudos contribuiram para se que estabelecesse
um campo cientifico que investigasse a DM. A preocupacdo era estudar os problemas de
ensino de conceitos matematicos em razdo das exigéncias do préoprio saber matematico
(ALMOULOUD, 2007, p. 25-26), levando em consideracdo aspectos das dimensfes
epistemoldgica, cognitiva e didatica (ARTIGUE,1995, p.98).

De acordo com Pommer (2013) o desenvolvimento de estudos voltados para a DM e a
criacdo do Instituto de Pesquisa sobre o ensino de Matemética (IREM), favoreceram a
evolucdo para estudos do ensino de Matematica que permitiram a produ¢do do conhecimento
para controlar e produzir acBes sobre o ensino. A Didatica da Matematica ndao pode deixar de
considerar os saberes especificos da prépria Matematica. Nesse sentido, para Brousseau
(1986) apud Teixeira e Passos (2013), a Didatica da Matematica:

[...] estuda atividades didaticas que tem como objetivo o ensino da parte especifica
dos saberes matematicos, propiciando explicacfes, conceitos e teorias, assim como
meios de previsdo e analise; incorporando resultados relativos aos comportamentos
cognitivos dos alunos, além dos tipos de situacdes utilizadas e os fendmenos de
comunicacdo do saber. (BROSSEAU, 1986 apud TEIXEIRA; PASSOS,2013,
p.157).

Luiz Carlos Pais, um dos estudiosos da educacdo matematica aqui no Brasil, fornece a

seguinte defini¢do para a DM:
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A didatica da matematica € uma das tendéncias da grande area de educacdo
matematica, cujo objeto de estudo é a elaboracdo de conceitos e teorias que sejam
compativeis com a especificidade educacional do saber matematico, procurando
manter fortes vinculos com a formacao de conceitos matematicos, tanto em nivel
experimental da pratica pedagdgica, como no territorio tedrico da pesquisa
académica (PAIS,2011, p.11).

Segundo Alves (2016) a Didatica da Matematica é um corpus tedrico cuja principal
preocupacdo consiste nas interacdes entre aluno e professor. A seguir, sera discutida a ED em
complementariedade com a TSD, assim, como 0s elementos de ordem epistemologica,

didatica e cognitiva em uma vertente francesa de DM.

2.1 A Engenharia Didatica

A Engenharia Didatica é uma metodologia de pesquisa no Ensino de Matematica que
teve sua origem na década de 80, na Franga. Conforme destaca Artigue (1995) ela pode ser
comparada com o trabalho do engenheiro que no desenvolvimento de sua atividade precisa ter
um forte conhecimento cientifico, mas também precisa estar preparado para enfrentar
problemas praticos que se apresentem. Assim, a Engenharia Didatica contempla tanto a
dimensdo tedrica como experimental da pesquisa. Pais (2002) destaca que:

A engenharia didatica caracteriza uma forma particular de organizacdo dos
procedimentos metodoldgicos da pesquisa em didatica da matematica. O interesse
pelo seu estudo justifica-se pelo fato de se tratar de uma concepg¢do que contempla
tanto a dimenséo tedrica como experimental da pesquisa em didatica. (PAIS, 2002,
p.99).

Vemos entdo que: “Como metodologia de investigacdo, a Engenharia Didatica se
caracteriza em primeiro lugar por um esquema experimental baseado em realizacdes didaticas
em classe, que dizer, sobre a concepc¢ao, realizacdo, observacao e analises de sequéncias de
ensino.” (ARTIGUE, 1995, p.36). Podendo ser caracterizada também “como pesquisa
experimental pelo registro em que se situa e pelos modos de validacéo que lhe sdo associados:
a comparacdo entre andlise a priori e analise a posteriori.” (ALMOULOUD, 2007, p.171).

De acordo com Pommer (2013), a ED possui uma dupla funcdo: pode ser utilizada
como metodologia qualitativa de pesquisa na area de Matematica, mas também ¢é
extremamente Util para elaboracdo de situacbes didaticas que configurem um quadro de
aprendizagem significativa em sala de aula.

Conforme destaca Artigue (1996), a Engenharia Didatica é um processo empirico que

objetiva conceber, realizar, observar e analisar as situacdes didaticas. Ainda segundo a autora,
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a ED Pode ser vista tanto como metodologia de pesquisa qualitativa como uma producédo para
0 ensino. Dessa forma, a ED pode ser caracterizada por propor:

[...] uma seqiiéncia de aula(s) concebida(s), organizada(s) e articulada(s) no tempo,
de forma constante, por um professor-engenheiro para realizar um projeto de
aprendizagem para certa populagdo de alunos. No decurso das trocas entre professor
e alunos, o projeto evolui sob as reacdes dos alunos e em fungdo das escolhas e
decisdes do professor (MACHADO, 2002, p. 198, apud DOUADY, 1993, p. 2).

Dessa forma percebemos que a Engenharia Didatica € uma metodologia de pesquisa
que valoriza bastante os trabalhos do professor e que pode “ser utilizada em pesquisas que
estudam o0s processos de ensino e aprendizagem de um dado objeto matematico e, em
particular, a elaboracao de génesis artificiais para um dado conceito.” (ALMOULOUD, 2007,
p.171).

A Engenharia Didatica surgiu nas discussdes do IREM tendo sido idealizada por
Brousseau como suporte metodoldgico para as pesquisas em Didatica da Matematica. Essa
metodologia foi desenvolvida e amplamente descrita em Artigue (1996), que posteriormente
se difundiu em nivel mundial. No Brasil, autores brasileiros como Almoloud (2007),
Machado (2002), Pais (2002), Alves (2016), realizam vérias pesquisas sobre este assunto.

Pommer (2013), comenta que a ED permite antecipar na analise a priori, 0 que é
possivel de ocorrer na aprendizagem, pela escolha conveniente das variaveis didaticas, o que
orienta a evolucéo das estratégias que o aluno pode desenvolver.

De acordo com Alves (2016b, p.70) a pesquisa fundamentada na ED €é organizada em
duas categorias: a microengenharia, que investiga especificamente a complexidade dos
fendmenos a sala de aula e a macroengenharia, que estuda as dificuldades de ordem
metodoldgica e/ou institucionais inerentes ao processo de ensino e aprendizagem.

Uma Engenharia Didatica deve ser organizada em quatro fases consecutivas conforme
destacam Almouloud (2007), Artigue (1995) e Pais (2002), sendo estas: analises prévias ou
preliminares; concepcdo e analise a priori; experimentacdo; andlise a posteriori e a

validacéo.

2.1.1 Andlises Prévias

As analises préevias sdo o primeiro nivel de organizacdo de uma Engenharia Didatica,
tendo por objetivo a identificacdo de problemas relacionados ao ensino e aprendizagem do
objeto de estudo. Esses problemas podem ser detectados ao fazermos um levantamento de

referéncias bibliograficas tais como: artigos, teses, revistas, dissertacdes, dentre outras fontes.
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Artigue (1995) argumenta que nesta andlise devemos considerar as seguintes
dimensdes: a epistemoldgica, associada ao saber em jogo; a cognitiva relacionada com as
caracteristicas do publico ao qual se pretende ensinar; e a didatica relacionada as
caracteristicas do sistema de ensino.

Nessa primeira fase da ED conforme destaca Machado (2002), sdo feitas ponderacgdes
envolvendo tanto o quadro didatico mais geral, como também sobre 0s conhecimentos mais
especificos envolvendo o tema da pesquisa. Importante destacar que um ponto fundamental
das analises prévias “’[...] reside na fina analise prévia das concepg¢des dos alunos, das
dificuldades e dos erros tenazes, e a engenharia é concebida para provocar, de forma
controlada, a evolugéo das concepgdes” (ARTIGUE, 1996, p. 202).

Pommer (2013) destaca que o levantamento dos diversos obstaculos a serem
considerados durante a fase de analises preliminares permitira a analise dos fatores que
permitirdo superar 0os problemas observados na aprendizagem, em conformidade com o0s
objetivos da pesquisa, 0 que viabiliza a segunda fase da ED: A concepc¢do da situacdo
didatica.

Um dos objetivos das analises prévias € identificar os problemas de ensino e
aprendizagem do objeto de estudo e delinear de modo fundamentado as questbes, as
hipoteses, os fundamentos tedricos e metodoldgicos da pesquisa (ALMOULOUD, 2007).

De acordo com Almouloud (2007) essa primeira fase da Engenharia Didatica deve
contemplar as seguintes vertentes:

a) Estudo da organizacdo matematica
e Estudar a génese histérica do saber em estudo e suas manifestacGes antigas e
contemporaneas, suas funcionalidades na Mateméatica e os obstaculos
epistemoldgicos relativos aos conceitos;
e Analisar o0 ensino atual e seus efeitos;
e Considerar 0s objetivos da pesquisa;
b) Anélise da organizagdo didatica do objeto matematico escolhido
e Analisar as diferentes instituicdes de ensino em que o saber deve ser
ensinado/aprendido e estudar a evolucao do tratamento do conceito;
e O papel da historia e da epistemologia elevado em consideracéo no estudo do
objeto matematico;
e As concepcOes possiveis que os alunos podem desenvolver a partir da

abordagem proposta.
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c) Definicdo das questdes da pesquisa
e Fazer um resumo dos principais problemas relacionados com o ensino e
aprendizagem da nocdo estudada;
e Relatar os principais resultados das pesquisas didaticas sobre o tema em estudo;
e Destacar os problemas de ensino e aprendizagem que serdo objeto da pesquisa

em andamento e para 0s quais se pretende buscar uma solucéo.

Almouloud (2007) destaca ainda que a expressdo analises preliminares nao implica
que apos o inicio da fase seguinte ndo se possa retoma-las. Assim, sempre que for necessario

0 pesquisador pode retomar essa fase para possiveis ajustes ao longo da pesquisa.

2.1.2 Concepcao e andlise a priori

Sobre a anélise a priori Almouloud (2007) e Pais (2002) caracterizam essa fase, como
a de escolha das variaveis didaticas, sendo estas: as macros didaticas ou globais, relativas a
organizacdo da engenharia; ou micro didaticas ou locais, relativas a organizacdo local da

engenharia, ou seja, de uma sessao ou fase da pesquisa. Almouloud (2007) destaca que:

A anélise a priori é importantissima, pois de sua qualidade depende o sucesso da
situacdo-problema; além disso, ela permite, ao professor, poder controlar a
realizacdo das atividades dos alunos, e, também, identificar e compreender os fatos
observados. Assim, as conjecturas que vao aparecer poderdo ser consideradas, e
algumas poderdo ser objeto de um debate cientifico. (ALMOULOUD, 2007).

De acordo com Galvez (1996), as variaveis didaticas sdo aquelas para as quais as
escolhas de valores provocam modificagdes nas estratégias de resolucdo de problemas, de
modo a fazer evoluir o desempenho dos alunos. A autora destaca ainda a importancia da
determinacdo dessas varidveis e de seus intervalos para fundamentar a construcdo das
sequéncias didaticas, que permitirdo o surgimento do conhecimento almejado.

Dentre as variaveis, Machado (2002) indica que a pesquisa deve delimitar as variaveis
de comando. Segundo Pommer (2013) as varidveis de comando representam as variaveis
consideradas pelo pesquisador de modo a fazer evoluir o comportamento dos alunos, através
da possibilidade de mudancas de estratégia na resolucdo de problemas, sendo descritas e
delimitadas nas varias sessdes ou fases da Engenharia Didatica. De acordo com Almouloud e

Silva (2012, p.27) para nortear a definigdo das variaveis, deve-se:

e Descrever as escolhas feitas no nivel local (relacionando-as eventualmente com as

selecdes globais) e as da situacdo a-didatica desenvolvida;
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e Analisar 0 que poderia estar em jogo nesta situacdo para o aluno, em fungdo das
possibilidades de acdo, selecdo, decisdo, controle e validacdo que o aluno tera durante

a experimentacgéo;

e Prever campos de comportamentos possiveis e tentar demonstrar como a analise
permite controlar seus significados e assegurar, particularmente, que se tais
comportamentos esperados ocorrerem, € por consequéncia do desenvolvimento visado

pela aprendizagem.

Dessa forma, o objetivo da andlise a priori é:

[...] determinar de que forma permitem as escolhas efetuadas controlar os
comportamentos dos alunos e o sentido desses comportamentos. Para isso, ela
funda-se em hipdteses; serd a validacdo destas hip6teses que estara, em principio,
indiretamente em jogo no confronto, operado na quarta fase, entre a analise a priori e
a andlise a posteriori (ARTIGUE, 1996, p. 205).

Segundo Almouloud (2007), na fase de andlise a priori devemos inicialmente
descrever nossas escolhas, relativas as variaveis locais, além de fazermos uma caracterizagdo
da situacdo adidatica que pretendemos desenvolver; analisarmos se a situacdo proposta tem
alguma importancia para o aluno, ou seja, se esta permitird ao aluno agir sobre ela, escolher

estratégias de resolucdo, tomar decisdes, demonstrar controle e capacidade de validacéo.

Nessa fase deverdo ser elaboradas e analisadas situacGes-problema que deverdo ser

propostas e trabalhadas com os alunos na fase da experimentacédo, de forma que:

Essas situacBes-problema devem permitir ao aluno investigar e distinguir caminhos
para resolver problemas, adquirir novos conhecimentos/saberes e estratégias de
resolucdo. Essas situagdes-problema devem auxiliar o aluno na construcdo de
conhecimentos e saberes, e no desenvolvimento de habilidades, como, por exemplo,
saber ler, interpretar e utilizar representacdo mateméatica em demonstragdes de
propriedades e teoremas etc. (ALMOULOUD, 2016, p.113).

Essas situacGes-problema podem ser questdes abertas e/ou fechadas em uma situacdo
mais ou menos matematizada, que envolvam um ou vérios dominios do saber e
conhecimento. O objetivo dessas situacdes-problema € a discussdo de novos objetos
matematicos que se apresentam implicita e explicitamente, através das questdes colocadas
pelos alunos.

De acordo com Almouloud (2007), as sequéncias de situacGes-problema devem ser
organizadas de maneira a possibilitar que os alunos entendam a situagdo proposta e possam

com seus conhecimentos, engajarem-se na resolugéo e apresentar solugdes.
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2.1.3 Experimentacéo

Na fase da experimentacédo serdo aplicadas as situacfes-problema elaboradas durante a
fase de analise a priori. Dessa forma, o aluno deve ser incentivado a participar do processo de
ensino através das situacGes-problema propostas pelo professor. Nessa fase deve ocorrer a
coleta de dados da pesquisa para que se possa fazer uma comparacédo entre a analise a priori e
analise a posteriori a fim de obter a validacdo da pesquisa. Nesse sentido, Carneiro (2005)

comenta que:

Durante a experimentacdo, coletamos e organizamos um corpus de pesquisa
variado,composto por producdo dos alunos, registro de perguntas, dividas e erros
constatados durante o acompanhamento de suas agdes e diarios de classe dos
ministrantes. A analise desse material € essencial para a etapa da validacdo
(CARNEIRO, 2005, p. 105).

No préximo topico sera discutida a Ultima fase da ED, que corresponde a anélise a posteriori

e a validacdo da pesquissa

2.1.4 Analise a Posteriori e Validacdo (Interna e Externa)

De acordo com Almouloud & Silva (2012, p. 27) nesta fase deve acontecer a analise
dos dados que foram coletados durante a fase da Experimentacao, ou seja, durante a aplicacédo
das situacdes-problema em sala de aula. Importante destacar que o0 momento de aplicacdo das
situacBes-problema deve ser registrado através de fotos das producGes escritas feitas pelos

alunos, de gravaces etc. Dessa forma a analise a posteriori se caracteriza por:

[...] se caracteriza pelo tratamento dos dados colhidos e a confrontagdo com a anélise
a priori, permitindo a interpretacdo dos resultados e em que condi¢des as questdes
levantadas foram respondidas. Assim, é possivel analisar se ocorrem e quais sdo as
contribui¢Bes para a superagdo do problema, caracterizando a generalizacdo local
que permitira a validacgdo interna do objetivo da pesquisa (POMMER, 2013, p. 26).

Assim, nessa fase da ED € feita uma comparacdo entre os resultados que foram
obtidos durante a fase de experimentacdo e os resultados esperados que foram definidos na
fase de analise a priori, com o objetivo de validar ou refutar as hip6teses levantadas na
investigacao.

Sobre o processo de validacdo a ED admite dois tipos de validagéo: interna e externa.
Alves (2018b) destaca que a validagéo externa se efetiva através da comparacdo de produgdes

externas associadas a outros alunos que ndo participaram da mesma sequéncia didatica.
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No caso da validacdo interna existe uma quantidade pequena de alunos envolvidos na
sequéncia didatica, que sdo avaliados em um curto periodo e as produgfes dos alunos ndo sdo
comparadas com outras producgdes externas a pesquisa.

Segundo Almouloud (2007) a analise dos dados ndo pode ser desconectada dos
fundamentos organizados na andlise a priori, das teorias de andlise, das hipoteses, da
problemaética e dos objetivos de estudos.

2.2 A Teoria das Situacbes Didéaticas (TSD)

A Teoria das Situacbes Didaticas (TSD) foi desenvolvida pelo pesquisador francés
Guy Brousseau(1986). De acordo com Almouloud (2007) a TSD nos permite modelar o
processo de ensino e aprendizagem dos conceitos matematicos. Destacamos que nessa Teoria
0 objeto central ndo é o sujeito, mas a situacdo didatica na qual sdo identificadas as interacdes
entre professor, aluno e saber. Além disso, a TSD permite ao professor elaborar, realizar e

analisar situac@es didaticas. Dessa forma, podemos considerar que:

Uma situacdo didatica é formada pelas mdultiplas relacdes pedagdgicas estabelecidas
entre o professor, os alunos e o saber, com a finalidade de desenvolver atividades
voltadas para o ensino e para a aprendizagem de um contelido especifico. Esses trés
elementos componentes de uma situacdo didatica (professor, aluno, saber)
constituem a parte necessaria para caracterizar o espago vivo de uma sala de aula.
[...] Por outro lado, esses trés elementos ndo sdo suficientes para abarcar toda a
complexidade do fendmeno cognitivo, dai a vinculagdo que fazemos entre tais
situagdes e outros elementos do sistema didatico: objetivos, métodos, posi¢cdes
tedricas, recursos didaticos, entre outros. Um dos desafios da didatica é que cada um
desses elementos recebe influéncias diretas da especificidade do conteldo em
questdo (PAIS, 2002, p. 65-66).

A Teoria das Situacbes Didaticas (TSD), como teoria da Didatica da Matematica,

desenvolvida por Brousseau, se propde a ser:

Um modelo teorico, apresentando conteddos matematicos, que ilustra algumas
situacOes fundamentais e que comeca a servir de fundamentagao tedrica para novos
trabalhos de pesquisa em didatica e para a pratica de professores de matematica. E
um campo de reflexdes para fazer progredir o ensino dessa disciplina nas classes do
ensino bésico, onde o professor, com a fundamentacdo dessa teoria, orienta o
aprendiz para que possa desenvolver atividades que lhe permitam apropriar-se de
novos saberes. (BROUSSEAU apud TEIXEIRA; PASSOS, 2013, p.162).

De acordo com Teixeira e Passos (2013) a TSD tem como objetivo principal a situacéo
didatica. Uma situacdo didatica pode ser caracterizada como sendo um conjunto de situacdes

reprodutiveis, que permitem a organizacdo do espaco de sala de aula, aos momentos de
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interacdo entre: o professor, o aluno e o saber em um meio organizado(milieu). As relacdes
estabelecidas entre professor-aluno-saber podem ser representadas por um tridngulo didatico
conforme podemos ver na figura:

Figura 1-Relacao do triangulo didatico

Epistemologia do A relagdo do auno
professor com o saber

O PROFESSOR) + >

Relagdo pedagogica

Fonte: Almouloud (2007, p.32)

A partir das relacdes estabelecidas nesse triangulo didatico podemos perceber que
“docentes e discentes sdo atores indispensaveis da relacdo de ensino e aprendizagem, bem
como o meio(milieu) em que a situacdo didatica se faz presente”. (TEIXEIRA; PASSOS,
2013, p.157).

Pommer (2013) destaca que o termo milieu € um conceito importante na Teoria das
Situacdes Didaticas. Segundo o autor o milieu representa 0s varios recursos que permitem ao
aluno interagir com o objetivo de vencer o jogo ou resolver a situagdo-problema proposta, de
modo a progredir em seus conhecimentos. Dessa forma, ainda segundo o autor o milieu pode
abranger, dentre ouros recursos, situacées-problema, jogos, os conhecimentos dos colegas e
do professor, uma histéria contada, uma simulacdo ou uma experiéncia realizada.

Almouloud (2007, p.35) explica que na TSD, o milieu € um conjunto exterior ao
aluno, que age no sentido oposto ao sujeito, ou seja, o milieu atua como um conjunto
adidatico, que ndo possui propositos didaticos, porém por meio de um efeito retroativo a acédo
do individuo, possibilitando-o a participar ativamente do processo de ensino e aprendizagem.

Almouloud(2007, p.32-33) destaca que a teoria das situacOes apoia-se em trés pilares,
que descrevemos a seguir:

e O aluno aprende adaptando-se a um milieu que é fator de dificuldades, de
contradi¢Ges, de desequilibrio. Esse conhecimento, fruto da adaptacdo dos
alunos, manifesta-se pelas novas descobertas, que sdo a prova da

aprendizagem.
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e O professor deve criar e organizar um milieu que seja suficiente para
desenvolver situacdes suscetiveis de promover uma aprendizagem mais
significativa.

e O milieu juntamente com as situagbes didaticas devem engajar 0sS
conhecimentos matematicos envolvidos durante o processo de ensino e
aprendizagem.

A TSD é composta por 4 fases de ensino: Situacdo de acéo, situacdo de formulacéo,
situacdo de validagéo e institucionalizacdo. Ela pode ser caracterizada como um conjunto
de situacBes que sdo elaboradas para fins didaticos e, quando aplicadas em um contexto
escolar, tem como objetivo analisar o comportamento dos alunos diante das situagGes que lhes
sdo colocadas. A seguir faremos uma caracterizacdo de cada uma dessas etapas:

Acdo: Nessa fase o aluno tera a liberdade de agir sobre um determinado problema
sem se preocupar com definicbes ou regras, podendo usar seus conhecimentos prévios de
forma que: “O aluno pode melhorar ou abandonar seu modelo para criar outro. A situagédo
provoca assim uma aprendizagem por adaptacio” (ALMOULOUD, 2007, p. 37).

Formulacdo: O aluno tera que apresentar a estratégia utilizada na solucdo do
problema que lhe foi proposto e um raciocinio mais bem elaborado de forma a apresentar
argumentos que poderdo ou ndo ser validados. Dessa forma, “o objetivo dessa dialética de
formulacdo € a troca de informagdes” (ALMOULOUD, 2007, p. 38)

Validacdo: Nessa fase devera ocorrer o convencimento de gque 0s argumentos
utilizados na resolucdo do problema sdo validos. Nessa fase o aluno ja é capaz de
compreender determinados conceitos matematicos, ja sabe utilizar métodos de demonstracdes.
Tem-se que:

Um problema de validacdo é mais um problema de comparacdo, de avaliagdo e de
rejeicdo de evidéncias e da investigacdo da demonstragdo. [...] Para uma abordagem
de validacdo, o pensamento deve basear-se em formulacBes anteriores. A linguagem
desenvolvida, na dialética da formulag&o, é menos especifica do que a da validag&o.
A comunicacdo desempenha um papel importante em parte independente das
questbes de validade (BROUSSEAU, 1976, p. 110).

Institucionalizac@o: Nessa etapa o professor retoma a situacao- problema de forma a
formalizar e generalizar o saber construido nas fases anteriores. Pais (2002, p. 74) explica que
se trata de um “momento em que se tenta proceder a passagem do conhecimento, do plano
individual e particular, & dimenséo historica e cultural do saber cientifico”.

Destacamos alguns trabalhos recentes que se utilizam da Teoria das Situagdes

Didaticas para a transposicao didatica de determinados conhecimentos matematicos, entre eles
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destacamos o trabalho de Alves(2018a), onde o autor aborda um tema envolvendo a nocgéo
dos Numeros Generalizados de Catalan (NGC) e propfe cinco tarefas e duas situacGes
estruturadas de ensino, com o aporte da TSD.

A evolucdo nas discussdes e utilizacbes da TSD foi enriquecida com as nocdes de
contrato e institucionalizacdo, entre outras. As situacdes de institucionalizacdo foram entdo
definidas como aquelas em que o professor fixa convencionalmente e explicitamente o
estatuto cognitivo do saber. [...] Depois da institucionalizacao, feita pelo professor, o saber
torna-se oficial e os alunos devem incorpora-lo a seus esquemas mentais, tornando-o0 assim
disponivel para utilizacdo na resolucdo de problemas matematicos (ALMOULOUD, 2007, p.
40).

2.2.1 Transposicdo Didatica e Contrato Didéatico

O processo de transformacdo de um saber cientifico em um saber a ser ensinado
denomina-se Transposicdo Didatica. Ou seja, para que um determinado contéudo possa ser
ensinado em um ambiente escolar ele precisa antes passar por uma série de transformacdes
para que se torne acessivel aos alunos. Nesse sentido, o professor é fundamental nesse
processo de transmissao do saber.

Chevallard destaca que um contetido do saber que foi designado como um saber a
ensinar, sofre a partir de entdo um conjunto de transformacdes adapatativas que védo fazé-lo
apto para ocupar um lugar entre os objetos de ensino. Este trabalho que transforma um objeto
de saber a ensinar em um objeto de ensino, é denominado de tansposicao didatica.

De acordo com Almouloud (2007), o conceito de transposicdo didatica foi
desenvolvido por Chevallard com o objetivo distinguir os diferentes saberes envolvidos no
processo de ensino-aprendizagem. Ainda segundo o autor o conceito de transposicao didatica
buscar analisar epistemologicamente os objetos do saber.

Sobre os tipos de saberes envolvidos na teoria da Transposicao Didatica temos o saber
cientifico e o saber a ser ensinado. O saber cientifico corresponde ao saber construido
historicamente por uma comunidade cientifica, enquanto o saber a ser ensinado é aquele que
sera comunicado e socializado em sala de aula.

De acordo com Chevallard (1991) o processo de transformacéo do saber cientifico em
um saber a ensinar acontece através de duas etapas: Uma transposicao externa, que € realizada
em uma instituicdo responsavel por definir o que deve ser ensinado nas institui¢fes de ensino,
ou seja, pessoas que vao elaborar programas, curriculos, livros didaticos a fim de normatizar o

que deve ser ensinado nas escolas, nas universidades. Na segunda etapa, conhecida como
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transposicdo interna ocorre no interior da sala de aula, com envolvimento de professores e
alunos, sendo o professor o responsavel por essa transposicdo. Alves ( 2017b) nos ajuda a

entender melhor este processo no seguinte trecho:

No nivel um, divisamos um conjunto de saberes cientificos e préaticas atuais
elaboradas e assumidas oficialmente numa sociedade. No nivel dois, [...]
observamos o curriculo formal, seus objetivos e programas presentes nas instituicées
de ensino e formagdo. No nivel subsequente [...], constamos um curriculo efetivo,
seus contelidos efetivamente mobilizados e veiculados por meio do ensino e, por
fim, no dltimo nivel, os elementos que consubstanciam aprendizagens efetivas e,
desejavelmente duraveis, sélidas e pretensamente permanentes dos estudantes.
(ALVES, 2017b, p. 300)

Percebemos que nessa segunda etapa o professor ocupa um papel de destaque pois ele
sera o0 responsavel por transmitir um saber para um gupo de alunos, devendo recontextualizar
e repersonalizar o saber cientifico. Porém, diante do movimento ou um conjunto de
modificacdoes necessarias que devem ser efetivadas para que uma agdo de ensino acontega,
ndo podemos desconsiderar a natureza intriseca dos contedos, dos objetos matemaéticos dos
processos matematicos que buscamos tornar evidentes numa determinada proposta de
abordagem. (ALVES, 2016, p.137).

Outro importante conceito que permeia o processo de transmissdo do saber é o

contrato didatico. De acordo com Brousseau podemos definir o contrato didatico como sendo:

Uma relacdo que determina -explicitamente por uma pequena parte, mas sobretudo
implicitamente- aquilo que cada parceiro, o professor e o aluno, tem a
responsabilidade de gerir, e entdo ele serd de uma maneira ou de outra, responsavel
diante do outro(parceiro). Esse sistema de obrigagdes reciprocas assemelha-se a um
contrato. O que nos interessa é o0 contrato didatico, quer dizer, a parte do contrato
que é especifica ao conteldo: O conhecimento matematico visado. (Brousseau,
1986, p. 51).

De acordo com Pais (2002) o contrato didatico tem a funcdo de estabelecer as
obrigacOes do professor e do aluno, a fim de efetivar a relacdo entre docente, estudante e
conhecimento. Esse contrato possui poucas regras explicitas, enquanto que as implicitas séo
elaboradas a partir da natureza intriseca da Matematica.

Pode acontecer que o contrato didatico ndo se concretize, o que pode leva-lo a sua

ruptura, conforme podemos observar no trecho a seguir:

Um primeiro exemplo de ruptura do contrato didatico pode ser dado pelo caso do
aluno que mostra desinteresse pela resolugdo dos problemas propostos pelo
professor ou no caso em que ndao ha o envolvimento necessario nas atividades
propostas. Nessa situacdo, ocorre uma ruptura do contrato, pois, mesmo que nao
haja uma regra explicita e formal prevendo o envolvimento dos alunos nas
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atividades didaticas, o que se espera € que isso aconteca dentro dos limites
pertinentes a atividade pedagégica (PAIS, 2002, p. 81).

De acordo com Almouloud (2007) fornecemos alguns aspectos importantes que
caracterizam o contrato didatico:

e O objetivo do Contrato Didatico é essencialmente a aquisi¢do de saberes por
parte do aluno;

¢ O correto funcionamento do Contrato Didatico depende de inimeras variaveis
e elementos do processo de ensino, com 0s objetivos de formacgdo para 0s
alunos, a epistemologia do professor e suas respectivas escolhas didaticas, o
tipo de avaliacdo que se pretende executar, dentre outras;

e Um contrato didatico mal administrado, por parte do professor ou do aluno,
pode ser a fonte de dificuldades para a aprendizagem de novos
conhecimentos matematicos. Geralmente, o contrato didatico vem a tona e é
motivo de renegociacdo quando ndo € respeitado por qualquer um dos

parceiros da relacdo didatica: professor ou aluno.

O professor possui a funcdo de administrar o contrato didatico, criando maneiras de
fazer com que o aluno se aproprie do conhecimento e gerenciar de que forma os alunos irdo
participar do processo de ensino-aprendizagem. J& aluno tem o papel de participar ativamente
das atividades propostas.

Brousseau destaca que o contrato didatico ndo deve ser explicito, para que as situagdes
de ensino de fato possam ocorrer, ou seja, 0 professor ndo pode deixar claro quais sdo suas
expectativas em relacdo ao que espera dos seus alunos em uma situagcdo de ensino. Podemos

verificar essa caracteristica do contrato didatico no seguinte trecho:

[...] o professor, por exemplo, ndo pode dizer explicitamente, e de antemé&o, o0 que 0
aluno tera que fazer diante de um problema, sem tirar-lhe a possibilidade de
manifestar ou adquirir o conhecimento correspondente. O professor ndo pode se
comprometer a "fazer o aluno entender “um conhecimento e, muito menos, fazer
com que este se produza: ninguém sabe com "se faz “uma matemética nova e,
menos ainda, como se pode "fazer com que seja feita “de maneira acertada. De
forma que a relacdo didatica ndo pode formar um contrato. (BROUSSEAU, 2008, p.
73).

Dessa forma, podemos perceber que o contrato didatico € fundamental para que a
situacdo didatica ocorra, que depende principalmente, das necessidades de interacdo entre
professor e aluno, no entanto, o professor € a parte que possui como obrigacdo a

administragdo do Contrato Didatico.
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2.2.2 Obstaculos epistemoldgicos

O erro tem um papel importante no processo de ensino e aprendizagem de
determinados conceitos matematicos, pois € atraves da superagdo desse erro que o aluno
evolui no processo de aquisicao de saberes. Dessa forma o professor deve enchergar os erros
ndo como uma insuficiéncia de conhecimentos dos alunos, mas como um processo natural que
faz parte do processo de aprendizagem.

Segundo Almouloud (2007) em diversas pesquisas no campo da Didatica da
Matematica a analise do erro apdia-se na no¢do de obstaculos, desenvolvida por Bachelard, e
na teoria da equilibracdo, devido a Piaget. Brosseau (1983) se inspirou nesses dois autores e
elaborou uma classificacdo dos obstaculos. Segundo esse autor o0 erro € a expressdo, ou a
manisfestacdo explicita , de um conjunto de concepc¢des espontaneas, ou reconstrdidas, que
integradas em uma rede coerente de representacbes cognitivas, tornam-se obstaculo a
aquisicdo e ao dominio de novos conceitos.

Dessa forma, o processo de ensino deve buscar a superacéo desses obstaculos, onde o
erro é uma passagem obrigatoria ( ALMOULOUD 2007). De acordo com Brosseau (1983) os
obstaculos se manifestam pela incapacidade de comprender certos problemas, de resolvé-los
com eficécia, ou pelos erros que, para serem superados, deveriam conduzir a instalacdo de um

novo conhecimento. Portanto, Almouloud (2007) considera que 0 erro é necessario para:

e Desencadear o processo de aprendizagem do aluno;
e O professor situar as concepcbes do aluno e , eventualmente, compreender 0s
obstaculos subjacentes;

e O professor adaptar a situacdo didatica.

Assim, quando o professor elaborar uma determinada situagdo didatica deve levar em
consideracdo os erros que os alunos podem cometer e até provocar esses erros, para que as
condigdes de ensino-aprendizagem possam ser potencializadas a partir da superacdo desses
erros por parte dos alunos.

A nocdo de obstaculo é importantissima para a Didatica da Matematica, porque trata
de um saber em constituicdo pelo aluno e que necessariamente passa por conhecimentos
provisérios (ALMOULOUD 2007). Dessa forma:
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A importancia da nocdo de obstaculo se justifica, de um lado, porque a
aprendizagem por adaptacdo, que permite dar sentido aos conceitos, em geral pode
produzir simultaneamente concepcdes indadequadas e conhecimentos locais que
devem ser rejeitados ou transformados por um trabalho cognitivo eficiente; por
outro lado, porque esses nds de resisténcia, 0s obstaculos, necessitam de construcao
de situacOes adequadas. Nesse sentido, a construcao de engenharias didaticas torna-
se um dos meios eficazes para permitir a superacdo desses obstaculos pelos alunos.
(ALMOULOUD, 2007, p.134)

Dentre os diversos tipos de obstaculos que podem ocorrer no processo de ensino e
aprendizagem destacamos 0s obstaculos epistemolégicos. De acordo com Almouloud (2007)
0s obstaculos de origem epistemoldgica sdo inerentes ao saber e podem ser identificados nas
dificuldades que os matematicos encontram, na historia, para a compreensdo e utilizacéo

desses conceitos. Além disso:

Os obstaculos de origem epistemolégica sdo aqueles que ndo podem e ndo devem
escapar do fato de seu papel constitutivo estar no conhecimento alvejado, eles
podem ser encontrados na histéria dos proprios conceitos. Isso ndo significa que
devemos multiplicar os seus efeitos ou devemos reproduzir na escola (milieu) as
condices histdricas em que nés os derrotamos (BROUSSEAU, 1976, p. 108).

De acordo com Almouloud (2007) no contexto da epistemologia da Matematica os
obstaculos epistemoldgicos exercem uma funcdo importante no que diz respeito ao processo
histérico e evolutivo do conhecimento, porém eles sdo ignorados explicitamente, quando se
discute o saber ensinado e/ou aprendido.

Brousseau destaca outros tipos de obstaculos que podem ser identificados na didatica
da Matematica: Didaticos, psicoldgicos e ontogénicos. Almouloud (2007) nos ajuda a
entender melhor cada tipo de obstaculo, conforme podemos observar a seguir:

Obstéaculos didaticos: Eles nascem da escolha de estratégias de ensino que permitem
a construcdo, no momento da aprendizagem, de conhecimentos cujo dominio de validade é
questiondavel ou incompletos que, mais tarde, revelar-se-d0 como obstaculos ao
desenvolvimento da conceitua¢do. (ALMOULOUD 2007).

Ainda, segundo o autor, obstaculos desse tipo sdo inevitaveis e inerentes a necessidade
da transposicdo didatica. Por exemplo, a introducdo dos nimeros negativos a partir do
conceito de temperaturas (positiva e negativa), extrato de contas bancarias ou jogo (ganhar e
perder) permite ensinar a adi¢cdo, mas constitui um obstaculo para o uso correto da regra dos
sinais da multiplicacao.

Obstaculos psicoldgicos: Esses obstaculos aparecem quando a aprendizagem

contradiz as representagfes profundas do sujeito, ou quando induz uma desestabilizacéo
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inevitavel, como por exemplo, a I6gica matemética ndo é a logica do dia a dia, 0 zero causa
obstaculos psicoldgicos pelo medo do “nada” e sobretudo que ndo é bom dividir por zero.
(ALMOULOUD 2007).

Obstaculos ontogénicos: De acordo com Brousseau (1983, p. 177) os obstaculos de
origem ontogénica aparecem pelas limitacBes (neurofisioldgicas entre outras) do sujeito em
certo momento do seu desenvolvimento.

Dessa forma, ao fazer a transposicdo didatica de determinados conceitos matematicos
¢ fundamental que o professor faca uma andlise epistemoldgica desses conceitos para

identificar os possiveis obstaculos que podem surgir no processo de ensino e aprendizagem.

3 ANALISES PREVIAS

3.1 Desenvolvimento histérico

A Matematica indiana tem sua génese na literatura védica. Entre 1000 a.C. e 1800 d.C.
varios tratados sobre Matemética foram de autoria de Matematicos indianos, nos quais foram
apresentados pela primeira vez o conceito de zero, sistema numérico, técnicas de algebra e
algoritmo, raiz quadrada e raiz cubica. No entanto, existe uma negligéncia por parte de alguns
historiadores (sobretudo os europeus) das contribui¢cbes dos matematicos indianos. Dessa
forma, muito do desenvolvimento da matemaética indiana permanece ignorado, ou ainda,
atribuido a estudiosos de outras nacionalidades, geralmente europeias.

A india antiga contribuiu bastante para o desenvolvimento da Mateméatica. Muitas
ideias matematicas importantes que foram a base de trabalho para outros paises foram
desenvolvidas por matematicos indianos. Inicialmente, no periodo védico em que a
Matematica era parte da religido e da vida, depois com o periodo sulba sutra, em que a
Matematica se tornou parte integrante da astronomia e o periodo Jain, onde o conhecimento
matematico se tornou um assunto por si so.

Muitas descobertas importantes foram feitas durante o periodo vedico, entre elas, a
descoberta do zero, pi e até solucdes de equacdes indeterminadas foram feitas nessa época.
Vemos nomes de matematicos importantes, entres eles, Brahmagupta, Ryabhata,

Foram desenvolvidas nessa época a Aritmética, a Algebra e Geometria. O nlimero
decimal usado atualmente foi descoberto nessa época. A escola de Kerala marca o fim da era
classica e inicio da era Moderna. O trabalho matematico da escola de Kerala era de nivel
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avancado quando comparado com o inicio das obras matematicas antigas. Infelizmente, o
estudo da matematica indiana antiga ndo é incentivado. No topico a seguir veremos alguns
aspectos historicos da Matematica indiana.

3.1.1 Aspectos historicos da Matematica indiana.

Dutta (2002, p.5) destaca que o texto matematico indiano mais antigo se intitulava
Sulba-sultras e ainda possui uma forte influéncia atual. Plofker(2009) apresenta problemas e
dificuldades oriundos da tentativa de traducdo desses textos, por parte de especialistas
ocidentais, como podemos perceber no trecho abaixo:

“(...)Os estudiosos europeus que encontraram textos matematicos indianos nos
séculos XVII1 e XIX frequentemente estavam completamente a deriva em relacéo as
idades dos textos, suas inter-relagdes e até mesmo suas identidades. O grande
naimero de tais obras e a incerteza envolvendo até mesmo a cronologia basica da
literatura sanscrita deu origem a uma grande confusdo, grande parte que sobrevive
até hoje em discussfes sobre matematica indiana. Essa confusdo foi agravada pelo
fato de que autores de diferentes métodos matematicos e textos, por vezes, possuiam
0 mesmo nome e textos diferentes as vezes tinha o mesmo titulo. Mesmo quando os
tratados mais conhecidos foram resolvidos com profundida, no inicio do século
XIX, os historiadores ainda tinham muitos problemas vexatérios para enfrentar.
Muito matemética do material estava incorporado no contexto muito desconhecido
da astronomia indiana medieval e astrologia. O estilo de sua apresentacdo, em alta
compressdo do Verso sanscrito, era igualmente alienigena. No entanto, o material
também possui muitas semelhangas, desde seus nimeros decimais até suas formulas
trigonomeétricas, a certas caracteristicas da matematica ocidental”. (PLOFKER,
2009,p.1-2)

Segundo Dutta(2002, p.5) os textos Sulba-sutras forneciam uma compilacdo de
resultados em Matematica que eram utilizados no design e na construcdo de varios altares
védicos desde o alvorecer da civilizacdo indiana.

Dessa forma podemos perceber uma forte influéncia religiosa na producdo de
conhecimentos. Em particular, a Matematica estava sujeita aos mesmos critérios de verdade
que outras formas de conhecimento (Plofker,2009, p.12). Na figura 1 podemos observar dois

exemplos da cultura matematica indiana fortemente pelos elementos de ordem religiosa:
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Figura 2: Exemplo da cultura matematica indiana fortemente impregnada pelos elementos de

ordem religiosa.
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Fonte: Dutta(2000)

Bag (1977) destaca a contribuigdo de varios matematicos hindus, dentre eles, podemos
destacar: Aryabhata(476 a.C), Bhaskara I, Bhaskara Il, Narayana, etc. Datta e Singh (1938)

comentam a contribuicdo hindu visando a introducdo de ideias e operagdes hindus, como

observamos no trecho abaixo:

Os hindus em sua aritmética definem zero como o resultado da operagdo. Essa
definicdo é encontrada no trabalho de Brahmagupta e é repetido em todos os
trabalhos posteriores. E usado diretamente na operacdo de subtracdo. Na execucio
de operacOes aritméticas, sdo necessarios os resultados das operacgOes de adigdo,
subtracdo e multiplicacdo de zero e por zero. Os hindus ndo reconheceram a
operacdo de divisdo por zero como valida em aritmética; mas a divisdo de zero por
um numero foi reconhecida como vélida. (DATTA & SINGH, 1938, p. 239)

De acordo com Dutta(2002, p.5), no antigo texto Sulba-sutras é possivel encontrar

aplicacbes do Teorema de Pitdgoras e varios outros métodos de construcdo de figuras.

Algumas dessas construcdes envolvem aplicacdo de identidades matematicas que sdo

conhecidas atualmente por:

(a+b)? =a®+b*+2ab;
(a+b)(a-b)=a’-b?

ab_(a+b]2_(a—bf_
' 2 2 )

2 2
n.a’ =(n7+1j az—tnT_l) a’.

Percebemos uma forte influéncia religiosa na producdo da Matemaética indiana. Katz (2007)

confirma essa influéncia na afirmacao abaixo:
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Entdo, uma classe de boa matematica conectada com a série foi ensinada ao espirito
Manibhadra, que estava interessado, por Siva, professora dos trés mundos.
Descreverei sua esséncia, chamada bhadraganita, para surpreender os bons
matematicos, a fim de agradar aqueles que conhecem diagramas magicos, e para
dissipar o orgulho dos pobres matematicos. (KATZ, 2007, P. 501 - 502)

Com base no desenvolvimento e crescimento da Matematica, Rama (2017) divide a
Matematica indiana em trés categorias: Era medieval, era classica e era moderna, conforme
podemos observar na figura 2.

Figura 3-Periodos ou eras histdricas da cultura indiana e a producdo matematica
correspondente de cada periodo historico.

N\
Mathematics Era
Early Medieval Era Classical Era Modern Era
(3000B.C.E-500 C.E) (500 C.E-1200 C.E) (1200 C.E - Till date)
M . \_/

Fonte: Rama (2017)
Era Medieval

Rama (2017) destaca nessa era o periodo védico (1800 a 800 a.C.), onde os textos
religiosos fornecem grande uso, com destaque para construcdo geométrica de altares. Depois
dos Vedas, vem o periodo Sulba sutra (800 a 200 a.C.). O Sulba sutra Baudhayana é
composto por trés capitulos e contém a solugdo geométrica da equacdo quadratica do tipo

ax’=c e ax’+bx=c, diferentes valores de 7 ocorrem nesse tratado, dando uma

aproximacdo diferente para a construcao de circulos, valor aproximado de J2 para cinco casa

decimais que pode ser visto abaixo:

Gataty LY 57 4015688,
3 3x4 3x4x34 408

Em geral, o Sulba sutra contém os teoremas que sdo atribuidos a Pitagoras, introdugédo
de nameros irracionais, raiz quadrada aproximada com a ajuda de um procedimento recursivo
que é conhecido atualmente com expansdo em série.

Logo apos o periodo sulba sutra vem o periodo Jain (600-200a.C). Segundo Rama
(2017), a Matematica jainista forma o elo entre o periodo védico e o periodo cléassico e uma
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das suas principais contribuicdes é que os matematicos jainistas libertaram a Matematica
indiana das suas restri¢des religiosas.

Algumas contribuicdes para a Matematica nesse periodo sdo a teoria infinita, nocao de
ordens do infinito que atualmente é conhecido como cardinalidade que surgiu no seculo XIX,
devido aos trabalhos de Cantor. O tridngulo de Pascal também era conhecido por eles. Além
disso, também eram bons no campo da teoria dos numeros, geometria etc.

Pingala(300-200a.C) foi um dos estudiosos desse periodo. Seu principal trabalho foi
com base no triangulo de Pascal, ideias basicas de numeros de Fibonacci e binomiais mesmo
sem ter ideia sobre os teoremas binomiais. Os numerais Brahmi (século 111 a.C) desempenham
um papel importante no desenvolvimento da Matematica indiana. Os numerais utilizados

atualmente foi heranca de Brahmi.
Era classica

Esse periodo foi de grande importancia para os indianos, onde a Matematica floresceu
e estava em seu pico mais alto. Rama (2017) comenta que as ideais que se originaram e foram
cultivadas nesse periodo causaram um grande impacto no crescimento e desenvolvimento da
cultura e conhecimento indianos. Alguns Matematicos que contribuiram com o
desenvolvimento da Matematica nesse periodo foram Ryabhata no século V, Brahmagupta

,Bhaskara |, Bhaskara 11, etc.
Era moderna

Rama (2017) comenta que a Era moderna testemunhou muitas descobertas importantes
e significativas feitas por matemaéticos do continente indiano e o periodo que contribui
bastante para a heranca matematica do mundo. Alguns matematicos de destaque desta época
foram: Narayana Pandita, Madhava, Parasmevara dos séculos XIV e XV, Nilkantha
Somaiyaji e jeysthadeva do século XV, Kamalakara do século XVII, Jagannatha Samratdo
século XVIII, Ramanujan do século XIX, Harish Chandra do século XX e R.C Gupta do
século XXI.

Nesse periodo apareceu Narayana Pandita(1340-1400), que ficou conhecido por seu
trabalho Ganita Kaumudi(1356) em aritmética. Seu trabalho recebeu influéncias de Bhaskara
I1. Suas obras incluem operagdo matematica em nameros, encontrando tridngulos cujos lados
valores inteiros, deu regra para o segmento de um circulo, céalculo de raiz quadrada

aproximada, sequéncia numeérica, quadrados magicos etc. No préximo tdpico veremos o
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contexto historico do surgimento dos dois objetos matematicos estudados nesse trabalho: A

sequéncia de Narayana e 0s numeros de Narayana.

3.1.2 Resultados matematicos propostos por Narayana

Um dos importantes resultados matematicos propostos por Narayana foi que ele

forneceu formulas para a soma de séries cujos termos sdo formados de forma sucessiva,

tomando a soma parcial de outras séries da seguinte forma: O simbolo V," denota a soma dos

numeros naturais de 1 até n, ou seja,

V)" =1+2+3+4+..+n.

Denotamos V," a série formada tomando as somas parciais de V,", isto &,

Vzn — Zvlr :
r=1

VAEDIAS
r=1
V"= Zn:Vm_lr.
r=1

Narayana forneceu a seguinte identidade para V,":

n _ N(N+1)(n+2)...(n+m)
" 1.2:3..(m+))

A seguir fornecemos uma demonstracao para o resultado proposto por Narayana:
Usando o principio de inducéo finita sobre m temos que para m=1,

V,"=1+2+3+..4+n= n(n2+1) .

Supondo verdade para m temos que:

n_ N(N+1)(n+2)...(n+m)
" 1.2.3--(m+))

Devemos mostrar que é valido para m+1. Assim,
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V"=V IV P+ "
_1-2-3(1+m) +2-3-4...(2+m)Jr +n(n+1)(n+2)...(n+m)

S 1.2-3.(m+D)  1-2-3.(m+1) 1.2-3...(m+1)
- 1.2.3..0+m)+2-3-4...(2+m) +..n(n+1)(n+2)...(n+ m)
- 1.2-3..(m+1)
_n(n+D)(n+2)(n+m+1)

- 1.2.3.(m+2)

A série acima foi investigada por Narayana com o objetivo de resolver o seguinte
tipo de problema: Uma vaca da a luz a um bezerro todos os anos. O bezerro, por sua vez, da a
luz a outro bezerro quando tem trés anos de idade. Qual o nimero de bezerros produzidos por
uma vaca durante 20 anos? O problema pode ser resolvido da seguinte forma: A vaca inicial
pode a luz a um bezerro durante 20 anos. O bezerro nascido no primeiro ano produz um novo
bezerro no quarto ano, este e o nascido no segundo ano, juntos produzem dos bezerros no

quinto ano, e assim sucessivamente. Assim, o nimero de bezerros da segunda geragao seria:

V' =1+2+3+4+..+17.

Da mesma forma, o numero de bezerros da terceira, quarta, quinta, sexta e sétima geracdo

seria. Portanto, a descendéncia total em 20 anos seria:

Vol +V +V, 2 AV 2+ + VS + VS
+17-18+14-15-16+11-12-13-14+8-9-10-11-12+5-6-7-8-9-10+2-3-4-5-6-7-8
1-2 1.2-3 1.2.3-4 1.2.3-4.5  1.2.3.4.5.6 1.2-3-4.5-6-7
=20+153+560+1001+792+210+8 =2744+1=2745.

=20

Joseph (2016), destaca que o resultado descoberto por Narayana desempenhou um papel
importante na derivacdo de séries infinitas para as fungdes seno e cosseno na Matematica de
Kerala, embora a contribuicdo de Narayana ndo seja mencionada em nenhum trabalho
subsequente.

Narayana tambeém contribuiu com algumas ideias adicionais para a Geometria das
figuras planas, conforme veremos a seguir. Ele forneceu as seguintes regras envolvendo

topicos da Geometria Plana:

Regra 1: Em um circulo, o comprimento da circunferéncia é trés vezes o diametro e o
comprimento multiplicado por um quarto do diametro é a area. O quadrado do diametro
multiplicado por 3 dividido por 4 ou trés vezes o quadrado do comprimento da circunferéncia
divido por 36 é também a area. Seja C a circunferéncia, d o didmetro e a area do circulo. A
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« C,. . . )
razdo constante Ee indicada por = (considerando 7 =3). Expressando matematicamente

essa regra temos:

2 2
C~3d AxCH. pL3C0 3T
4 4 36

Um exemplo desse resultado proposto por Narayana seria encontrar 0 comprimento da
circunferéncia e area de um circulo, considerando que o didmetro é 10. Uma solucdo é dada a

sequir:

Solugédo. Seja d =10 o diametro do circulo, entdo a area A e o0 comprimento Sao

respectivamente dados por:

~Ccd 3010 300
4 4 4

A 75;

C=3d=310=30.
Outra regra proposta por Narayana foi:

Regra 2: A raiz quadrada da area do circulo adicionada ao seu terco é o diametro, ou seja,

wl|>

Um exemplo de aplicacdo desse resultado seria encontrar o didmetro de um circulo cuja area é

igual a 75. A seguir fornecemos uma solucdo para este problema:

Solucéo. Seja A=75 a area do circulo, entdo o didmetro d é dado por:
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Narayana também forneceu uma nova férmula para a area de um triangulo: “A &rea de um

triangulo € igual o produto dos lados divido por quatro vezes o raio do circulo circunscrito”.

Seja ABC um triangulo, AD a altura do triangulo ABC em relacéo a base BC e seja R 0 raio

do circulo circunscrito entdo a area de ABC é dada por:

A:%-BC.AD.

Pelo teorema de Brahmagupta, temos:

ADZAB-ACl
2R

Considerando AB =c, AC=b e BC =a, entdo:

_bc

AD =—.
2R

Assim, a area do triangulo ABC é dada por:

1 _bc abc

2 2R 2R’

Narayana forneceu uma nova férmula para o raio do circulo circunscrito ao triangulo ABC

que pode ser expressa da seguinte forma:

2 2
R:l BC? + AD”-BD.DC .
2 AD

Onde AD ¢ altura do triangulo ABC relativa ao lado BC.

A demonstracdo do resultado acima segue da aplicacdo do Teorema de Brahmagupta que

fornece:

R _ AB?.AC?
4.AD*

Aplicando o Teorema de Pitagoras temos: AB* = AD? + BD® e AC® = AD* + DC?. Assim,
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_ (AD? +BD?)(AD? + DC?)
B 4AD?

AD* + BD*AD? + AD?DC? + BD?’DC?

4AD?
AD* + AD?(BD? + DC?) + BD?DC?
4AD?

AD* + AD?| (BD + DC)* - 2BD.DC |+BD?DC?
B 4AD’

AD* + AD*[ BC* - 2BD.DC |+ BD”DC”
B 4AD?
_ AD2BC?+(AD* - 2AD?BD.DC +BD?.DC?)
B 4AD?
_ AD?.BC?+(AD?-BD.DC)?
B 4AD?

2
1 BCZJ{AD—BD.DCJ |
4 AD

R2

Logo,

2
r=L |ecy J{AD—BD.DC) |
2 AD

Narayana forneceu em seu trabalho solugdes inteiras para mais duas equagdes:

103x* +1=y%e 97x*+1=y?, usando o método de Bhaskara Il e incluiu ainda solugdes
integrais de mais cinco novas equagbes: 179x*+1=y?, 131x*+1=y?*, 231x*+1=y?,
31x°* +1=y* e 71x*+1=y*. A seguir veremos o teorema usado por Narayana e algumas

aplicacdes desse método para solucbes das equacoes.

Teorema. Seja uma equacdo do tipo Na,’ +k =b,*, de acordo com o método de Bhaskara 11,

temos que encontrar inteiros a,, k;,b, tais que:

_a,m +b, .




b, "
A solucdo para a equacao € dada por:
a, = %jbl e b, = w
2, My —b

Onde, a partir da equagdo a, = chegamos ao seguinte resultado:

1
b =a.m,—a,k, .
A seguir fornecemos uma demonstracdo para 0 método usado por Narayana:

Demonstracao: Temos que:

.m, +b
g =it (1)
0
b, = bo.m0k+ N.a, @)
0
m,” — N
kl = K (3)
0

E ainda,

b, = m,.(a,.k, —a,.m,) + N.a, .
k0

Da equacéo (1), temos que:
b, =a,.m, —a,.m,.
Portanto, a partir da equacéo (3) chagamos ao seguinte resultado:

ao(mo2 — N)

K :ai-mo_aokl
0

bl =a.m, —

Assim,
b1 =a,.m, _aO'kl (4) .

Da equacéo 4 temos que:
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Multiplicando a equagéo (4) por m, obtemos:

b.m, = a,.m,> —a,.k.m,
=a (k. k, + N)—a,k.m,
=a,.N +ak k, —a,k.m,

=a,.N+k.(a, .k, —a,.m,).
Da equacéo (1) segue que:
b, =ak, —a,m,.
Como bm, =a,N +k (ak, —a,m,) entao,

b :blmO_Nai
0 k
1

A seguir fornecemos por meio de um exemplo uma aplicacdo de acordo com o método acima:

Exemplo: Encontrar uma solugdo para a equacgio 97x* +9=y?.

Solugdo. Temos que 97.1° +3=100. Assim (a,,b,) =(110) é uma solugdo para a equagio

97x* +3=y’. Neste caso temos N =97 e k, =3. Escolhemos um inteiro m, tal que:

_ %M+ m+10 _m—N :m02—97l
K, 3 ok, 3

Se m, =11 entdo,

= oMot N2y 10114071 _110+97 _207
K, 3 3 3

69.

1°-97 121-97 24 _
3 3 3

k = 8.

Logo, (a,,b) = (7,69) é uma solugio para a equagio 97x* +8=y”.

Agora, escolhemos um inteiro m, tal que:
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o0 = AM+b _ 7.m +69 . - m?’-N_ m?-97
? K, 8 Kk, 8

Se m, =13 entao,

, _703)+69 _91+69 160 _

, 20,
8 8 8
b,m +N.a 69.(13)+97.7 897+679 1576
b, = = = = =197
K, 8 8 8
‘= m?-97 13*-97 169-97 _2_,
? 8 8 8 8
Assim,

(a,,b,) =(20,197) é uma solugdo para a equagdo 97x° +9=y’.
3.1.3 Asequéncia de Narayana

Narayana Pandita (1340-1400) foi um importante matematico indiano, autor da obra
Ganita Kaumudi(Puttawamy, 2012,p.541). De acordo com Plofker(2012), os textos escritos
por Narayana eram 0s 0s tratados de Matematica sanscrito mais significativo depois dos de
Bhaskara 11, além da escola de Kerala(Sarma, 1972).

O Tratado de aritmética de Narayana, intitulado o “luar da Matematica”, completou-se
em uma data correspondente a 10 de novembro de 1356. Plofker(2009, p.208) destaca que
“’tratamento de permutacdes e combinacdes e quadrados méagicos sdo muito abrangentes’’. De
acordo com com Plofker(2009, p.208-209), Narayana parece ter sido um dos primeiros
autores a introduzir quadrados magicos como um topico na aritmética indiana. Katz (2007)

confirma a introducéo pioneira de Narayana dos quadrados magicos em Matematica.

“Além disso, alguns tratados novos sobre matematica, bem como novos siddhantas,
foram compostos entre os seéculos X1l e XVI, embora a maioria ainda permaneca
total ou parcialmente inédito. Um dos mais conhecidos é o Ganitakaumudi
(Moonlight of Computation), completado em 1356 por Narayana Pandita, sobre cuja
vida poucos outros detalhes estdo disponiveis. NOs sabemos que ele também
escreveu um trabalho de Aalgebra parcialmente existente, o Bijaganitavatamsa
(Garland of Algebra), mencionado acima por Suryadasa em seu comentario sobre
Bijaganita 10. A estrutura de Ganitakaumudi é em grande parte baseada na Lilavafi,
mas também contém algumas investigagdes mais extensas de varios topicos,
incluindo permutacdes e combinacgdes (a “rede de nimeros"), acompanhada por uma
longa se¢do em quadrados mégicos. O primeiro dos seguintes trechos mostra
algumas das regras combinaticas de Narayana, em particular o diagrama chamado
"Meru parcial” (chamado para o0 Monte Meru na mitologia hindu) para classificar
permutacBes. A Ultima parte é a introducdo de Narayana a matematica dos
quadrados magicos. Os versos numerados de Ganitakaumudi sdo complementados
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por um comentario em prosa, que pode ou ndo ser pelo préprio Narayana”. (KATZ,
2007, p. 498)

A sequéncia de Narayana é derivada do seguinte problema proposto por Narayana no
século 14: Uma vaca da a luz a um bezerro todos os anos. O bezerro por sua vez da & luz a
outro bezerro quando tem trés anos de idade. Qual o nimero de bezerros produzidos por uma
vaca em 20 anos? O problema acima deu origem a seguinte sequéncia (0,1,1,1,2,3,4,6,9,13,
19,). Em uma linguagem mais atual a sequéncia de Narayana pode ser definida pela seguinte

recorréncia: N, =N, ;+N, ,, com N, =0,N, =N, =1 seus termos iniciais e r >3. A seguir

falaremos sobre o contexto histérico do surgimento dos nimeros de Narayana.

3.1.4 Os numeros de Narayana

De acordo com Stanley (2015, p.62) os nimeros de Narayana foram descobertos pelo
matematico britdnico Alexander MacMahon(1854-1929). Estes nimeros foram redescobertos
por Tadepalli Venkata Narayana (1930-1987). Petersen(2015) define os nimeros Eulerianos a
partir de intimas relacbes com o0s numeros de Narayana, por meio de interpretacéo
combinatoria.

Podemos perceber também, intrinsecas relacBes dos nimeros de Narayana com 0S
nameros de Catalan. Petersen(2015) destaca que “outra coisa que ndo era aparente em 1970,
mas desde entdo permaneceu na vanguarda desse assunto é que os numeros eulerianos
possuem intimas relacBes préximas conhecidas como os numeros de Narayana’’. Um pouco
mais adiante, Petersen(2015) assinala que estes nimeros sdo nomeados apds Tadepalli
Venkata Narayana, que descreveu estes nimeros em um artigo de 1959 contendo certos tipos
de caminhos de rede. Os numeros de Narayana possuem muitas das mesmas propriedades
como 0s numeros eulerianos e tém muitas das mesmas conexdes geométricas.

Petersen(2015, p.23) fornece uma definicdo formal para o nimero de Narayana . Neste

caso, o numero de Narayana denotado por N, € interpretado como o numero de

permutacgdes definidas a partir de uma forma particular, para valores descendentes de k, com a
condicdo 0<k <n. De acordo com essa interpretacdo combinatdria, Petersen(2015) fornece a

seguinte definicdo para o numero de Narayana: Para os inteiros 0<k <n, 0s nimeros de
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ny( n
Narayana sdo dados pela seguinte formula fechada N, = 1 ( j(k J. Petersen(2015,

ol
o
N T A

Assim, diante do contexto historico do surgimento da sequéncia de Narayana e dos

p.23) define a sequinte matriz M, = , Cujo determinante é:

nimeros de Narayana, veremos na se¢do seguinte que tanto a SN como os NN admitem um
processo evolutivo de suas propriedades e que apesar de ndo serem assuntos abordados em
livros de HM apresentam propriedades matematicas importantes e podem despertar interesse
de pesquisas atuais envolvendo esses dois objetos matematicos. Dessa forma, na proxima
secdo apresentaremos definicdes, teoremas e propriedades matematicas importantes tanto da

SN quanto dos NN, com énfase no seu processo de generalizacao.

3.2 Contribuicdes recentes
Um problema que se popularizou no contexto da Historia da Matematica esta
relacionado a reproducdo de coelhos dando origem a sequéncia de Fibonacci, uma sequéncia

recorrente, recursiva e homogénea de segunda ordem, definidapor f, =f ,+f ,, n>2.

Outro problema matematico que ndo teve a mesma repercussdo da sequéncia de
Fibonacci foi proposto no século 14 por um importante matemético indiano chamado
Narayana Pandita (1340-1400): Uma vaca da a luz a um bezerro todos os anos. Por sua vez, 0
bezerro da a luz a outro bezerro quando tem trés anos de idade. Qual o numero de bezerros
produzidos durante 20 anos por uma vaca?

O problema acima deu origem a chamada sequéncia de Narayana
(0,1,1,1,2,3,4,6,9,13,19, 28...) dos numeros que pode ser definida por uma linguagem mais
atual da seguinte forma:

Definicdo 1: A sequéncia de Narayana dos numeros € definida pela seguinte recorréncia:

N,=N,,+N,,onde r>3e N,=0, N, =N, =1 seus termos inicias.

Partindo da definicdo 1 iremos verificar se € possivel a extensdo desta sequéncia ao

campo dos numeros inteiros. Para isso vamos comecar analisando alguns casos particulares:
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N,=N,-N,=0
N, =N,-N,=1
N,=N,—N_,=0
N,=N,-N,=-1

N,=N,-N,=1
N,=N,-N,=1
N,=N,-N ,=-2

N,=N_,—N

—r+3 = "Vorg2

Assim, seguindo essa conjectura chegamos a seguinte definicéo:
Definicdo 2: A sequéncia de Narayana para indices negativos é definida pela seguinte

recorréncia: N, =N, ;—N comreN.

—r+2
Assim, podemos verificar alguns termos iniciais para a sequéncia de Narayana

estendida ao conjunto dos numeros Inteiros:

Nz = (-+-211-1,0,10,01112,3,4,6,...).

3.3 Funcédo geradora e formula de Binet para a Sequéncia de Narayana

As funcdes geradoras sdo usadas para resolver varios problemas, principalmente em
analise combinatdria e podem também ser Uteis em outros campos da Matematica, como no
estudo de sequéncias, permitindo determinar o termo geral de uma determinada sequéncia. O
estudo destas fungdes permite encontrar a solucdo de recorréncias lineares com coeficientes
constantes koshy(2001); Vieira e Alves (2019), como por exemplo, a sequéncia de Fibonacci,

Lucas, Pel, Padovan e Narayana.

Definicdo 3. Seja (a,),.y Uma sequéncia numérica. A série de poténcia
G(a, x) =Y ax"=ax’ +ax' +a,x* +a,x’ +..+a,x" é chamada funcdo geradora para
0

(@ )nen -

Exemplo 3.1.1. Determinar uma funcdo geradora para a sequéncia definida por
a,,,=>5a,, —6aonde a,=0e a =1, para n>0.

Solucdo. Seja f(x)=a,x’+ax" +a,x*+a,x’+... a série de poténcia onde a,é o termo da
sequéncia definida em questdo. Multiplicando f(x) por —5x e logo em seguida por 6x°

temos que:



50

f(x)=a,x° +ax +a,x’ +a,x’ +... (3.
—5xf (x) = -5a,x° —5a,x* —5a,x° —5a,Xx" +... (3.2)
6x* f (X) = 6a,x* +6a,x° +6a,x* +6a,x° +... (3.3)
Com base na equacéo (3.1-3.2+3.3) tem-se que:
f (X) —5xf () +6x° f (X) = x+(a, —5a, +6a,)x* +(a, —5a, +6a,)x* +...
e observando que a,,, —5a ,+6a,=0. Logo,

—X .
1-5x +6x°

Teorema 1: A funcdo geradora para a sequéncia de Narayana € dada por:

f(x)=

X
N,,X)=——-
9N, X)=1——

Demonstragdo: Seja g(N,,x) = Nyx’ +N;x" + N,x* + N;x* +...+N x". Multiplicamos a
funcdo g(N,,x)por x e x°, respectivamente, obtemos a expressao:
g(N,, %) = Nx° + N,x" + N,x% + Nx° +...+ N, x" (3.4)
X.g(N,,X) = Nox" + N x> + N,X3 + Nox* +....+N,_x"  (3.5)
X2O(N,, X) = Ngx® + Nx* + N,x° + Nox°® +..+ N, _,x"  (3.6)
Baseado na equacéo (3.4-3.5-3.6), tem-se que:

g(N,,x)=xg(N,,x) = x*g(N,,X) = N;x" + (N, = N,)X* +(N; =N, =N )x* +....+(N, =N _, = N,)x".

Lembrando que N, —N, ,—N, , =0, tem-se que:

N, X)=—".
9N, X)=1——

3.3.1 Sequéncias recursivas lineares e a férmula de Binet

Antes de definirmos uma formula de Binet para a sequéncia de Narayana faremos uma

breve discussdo sobre a no¢do de sequéncias lineares recursivas homogéneas. A seguinte
equagdo a,=ca, ,+ca, ,+..+ga,_ , com ¢,C,,C,Cc R, ¢ =0€é discutida por
Koshy(2011). O significado de linear é explicado pelo autor, uma vez que todos os termos do

lado direito da equagéo aprecem apenas poténcias de grau 1. Parker (1964, p.67) comenta que

da teoria das equacdes homogéneas de diferencas lineares é possivel obter uma solugdo mais

geral para a equagdo dada por: f(n)=cx"+¢,X,", onde c, e ¢, sdo constantes arbitrarias.
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Com o objetivo de demonstrarmos os argumentos de Koshy(2011) e Parker(1964)
sobre como obter uma solucdo geral de uma sequéncia linear homogénea de segunda ordem
com coeficientes constantes utilizaremos o0s argumentos de Lima(1998) sobre como
determinar a solucdo geral de uma relacdo recorrente de segunda ordem. No entanto, a
sequéncia de Narayana € de terceira ordem. Dessa forma buscamos ampliar os argumentos
utilizados por Lima (1998) a fim de obter uma férmula geral para a sequéncia de Narayana.

Lima(1998) fornece a seguinte definicdo para uma sequéncia linear homogénea de

segunda ordem da seguinte forma: X.., + p.x,,, +0d.Xx, =0, onde pe g sé&o constantes, q=0.

O autor destaca ainda que a cada recorréncia linear de segunda ordem homogénea, com

coeficientes constantes, da forma x,,, + p.x,,, +0.X, =0 é possivel associarmos uma equagdo

n+2 n+1

do segundo grau, r*+ pr+q=0, chamada de equacio caracteristica. Lima (1998) fornece
ainda dois teoremas que ajudam a fornecer uma solucéo geral para uma recorréncia linear de

segunda ordem homogénea da forma x ., + p.X,,; +09.X, = 0. Assim fornecemos dois teoremas

n+2 n+1

apresentados por Lima (1998, p.74-75).
Teorema 2. Se as raizes de r®+pr+q=0 sdo r, e r,, entdo a, =C,r," +C,r," € solucdo da

recorréncia x,,, + p.X,,, +0.X, =0, quaisquer que sejam os valores das constantes C, e C, .

Demonstragdo. Substituindo a,=C,r,"+C,r," na recorréncia x,,,+ p.X,,, +0.X, =0,
obtemos:

CL"? +Con, % 4+ p(Cr™ +Cyr™) +q(Cpr" +C,r," ) = 0-
Agrupando de forma conveniente os termos de forma conveniente temos que:

C.h" (67 +pr,+q)+C,r," (r, + pr, +q) =C,.0+C,.0=0.
Exemplo 3.1.2 Determine a solu¢cdo da recorréncia X, ,—4X, ,—-5X,=0. Dados
Xo=1X,=1
Solugdo. Considere a recorréncia X, .,—4X,,—-5X,=0. A equagdo caracteristica €
r’—4r-5=0, cujas raizes sio —1 e 5. De acordo com o teorema 2 todas as formas
a, =C,(-1)"+C,(5)" sdo solucdes da recorréncia.
Substituindo X, =1 e X, =1, obtemos a, =C,(-1)°+C,(5)°=1 e a =C,(-1)'+C,(5)' =1
chegamos ao seguinte sistema:

C,+C,=1
~C,+5C, =1’
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cuja solucéo e C, =§ e C, =%.

Logo, a solucéo da recorréncia é dada por:
2 1
a,=—(-1"+=5".
3 3
O teorema a seguir mostra que, se r, #r,, todas as solucdes da recorréncia tém a forma

apontada no Teorema 2.

Teorema 3. Se as raizes de r*+ pr+q=0sd0 r, e r,, com r, #T,, entdo todas as solugdes da

recorréncia x,,, + p.X,,, +0.X, =0 sdo da forma a, =C,r,;" +C,r,", C,e C, constantes.

n+1

Demonstracdo. Seja y, uma solu¢do qualquer de x, . ,+ p.X..,+0.X, =0. Determinamos

n+2 n+1

constantes C, e C, que sejam solucdes do sistema de equacdes:
C1r1 + Czrz =Y
C1"12 "'Czrz2 =Y, .

Logo,

2 2
_LYi—hY, e C. = Ly, =0ty
1™ 2 !
rlrz(rz _rl) rlrz(rz _rl)
isso é possivel uma vez que r, #r,, I, #0e r,#0. Afirmamos que y, =C,"+C,r,", para
todo n natural, o que provara o teorema.

Com efeito, seja z, =y, —C,r," —C,r,". Mostraremos que z, =0 paratodo n. Temos

n 2 n 2
Zuo + P2y + B2 = (Yoo + PYoa +QY, ) ~Ci (7 + P +0) =G, (5 + pr, +0) .
O primeiro parénteses é zero porque Y, € solugéo de Xx,,, + p.X,,, +0.X, =0, os dois ultimos
parénteses sdo iguais a zero porque I, e r, sdo raizes de r’+ pr+q=0.

Assim,

z,.,+pz,,+qz,=0.

n+1
Além disso, como Cr+C,r,=y, e Cr’+C,r,’>=y,, temos z =2,=0. Mas se

z,,+pz,,+09z,,=0ez =2,=0,entdo z, =0, para todo n.

n+1 n+1

Fundamentados nos teoremas 2 e 3 buscamos fornecer uma formula geral para a

sequéncia de Narayana na se¢ao a seguir.



53

Teorema 4. Se as raizes da equagdo caracteristica r’+ pr+q=0 sdo iguais com r,=r,=r,
entdo a, =C;r" +nC,r" é solucdo da recorréncia X, ,+ pX,,,+0gX, =0, com as condi¢des
iniciais X, e X, eosvaloresde C, e C, constantes a determinar.

Demonstracdo. Como as raizes séo iguais, entdo r :__Zp' Substituindo a, =C;r" +nC,r" na

recorréncia X, ., + pX,,, +9X, =0, obtemos:

C,r"? +nC,r"? + p[Clr"+1 + nCZr'”l] +q [Clrn + nCZr“] :
Agrupando os termos de forma conveniente temos:
Cr"(r*+ pr+q)+nC,r"(r* + pr+q)+C,r"r(2r + p) =C,r"(0) +nC,r"(0) + C,r"r(0) = 0.
Por meio das condic¢des iniciais as constantes sdo determinadas.

Exemplo 3.1.3. Determine a solugéo da recorréncia X,., —8X,,+16X =0. Dados X,=1¢e
X, =1.

Solugdo. Considere a recorréncia X, ,—8X,,,+16X, =0. A equacdo caracteristica é

n+1

r’-8r+16=0, cujas raizes sdo r, =4 e r, =4. De acordo com o teorema 4 todas as formas
a,=C,4"+nC,4" sdo solugbes da recorréncia. Substituindo X,=1 e X, =1, obtemos

a,=C,4°+0C,4° =1 e a =C,4' +1C,4" =1 que resulta no seguinte sistema:
C =1
4C, +4C, =1
. X 2 -3
Cujasolucéoé C,=1e C, = T

Logo, a solucdo da recorréncia dada é:

3.3.2 Formula de Binet para a sequéncia de Narayana

Uma formula tipo Binet é uma funcéo que fornece o n-ésimo termo de uma sequéncia
gerada por uma recorréncia, sem necessariamente passar pelos termos anteriores. Por

Exemplo, para a sequéncia de Fibonacci, temos que a formula de Binet correspondente é:
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28T

Esta férmula foi demonstrada pelo matematico francés Jacques Philippe Marie Binet
(1788-1865), via principio de inducdo. Outras sequéncias definidas via recorréncias lineares
também possuem férmulas de natureza parecidas.

O nosso objetivo vai ser encontrar uma férmula de Binet para a sequéncia de
Narayana. Para isso é necessario encontrar o polinbmio caracteristico para esta sequéncia.
Considerando a SN definida pela seguinte formula de recorréncia:

N, =N _,+N, .,

entdo o polindmio caracteristico associado a esta sequéncia ¢ x* —x*—1=0.

A equacdo x°—x*—1=0 possui uma raiz real e duas raizes complexas dadas por:

X, =1,47
X, =—0,23+0,79i
X, = —0,23-0, 79,

Teorema 5. A formula de Binet para a SN é dada por:

N, = A()" +B(X,)" +c(Xs)".

Emque reN, x,Xx,e X, 80 as raizes do polindbmio caracteristico e os coeficientes séo:

_ 006D L (6-Dg=D) o (6-D-D
(Xz - X1)(X3 o Xl) , (Xz - X1)(X3 o Xz) , (Xa o Xi)(x3 o Xz)

Demonstracdo. Sabemos que a formula de recorréncia da SN é dada por N, =N, ;+N, ;e
N, =0,N, = N, =1, possuindo equagao caracteristica x* —x*—1=0 com raizes x,X, € X,.
Com isso, N, = A(x)" +B(x,)" +C(x,)". Para determinar os coeficientes A,Be C podemos
utilizar as condigdes iniciais N, =0, N, = N, =1, obtendo o0 seguinte sistema:

A+B+C =0
Ax +Bx,+Cx, =1
Ax? +Bx, +Cx;” =1

Resolvendo o sistema pela regra de Cramer, tem-se que:
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0O 1 1
1 x X
AL X" %] (=D -D—%) _ (% -1 -1) 1
1 1 1 (Xz _Xl)(xs_xz)(xs _X1) (Xz _Xl)(XS_Xl)
XX X
Xl2 )(32 X3
1 0 1
X 1ox
B— X12 1 X?,2 _ (Xs — Xl)(x3 _1)(X1 _1) _ (X3 _1)()(1 _1) ’
1 1 1 (Xz - Xl)(XB - Xl)(XB - Xz) (Xz - X1)(X3 - Xz)
XX X
X12 X22 X32
1 1 O
X% X
ot 06 -x)0-D06 D) (=10 -1 |
1 1 1 (X3 - Xl)(xz - Xl)(x3 - Xz) (X3 - Xl)(x3 - Xz)
XX X
X12 X22 X32
3.4 Representacdo Matricial de Narayana

Uma importante técnica que permite encontrar qualquer termo de uma sequéncia

recursiva € através de uma matriz geradora Q . Esta técnica foi usada a SF e SP e nesta secao

a mesma técnica sera usada para a SN.
Iremos analisar agora propriedades da sequéncia de Narayana em relacdo com
Matrizes, isto &, investigaremos propriedades concernentes a sequéncia de Narayana a partir

de matrizes especiais de terceira ordem.

1 01
Seja Q=|1 0 O0/|. Vamos analisar o comportamento das matrizes do tipoQ",
010

onde r e N. Temos que:

10 1)1 0 1) (1 1 1
Q°=QQ=|1 0 0||1 0 0|=[1 0 1
0o10J)lo10) 100



1 1 1)1 0 1 2 11
Q°=0Q°Q=(1 0 1|1 0 O|=1 11
10 0/){0 1 O 1 01
11 0 1 312
Q'=Q°0Q= 1111 0 0|=|2 1
1)l0 1 0 1
2 0 4
Q°=Q'Q= 0 0|=3
10 2
Verificamos assim o seguinte Teorema:
1 0 1 Nr+1 Nr—l
Teorema 6: Para Q={1 0 O], tem-se que Q"=| N, N _,
010 N N

onde N, =N, +N,_,,N,=0,N, =N, =1.

Demonstracdo. Pelo principio de inducéo finita sobre r tem-se que:

Para r =3, tem-se que:

1 0 1Y

N

r
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N,, |, para todo r>3

N

2 1 1) (N
Q*=(1 0 0| =11 1|=[N, N, N,]|.
101) (N

010
Assim, a igualdade € verdadeira.
Supondo que seja valido para qualquer r =k,k e N, tem-se que:
1 0 1) (N, N, N,
Q“=|1 0 0= N, N, N

010 Neo N Nio

Devemos mostrar que é valido para r =k +1, tem-se que:

r-2
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Qk+l:Qk.Q
Nep Ny N, 1
= Nk Nk—2 Nk—l 0
0

= Neu Ny Ny
Nk I\Ik—2 Nk—l
1 01
A matrizQ={1 0 0| é chamada matriz geradora da sequéncia de Narayana.
010

Através desta matriz é possivel encontrar qualquer termo da sequéncia de Narayana sem usar

a recursividade.
Agora iremos verificar o comportamento das matrizes do tipo Q™". Ou seja, vamos

encontrar uma matriz geradora da SN para indice inteiro ndo positivo. Essa matriz pode ser

obtida através do calculo matriz inversa de Q . Assim, tem-se que:

QQ'=1I.
Logo, podemos observar 0s seguintes produtos matriciais:
0 1 0
Q'=|0 0 1
1 -10

0 1 0Y(0 1 0) (0 0 1

Q?’=Q'Q"'=/0 0 11/0 0 1|=[1 -1 O
1 -1 0/{1 -1 0 0 0 -1

0 1)(0 1 0 0 1 0

Q%=Q?Q*'=|1 -1 0|0 0 1|=|0 0 1
0 0 1)1 -1 0 1 -1 0
0 1 0Y(0O 1 O 0 1 -1
Q*=03%0Q"'=|0 110 0 1|=/-1 1 O
1 -1 0/l1 -1 0 0 -1 1
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0 1 -1)(0 1 0) (-1 1 1
Q%=0Q*Q'=|-1 1 01]/0 0 1|={0 -1 1
0 -1 1)1 -1 0) (1 -1 -1

Verificamos assim, 0 seguinte teorema:

0 1 0 N—r+l N—r—l -r
Teorema7.SejaQ*={0 0 1|,entioQ"'=| N, N_, N_, | r=>1,onde
1 -1 0 N., N., N_,
N—r = N—r+3 - N—r+2 y e N.

Demonstracédo. Pelo principio de inducéo finita verifica-se que o teorema é valido para r =1:

Q'=l0 0 1|=|N
-1 0) (N

-

Supondo que seja valido para r =k, k e N :

N, Ny N0 1.0
((271)k+1 :Q7KQ71 = N, N, N, 0 0 1

N—k—l N—k—3 N —k-2 1 -10
N_, N,,-N, N,

=/ N, N N G Nos,
No, No =N, N,
Noo  Noo, Ny

=| Nop N No, |
No ., Noo N

Na secdo seguinte serdo discutidos aspectos referentes as relagdes recorrentes N-
dimensionais de Narayana. Tais relacbes sdo definidas a partir do modelo recursivo

unidimensional.
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3.5 Relagdes Recorrentes de Narayana: Insercao da Unidade imaginéria e

Crescimento Dimensional

Visando o processo de complexificacdo da sequéncia de Narayana serdo discutidas
propriedades referentes as relagdes recorrentes n-dimensionais definidas a partir do modelo

recursivo unidimensional tendo por base o trabalho de Bezerra, Alves e Vieira (2020).
3.5.1 Modelo recursivo unidimensional e identidades
De acordo com o trabalho de Cerda-Morales (2018) fornecemos algumas identidades

envolvendo os nimeros de Narayana. O autor investiga a recorréncia linear de terceira ordem

definida por N, = p,N,_, +q,N,_,, + N _,, para numeros de Narayana com p,q, € Z . Assim

apresentamos algumas identidades generalizadas para a sequéncia de Narayana.

Lema 1. N, =N _,+2N_,+N ., N =4N_,-3N,_.+N._, e N =5N_,—-2N, ,+N,

r r

para qualquer r e Z.
Demonstracdo. Temos que N,=4=2+21+0=N,+2N,+N,. Assumimos que

N,=N,,+2N, ,+N, , paratodo t<r.Assim,

Nr = Nr—1+ Nr—3 = (Nr—3 +2Nr—5 + Nr—7)+(Nr—5 +2Nr—7 + Nr—9)
=(N,5+N,)+2(N, . +N, ,)+(N,;+N,,)
=N, ,+2N, ,+N, ..

De modo similar podemos perceber que:
N, =13=4.4-31+0=4.N,—-3N, +N,.
Assumindo que N, =4N, ;,—3N, ,+ N, , para t<r. Assim,

Nr = Nr—l + Nr—3 = (4Nr—4 _3Nr—7 + Nr—10)+ (4Nr—6 _3Nr—9 + Nr—lz)
= 4(Nr—4 + Nr—G) _3(Nr—7 + Nr—g) +(Nr—10 + Nr—lz)
—4N, , 3N, +N,_,.

De modo analogo, temos que:

N, =41=5.9-22+0=5.N, —2N, + N, .
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Assumindo que N, =5N, ,—2N,;+N, ,, para t<r Assim,

Nr = Nr—l + Nr—3 = (5Nr—5 _2Nr—9 + Nr—13)+(5Nr—7 _2Nr—1l+ Nr—15)
=5(Nr—5 + Nr—7) _Z(Nr—g + Nr—ll) +(Nr—13 + Nr—ls)
=5Nr—4_2Nr—8+Nr—12'

Teorema 8. Para 1<a<8e seja a recorréncia de terceira ordem definida por

N, =p,N, .+09.N, ,.+N._ . Vvale para N,com os seguintes valores dos coeficientes

(p,,q,) as sequintes identidades:

Tabela 1-1dentidades generalizadas para a sequéncia de Narayana.

(P.:0,) Ny =P.N_o+9,N, . + N5,
a
1 1,0) N, =N,,+N,,
2 @2 N,=N,,+2N, ,+N,
3 (4,-3) N, =4N, ;—3N, (+N, ,
4 (5,-2) N, =5N, ,—2N, +N, ,,
5 (6,5) N, =6N, ; +5N, ;o +N, ;5
6 (20,-1) N, =10N, (—N, , +N,
7 a5,-7) N, =15N, , -7N,,, +N, ,,
8 (21,6) N, =2IN,  +6N, +N, ,,

Fonte: Cerda-Morales (2018)

Demonstracéo. Podemos perceber claramente que N, =N, , + N, , quando (p,;,q,)=(0).

Para a =2,3,4 respectivamente, foi demonstrado o Lema 1. Quando a=5 podemos observar
que:
N, =189=6-284+5-4+1=6N,, +5N,+ N,;

N, =277=6-41+5-6+1=6N,, +5N, + N,;
N, =406=6-60+5-9+2=6N,; +5N; + N,.
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Assumindo que N, =6N, . +5N, ;, + N, ;. para t<r. Por hipotese de indugéo temos:

Nr = Nr—l + Nr—3 = (6Nr—6 +5Nr—11 + Nr—16)+ (6Nr—8 +5r—13 + Nr—18)
= 6(Nr—6 + Nr—8) +5(Nr—ll + Nr—13)+(Nr—16 + Nr—18)
=6Nr—5+5Nr—lo+Nr—15'

Para (ps,0s) =(6,5), podemos observar ainda que:

N,, =595=10-60—6+1=10N,; — N, + N,;
N,, =872=10-88-9+1=10N,, — N, + N,;
N,, =1278=10-129-13+1=10N,, — N, + N,.

Assumindo que N, =10N, (— N, ,, + N,_,, para t <rtemos que:

Nr = Nr—l + Nr—3 :10(Nr—7 + Nr—9)_(Nr—13 + Nr—15)+(Nr—19 + Nr—ls)
=10N, , +5N, , +N. .

Para (ps,d;) = (10,—1) . De modo analogo podemos demonstrar os casos em que a=7,8, ou

seja, 0s casos (p,,q,)=(15-7) e (pg 0s) =(21,6). Observamos que o indice rpode ser

negativo, por exemplo,

N, =129 =10N, — N, + N .
Cerda-Morales (2018) apresenta a seguinte definicao relacionada a sequéncia de Narayana:
Definicdo 4. Para reZ a sequéncia n_ e considerada uma sequéncia de Narayana se
satisfazer a seguinte condi¢éo n, +n,,, —n,,, =0, com valores iniciais n,n, e n,.
Enunciamos o seguinte teorema proposto por Cerda-Morales (2018):

Teorema 9. Para 1<a<8 sejam (p,,q,)0s coeficientes da recorréncia linear de terceira

ordem N, =p,N, . +0q,N, ,, +N entao:

r-3a?

1. Para 1<s<5, {ps} é uma sequéncia de Narayana, ou seja, satisfaz a relagdo
P..; = Ps., + P, com as condi¢oes iniciais p, = p, =1e p, =4, com {qs} satisfazendo
Os,3 =0s — 0,1, COM Q, :01 g, =2e s =-3.

2. Além disso temos que p,=N,+3N,,e g,=—p_, para 1<a<8, onde N, e um

nimero de Narayana.
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Demonstragao. Pelo Teorema 6 temos {p, }f ={1,1,4,56,10,15,21} e

{qs}; :{0,2,—3, —2,5,—1,—7,6}. Podemos perceber que p,;=Pp,,+P, € Oy,3=0, 0,

para 1<s<8.
Além disso, por meio dos numeros de Narayana, notamos que:

p,=1=N,+3N_;
P, =1=N, +3N,;
P, =4=N,+3N,;
P, =P;+ P, =5=N,+3N,.

Portanto,

P, =N, +3N,,, 1<s<8.

Agora considerando N, com r negativo a sequéncia do tipo Narayana {ps} pode ser
estendida para qualquer seZ. Comparando {ps}il ={0,-2,3,2,-5,1,7,-6} com

{qs}il ={0,2,-3,-2,5,—1,—7,6} podemos perceber que g, =—p_, para 0<s<8.

Cerda-Morales generaliza os resultados acima de O0<a<8para qualquer nimero inteiro a

conforme veremos no teorema a seguir:

Teorema 10. Seja p, =N, +3N,_ , e q, =—p_, para qualquer ae Z" entdo qualquer r-ésimo

numero de Narayana satisfaz N, = p,N, , +q,N, ,, + N, ;. paracada a<m.

r-3a

Demonstragdo. Devido ao teorema 7 se 0<a<8. Como p,=N,+3N,, para acZ’

{ pa} é uma sequéncia de Narayana. De fato, temos que:

pa+prZ(Na+3NaQ)+(NM2+3NJ
=(N,+N_,)+3(N, ,+N,)
= N +3Na+l = pa+3'

a+3
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De forma andloga  sendo 0, =—P., para todo a, {qa} satisfaz

0, —Qan =Pt p—(a+1)
== p( Paat p—a—3) + p—(a+1)
== p—(a+3)

= qa+3

Supondo que a recorréncia linear de terceira ordem N, = p,N, , +g,N, , +N, ; seja valida

paratodo t <a, assim,

N = Nr—(a—l) + Nr—(a+1)

N N +2N
N r-3(a-2) — 4N r-3(a-1) 3N r-3at N r-3(a+l)

r—(a-2)

+ Nr—2(a+l)

r-2(a-2) = r-2(a-1) r-2a

Entdo pelo Lema 1 e pelo principio de indugdo matematica podemos perceber que:
pa+lN r—(a+l) + qa+lN r-2(a+l) + N r-3(a+1)
= (pa + pa—2) Nr—(a+l) + (qa—z - qa—l) Nr—Z(a+1) + Nr—3(a+1)
= (pa + pa—Z)(Nr—(a—2) - Nr—(a—l)) + (qa—z o qa—l)(Nr—Z(a—Z) o Nr—2(a—1) o 2Nr—2a)
+ (Nr—S(a—Z) -4 Nr—S(a—l) + 3Nr—3a)
=N,

Uma importante aplicacdo do Teorema 8 € que ele nos permite encontrar nUmeros
grandes de Narayana. Por exemplo, se quisermos encontrar o 40° numero de Narayana

podemos escolher qualquer a . Se escolhermos a =10, entdo:
Py = Ny +3Ng =46 e g,y =—p,, =—-13.
Assim,

Nyo = PioNag_10 +daNug 20 + Nyg_g
=46-39865-13-872+19
=1822473

3.5.2 Relagdes Recorrentes Bidimensionais
Baseado no trabalho de Bezerra, Alves e Vieira (2020) nesta subsecao serdo discutidas

algumas propriedades inerentes as relagdes bidimensionais oriundas do modelo recursivo

unidimensional de Narayana: N, =N, +N,,.
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Definicdo 5. Os numeros da forma N(n,m) representa a SN bidimensional e, devem

satisfazer as seguintes relagdes bidimensionais de recorréncia:
{N(n+1,m)=N(n,m)+N(n—2,m)

N(n,m+1)=N(n,m)+N(n,m-2)

Com as condi¢des iniciais N(0,0)=0,N(1,0)=1,N(2,0)=1,N(0,2) =i,N(0,2) =i,

N@LD=1+i, NL2) =1+i, N(2,1) =1+i, N(2,2) =1+i,onde i* =-1.

Lema 2. Para qualquer inteiro N(n,m) >0, temos que N(n,0)=0.

Demonstracdo. Através da recorréncia N(n+1,m)=N(n,m)+N(n—-2,m) e com os valores

iniciais N(0,0)=0=N,,N(,0)=1=N,,N(2,0)=1=N, aplica-se o segundo principio de

indugdo sobre n, onde fixa-se m=0. Supondo que para n=23,..k-1, vale,

respectivamente:

N(3,0)=N(2,0)+ N(0,0) =1=N,
N(4,0)=N(3,0)+N(L0)=2=N,
N(5,0) = N(4,0)+ N(2,0) =3 =N,

N(k-2,00=N, ,
N(k—-1,0)=N, ,
N(k,0)=N(k-1,0)+N(k-3,00=N, ;, +N, ; =N,

Assim, para n=k temos:
N(k+1,0)=N(k,00+N(k-2,0)=N, +N, , =N,,.
Lema 3. Para qualquer inteiro N(n,m) >0, temos que: N(O,m)=N_i.
Demonstracdo. Através da recorréncia N(n,m+1)=N(n,m)+N(n,m—-2) e com os valores
iniciais definidos anteriormente como: N(0,0)=0,N(0,1)=i,N(0,2)=i , aplica-se o
segundo principio de inducdo finita sobre m, onde fixa-se n=0. Supondo que para

m=2,3,...,k =1 vale respectivamente:
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N(0,3) = N(0,2)+ N(0,0) =i = N;j
N(0,4) = N(0,3+N(0,1) =2i = N,i
N(0,5) = N(0,4) + N(0,2) =3i = N,i
N(0,6) = N(0,5)+ N(0,3) = 4i = N,i

N,k —2) =N, i
N,k -1) =N, i
N(0,k) =N (0,k —1)+N(0,k —3) = N, ji+ N, i = N,i

Assim, para n=Kk temos:
N(@O,k+1)=N(O,k)+N(@O,k-2)=N,i+N, ,i=(N,+N,_,)i=N,_,i.

Lema 4. Para qualquer inteiro n,m>0, temos que: N(n,1) =N, +(N, +N,_,)i.

Demonstracdo. De modo anélogo, pode-se fixar o valor de m=1 e variar o valor de
n=2,3,...,k—=1 com os valores iniciais N(0,1)=i,N(1) =1+i,N(2,1) =1+1i, utilizando a

recorréncia N(n+1,m)=N(n,m)+ N(n-2,m), tem-se que:

N(3,1)=N(2,1)+N(0,1) =1+2i =N, + (N, + N))i
N(4,1)=N@GB1)+N@LL)=2+3i=N,+(N,+N,)i
N(51) =N(4,1)+N(2,1) =3+4i =N, +(N; + N,)i

N(kk—-21)=N, ,+(N,,+N, )i
N(kk-1,1)=N, ,+(N,;+N, )i
N(k,2) =N, +(N,+N, )i

Assim, para n=k temos:

N(k+11) =N(k,1)+N(k-2)
=N, +(N +N_,)i+N, _, +(N,_,+N,_,)i
=N + Ny + Ny

Lema 5. Para qualquer inteiro n,m>0, temos que: N(L m)=(N,, +N, ,)+N,.i.

Demonstracdo. Para realizar essa demonstracdo sera aplicado o mesmo principio indutivo,

além de fixar o valor de n=1 e variar o valor de m=2,3,...,k =1, utilizando a recorréncia

N(n,m+1)=N(n,m)+ N(n,m-2) e os seguintes valores iniciais N(1,0) =1, N(L1) =1+i,

N(L,2)=1+1, obtendo:
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N@L3)=N@@2)+N@O0)=2+i=(N;+N,)+N,i

NL4)=N@L3)+N@L1)=3+2i=(N,+N,)+N,i
N@LS5) =N@L4)+N@L2)=4+3i=(N;+ N,)+ N.i
N(@L6)=N@L5)+N(@3)=6+4i=(N;+N,)+ Nqi

N@Lk-2)=(N, ,+N, ,)+N,_i
N@LKk-D)=(N,,;+N, . )+N,. i
N@LK)=(N, + N, ,)+N,i
Assim, para n=Kk temos:
N@Lk+1)=N@k)+N@k-2)
=(N, +N, ,)+Ni+(N,_,+N, ,))+N, i
=(N,;+N,,)+N,,i.

Teorema 11. Para os inteiros, n,m e N, os nimeros na forma N(n,m) séo descritos por:
N(n,m)=N, (N, +N,_,)+(N,+N, ,)N_.i.

Demonstracdo. Fixando o valor do ndmero natural n, pode-se realizar a demonstracdo
através de indugdo sobre m. Assim, fixando o valor de n=0e considerando os valores
iniciais N(0,0)=0, N(0,1) =i, N(0,2)=i e variando o0 m=2,3,...,.k—-1 foi verificado o
Lema 3. De forma andloga fixando o valor de n=1e considerando os valores iniciais
N(L0)=1, N@1)=1+i, N(@2)=1+i e variando o valor de m=2,3,...,k -1 foi verificado

o0 Lema 5. Logo, fixando 0 n=2e variandoo m=2,3,...,k —1, obtém-se:

N(2,0)=1

N(2,1) =1+i

N(2,2) =1+i
N(2,3)=N(2,2)+N(2,0)=2+i=N,(N;+N,)+ (N, + N, )N,i
N(2,4)=N(2,3)+N(2,1)=3+2i=N,(N, +N,)+ (N, + N,)N,i

N(2,k—=2) = N,(N,_, + N )+ (N, + No)N, i
N(2,k=1) =N, (N + N ) + (N, + No)N, i
N(2,k) =N,(N, +N, ,)+(N,+N;)N,i
N(2,k+1)=N(2,k)+N(2,k-2)
= N, (N + Ny ) + (N, + NN+ N, (N, + N )+ (N, + Np N
=N, (N + Ny y) + (N, + Ng )N, i

Por fim, fixando o n=3 e variando o m, tem-se:
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N(3,0)=1
N(3,1) =1+2i
N(3,2) =1+2i
N(3,3)=N(3,2)+N(GB,0)=2+2i=N;(N; +N;)+(N; + N;)N,i
N(3,4)=N(3,3)+N(@B1) =3+4i=N,(N, +N,)+ (N, + N,;)N,i
N3 k—=2)=N(N,, + Ny )+ (N3 + NN, i
N3 k—1)=Ny(N,_; + N 3) + (N + NN, i
N(3,k)=Ns(N, +N, ,)+(N;+N,)N,i
N(@3,k+1)=N(@Bk)+ N3 k-2)
= Ny (N + N )+ (Ng + NN+ Na (N, + Ny ) + (N + NN
= N3(Ny; + Ny ) +(Ng + NN, i
Logo, pode-se concluir que para a generalizacdo da relacdo bidimensional de Narayana, tem-
se que:

N(@O,m)=Ny(N,+N_,)+(N,+N_)IN_i
N@Lm)=N;(N,+N,_ )+ (N, + NN, i
N(2,m)=N,(N,+N,,)+(N,+N;)N,_i
N@E,m)=N,(N,+N_,)+(N;+N,;)N_i

N(n,m)=N_ (N, +N_,)+(N,+N, ,)N_i.

3.5.3 Relagdes recorrentes Tridimensionais

Bezerra, Alves e Vieira destacam que os numeros complexos de Narayana se
estendem a dimensdes superiores. Dessa forma, com o viés de verificar essa extensdo dos
termos da SN para uma dimensdo complexa, serdo exploradas as relagdes de recursividade do

caso tridimensional para a SN.

Definigcdo 6. A recorréncia tridimensional da SN na forma N(n,m, p), com n,m,peN, é

definida por:

N(n+1,m,p)=N(n,m,p)+N(n-2,m, p)

N(n,m+1 p)=N(n,m, p)+N(n,m-2,p)

N(n,m,p+1)=N(n,m, p)+N(n,m, p—2)
Com as condigBes iniciais: N(0,0,0)=0, N(,0,0)=1, N(2,0,00=1 , N(0,40)=i,
N(0,2,0)=i,N(0,0,1) = j, N(0,0,2)=j, N(@10)=1+i, N(2,,0)=1+i, N(10,1)=1+j,
N(2,0,)=1+j, N@LLD =1+i+j, NL2,D)=1+i+].
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Lema 6. Para qualquer valor inteiro n,m, p >0, temos que: N(n,0,0)=N_

Demonstracdo. Através da recorréncia N(n+1,m, p)=N(n,m, p)+N(n—2,m, p) e com 0s
valores iniciais N(0,0,0)=0=N,, N(1,0,0)=1=N,, N(2,0,0)=1=N, aplica-se o segundo
principio de inducdo, onde fixa o valor de m=0,p=0 e variar o valor de n=2,3,...,.k-1
obtemos:
N(3,0,0) = N(2,0,0)+N(0,0,0)=1= N,
N(4,0,0)=N(3,0,0)+N(1,0,0)=2=N,

N(5,0,0) = N(4,0,0)+ N(2,0,0) =3= N,
N(6,0,0) = N(5,0,0)+ N(3,0,0) =4 = N,

N(kk-2,0,00=N, ,
N(k-1,0,0)=N, ,
N(k,0,0)=N(k-1,0,0)+N(k-3,0,00=N, , +N, ; =N,
Assim, para n=Kk temos:

N(k+1,0,0)=N(k,0,0)+N(k-2,0,00=N, +N, , =N, ,.
Lema 7. Para qualquer inteiro n,m, p>0, temos que: N(0,m,0) =N, .i.
Demonstracdo. Através da recorréncia N(n,m+1, p)=N(n,m,p)+N(N,m-2, p)e com o0s
valores iniciais N(0,0,0)=0, N(0,1,0)=i e N(0,2,0) =i, aplica-se o segundo principio de

indugdo , onde fixao n=0,p=0 evariao. m=2,3,...,.k -1, obtemos:

N(0,3,0) = N(0,2,0)+N(0,0,0) =i = N,i
N(0,4,0) = N(0,3,0)+ N(0,1,0) = 2i = N,i
N(0,5,0) = N(0,4,0)+ N(0,2,0) = 3i = N,
N(0,6,0) = N(0,5,0) + N(0,3,0) = 4i = N,i

N(0,k-2,0)=N,_,i
N(0,k—-1,0)=N, ,i
N(0,k,0)=N(0,k-1,0)+N(0,k—3,0) =N, ,i+N, ,i=(N, ;+N, ,)i=N,i
Assim, para n=k temos:
N(0,k+1,0)=N(0,k,0)+ N(0,k —2,0) =N,i+N, ,i =N, ,i.

Lema 8. Para qualquer inteiro n,m, p >0, temos que: N(0,0, p) =N .j
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Demonstracdo. Através da recorréncia N(n,m,p+1) =N(n,m,p)+N(n,m, p—2)e com 0s
valores iniciais definidos : N(0,0,0)=0=N,, N(0,0,1)=j, N(0,0,2)=j, aplica-se o

segundo principio de inducédo , onde fixao n=0,m=0 e varia p=2,3,....k -1, obtemos:

N(0,0,3) = N(0,0,2)+N(0,0,0) = j = N, j

N(0,0,4) = N(0,0,3)+N(0,0,1) =2j =N, |
N(0,0,5) = N(0,0,4)+N(0,0,2) =3j = N, |
N(0,0,6) = N(0,0,5)+N(0,0,3) =4 = N |

N(©,0,k-2)=N, , ]
N(,0,k-1)=N,,j
N(0,0,k) = N(0,0,k ~1)+ N(0,0,k=3) = N, ,j+ N, ,j =N, j

Assim, para p =k temos:

N(0,0,k +1) =N(0,0,k) + N(0,0,k —=2) =N, j+N, ,j=(N,+N, ,)j=N,,,]J .

Lema 9: Para qualquer inteiron,m, p >0 , temos que: N(n,1,0)=N_+(N,+N, ,).
Demonstracdo. Através da recorréncia N(n+1,m, p)=N(n,m,p)+N(n—-2,m, p)e com 0s
valores iniciais definidos: N(0,1,0)=i, N(1,1,0)=1+ieN(2,1,0)=1+i, aplica-se o segundo

principio de inducéo , onde fixa m=1, p=0 e varia n=2,3,...,k —1, obtemos:

N(3,1,0)=N(2,1,0)+ N(0,1,0) =1+2i = N, + (N, + N))i
N(4,,0)=N(310)+N(@110)=2+3i=N,+(N,+N,)i
N(51,0)=N(4,1,0)+N(2,1,0) =3+4i = N; + (N5 + N,)i

N(k-2,1,0)=N, ,+(N, ,+N,_,)i
N(k-110) =N, + (N, +N,)i
N(k,1,0) = N(k-1,1,0)+ N(k—=3,,0) = N, , + (N, , +N, )i+ N, .+ (N, ;+N, /)i
=N, +(N, +N,_,)i

Assim, para n=k, temos:
N(k+1,1,0)=N(k,1,0)+N(k-2,1,0)
=N, +(N, +N, )i+ N, _,+(N,_ ,+N, )i
=N, +(N,,+N_)i

Lema 10. Para qualquer inteiro n,m, p>0, temos que: N(n,0,1)=N_ +(N,+N, ,).].
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Demonstracdo. Através da recorréncia N(n+1,m,p)=N(n,m,p)+N(n—-2,m, p)e com 0s
valores iniciais definidos :N(1,0,1)=1+j, N(2,0,)=1+j e N(0,0,1)=j, aplica-se o

segundo principio da inducdo finita, onde fixa m e varia n=2,3,...,k -1, obtemos:

N(3,0,1) = N(2,0,1)+N(0,0,1) =1+2j =N, + (N, + N,) |
N(4,0,0)=N@3,0,)+N(L0,1)=2+3j=N, +(N, +N,) ]
N(5,0,1) = N(4,0,1) + N(2,0,1) =3+4 ] = Ny + (N + N,) |

N(kk-2,01)=N,,+(N,_,+N, )]
N(k-1,0,1)=N, ,+(N,,+N,,)]
N(k,0,1)=N, +(N, +N, ,) ]
Assim, para n=k, temos:
N(k+1,0,1) =N(k,0,2)+N(k-2,0,1)
=N, +(N, +N, ) j+N, ,+(N, ,+N, ,)]j
=N, +(N,,+N_)]
Lema 11. Para qualquer inteiro n,m,p>0, temos que:

N(n,LY)=N,+(N,+N_,)i+(N, +N_,).j.

Demonstracdo. Através da recorréncia N(n+1,m,p)=N(n,m,p)+N(n—-2,m, p)e com 0s
valores iniciais definidos : N(0,L,1)=i+j, N(Q,L1)=1+i+]j e N(2,1,1)=1+i+j, aplica-
se 0 segundo principio de inducdo finita, onde fixa m=1,p=1 e varia n=2,3,....k-1,

obtemos:

N(3,1,1)=N(2,11)+N(0,11)=1+2i+2j=N;+(N;+N)i+(N;+N,)j
N(4,L,D)=NGB1)+N@111)=2+3i+3j=N,+(N,+N,)i+(N,+N,)]j
N(5,LD)=N(411)+N(211)=3+4i+4j=N;+(Ng+ N;)i+(Ng+N,) j

N(k=211) =N, + (N, + N, )i+(N, , +N, )]

N(k-10,0)=N, ,+(N, ; +N, )i+(N, ,+N, ;)]
N(k,,1)=N,+(N, + N, ,)i+(N, +N, ,) ]

Assim, para n=k, temos:
N(k+11,1)=N(k,L,1)+Nk-211)=

N+ (N NI+ N N ) J+N 5+ (N + N )TN, + N )
=Ny +(N +N )T+ (N +N ) )
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Lema 12. Para qualquer inteiron,m, p >0 , temos que: N(,m,0)=(N,_,+N,, ,)+N,,.i

Demonstracdo. Através da recorréncia N(n,m+1, p)=N(n,m, p)+N(n,m—-2, p)e com 0s
valores iniciais definidos : N(1,0,0)=1,N(,1,0)=1+ie N(1,2,0)=1+i, aplica-se o segundo

principio de inducédo ,onde fixan=1, p=0 e varia m=2,3,...,.k -1, obtemos :

N(@3,0)0=N(12,0)+N(@0,0)=2+i=(N;+N,)+ N,i
N(,4,0)=N(3,0)+N(@10)=3+2i=(N,+N,)+N,i
N(L50)=N(14,0)+N(120)=4+3i=(N;+N;)+ N,

N(@Lk-2,0)=(N,_,+N,_)+N, i
N(@Lk-1,0)=(N, ,+N, ;) +N, i
N(Lk,0)=(N, +N,_,)+N,i

Assim, para m=Kk , temos:
N(@Lk+1,0)=N(@k,0)+N(@Lk-2,0)
=(N,+N, ,)+Ni+(N, ,+N, ) )+N, i
=(N,;+N, ) +N,i
Lema 13. Para qualquer inteiro n,m, p>0 , temos que: N(O,m,1)=N_.i+(N,+N_ ,).].
Demonstracdo. Através da recorréncia N(n,m+1, p)=N(n,m, p)+N(m,m—-2, p) e com 0s
valores iniciais definidos : N(0,0,1)=j,N(0,1) =i+ je N(0,2,))=i+j, aplica-se o

segundo principio de inducdo finita, onde fixao n=0,p=1evariao m=2,3,...,k—1.

N(0,3,1)=N(0,2,1)+ N(0,0,1) =i+2j = N,i+(N;+N,) j

N(0,4,1) =N(0,3,1)+N(0,1,1) =2i+3j=N,i+(N, +N,) ]

N(0,51)=N(0,4,1)+N(0,2,1) =3i+4j=Nii+(N;+N,) ]
N(@,k-2,2)=N, i+ (N,_,+N,_,)j
N(O,k-11)=N,_i+(N,_,+N_,)]

N(@O,K,)=N,i+(N,+N, )]

Assim, para m=Kk , temos:
N(0,k +1,1) = N(0,k,1) + N(0,k —2,2)
=N i+(N,+N, ,)j+N, Li+(N,_,+N, )]
=N i+(N,,+N, )]
Lema 14, Para 0S inteiros n,m,p>0, temos que:
N@LmIL)=(N,+N_ ,)+N_i+(N +N_,).j.
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Demonstracdo. Através da recorréncia N(n,m+1, p)=N(n,m,p)+N(n,m—-2, p)e com 0s
valores iniciais definidos : N(1,0,1) =1+ j,N(L1)=1+i+j e N(1,2,1)=1+i+ j, aplica-se

0 segundo principio da inducdo finita, onde fixa n=1, p=1 evaria m=2,3,....k-1.

N@L31)=N12)+N@L01L)=2+i+2)j=(N;+N)+N;i+(N;+N,)j
NL41)=N@31D)+N@111)=3+2i+3j=(N,+N,)+N,i+(N,+N,)]j
N@L51)=N@L4D)+N@L21)=4+3i+3j=(Ng+N;)+Ngi+(Ng+N,)j

N@Lk-22)=(N,_,+N_,)+N,i+(N_,+N,,)j
NLKk-1D)=(N_ +N,_)+N_i+(N,_,+N, 5)]
N(l, k11) = (Nk + Nk—2) + Nki +(Nk + Nk—Z)j

Assim, para m=k , temos:

NLk+1L1)=N@Lk1D)+N@Lk-21)
=(Ny + N )+ N +(N i + N )

Lema 15. Para qualquer inteiro n,m, p =0, temos que: N(L0, p)=(N,+N_ ,)+N_.j.

Demonstracdo: Através da recorréncia N(n,m, p+1)=N(n,m, p)+N(n,m, p—2)e com 0s
valores iniciais definidos :N(1,0,0)=1,N(1,0,1)=1+je N(0,2)=1+j, aplica-se o

segundo principio de inducdo , onde fixa n=1,m=0evaria p=2,3,....k-1.

N(0,3)=N(10,2)+N(10,0)=2+ j=(N,+N,)+ N,
N(0,4)=N(10,3)+N(0,1)=3+2]=(N, +N,)+N, ]
N(0,5)=N(0,4)+N(,0,2) =4+3j = (N, + N,)+ N

N (11 k _210) = (Nk—z + Nk74) + Nkfzj
N@Lk-10)=(N,+N, ) +N,,]j
N@k,0)=(N, +N, ,)+N,]j
Assim, para p =k, temos:

N@0,k+1)=N(@0,k)+N(0k-2)
=(Ng+N, L)+ N j+(N_, +N_,)+N,, ]
=(Ny,, + N )+ N, .

Lema 16. Para qualquer inteiro n,m, p=0 , temos que: N(0,1, p) =(N,+N_)i+N_.j.

Demonstracao. Atraves da recorréncia N(n,m, p+1)=N(n,m, p)+N(m,m, p—2) e com 0s
valores iniciais definidos : N(0,4,0)=i, N(0,1)=i+j e N(0,,2)=i+j, aplica-se o

segundo principio de inducdo finita, onde fixa n=0,m=1 evaria p=2,3,....k-1.
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N(0,1,3) = N(0,1,2) + N(0,1,0) = 2i + j = (N, + N,)i + N, |
N(0,1,4=N(0,1,3)+N(0,L1) =3i+2j=(N, +N,)i + N, j
N(0,1,5) = N(0,1,4) + N(0,1,2) = 4i +3j = (N + N,)i + N j

N©O,Lk-2)=(N,,+N, )i+N_,j
N(,Lk—-1)=(N, ,+N, )i+ N, ]
N(0,1k) = (N, + N, ,)i+N, j

Assim, para p =k , temos:
N(0,1,k +1) = N(0,1,k)+ N(0,1,k —2)
=(N + N I+ N j+(N ,+N )T+ N ]
=(Nys # N )i+ Ny

Lema 17. Para qualquer inteiro n,m,p=0, temos que

N@LL p)=(N,+N_ ) +(N,+N_ ,)i+N_,j.

Demonstracdo. Através da recorréncia N(n,m, p+1)=N(n,m,p)+N(n,m, p—2)e com 0s

valores iniciais definidos : N(1,1,0)=1+i, N(,1,))=1+i+je N(L12)=1+i+j, aplica-se

0 segundo principio de inducdo , onde fixa n=1,m=1e varia p=2,3,...,.k—1.
N(LL3)=N@112)+N(@110)=2+2i+ j=(N;+N)+(N;+N,)i+N;j
N@114)=N@13)+N@111)=3+3i+2j=(N,+N,)+(N,+N,)i+N,]
NLL5) =N@LL4)+N@LL2)=4+4i+3)=(Ns+N;)+(N;+N,)i+Ngj

N@LLKk-2)=(N,,+N_)+(N_,+N_,)i+N,_,]
N@LLk-1)=(N,; +N, ;) +(N,_,+N_)i+N,_,]j
N@LLK)=(N, +N, ,)+(N, +N, ,)i+N,]j
Assim, para p =k , temos:

N(LLKk+1)=N@LLK) +N@LLKk-2)
=(Ny +N L) +(N =N )i+ N G+H(N , + N )+ (N +N )T +N

= (N N ) (N N )TN .
Teorema 12. Para os inteiros n,m, p € N, 0os niameros na forma N (n,m, p) sdo descritos por:
N(n1 m’ p) = Nn(Nm + Nm—z)(Np + Np—2)+(Nn + Nn—Z)Nm(Np + Np—z)i +(Nn + Nn—z)(Nm + Nm—Z)ij

Demonstracéo. Fixandoo n=0,p=2 evariandoo m=2,3,...,.k -1 , obtém-se:



74

N(0,3,2) = N(0,2,2)+ N(0,0,2) =i+2j = N,i + (N, + N,) j
N(0,4,2) = N(0,3,2) + N(0,1,2) =2i +3j = N,i + (N, +N,)
N(0,5,2) = N(0,4,2)+ N(0,2,2) =3i +4j = Nii + (N, + N,) j

N(0,k—-2,2) =(N,+ NN, ,i+(N,,+N, )]
N(@O,k-12)=(N,+ NN, ,i+(N,_,;+N, ,)]
N(0,k,2) =(N, +Ny)N,i+(N,+N, ,)]
Assim, para m=Kk , temos:
N(0,k+1,2) =N(0,k,2)+N(0,k —2,2)
=(N, + NN, i+(N, +N, ) j+(N, + NN, Li+(N, ,+N, ,)]
=(N,+NyN, ,i+(N,+N, )]

Fixando o n=1, p=2 e variando o m, obtém-se:

N(@L3,2)=N(@1,2,2)+N@0,2)=2+i+2)=(N;+N,)+ Nji+(N;+N,)]j
N@L4,2)=N(@3,2)+N(@10)=3+2i+3j=(N,+N,)+N,i+(N,+N,) ]
N(@L52)=N(14,2)+N(@12,00=4+3i+4)=(N;+N;)+Ngi+(N;+N,)]j

N@Lk=2,2)=(N, + N )+ N i+ (N, +N, )]
N@Lk-22)=(N_,+N, _5)+N, i+(N, ;+N,,)j
N (1! k! 2) = (Nk + Nk—2) + Nki +(Nk + Nk—z) j'

Assim, para m=Kk , temos:

N@Lk+1L,2)=N@k,2)+N@Qk-2,2)
=(N +N )+ Ni+(N +N ) j+ (N, +N )+ N Li+H(N N, ) |
=(Ny, s + N )+ N i+ (N + N )

Fixando o n=2, p=2 e variando o m, obtém-se:

N(2,3,2)=N(2,2,2)+N(2,0,2) =2+i+2]=N,(N; + N, )+ (N, + Ny )N,i + N,(N; +N,) ]
N(2,4,2)=N(2,3,2)+N(2,1,2) =3+2i+3j=N,(N, +N,)+(N, + N, )N, i+ N,(N, +N,) j
N(2,52)=N(2,4,2)+N(2,2,2) =4+3i+4)=N,(N;+N;)+ (N, + Nj)Ngi + N,(N; + N,) j

N (2! m_212) = NZ(NZ + NO)(Nm—Z + Nm—4)+(N2 + NO)Nm—Zi + NZ(NZ + NO)(Nm + Nm—4)j
N (2! m_11 2) = NZ(NZ + NO)(Nm—l + Nm—3) + (NZ + NO)Nm—li + NZ(NZ + NO)(Nm—l + Nm—3)j
N(2,m+12)=N(2,m,2)+N(2,m-2,2)

:Nz(N2+No)(N +Nm—1)+(N2+NO)Nm+1 m+1+Nm—1)j

i+ N,(N,+Ng)(N

m+1

Com isso, observe que:
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N(0,m,2) = Ny(N, + N)(N, + Ny 5) +(Ng+N,)(N, + NN i+ N, (Ng + N )N, + N ,)
N (@ m,2) =N, (N, +Ng)(Ny, + Ny 5) +(Ng + N (N, + NN i+ N (N + N (N + N )
N(2,m,2) = N,(N, + N )(N, + N, )+ (N, +Ng)(N, + NN i+ N, (N, + NN, +N,)
N(n,m, 2) =N, (N, + No)(N, + Ny )+ (N + N )N, + NN+ NG (N, + NN + N )

Logo, pode-se concluir que para a generalizagéo da relacdo tridimensional de Narayana, tem-

se que:

N(n! m,l) = (N1+ Nfl)Nn(Nm + Nm—2)+(N1+ N—l)Nm(Nn + anz)i + Nl(Nn + Nn—z)(Nm + Nm—z)j
N(n,m,2)=(N,+ NN (N, +N_, ,)+(N, +Ng)N_ (N, +N_ ,)i+N,(N,+N, )N, +N,,)]j
N(n,m,3)=(N;+N)IN (N, +N_ ,)+(N;+N)IN (N, +N_)i+N; (N, +N, )N, +N_,)]

N(n’ m' p) = Nn(Nm + Nm—Z)(Np + Np—2)+(Nn + Nn—Z)Nm(Np + Np—Z)i +(Nn + Nn—Z)(Nm + Nm—Z)ij'

3.5.4 Relagdes Recorrentes Tetradimensionais

Continuando com o processo de complexificagio da Sequéncia de Narayana
apresentamos as relacGes recorrentes Tetradimensionais definidas a partir do modelo

unidimensional de Narayana. Apresentamos assim, a seguinte definicéo:

Definicdo 7. Os ndmeros na forma N(n,m,p,q) sdo definidos como a sequéncia

Tetradimensional de Narayana, satisfazendo as seguintes relacfes de recorréncia:

N(n+1,m, p,q)=N(n,m,p,q)+N(n-2,m, p,q)
N(n,m+1 p,q)=N(n,m,p,q)+N(n,m-2,p,q)
N(n,m,p+1,q)=N(n,m,p,q)+N(n,m, p-2,q9)
N(n,m, p,q+1) =N(n,m, p,q)+N(n,m, p,q—2)

Com as condicdes iniciais definidas: N(0,0,0,0) =0, N(1,0,0,0)=1, N(2,0,0,0)=1,
N(0,2,0,0) =i, N(0,0,1,0) = j,N(0,0,2,0) = j,N(0,0,0,1) =k , N(0,0,0,2) =k,
N(10,0)=1+i,N@0,11,0)=1+i+j, N0LLLD) =1+i+ j+k, N(2,1,0,0) =1+i,
N(2,2,0,0)=1+i,N(0,0,1,1) = j+k,N(0,0,1,2) = j+k ,N(10,0,2) =1+k, N(2,0,0,1)=1+k .
Doravante, apresentamos alguns lemas e um teorema referentes a Definicdo 1:

Lema 18. Para qualquer valor inteiro n,m, p,q >0, temos que: N(n,0,0,0)=N,.
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Demonstracdo. Através da recorréncia N(n+1,m,p,q)=N(n,m,p,q)+N(n-2,m, p,q)e

como os valores iniciais definidos como sendo N(0,0,0,0) =N, =0, N(1,0,0,0)=N, =1

N(2,0,0,0)=N, =1, pode-se aplicar o segundo principio de inducdo finita onde fixa

m=0, p=0,q=0 e faz variar o valor de n, obtendo:

N(3,0,0,0) = N(2,0,0,0)+ N(0,0,0,0) =1= N,
N(4,0,0,0) = N(3,0,0,0)+ N(1,0,0,0) =2 = N,
N(5,0,0,0) = N(4,0,0,0)+ N(2,0,0,0) =3 = N,

N(n-2,0,0,0)=N, ,
N(n-10,0,0)=N, ,
N(n,0,0,0) =N,

N(n+10,0,0)=N(n,0,0,0)+ N(n—2,0,0,00=N,+N, , =N, ..
Lema 19. Para qualquer inteiro n,m, p,q >0, temos que N(O,m, p,g)=N,..i.
Demonstragdo. Através da recorréncia N(n,m+1,p,q)=N(n,m,p,q)+N(n,m-2,p,q)e
com os valores iniciais definidos como sendo N(0,1,0,0) =i = N,i e N(0,2,0,0)=i = N,i ,pode-
se aplicar o segundo principio de inducédo finita onde fixa n=0,p=0,q=0¢ faz variar o
valor de m, obtendo:

N(0,3,0,0)=N(0,2,0,0)+ N(0,0,0,0) =i = N,.i

N(0,4,0,0) = N(0,3,0,0)+ N(0,1,0,0) = 2i = N,.i

N(0,5,0,0) =N(0,4,0,0)+ N(0,2,0,0) =3i = N.i

N(0,m-2,0,0)=N_ i
N(0,m-10,0)=N__i
N(0,m,0,0) = N__i
N(0,m+1,0,0) = N(0,m,0,0)+ N(O,m-2,0,0)=N_i+N__i=N__i.

Lema 20. Para qualquer valor inteiro n,m, p,q >0, temos que N(0,0, p,0)=N .j.

Demonstracdo. Através da recorréncia N(n,m,p+1,q)=N(n,m,p,q)+N(n,m,p—2,q)e
com os valores iniciais definidos como sendo N(0,0,1,0)=j e N(0,0,2,0)= j, pode-se
aplicar o segundo principio de inducdo finita onde fixa n=0,m=0,0=0 e faz variar

op=0,122,..., obtendo:
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N(0,0,3,0) = N(0,0,2,0)+ N(0,0,0,0) = j = N,. |
N(0,0,4,0) = N(0,0,3,0)+ N(0,0,1,0) = 2j = N,.j
N(0,0,5,0) = N(0,0,4,0)+ N(0,0,2,0) =3j = N.. |

N(0,0,p-2,00=N,,.j
N(0,0,p~10) =N, ]
N(0,0,p,0)=N,.j
N(0,0, p+1,0)=N(0,0,p,0)+ N(0,0,p-2,00=N_.j+N, ,j =N, ,].

Lema 21. Para qualquer valor inteiro, n,m, p,q >0, temos que N(0,0,0,q) = Nq.k :
Demonstracdo. Através da recorréncia N(n,m,p,q+1)=N(n,m,p,q)+N(n,m, p,q—2)e
com os valores iniciais definidos como sendo N(0,0,0)=k=N,.k e
N(0,0,0,2) =k = N,.k, pode-se aplicar o segundo principio de inducéo finita onde fixa o
n=0,m=0,p=0 efazvariar o q=0,12,3,... , obtendo:

N(0,0,0,3)=N(0,0,0,2) + N(0,0,0,0) =k = N,.k

N(0,0,0,4) = N(0,0,0,3)+ N(0,0,0,1) = 2k = N, k
N(0,0,0,5) = N(0,0,0,4)+ N(0,0,0,2) =3k = N k

N(0,0,0,g-2) =N, ,.k
N(0,0,0,g-1)=N_, k
N(0,0,0,q) = N .k

N(0,0,0,q+1)=N(0,0,0,q) + N(0,0,0,q -2) = Nk + N,_,k = N k.
Lema 22 Para  qualquer  valor inteiro n,m,p,q=0, temos  que
N(n,0,0,1)=N, +(N,+N, ,)k.
Demonstracdo. Através da recorréncia N(n+1,m,p,q)=N(n,m,p,q)+N(n—-2,m, p,q)e
com os valores iniciais definidos como sendo N(1,0,0,1) =1+k e N(2,0,0,1) =1+k, pode-se
aplicar o segundo principio de indugéo finita onde fixa m=0,p=0,q=1 e faz variar o

n=0,12,3,..., obtendo:
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N(3,0,0,1) = N(2,0,0,1) + N(0,0,0,1) =1+ 2k
N(4,0,0,1) = N(3,0,0,1) + N(1,0,0,1) =1+ 3K
N(5,0,0,1) = N(4,0,0,1) + N(2,0,0,1) = 3+ 4k

N(n-2,0,0)=N_,+(N _,+N_,)k

N(n-1,0,01)=N_,+(N_,+N_,)k
N(n,0,0,)) =N +(N, +N )k

N(n+1,0,0,1) = N(n,0,0,) +N(n-2,0,0,1)=N_, +(N,_,+N_)k.

n+l n+l

Lema 23. Para  qualquer  valor inteiro n,m,p,q=0, temos que

N(n,0,4) =N +(N,+N_)j+(N, +N_,)kK.

Demonstracdo. Através da recorréncia N(n+1,m, p,q)=N(n,m,p,q)+N(n—-2,m,p,q) e
com 0S valores iniciais definidos como sendo N(0,0,1,1) = j+Kk,
N(0,4,1) =1+ j+k,N(2,0,1,1) =1+ j+k pode aplicar o segundo principio de inducao finita

onde fixa-sem=0,p=1,q=1 e faz variar n=0,1,2,3,..., obtendo:

N(3,0,1,1) = N(2,0,1,1) + N(0,0,1,1) =1+ 2 j + 2K
N(4,0,1,1) = N(3,0,1,1)+ N(1,0,1,1) = 2+3 +3k
N(5,0,1,1) = N(4,0,1,1) + N(2,0,1,1) =3+4 j + 4k

N(n-2,0,41) =N, ,+(N,,+N, )j+(N,_,+N, )k
N(n-1,0,1)=N_,+(N,,+N_)j+(N _,+N_ )k

N(n,0,L1) =N, +(N,+N,,)j+(N,+N )k
N(n+1,0,1,1) = N(n,0,10) + N(N=2,0,1) =N, , +(N,., + N, ) j+(N,., + N, k.

Lema 24, Para qualquer inteiro n,m,p,q=0, temos que

N(n,L0,) =N, +(N,+N,,)i+(N,+N, k.

Demonstracdo. Através da recorréncia N(n+1,m, p,q)=N(n,m,p,q)+N(n—-2,m,p,q)e

como os valores iniciais definidos como sendo N(0,1,0,1) =i+k, N(1,1,0,1)=1+i+k ,

N(2,1,0,1) =1+i+k, pode-se aplicar o segundo principio de inducéo finita onde fixa-se o

valor de m=1,p=0,9=1 e faz variar o valor de n=0,12,3,..., obtendo:
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N(3,1,0,1)=N(2,1,0,1)+ N(0,1,0,1) =1+ 2i + 2k = N, + (N5 + N,)i + (N, + N)k
N(4,1,0,1)=N(310,1)+N@10,1)=2+3i+3k =N, +(N, +N,)i+(N, + N,)k
N(51,0,1)=N(4,1,0,1)+N(2,1,0,1) =3+4i+4k = N, + (N + N,)i+ (N + N,)k

N(n-210,1)=N_ ,+(N,,+N_ )i+(N, ,+N_ )k
N(n-L1,0,)=N, ,+(N ,+N, )i+(N, ,+N, )k

N(n10,)=N,+(N,+N_ ,)i+(N,+N,_ ,)k
N(n+11,0,1)=N(n10,1)+N(n-2,10,1)=N,,; +(N,, + N, )i+(N,,+N_ k.

Lema 25. Para  qualquer  valor inteiro n,m,p,q=0, temos que

N(n111) =N +(N,+N_)i+(N,+N ,)j+(N, +N_,)k.

Demonstracdo. Através da recorréncia N(n+1,m,p,q)=N(n,m,p,q)+N(n—-2,m, p,q)e
com os valores iniciais definidos como N(0,1,1,1) =i+ j+k, N(@1141)=1+i+ j+k, pode-
se aplicar o segundo principio de indugdo finita onde fixa-se 0 m=1, p=1,q=1 e faz variar o
valor de n=0,1,2,3...,0btendo:

NGB LLD)=N(21L1)+N(0,LL1)=1+2i+2j+2k =Ny +(N; + N)i+(N; + N,) j+(N;+ Nk

N(4,1,11)=NG111)+N@1L11)=2+3i+3j+3k =N, +(N, +N,)i+(N, +N,) j+ (N, +N,)k
N(5,111)=N(4111)+N(2,1L11) =3+4i+4j+4k =N+ (N;+ N;)i+(N;+N;) j+(N; + Nk

N(n-2,,11)=N, ,+(N, ,+N,_)i+(N,,+N_ ,)j+(N, ,+N_ )k
N(n-LLLD) =N, ,+(N,,+N_)i+(N ,+N_.)j+(N, ,+N_ )k

N(n,LLY)=N,+(N,+N_ ,)i+(N,+N, ,)j+(N,+N, )k
N(n+LL,1,1)=N(n,1L1)+N(n-2,1,11)=N_,+(N,,+N )i+(N ,+N, )j+(N,.,+N, )k

Lema  26. Para  qualquer  valor inteiro n,m,p,q=0, temos  que:

N@mLY)=(N,+N_ ,)+N_i+(N_ +N_,)j+(N_ +N_,)k.

Demonstracdo. Através da recorréncia N(n,m+1,p,q)=N(n,m,p,q)+N(n,m-2,p,q)e
com os valores iniciais definidos como sendo N(1,0,1,1) =1+ j+k, N(L,L11) =1+i+ j+k,
N(2,1,1) =1+i+ j+k, pode-se aplicar o segundo principio de inducéo finita onde fixa-se o

n=1p=1q9=1efazvariaro m=0,12,3,... , obtendo:
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N@L311)=N®21)+N@L0,LY)=2+i+2j+2k=(N3+N)+N;i+(N;+N,)j+(N;+N)k
N@L411)=N@31LD)+N@LLLY) =3+2i+3j+3k=(N,+N,)+N,i+(N,+N,)j+(N,+N,)k
N(@L511)=N@L4LD)+N@21L1)=4+3i+4j+4k =(N;+N;)+ N+ (N +N;)j+(N; + N,k

N@Lm-211)=(N m—2+Nm—4)+ Nmfzi + (Nmfz + Nm74)j + (Nmfz + Nm74)k
N@Lm-111)= (Nm—l + Nm73)+ Nm—li + (Nm—l + Nmfs)j +(Nm—1 + Nmfs)k

N@LmMLLY)=(N,+N_ ,)+N_ i+(N +N_ ,)j+(N,+N_ )k
NLM+11)=N@LmMLY+N@LmM-2211)=(N_,+N_)+N__i+(N

m+1 m+1 m+1 + Nm—l) J + (Nm+l + Nm—l)k'

Teorema 13. Para os inteiros n,m, p,q N, 0s numeros Tetradimensionais de Narayana sao
descritos por:

N(n, m, p1q) = Nn(Nm + Nm—z)(Np + Np—Z)(Nq + Nq—2)+(Nn + Nn—z)(Np + Np—z)(Nq + Nq—Z)Nmi +
F(NG +Nop ) (N Ny o )(NG + Ng )N T+ (NG + N ) (NG + N )N + NG )NGK

Demonstracédo. Para as recorréncias Bidimensionais e Tridimensionais foram demonstradas,

respectivamente as seguintes relacoes:

N(n, m) = Nn(Nm + Nm—2)+(Nn + Nn—Z)Nmi
N(n, m! p) = Nn(Nm + Nm—2)(Np + Np—2)+(Nn + Nn—2)+(Np + Np—z)Nmi +(Nn + Nn—2)+(Nm + Nm—z)ij'
Assim, para a recorréncia Tetradimensional seguindo o mesmo principio indutivo verificamos

que:

N(n,m, p,d) =N, (N, + N )N, + N, ) (NG + Ny o)+ (N +N )N+ NN+ NG )N+
+(Nn + Nn—2)(Nm + Nm—z)(Nq + Nq—Z)ij +(Nn + Nn—z)(Nm + Nm—z)(Np + Np—Z)qu'

3.5.5 Relagdes Recorrentes N-dimensionais

Definigdo 8. Um numero hipercomplexo de Narayana N(n,n,,n,,...,n,)com n variaveis, para
n=2, vale, além da unidade imaginaria i, 0 seguinte conjunto de unidades imaginarias

(m =1, n,=k,...,m,_,). Desse modo s&o definidos os valores iniciais a seguir:
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N(0,0,0,...,0) =0
N(10,0,..,0) =1
N(0,1,0,..,0) =i
N(0,0,1..,0) = j

N(0,0,0,1,...,0) =k
N(0,0,0,0,1,...,0) =7,

N(0,0,0,..,0,1) =7, ,
N@LL...)=1+i+n+..+7,,
NO,LL..D)=i+n+..+7,,
N@01,..10)=1+n,+..+71,,

Com isso, os numeros da formaN(n,n,,n,,n,)devem satisfazer as seguintes condicBes n-
dimensionais de recorréncia:
N(n+1,n,,n,,..,n)=N(nn,n,...n)+N(n-2n,n,..,n)
N(n,n,+1n,,..,n)=N(n,n,n,,...,n)+N(nn,-2,n,..,n)
N(n,n,,n,+1,...,n)=N(nn,n,...,n)+N(nn,n—-2..n)

N(n,n,,n,,...,n +1)=N(n,n,n,,..n)+N(nn,n,..,n —2)

Teorema 14. Os numeros da forma N(n,n,,n,,..,n,), tal que n,n,n,,..,n eN, sdo
determinados por:
N(n1n2'n3 """ nn) = Nn(an + an—z)(Nn3 + Nn372)'"(Nnn + Nnn72)+(Nn + Nn—z)(Nn3 + Nn3,2)"'(Nnn + Nnn,z)ani
+(Nn + Nn—z)(an + an—z)"'(Nnn + Nnn—z)Nn3771+"'(Nn + Nn—z)(an + an—z)(Nn3 + Nn3—2)"'Nnn77n—2
Demonstracéo. Assim ja foram demonstradas as relacdes:
N(n,m)=N_ (N, +N_ ,)+(N,+N_ ,)N,i
N(n,m, p) =N (N, +N_ )N, +N )+ (N + N )+ (NN INGE+H(N, AN )+ (NG + N )N
Dessa forma, por meio de um processo indutivo, pode-se verificar que:
N(n1 m) = Nn(Nm + Nm—2)+ (Nn + Nn—Z)Nmi
N(,m, p) =Ny (N +Np )N+ N )+ (NN )+ (N + NN+ (N + N )+ (N + NN
N(n! m! p!q) = Nn(Nm + Nm—z)(Np + prz)(Nq + Nq—2)+(Nn + anz)(Np + prz)(Nq + Nq—Z)Nmi +
(N + N ) (N + Ny ) (NG + NG N J+ (N + N ) (NG + N )N+ N )NGK

Assim,
N(n,ny,ng,...,n) =N (N, +N_ )N, +N, ,).(N, +N, ) +(N+N )N, +N )(N + NN
+(Nn + Nn—z)(Nn2 + Nnrz)"'(Nnn + Nnn—z)Nn3'71+"'(Nn + anz)(an + anfz)(Nn3 + Nn3—2)"'Nnn'7n—2'
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3.6 Quaternions de Narayana

Os Quaternions foram desenvolvidos por Willian Rowan Hamilton (1805-1865) em
1843. Em 1833, Hamilton fundamentou a definicdo dos nimeros complexos como pares
ordenados de numeros reais para uma representacdo geométrica. Atualmente os numeros
complexos bidimensionais sdo localizados no plano de Argand-Gauss. De acordo com Menon
(2009) os Quaternions surgiram a partir da tentativa de generalizacdo dos nimeros complexos
na forma z =a+biem trés dimensdes.

Os Quaternions sdo numeros hipercomplexos, ou seja, representam uma extensdo dos
nameros complexos na forma a+bi, com a,be R, onde se tem a parte real Re(z)= a, parte
imaginaria Im(z)= b e a unidade imaginaria i (OLVIVEIRA, 2018). De acordo com Halici
(2012,2013) e Oliveira e Alves (2018) um Quaternion pode ser definido pela equacéo:

g=0,.1+0,.6 +0,.e, +0,.8;,
dessa forma , ele possui tem duas partes: Uma escalar real composta por (q,,0,,d,,d,;) € uma

vetorial formada pela base (1,e,e,,e,), onde e, e,,e, sdo numeros complexos que satisfazem

4(e)" =) =(&)" =&.8,8,=-1.
Segundo Horadam (1963,1993) e Sagwine, Ell e Biham (2011), um Quaternion pode
ser definido pela equagdo:
g=a+bi+cj+dk,
onde i, j,k sdo as unidades imaginarias, com i’ = j*=k*=-1ij=k =—ij, jk=i=-kj e
ki=j=—ik. O conjugado e a norma do quaternion sdo descritos, respectivamente por:
q =a-bi-cj—dk,
N(g)=a’+b*+c*+d?
Tem-se ainda que g,=a +bi+cj+dk e g,=a,+bji+c,j+d,k sdo dois quaternions
distintos, as operagdes de adi¢do e igualdade entre eles sdo definidas como:
q+09, =(+a,)+ (b +b))i+(c +c,)j+(d, +d,)k.
g, =0,,somentese a =a,,b =b,,c, =c,,d, =d,.
A vista disso, serdo enunciadas algumas definicdes referentes aos quaternions de
Narayana, onde iremos explorar algumas propriedades importantes, tais como matriz
geradora, funcdo geradora, formula de Binet, tanto para 0s nimeros naturais, assim como sua

extensdo para indice inteiro ndo positivo.
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Defini¢do 9. O quaternion de Narayana ¢ definido, com n>0, i* = j> =k® =-1, pela

equacéo:

QNn = Nn + Nn-*—li + Nn+2j + Nn+3k '

Definigdo 10. A formula de recorréncia para o quaternion de Narayana ¢ definida como:
QNn = Qanl + Qan?) *
Teorema 15. A funcdo geradora para os Quaternions de Narayana € dada por:

i+ j+k+@+K)x+(j+k)x?
g(QN,,x) = ATk Arixr(iox
1-x-—X

Demonstracdo. Seja g(QN,,x) = ZQNnxn =QN, +QN,X+QN,Xx* +...+ QN _x".
n=0
Multiplicando a equagdo g(QN,,x) por x e x°, respectivamente, tem-se que:

g(QN,,x) = iQNnx” =QN, +QN,Xx+QN,x*+..+QN _x"  (3.7)

X.g(QN,,X) = QN X +QN,x* +QN,x* +...+ QN X" (3.8)
X*g(QN,, X) = QN x* +QN,x* +QN,x° +...+ QN X" (3.9)

De acordo com a equacgao (3.7-3.8-3.9), tem-se que:

1-x- Xs)g(QNn'X) =QN, +(QN, —QN;)x+(QN, _QNl)X2 +(QN,; -QN, _QNO)X3 ..
+ (QNn _QNn—l _QNn—S)

Considerando os valores iniciais QN, =i+ j+Kk,QN, =1+i+ j+2k,QN, =1+i+2j+3k.

E lembrando que QN, —ON, , —ON, , =0, pode-se obter:

(1_ X— Xs)g(QNn’X) = QNO + (QNl _QNO)X+ (QNz _QNl)X2

i+ j+k+@Q+K)x+(j+k)x?
g(QN, ) = T OO
—X—X
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3.6.1 Representa¢es matriciais para os Quaternions de Narayana

Agora sera analisada a matriz geradora dos quaternions de Narayana atraves da matriz
Q,com neN:

n

101 Nn+l Nn—l Nn
Q"={1 0 0| = N, N,_, N,, | paratodo n>3.
O 1 O Nn—l Nn—3 Nn—2

Teorema 16. Para n>1, a matriz geradora dos quaternions de Narayana € dada por:

QN, ON, ON,) (1 0 1)"(QN, QN, ON,
Q"[QN, ON, ON,[=[1 0 O||[QN, OQN, ON,
QN, QN, QN,) (0 1 0)|QN, QN, ON,

ON.., ON., QON.;

= QNn+3 QNn+l QNn+2 :

ON.., OQON, ON.,

Demonstracéao. Pelo principio de inducéo finita sobre n, tem-se que:
Para n=1, tem-se que:

1 01
1 00
010

QN,
QN,
QN,

QN,
QNz =
QN,

QN, QN, QN
QN; QN; QN,
QN, QN, QN

Q[ QN,
QN,

QN, +QN,
= QN4
QN;
QN; ON;
= QN4 QNz
QN; QN

QN,+QN, QN,+QN,
QN, QN,
QN, QN,

QN,

QN, |.

QN,

Assumindo que o teorema é valido para n=k, tem-se que:
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QN, ON, QN,) (1 0 1)(QN, QN, ON,
Q“/QN, QN, QN,|=/1 0 O0||QN, ON, QN,
QN, ON, ON, 0 1 0)(QN, QN, ON,
Nk+l Nk—l Nk QN4 QNZ QN3
= « N, Ny QN ON; QN,
Nk—l Nk—3 Nk—2 QNZ QNO QNl
QNk+4 QNk+2 QNk+3
= QNk+3 QNk+1 QNk+2 :
QNy.. QN QN
Devemos mostrar que é valido para n=Kk +1:
Assim,
QN, ON, ON, 1 0 1) 0 1)(QN, ON, ON,
Q“'|ON, QN, QN,[=|1 0 0||1 0 O||QN, ON, QN,
QON, ON, ON, 010 1 0)ION, ON, QN
ONy, QNy,, QN ;Y1 0 1
=| QN3 QN,; QN |1 0 0
QN., QN QN JI0 1 0
QNys +QN, QN3 QN
=| QN3 +QNy,;  ONy, QN |-
QNk+2 +QNk QNk+1 QNk+2

Doravante, sera analisado o comportamento dos termos com indices inteiros nao

positivos dos Quaternions de Narayana.

Definicdo 12. A formula de recorréncia dos quaternions de Narayana para indice inteiro nao

positivo para todo neN, é dada por:

QN—n = QN—n+3 _QN—n+2 '

Definigdo 13. O quaternion de Narayana, para indice inteiro ndo positivo, paratodo neN, é

definido pela equacéo:

ON , =N_+N_i+N_ ,j+N_ .k

—n+3" "

Teorema 17. A funcdo geradora dos quaternions de Narayana para indice inteiro ndo positivo,

é descrita por:



86

g(Qan,x):_(”j+k)_(3j+k2)+(_l+i+j)x '
X" —=x"-1

Demonstracédo. Seja g(N_,,x) = ZQanXn =QN, +QN_X+QN_x*+..+QN_ x".

n=0

Multiplicando a equagdo g(N_,x) por x e x°, respectivamente, tem-se que:

g(N_,,x)= iQN_nx” =QN, +QN_Xx+QN_x*+..+QN_x" (3.10)

n=0
X*g(N_,,X) = QNyx* + QN_x* +QN_x* +...+QN__,x" (3.11)
XPg(N_,,X) =QN,x* +QN_x* + QN _,x° +...+QN_ .x" (3.12)

Com base na equacgéo (3.10-3.11-3.12), tem-se que:

(x}=x*=Dg(N_,,x) =—QN, —QN_,x—(QN, —QN_,)x°
+ (QNO -QN —QN_3)X3 +...+ (QN_n+3 -0ON_ ., —QN_n)X".

Considerando os valores iniciais: QN, =i+ j+k,QN_,=j+k,QON,=1+k e a

férmula de recorréncia, pode-se obter:

(*—x*-1)g(QN_,,x) =—QN, —QN_,x+(QN, —QN_,) x>
g(Qan,X)z_(”j+k)_(j3+k)zx+(_1+i+j)x .
X —x" -1

A matriz geradora Q dos quaternions de Narayana para indice inteiro ndo positivo,
pode ser analisada calculando a inversa da matriz Q, utilizada para verificar o

comportamento dos termos positivos da sequéncia. Assim, tem-se que:

n

0 l O N—n+l -n-1 N—n
an: 0 O 1 = N—n N—n—2 N—n—l '
1 -10 N—n—l N—n—3 N—n—z

Teorema 18. Para ne N, a matriz geradora para os quaternions de Narayana, com indice

inteiro ndo positivo, é dada por:



n

QN, QN, QN,) (0 1 0
Q"|QN, QN, ON,|=[0 0 1
QN, QN, ON,) (1 -1 0

QN, QN, QN
QN QN, QN,
QN, QN, QN,

QN—n+4 QN—n+2 QN—n+3
= QN—n+3 QN—n+1 QN—n+2 '

QN—n+2 QN—n

Demonstracédo. Pelo principio de inducéo finita, podemos analisar a igualdade para n=1.

QN—n+1

QN, QN, ON,) (0 1 0)(QN, QN, ON,
Q'|QN, ON;, ON,(=|0 0 1| ON, ON, ON,
QN, QN, ON,) (1 -1 0J{QN, QN, ON,

QN QN, QN,
=l ON, QN, QN,
QN4_QN3 QNZ_QNl QN3_QN2
QN; QON; ON,
=|QN, ON, ON, |.
QN; QN ON,
Assumindo que a igualdade é valida para n=k,k € N, tem-se que:
QN, QN, QN,) (0 1 0)(QN, QN, QN,
Q /QN, QN, QN,|=/0 0 1||QN, QN, ON,
QN, QN, OQN,) (1 -1 0)(QN, QN, ON,
N—k+1 N—k—l ka QN4 QNz QNs

QN—k+4 QN—k+2
= QN—k+3 QN—kJrl
QN—k+2 QN—k

= ka kafz N—k—l QNs QN1 QNz
N—k—l kafz kafz QNz QNo QN1

QN—k+3
QN—k+2 '
QN—k+l

Concluindo a demonstracéo, verifica-se a igualdade para n=k +1:
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QN, QN, ON, 10
Q“YIQN, QN, ON, |= 0 1//0 0 1||QN, QN, ON,
QN, QN, ON, -1 0)(1 -1 0)ION, QN, ON,

w1 N 1 0)(QN, ON, ON,

G No Ny 0 1]QN; QON; OQN,
kafs kafz -1 0 QNz QNO QNl
QN_; QON_,; QN_,,

=l QN_,, QN QN_, |
ON_,; QN__ ON,

0 0 1 0)(QN, QN, ON,
3%
1

N 0

N 0

N 1

—k-1

Teorema 19. A soma dos n primeiros termos dos quaternions de Narayana é descrita por:
> QN, =QN,, +QN, +QN,,, —(@+i+2j+3k).
r=0

Demonstracéo. Utilizando a relacdo de recorréncia dos quaternions de Narayana, tem-se que:
QNn = QNn—l + QNn—3 '
Com intuito de realizar os cancelamentos necessarios utilizaremos a seguinte relacéo:

Qanl = QNn _QNn—S :

Assim,
QNO :QNl_QN,g
QN, =QN, -QN,
QN2 = QNs _QNo

QN; =QN, -QN,
Qan3:QNn—2 _QNn—S
QN,,=QN,,-QON_,

QNn—l = QNn _QNn—S
QNn = QNn+1 _QNn—Z'

Atraveés de operacOes algebricas, podemos realizar alguns cancelamentos, obtemos:
ZQNr = QNn—l + QNn +QNn+1 _QN—Z _QN—l _QNO'
r=0

Considerando os valores iniciais QN , =1+k,QN ;= j+k e QN, =i+ j+k , tem-se que:
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n

>QN, =QN, , +QN, +QN,, —(L+i+2j+3k).

r=0

3.7 Octonions de Narayana

De acordo com Conway e Smith (2003, p.8) logo apds a descoberta dos Quaternions
feita por Hamilton, surgiram os octonions, os quais foram desenvolvidos em 1843 por John T.
Graves, um amigo de Hamilton. Em 1845, os Octonions foram redescobertos por Arthur
Cayley(1821-1895) e dessa forma os octonions também sdo conhecidos como numeros de
Cayley.

Oliveira (2018) destaca que os octonions, assim como os Quaternions, representam
uma extensdo dos numeros complexos bidimensionais e quando se faz esse processo de
generalizacdo e o conjunto numérico € ampliado ocorre a perda de algumas propriedades
algébricas. Se consideramos o0s Quaternions, eles ndo apresentam a propriedade comutativa da
multiplicacdo. Hamilton identificou que os octonions néo séo associativos na multiplicacao.

De acordo com Santos (2016), 0s octonions representam uma extensao ndo associativa
dos Quaternions. Todavia, eles constituem uma algebra com oito componentes de base,
formando uma divisdo normada com oito componentes de base sobre R (OLIVEIRA, 2018).
Assim, 0s octonions possuem 7 componentes imaginarias: e,,e,e,,e, €, €&,,e, COM

2 2 2 2 2 2 2 2 HR H
e =e°=e’°=¢e°=¢°=6"=6"=¢"°=-1. Dessa forma, podemos utilizar a seguinte

notacdo para representar os octonions:
7
pP=> P,
p=0

em que p, € o coeficiente real. Assim, p pode ser escrito na forma p =Re(p)+Im(p), onde

7
Re(p) = p, representa a parte real e, Im(p) = Z p.e, representando a parte imaginaria.
s=1

Defini¢édo 10. Para n>0, os octonions de Narayana sdo definidos por:

Definigdo 11. A formula de recorréncia dos octonions de Narayana, é dada por:
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ON,=0ON, ;+ON,_ ,.
Com n=>3.

Teorema 20. A Fungdo geradora dos Octonions de Narayana, ON, ,é dada por:

O xte + (L4 XD)e, + (L X+ X2)e, + (24 X+ X2)e, + (B+ X+ 2X7)ey + (4+ 2X +3X%)e, + (6+3x +4x)e,

ON_,
9(ON,, %) i

Demonstrag&o. Seja g(ON,,x)=Y_ _ON X" =ON,+ON,x' +ON,x* + ON,x* +...+ ON, x".
Multiplicamos a fungdo g(ON,,x) por x e x°, respectivamente, obtemos:

g(ON_, x) =ON, +ON,x" + ON,x* + ON_x* +...+ ON_x"
Xg(ON,, X) = ON X +ON,x* + ON,x* + ON,x* +...+ ON, X"
x*g(ON,, x) = ON x> + ON,x* + ON,x°> + ON,X® +...+ ON__.X"

Subtraindo as equacfes acima temos que:

(L-x-x%)g(ON,,X) =ON, +(ON, —ON,)x+(ON, —ON,)x* +...+(ON, —ON_, —ON__)x".
E lembrando que ON, -ON, ,—-ON, ,=0.

Tem-se que:

_ ON, +(ON, —ON,)x+ (ON, —ON,)x?

ON_, x
9(ON,,,x) P

Considerando os valores iniciais: ON, =e +e, +e, +2¢, + 3¢, +4¢e, +6e,,

ON, =e¢, +€ +e, +2e,+3¢, +4e, +6e,+9, e ON, =¢, +¢€, +2e, + 3¢, +4¢, +6e, +9¢, +13¢,
Tem-se que:

9(ON X)_x+e1+(1+x2)e2+(1+x+x2)e3+(2+x+x2)e4+(3+x+2x2)e5+(4+2x+3x2)e6+(6+3x+4x2)e7
me 1-x—x°

Para analisar a matriz geradora dos octonions de Narayana, sera utilizada a matriz
geradora, com neN:
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1 01 N., N, N,
Q"=|/1 0 0| = N, N,_, N, |,paratodo n>3.
010 N., N, N,

Teorema 21. Para n>1, a matriz geradora dos octonions de Narayana e dada por:

ON, ON, ON,) (1 0 1)"(ON, ON, ON,
Q"|ON, ON, ON,|=[1 0 0|[ON, ON, ON,
ON, ON, ON,/ (0 1 0J|ON, ON, ON,
ON,, ON_, ON,
=| ON, ON,, ON

Demonstracdo. Pelo principio de inducéo finita verifica-se que o teorema é valido para n=1:

ON, ON, ON,) (1 0 1)}(ON, ON, ON,
Q| ON, ON, ON,|=/1 0 O||ON, ON, ON,

ON, ON, ON,/ (0 1 0JlON, ON, ON,
ON,+ON, ON_,+ON, ON,+ON,
=| 0N, ON_, ON,

ON, ON,, ON,
ON, ON, ON,
=|ON, ON, ON,

ON, ON, ON,

k,keN:

Supondo que a igualdade é valida para n

ON, ON, ON,) (1 0 1)(ON, ON, ON,
Q| ON, ON, ON,|=|1 0 0||ON, ON, ON,
ON, ON, ON,) (0 1 0J|ON, ON, ON,

Il
o
=z
o
=z
o
=z

ON,, ON,, ON,,

Por fim, verifica-se a validade para n=k +1:
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ON, ON_, ON, 1 0 1)(1 0 1)(ON, ON, ON,
Q“'|ON, ON, ON_,(=|1 0 O||1 O O|[ON, ON, ON,
ON, ON, ON,) |0 1 0){0 1 0J{ION, ON, ON,

ON,, ON,, ON, (1 0 1

=| ON, ON,, ON,, |1 0 0

ON,, ON,, ON,,Jl0 1 0

ON,,,+ON,; ON, ON,,
=/ ON, +ON, , ON,, ON,
ON, ;+ON, ; ON,, ON,,
ON,,, ON, ON,,
= ONk+1 ONk—l ONk
ON, ON,, ON,,

Teorema 22. A soma dos n termos formados pelos Octonions de Narayana é:
n 7
D> ON, =ON,,+ON, +ON,, —(Z(st +N_, + Ns].
r=0 s=0

Demonstracéo. Utilizando a Definigéo 11, pode-se obter a relagéo:
ON,,=ON,-ON,,.
Logo,

ON, =ON, —-ON,
ON, =ON,-ON_,
ON, =ON,-ON,
ON, =ON, —ON,

ON, ,=ON, ,—-ON_ .

ON, ,=ON, ,-ON,,

ON, ,=ON_-ON_,
ON, =ON_,-ON_,

Realizando os devidos cancelamentos, tem-se que:
D> ON, =ON, ;+ON, +ON,,—ON_,—ON_, —ONj,.
r=0

Logo,
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n 7
ZONr =ON,,+ON_ +ON,, —(Z(st +N_, + Ns].
r=0 s=0

A seguir, serd analisado o comportamento dos termos com indices inteiros nédo

positivos dos octonions de Narayana.

Definigdo 12. Para todo neN, a formula de recorréncia dos octonions de Narayana para

indice inteiro ndo positivo, é dada por:

ON_,=ON_,,;—ON

-n -n+3 -n+2 *

Defini¢cdo 13. Para todo neN, o octonion de Narayana, para indice inteiro ndo positivo, é

definido pela equacéo:

Para analisar a matriz geradora Q dos octonions de Narayana para indice inteiro ndo
positivo, calcula-se a inversa da matriz Q, que é a matriz geradora para sequéncia de

Narayana para indices inteiros positivos. Assim, tem-se que:

-n -n-2
Q"=0 0 1| =N,, N,; N
N—n—2 N—n—4 N—n—3

-
|

[ay

o

Teorema 23. Para ne N, a matriz geradora dos octonions de Narayana, com indice inteiro

ndo positivo, é dada por:
ON, ON, ON, 0 1 0)'(ON, ON, ON,
Q" ON, ON, ON,|=/0 0 1||ON, ON, ON,

ON, ON, ON,/ (1 -1 0){(ON, ON, ON,

ON—n+1 ON—n—l ON—n
= ON, ON_,, ON_, |
ON—n—l ON—n—3 ON—n—Z

Demonstracédo. Pelo principio de inducéo finita verificamos a igualdade para n=1:



ON,,

Supondo que é valido para n=k,k e N;

ON,
Q| ON,
ON,

ON,
ON_,

ON,,

ON,
Q—(k+l) ONO
ON,,

ON_,
ON,,
ON,,

ON,
ON_,
ON,,

=| ON,

=|ON,,

0)(ON, ON,
1][ ON, ON,
0)_ON, ON,
ON,, ON_,
) ON_, ON,,
ON,—-ON, ON,-ON, ON,-ON
ON, ON, ON,
ON, ON, |.
ON, ON,

ON,
ON_,
ON_,

ON,,

ON,

0 ON,
1| ON,
0

ON_,

_ON—k—l

_ON—k—Z
ON_, ,
ON_, |.
ON,, ,

ON_, ,

ON__,

94
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Teorema 24. A soma dos n primeiros termos com indice inteiro ndo positivo dos octonions
de Narayana, é dada por:

D> ON_, =ON_,,—ON_ +ON,.
r=1

Demonstracdo. Utilizando a relacdo de recorréncia dos quaternions de Narayana, com indices

inteiros ndo positivos, tem-se que:

ON_, =ON

n —-n+3

-ON

—-n+2°*
Logo,

ON_, =ON, —ON,
ON_, =ON, —ON,
ON_, =ON,-ON,
ON_, =ON_, —ON,

ON_, ,=ON_ -ON_,
ON_,_,=ON__,—ON
ON_ ,=ON__,—ON
ON_, =ON_,.,—ON

n

-n
-n+l

-n+3 —-n+2

Realizando os cancelamentos sucessivos, tem-se que:
D> ON_, =ON_,,; +ON,.
=1
Considerando a definicdo 12, conclui-se que:
> ON_, =ON_,,, +ON_, +ON,.
=1

3.8 Sedenions de Narayana

De acordo com Bilgici, Tokeser e Unal (2017) uma Algebra de Sedenions, denotada

por S é uma Algebra de dimensdo 16, desenvolvida por Cauley Dicson. Se considerarmos a

base formada por seus elementos {e,e,,e,.;,€,,6&,...€5} em que e, é o elemento unitario e

€,,€,,€,,...,6; S0 as unidades imaginarias um sedenion pode ser descrito por:
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onde ay,a,,a,,...,a, €R.
A tabela 3 descreve as operacGes formais de multiplicagéo para os elementos da base

Sindicada por {e,,e,,€,,6,,€,,€;,....&} .

Tabela 2- Tabela de multiplicagdo dos Sedenions de base S .

o (1 |2 |3 |4 |5 (6 |7 |8 |9 |10 |11 (12 |13 |14 |15
0 |0 112 |3 (4 |5 |6 |7 (8 |9 |10 |11 |12 |13 |14 |15
1 |1 (-0 |3 |-2 |5 |4 |-7 |6 |9 |-8 |-11|10 [-13|12 |15 |-14
2 |2 |3 |0 |1 |6 (7 |4 |5 |10 |11 (-8 |9 |-14 | -15|12 |13
3 |3 2 |-1 0 |7 |6 |5 |4 (11 |-10|9 |-8 |-15|14 |-13 |12
4 |4 |5 |6 |-7 |-0 |1 |2 |3 |12 |13 |14 |15 |-8 |-9 |-10|-11
5 |5 4 -7 (6 |-1 |-0 (-3 |2 |13 |-12|15 |-14 |9 |-8 |11 |-10
6 |6 |7 |4 |5 |2 |3 |0 |-1 |14 |-15|-12|13 |10 |(-11|-8 |9
7 |7 |6 |5 (4 |3 |2 |1 |0 |15 |14 |-13|-12|11 |10 |9 |-8
8 |8 |9 (-10|-11}-12-13|-14|-15|-0 |1 (2 |3 |4 |5 |6 |7
9 |9 |8 |-11/10 |-13|12 |15 |-14|-1 |0 |-3 |2 |5 |4 |7 |-6
10 (10 |11 |8 |9 |-14|-15}12 |13 |-2 |3 |0 |-1 |6 |-7 |4 |5
11 |11 |-10|9 |8 |-15|14 |-13|12 |8 |-2 |1 |-O0 |-7 |6 |-5 |4
12 |12 |13 |14 |15 /8 |9 |-10|-11|-4 |5 (6 |7 |-0 |-1 (-2 |-3
13 |13 |-12|15 |-14,9 (8 |11 |-10|5 |4 (7 |6 |1 |-0 (3 |[-2
14 |14 |-15|-12 |13 |10 |-11/8 |9 |6 |-7 |4 |5 |2 |-3 |-0 |1
15 |15 |14 |-13|-12 11 |10 |99 |8 |-7 |6 |-5 |4 |3 |2 |-1 |-0

Fonte: Bilgici (2017)
Defini¢éo 14. Para n>0, os sedenions de Narayana sao definidos por:
SNFI = Z Nn+ses'
Defini¢édo 15. A formula de recorréncia dos sedenions de Narayana é dada por:

SN =SN, ,+SN_,.




Teorema 25. A funcéo geradora dos sedenions de Narayana, SN, , € dada por:

15
g(SNn’ X) = %Z(Ns + Ns—2X+ Ns—lxz)es'
1-x—x" 3

Demonstracao. Dada a funcdo:
g(SN,,X) = SN, +SN,X+ SN, x* +...+SN_x".
Realizando a multiplicacéo por x e x°, respectivamente, obtemos:

9(SN,,x) = SN, +SN,x+ SN, x* +...+ SN _x"
Xg(SN,,,X) = SNX + SN, x* + SN,x° +...+ SN, x"
x*g(SN,, X) = SN x* + SN, x* + SN, X° +...+ SN, X"

Com base na equagdo g(SN.,x)—xg(SN,,x)—x*g(SN_,x), tem-se que:

@A-x=x*)g(N,,X) = SN, + (SN, —SN, )X+ (SN, —SN,)X* +...+(SN, —SN,__, —SN,_,)x"

@A-x=x*)g(SN,,x) = SN, + (SN, —SN,)x+ (SN, — SN, ) x*.
Logo,
1

15
g(SN,, X) =————=>" (N, + N, X+ N x*)e,.
1-x—X" <3
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A matriz geradora para os sedenions de Narayana, sera estudada com base na matriz

geradora para a sequéncia de Narayana, definida por:

10 1" (N, N N

n-1 n
Q"=[1 0 0| =| N, N, N, |[n=3.

0 1 O Nn—l Nn—3 Nn—Z

Teorema 26. Para n>1, a matriz geradora dos sedenions de Narayana € dada por:

SN, SN, SN,) (1 0 1)"(SN, SN, SN,

Q" SN, SN, SN, [=/1 0 O||SN, SN, SN,

SN, SN, SN,J (0 1 0)(SN, SN, SN,
SN., SN,, SN

=| SN, SN,, SN

Demonstracdo. Pelo principio de inducéo finita verifica-se que o teorema é valido para n=1:



SN, SN, SN,) (1 0 1)(SN, SN, SN,
Q| SN, SN, SN, |=[1 0 0| SN, SN, SN,
010

SN, SN, SN, SN, SN, SN,

SN,+SN, SN, +SN, SN, +SN,

=| SN, SN, SN,
SN, SN, SN,
SN, SN, SN,
=/ SN, SN, SN,

SN, SN, SN,
Supondo que a igualdade seja valida para n=k,k e N:

SN, SN, SN,) (1 0 1)(SN, SN, SN,
Q“| SN, SN, SN, |=[1 0 O||SN, SN, SN,
0 1 0)(SN, SN, SN,
SNk+l SNk—l SNk

SN,, SN, , SN,,

Por fim, verifica-se a igualdade para n=k +1:

k

-

SN, SN, SN,) (1 0
Q“'| SN, SN, SN,|=l1 0

SN, SN, SN,/) (0 1
SN,,, SN,, SN, (1
=| SN, SN,, SN,, |1
SN, SN,, SN,,/l0
SNk+1+SNk—1 SNk SNk+1
=| SN, +SN,, SN,, SN,
SN, ,+SN, , SN, , SN,

1 0 1)(SN, SN, SN,
SN,
SN,

o O
o
~ o
o o
[C20N7)!
zZ =z

o
wn wn
zZ =2
w N

Teorema 27. A soma dos n primeiros termos formados pelos sedenions de Narayana é dada

por:
n 15
> SN, =SN,;+SN, +SN, ;= > (N, + N, +N)e,.
r=0 s=0
Demonstracao. Utilizando a relacao de recorréncia dos sedenions de Narayana, tem-se que:
SN, =SN,,+SN, ;.
Com o intuito de realizar os cancelamentos necessarios utilizaremos a seguinte relagéo:

SN, =SN,—SN_,.
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Assim,
SN, =SN,-SN,
SN, =SN, -SN
SN, =SN, - SN,

SN, = SN, — SN,

SN, ,=SN_,-SN,_ .
SN, ,=SN, ,-SN_,
SN, =SN_—SN, ,
SN, =SN_,—SN_,.

Atraveés de operacOes algébricas, podemos realizar alguns cancelamentos, obtendo:
D> SN, =SN, ,+SN,+SN_,,—SN_,—SN_, —SN,.
r=0
Logo,
n 15
D> SN, =SN, ;+SN, +SN,, = > (N, + N, +N)e,.
r=0 s=0

A seguir, serd analisado o comportamento dos termos com indices inteiros nédo

positivos para 0s sedenions de Narayana.

Definigdo 16. Para todo neN, a formula de recorréncia dos sedenions de Narayana para
indice inteiro ndo positivo é dada por:
SN__ =SN

n -n+3

-SN

-n+2 "
Definigdo 17. Para todo neN, o sedenion de Narayana, para indice inteiro ndo positivo, é
definido pela equacéo:
SN_, =D N_,..&.
s=0

Teorema 28. Os sedenions de Narayana, para indice inteiro ndo positivo, é dada por:

_(i Nses]_(i Ns—les] X_(i(Ns + Ns—z)sz

x}—x*-1

g(SN_,, %) =
Demonstragdo. Seja g(SN_,,x) = > SN_ x" = SNy +SN_x+SN_,x*+...+ SN_ x".
n=0

Multiplicando a fungdo g(SN_,,x) por x* e x°, respectivamente, tem-se que:
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g(SN_,,X) = > SN_ X" = SN +SN_;x+SN_,x* +...+ SN_ X"

n=0

X*g(SN_,,X) = SN x* +SN_,x* + SN_,x* +...+SN___,x"
X*g(SN_,,x) = SN X* +SN_,x* + SN _,x* +...+SN__.x"

Com base na equagdo x*g(SN_,,x)—x*g(SN_,,x)—g(SN_, ,X), tem-se que:

(¢ =x*=Dg(SN_,,X) ==SN, —SN_,x— (SN, —SN_,)x*.

Logo,

15

_(i Nsesj_(i Ns—lesj X_(Z(Ns + Ns—z)jx2
g(SN . X) — s=0 s=0 .

s=0

X —x*-1
A matriz geradora Q dos sedenions de Narayana para indice inteiro ndo positivo, pode

ser analisada calculando a inversa da matriz Q, utilizada para verificar o comportamento dos

termos positivos da sequéncia. Assim, tem-se que:

0 1 0y (N,, N, N,
Q"=/0 0 1|=/ N, N,, N_,
1 -10 N—n—l N—n—3 N—n—2

Teorema 29. Para n e N, a matriz geradora para os sedenions de Narayana, com indice

inteiro ndo positivo, é dada por:

n

SN, SN, SN,) (0 1 O0)'(SN, SN, SN,
Q" SN, SN, SN, [=/0 0 1||SN, SN, SN,
SN, SN, SN,) (1 -1 0)(SN, SN, SN,
SN, SN, SN

=/ SN, SN, SN_,|

-n

SN—n—l Sanf3 Sanfz

Demonstracdo. Pelo principio de inducéo finita verificamos a igualdade para n=1:
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SN, SN, SN,) (0 1 O0)SN, SN, SN,
Q'ISN, SN, SN,|=[0 0 1| SN, SN, SN,
SN, SN, SN, \1 -1 0J{SN, SN, SN,

SN, SN, SN,

=| SN, SN, SN,

SN,—SN, SN_,—SN_, SN,—SN_

Supondo que é vélida para n=k,k e N:

SN, SN, SN,) (0 1
Q™ | SN, SN, SN,|=[0 0
1

0
1
SN, SN, SN, -1 0) (SN, SN, SN,
N, N,, N, ) SN, SN, SN,
=[N,, N,, N,,|[SN, SN, SN, |=
kafz ka74 kafz SN—l SN73 SNfz

SNLi SNL; SN,
=| SN, SN, SN,, |
SN,, SN,., SN,

Assim, verificando se é valido para n=k +1, tem-se que:

SN, SN, SN,) (0 1 0)(0 1 O)SN, SN, SN,
QY SN, SN, SN,|=/0 O 1|/[0 O 1| SN, SN, SN,
SN, SN, SN,) |1 -1 0/\1 -1 0J{SN, SN, SN,
SN,, SN,, SN, )0 1 0
=| SN, SN,, SN,,[lo 0 1

SN,, SN,, SN, Jl1 -1 0

SN, SN_,-SN, SN_,
=|SN,, SN,-SN,, SN,,

SN k-2 SN—k—l_SN—k—Z SN k-3

SN, SN,, SN,

=ISN_, SN, SN_,|
SN,, SN,, SN,
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3.9 Sequéncia Generalizada de Narayana

No trabalho de Ramirez e Sirven (2015) encontramos a generalizacdo da sequéncia de

Narayana que pode ser definida da seguinte forma:

Defini¢ao 18. Dado um inteiro k ndo nulo e denotando o conjunto dos numeros {bkyn}:jzo , com

a seguinte condigdo particular inicial b ,=0, b, =1, b, , =k, n>3, definimos a seguinte
recorréncia:

bk = kbk,n—l + bk,n—s .

Podemos observar alguns valores iniciais:

0,1k, k% k®+1,k* +2k,k® +3k*, k® +4k* +1,...
Em particular,
{b,}" ={0111234,6,91319,2841,..}
{b,,}” ={0,12,4,20,44,97,214,472,..}
{b,,}” ={0,1,3,9,28,87,270,838,2601,...}
{b,,}  ={01-110,-1211-30,4,..}

Definicdo 19. A sequéncia generalizada de Narayana para indices inteiros ndo positivos é

dada por:
bk,*n = bk,—n+3 - kbk’7n+2, ne N

Teorema 30. A funcdo geradora para a sequéncia generalizada de Narayana é dada por:

X

b X)=—.
g( k,n ) 1—kX—X3

Demonstragdo. Seja g(b, ,,X) =h, , +b X +b ,X* +b, X +...+b, X",

Multiplicando a funcdo g(b, ,,X) por kx e x*, respectivamente, tem-se que:

g(b, . X) =b, o +b  X+b X2 +b X° +...+b X" (1)
kxg (b, ,, X) = kb, ;x> + Kb, ,x° + Kb, ,x* +...+ kb, ;X" 2
X°g (b, X) =b X" +b,,X° +b, X° +...+b | X" (3)

De acordo com a equacgao (1-2-3) tem-se que:
(1_ kx — Xs)g(bk,n’ X) = bk,lx + (bk,z - kbk,l)xz t..t (bk,n - kbk,n—l - bk,n—s)xn :
Considerando os valores iniciais b, =1 e b, =k e a formula de recorréncia da sequéncia

generalizada da sequéncia de Narayana pode-se obter:
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b X)=— -
g( k,n ) 1—kX—X3

3.9.1 Matriz Geradora para a k-sequéncia de Narayana

Ramirez e Sirven (2015) definem a seguinte matriz geradora para a sequéncia

generalizada de Narayana:

o O -

k 0
Qk)=l1 0
01

Podemos analisar o comportamento das matrizes do Q(k)". Temos que:

k> 1 k
Qk)Y=lk 0 1
1 00
k*+1 k k?
Qk)Y’=| k* 1 k
k 0 1
k*+2k k* k*+1
Qk)' =| k*+1 k  Kk?
k? 1 K
Assim, enunciamos o seguinte Teorema:
k 0 1
Teorema 31. Seja Q(k)={1 O O|. A matriz geradora para a sequéncia generalizada de
010

Narayana é dada por, com n>3:
k 0 1 " bk,n+1 bk,n—l bk,n
Qk)'=|1 0 0] = bk,n bk,n—2 bk,n—l '
O 1 0 bk,n—l bk,n—3 bk,n—2
Demonstracdo. Pelo principio de inducéo finita sobren , temos:

Para n=3 , tem-que:
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k 0 1 kK]+1 k k?
Qk)l=|1 0 0| =] k* 1 Kk
010 k 0 1

bes B> B,

= bk3 bk,l bk2

b Beo B

Assumimos que é valido para n=m,m e N, tem-se que:

m

b

k,m+1

k 0 1 Bems B
QK)"=|1 0 0| =| b
010

b,

bk,m—l bk,m—3 bk,m—2

k,m ,m-2 bk,m—l '

Devemos mostrar que é valido para n=m+1 . Assim,
bk,m—l bk,m

Q)™ =Q(K)QK)"=|1 0 0|l b, b, b,
0 1 0 bk,m—l bk,m—3 bk,m—2

KB i +Bcns KOy + B0 s KB B0,
= bk,m+1 bk,m—l bk,m
B m B 2 B s
Bemiz  Bem Boma
= bk,m+l bk,m—l bk,m
Bem  Bemz Boms

Visando a extensdo da k-sequéncia de Narayana para indices inteiros ndo positivos
podemos determinar a seguinte matriz:

01 0
Qk)*=l0 0 1.
1 -k 0

Esta matriz é obtida através do célculo da inversa da matriz Q, logo:

QQ*=1.
Onde | é a matriz identidade. Realizando alguns calculos obtemos os seguintes produtos
matriciais:
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0 0 1
Qk)*=|1 -k 0
1 —k
1 -k 0
Qk)*=/ 0 1 -k
-k k¥ 1
0 1 -k
Q) *=|-k k* 1
1 -2k k2
k? 1
Qk)° =1 -2k K2
k? —k®+1 -2k

Assim, enunciamos o seguinte teorema:

0 1 0
Teorema 32. Seja Q(k)™*=|0 0 1|, entdo a matriz geradora da sequéncia generalizada
1 -k 0

de Narayana para indices inteiros ndo positivos, com ne N, é dada por:

O 1 O " bk,—n+1 bk,—n—l bk,—n
Q(k)in = O 0 1 = bk,—n bk,—n—2 bk,—n—l .
1 -k 0 bk,—n—l bk,—n—3 bk,—n—z
Demonstracdo. Pelo principio de inducéo finita sobre n, temos:

Para n=1,tem-se que:

0 1 0
Q(k)"=|0 1
1 -k 0

bo b B

= b bk,—s k-2

by -2 bk,—4 k-3

Assumindo que seja verdade para n=m, com meN tem-se que:

1 0 i bk,—m+1 bk,—m—l bk,fm
QK)™=|0 0 1| =|b_, b o, b il
-k 0 bk,—m—l bk,—m—3 bk,—m—2

Devemos mostrar que é valido para n=m+1 . Logo,
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Q)™ =Q(k)"Q(k)™

bk,—m+l bk,—m—l bk,—m 0 l 0
= bk,—m bk,—m—z bk,—m—l 0 O 1
bk,—m—l bk,—m—3 bk,—m—2 1 -k 0
bk,—m bk,—m+1 - I(bk,—m bk,—m—l
= bk,—m—l bk,—m - I(bk,—m—l bk,—m—z
bk,—m—2 bk,—m—l - I(bk,—m—z bk,—m—S
bk,—m bk,—m—z bk,—m—l
= bk,—m—l bk,—m—3 bk,—m—2
bk,—m—z bk,—m—4 bk,—m—a

3.9.2 Soma dos n-primeiros termos da sequéncia k-Narayana

Ramirez e Sirven (2015, p.95) definem ainda uma outra matriz:

1 00
01
0 0|
10

1
Ak)=| -

0 0

= X O

A idéia consiste em explorar propriedades matriciais com a seguinte somatoria:
n
Sin=2.b;n>1e S, =0.
i=1
Importante destacar que essa somatdria representa a soma dos n-primeiros termos da
k-sequéncia de Narayana. Apresentamos o0 seguinte teorema:
1 000

: 1 k O N . -
Teorema 33. Seja A(k) = 010 , entdo a matriz geradora da soma dos n-primeiros

0 010

[l

termos da sequéncia generalizada de Narayana é dada por:

" 1 0 0 0

0

1 _ Senat Bnz Ben Bnn
0 Sen Bena Boas b ’
0 Sent B Bae B

A(K)" =

0

k
n>2.

1

0

o O - -
= O O O

Demonstracdo. Pelo principio de inducéo finita sobre n temos que:

Para n=2, tem-se que:



0 00

1+k k2 1 k
- 0 1
00

1 0 0

k,3 bk,4 bk,2

k.2 k,3 bk,l

Sk,l bk,2 bk,O

Assumindo a igualdade para n=m,m e N, tem-se que:

o O - -

o B X O
O O O

o O — O

S

1 0
it Bemez
Sem Bomas
Stmi  Bem

Devemos mostrar que é valido para n=m+1.

Assim,

S b
A(k)m+l — A(k)m A(k) — k,m+1 k,m+2

1 0
Sk,m bk,m+l
Sk,m—l bk,m
1
1+kS, ., +S
S|<,m+1
Sk,m
1 0
Sk,m+2 bk,m+3
Sk,m+l bk,m+2
Sk,m bk,m+1

0 0
Bem  Boma
Bems  Bem
Bemo Bema
0
cmt KB +h
b me2
by s
0 0
Bema Bemiz
N
Bems  Bem
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0
b5
b2
b1
0 0
ST
Bens  Bem
Bena Bma
1 000
1 k 01
0100
0 010
0 0
km KO +B s KB o B
B m B it
By s by m

Por conseguinte, visando a expansdo e descricdo da k-sequéncia de Narayana para 0s

correspondentes indices inteiros, determinamos a matriz A(k)*que pode ser encontrada

atraves do célculo da inversa matriz A(k), ou seja:

AK)AK) =1,

onde | é a matriz identidade de ordem 4. Logo,
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1 0 0 O
0 0 1 0
Ak) ™ =

0 0 0 1
-1 1 -k O

1 0 0 O

0 0 1 0

Teorema 34. Seja Ak)™" = 00 0 1l entdo a matriz geradora da soma dos n-
-1 1 -k O

primeiros termos da k-sequéncia de Narayana para indices inteiros ndo positivos € dada por:

1.0 0 oY 1 0 0 0
A(k)_n: 0 O 1 0 _ Sk,—n+1 bk,—n+2 bk,—n bk,—n+l
O 0 1 Sk,—n bk,—n+1 bk,—n—l bk,—n
_1 l _k 0 Sk,—n—l bk,—n bk,—n—2 bk,—n—l

Demonstracdo. Usando o principio de inducdo finita sobre n, tem-se que:

Para n=1, tem-se que:

1 0 0 O 1 0 0 0
A(k)_l _ 0 01 0 _ Sk,o k.1 bk =) bk 0

0 0 0 1 Sk,—l bk,o k,—2 bk,—l

-11 Kk O Sk,-z bk,—l bk,-s bk,—2

Assumindo a igualdade para n=m,m e N, tem-se que:

1 0 0 oY 1 0 0 0
A(k)—n: 0 O 1 0 _ Sk,—n+1 bk,—n+2 bk,—n bk,—n+1

0 0 0 1 Sk,—n b|<,—n+1 bk,—n—l bk,—n

-1 1 -k 0 Sk,—n—l bk,—n b|<,—n—2 bk,—n—l

Devemos mostrar que a igualdade ¢ valida para n=m+1. Assim,
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1 0 0 O 1 0 0 O
et ., |00 1 0[]0 0 1 0
ALKy = A T AK) {o 0 0 1/[0 0 0 1
-1 1 -k 0 -1 1 -k 0
1 0 0 0 1 0 0 O
Sk,—m+1 bk,—m+2 bk,—m bk,—m+l 0 0 1 0
T Seon Bews By B, [0 0 0 1
{Skml bk,—m bk,—m—Z bkml} -11 -k 0
1 0 0 0
{Skmubkmu bk,—m+1 bk,—m+2_kbk,—m+l bk,—m
Sk,-m - bk,—m bk,—m bk,—m+1 - kbk,—m bk,—m—l
Sk,—m—l_bk,—m—l bk,—m—l bk,—m kbk,—m—l bk,—m—z
1 0 0 0
_ Sk-m bk,—m+l bk,—m—l bk,—m
- Sk -mt bk,—m bk,—m—Z bk,—m—l

Na préxima secdo falaremos sobre os nimeros de Narayana. A despeito de suscitar por
vezes uma falsa compreensdo de que se trata do mesmo matematico, os elementos historicos
mais recentes, apontados no préximo tépico devem nos orientar para a compreensdo de que de

fato tratam-se de dois matematicos indianos distintos.
3.10 Os numeros de Narayana

De acordo com Stanley (2015, p.62) os numeros de Narayana foram descobertos pelo
matematico britanico Percy Alexander MacMahon (1854-1929). Estes numeros foram
redescobertos por Tadepalli Venkata Narayana (1930-1987). Segundo Petersen (2015) os
nameros Eulerianos sdo definidos a partir de intimas relagfes com os nimeros de Narayana,
por meio de interpretagdo combinatoria. Por outro lado, podemos perceber também,

intrinsecas interrelagdes dos numeros de Narayana com os nimeros de Catalan.

Definicdo 20: Para os inteirosO<k <n , os numeros de Narayana sdo dados pela seguinte

. 1 (n)n-1 n n! . . -
formula: N(n,k)=N_ =1kl ok ) onde N =m e o conhecido coeficiente
+ I(n—k)!

binomial.
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Figura 4-Interpretagdo combinatdria para os nimeros de Narayana.

. 2 - 7
n\k 0 1 2 3 4 5 6 8 9 A
1 1 -
2 11 M "
1) {1
3 1 3 1 U 2
4 1 6 6 1 ) G 0
5] 110 20 1w 1 I @ e
6 1 15 50 50 15 1 ©) () {6) 1)
7 1 21 105 175 105 21 1 s . Py PN —
8 1 28 196 490 490 196 28 1 &) (20 20 1) W
9 1 36 336 1176 1764 1176 336 36 1 - —~ o~ P — P
10 1 45 540 2520 5292 5202 2520 540 45 1 0 J5) ) ) ) O

Fonte: Petersen (2015, p. 209)

Grimaldi (2012) fornece uma definigdo equivalente para os nimeros de Narayana:

Definigdo 21. Para os inteiros n>k >1, os numeros de Narayana sao definidos pela seguinte

1(n n
() )

onde, N(0,0)=1e N(n,0)=0, para n>1.

férmula:

3.10.1 Interpretacdo combinatdria dos nUmeros de Narayana

Nesta secdo daremos algumas interpretacbes combinatorias para os numeros de
Narayana tendo por base o trabalho de Bezerra e Alves (2020). Uma importante propriedade
desses nameros € que estdo relacionados com os numeros de Catalan, conforme podemos

observar na tabala 3, onde podemos observar alguns valores para N(n,k).

Tabela 3- Valoresde N, para 1<k <n<7.

nh\k I 2 3 4 5 6 7 Row Sum
l 1 l
2 1 l 2
3 1 3 1 5
4 1 & 6 1 14
5 1 10 20 10 l 42
G 1 15 S0 S0 15 1 132
7 1 21 [05 175 105 21 l 420

Fonte: Grimaldi (2012, p. 268)

Observando a tltima coluna da tabela 3 podemos estabelecer a seguinte identidade:
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N(n,1)+N(n,2)+N(n3)+..+N(nn)=> N , =C ,n>1.
k=1

onde C, é conhecido como o niimero de Catalan.

Grimaldi (2012) fornece algumas interpretacbes para os nimeros de Narayana de
forma semelhante como ocorre com os nimeros de Catalan.

Podemos observar na figura 5 a quantidade de caminhos de rede dos pontos (0,0) a
(3,3) que nunca se elevam acima da reta y = x. Esses caminhos podem ser encontrados de
acordo com a definicdo dos nimeros de Narayana.

Podemos observar que que existem 1 caminho onde se tem um movimento para direita
e um movimento para cima, além disso temos 3 caminhos com esse movimento e por fim

temos 1 caminho com trés dessas voltas. Assim, o total de caminhos pode ser dado por:

N(3,1)+N(3,2)+N(3,3)=1+3+1=5.

Figura 5-Caminhos de rede de (0,0) a (3,3) que nunca se elevam acima da reta y=x

iy
3
>
3
RRRLITITI
A L 3 oA
3 4 3 d 3
3 Iz 3 2
RURRUU RRL RUTI RRUTRL
'Y
3
3z
RU RU RU

Fonte: Grimaldi (2012, p.269)
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Outro exemplo de interpretacdo combinatdria para os NN € de que forma podemos
ordenar n parénteses do tipo () de forma que ndo existam pares de parénteses abertos. Para

n =3 temos:

) 0 0 MO 000

Podemos ver que existe uma sequéncia com uma ocorréncia de “()”, existem 3
sequéncias com duas ocorréncias de “()”, finalmente existe uma com trés ocorréncias de “()”.

Assim, o total de maneiras de ordenar esses parénteses pode ser dada por:

N(3,1)+N(3,2)+N(3,3) =1+3+1=5.
Os NN podem contar os caminhos Dyck (ou cadeias de montanhas). Descobrimos que
existe um caminho Dyck com 1= N(3,1) pico onde existe um (/), Seguido por um (\L).
Além disso, existem 3= N(3,2) caminhos Dyck com dois picos, e 1=N(3,3) com caminho

Dyck de trés picos. Conforme podemos observar na figura 6:

Figura 6-Caminhos Dycks ou cadeias de montanhas

('Y
3

=
-

L
-

>

==

ey

6 = 6 6

6o

Fonte: Grimaldi (2012, p.272)

3.10.2 Propriedades dos numeros de Narayana
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Os nameros de Narayana satisfazem determinadas propriedades que sdo importantes,
entre elas, propriedade de simetria, de absorcéo, conforme podemos podemos observar no
préximo teorema:

Teorema 35. (Grimaldi, 2012): Para quaisquer inteiros,n e k de acordo com a defini¢cdo do

numero de Narayana, temos as seguintes propriedades:

1.N(nk)=N(n,n+1-k),n>k >1,

n n\
2. (k_JN(n,kH):(kJFJ,

3. (N+1)N(n,k) =(n—1)[N(n—1,k—1)+ N(n—l,k)]+2(
n\? n n

4. N(n+L,k+1) = — ,nN>k>1.
BB

Demonstragéo: Propriedade 1. De acordo com a defini¢do 21 temos que:

N(n.n+1~k) :%(n +2—k](nn—kj

1 n! nt
T n(n+1-k)I(k—=1)! (n—k)!k!

n-1 ?
n>k=>2;
k-1

Observando que:

n! (N n! ~(n
(n+1—k)!(k—1)!_(k—1J ¢ (n—k)!k!_[kj'

1(n n
N(n,n+1-Kk)= H[kj(k _J

= Nn,k

Logo,

Demonstracdo da propriedade 2: De forma andloga a demonstracdo da propriedade 1
podemos fazer a demonstracdo a partir da definicdo 21 e da definicdo de numero binomial

( " ]: n’ e N(n,k+1):1( n J(nj
k1) (n—K+D)I(k—1)! nlk+1 ) k

temos que:

Logo,



|

k

-1
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n n

k

n! l
(k=D (n—k+D!n

N

)N(n,k+1):

|

_ n! 1 n! n!
B kKin—k-D!'n(k+D)'(n-k -1k (n-k)!
n! 1 n! n!

T kDI (n—K—DInk!In—K)! (k—D)(n—k +1)!

iy

n
[ "INk
_[k +1j (nk).

n
k

Demonstracéo da propriedade 3. A partir da definicdo dos numeros de Narayana e usando

algumas propriedades dos nimeros binomiais temos que:

(n—l)[N(n—l,k—1)+N(n—l,k)]+2(

:(n—l)[

k-1
n-1
k-1
n-1
k-1
n-1
k-1
n-1
k-1
n+1
k

|
P Y o
(A
Bl
"

1 n-1

n-1

[

n-1 ?
k-1

)




~ (n+D)! (n=1)!
T kin+1-K)! (kK =D)!(n—k)!

_ (n+1) n(n-1)!
k!(n+1-k)!'n(k =1)!(n—k)!

:(n+1)1 n! n!
nk!i(n—k)'(k-1)'(n+1-k)!

11 n "o DN(n,k
(n+ )ﬁ(kj[k—lj_(mr IN(n,K):

Demonstracdo da propriedade 4: Devemos observar que:

1 n+1\(n+1
N(n+1L,k+1)=——-
n+1 {(k+1/\ k

1 (n+1)! (n+1)!
N+l (k+)n—K)kI(n+1-k)!

B n! (n+2)n!
~ (k+Dk!(n—k)' k!(n+1-k)(n—k)!

! n! (n+1)
CkI(n=K)TkI(n—K)! (k +1)(n+1—k)

_(n n+1
k) (kK+D(n+1—k)

SRR N

Assim,

3 B n! k n!
- (K—D'n—k+1)!k (k+2)!(n—k —1)!
i nik ni(n—k)

K=k +D)(n—k)! (k +Dk!(n—k)!

(Y (Y k(h=k)
lk k) (n—k+1)(k +1)
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T k(=K
k)T (n—k+(k+2)

(MY T(-k+D(k+1)  k(n—k) }

L (n—k+D)(k+1) (n—k+1)(k+1)

[Nk —k2+k+n—k+1—kn+k?
(n—k +1)(k +1)

n+1
(n—k+)(k+1)

n+1 .
(k+D)(n—k+12)

N(n+1k +1) :@ _(kn—lJ(krllj’n >k >1-

3.10.3 Identidade de Narayana

Portanto,

Uma das propriedades mais importantes dos nimeros de Narayana é que eles estdo

intimamente relacionados com os numeros de Catalan através da seguinte didentidade:

N(nD)+N(n,2)+N(n3)+...+N(n,n)=> N, =C,
k=1
onde C,, € conhecido como sendo o nimero de Catalan, definido por:
2
C - L.[ ] |
n+l\n

Antes de demonstrarmos essa importante identidade precisamos verificar dois lemas que serdo

enunciados a seguir:

i () (2n
Lema 28. (ldentidade de Lagrange): Para n>0 temos que Z(kj :( ]
k=0

Demonstracéo: A partir do teorema binomial, sabemos que o coeficiente de x" em (1+ x)*" é
2n
It

No entanto, tem-se também que:
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KR R R TR RN

onde o coeficiente de x" é:

desde que,

()

segue-se que o coeficiente de x" em (1+x)*" é

kol I I ()

Consequentemente,

=) -(7)

Um resultado parecido sera mostrado a seguir:

n

no (N no (N n 2n
Lema 29: Paran > 0, temos que Z"‘(’[kj(k Z)ZZH[kj(k Zj:(n ZJ'
B - B - +

n n
Demonstracéo: A primeira igualdade ocorre porque ( Zj :( J =0.

Para estabelecer a segunda igualdade, mais uma vez usaremos o teorema binomial. Na

2n
expansdo de (1+x)*", O coeficiente de x"*¢é (n 2].
+

No entanto, sabemos que:
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L+ X)* =1+ Xx)"(L+x)"

e [l
-
=)

Consequentemente,

Z2 e o)

Teorema 36: Paran > 0, temos que ZE:O N(n,k)=C, .

Demonstracdo: O resultado segue para n=0 poisN(0,0)=1=C, Assim, a partir deste

ponto, consideramos apenas n > 1 e percebermos que:

iNmm:iNmm,

desde que N(n,0)=0 para n>1.

Da propriedade 4, segue-se que:
n-1) (n-1)(n-1
N(n,k) = - :
k-1 k—2) k

TR o0 [ Y
D 5 b

Assim,

Porque ,



isso implica que:

Z“:(n—ljz Zﬂ(n—l}2 H(n—ljz
k-1 o\ k-1 =Lk )

Zn_l n-1Y’ _(2(n-1)
ol k] n-1 )
Enquanto que a partir do Lema 29 segue-se que:

ZH n-1)n-1

=2{k-2)\ k

B ZH n-1)(n-1

Sk k-2

[ 2(n-1) ) (2(n-1)

lh-D+2) | n+1
Consequentemente, verificamos a seguinte identidade :

n 2n—2 2n-2
ZkﬂN(n'k):( n—1 J_( n+1 ]

Il
]

Do Lema 28 temos que:

~ (2n-2!  (2n-2)!
(h=D!(n-1)! (n+1)!(n-3)!
(n+)(n)(2n-2)! (n=1)(n-2)(2n-2)!

- (n+D)(nN)(n-1)Y(n-1)! - (n+)'(n-)(n-2)(n-23)!
_ (n+H(n)(2n-2)! (n-1)(n—-2)(2n-2)!

(n+1)(n-1)! (n+1)(n-1)!
(2n-2)! 2 2
:—(n+1)(n_1)![n +n-(n"-3n+2)]
_ (2n-2)! (4n_2)_2(2n—1)(2n—2)!
~(n+D)(n-1)! (=D I(n+1)!
22n-'  @n)@2n-D!  (2n)!

T (-DI(n+D)! n(n-Di(n+1)! ni(n+1)!
1 (@ 1 (Zn]:c

n+1nn! n+1l n
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n-1 n
_ k k+1 n-1\(n+1) (n)( n
Teorema 37. Seja M, = (nj (”Jflj ,detM_ | = e ket lk ket )™ N,

k k+1
Onde N, , é o numero de Narayana.

Demonstracdo. Temos que:

det(M, ) =(nk_ 1]{:3_@@1]

~ (n-D)! (n+1)! n! n!
TKI(N—1-K)! (k+DUn—K)! k!(n—K)! (k+D)i(n—k—1)!
1 n! (n+DYn(n-1)! n! n!

B k+1'[n.k!(n—k—1)!' k!(n—k)! _k!(n—k)!'k!(n—k—l)!}

_ nl(n-1! 1 (n+2).n n 1
_k!(k+1)k!'[n(n—k—1)!'(n—k)!_(n—k)!‘(n—k—l)!}
1 n! (n=1)! 1 (n+)n n
_k+1k!(n—k)!k!(n—k)!'[n_-1 1 _I}

1 n! (n-=1)!

"~ k+1k!(n—k)'k!(n—k)!
1 n! (n=1)!
T k+1k!(n—k)!'k!(n—k —1)!

1 (nY(n-=-1
H(E)LTJ =Nk

3.10.4 Identidades envolvendo os numeros de Narayana

[n+1-n]

Nesta secdo apresentamos alguns resultados importantes envolvendo os nimeros de
Narayana a partir da definicdo. Nesse sentido, apresentamos 0s seguintes teoremas:
Teorema 38. Seja

1 (my(n-1 _ ol M) (n=2k)(n+1)
N(n,k)—k+1(kj( k ),N(n,k-'—l) N(n1k)_(n 1)|(kJ|:(k+l)|(n+l_k)|:|

Com a condicdo neN,n>1k e[1n].

Demonstracdo. A igualdade pode ser provada a partir da defini¢do dos nimeros de Narayana:

. 1(n)( n )
Seja N(n,k):H W entdo:
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N K+ =Nk =/ 1](2}-%[3(;‘_1}

n
\:

n\[ n! n!
(kj_(k DIn—k-1)! (k—l)!(n—k+1)!}

_nifny 1 1 1 1

k)K= (n—k+D)! k(k+D) (n—k)(n—k+1)

ntfn) 1 1
k)(k+D)!(n—k+1)!

_(n-1)! n (n—=2k)(n+1)
k)| (k+D)(n—k +1)!

n—k
n.(k +1)

[nz —2nk—2k+n]

2
n
Teorema 39. N(n,k+l):(kj ( j,k:0,1,2,3,...,n—1

Demonstracao. Usando o resultado do teorema 39 temos que:

~ ol M (n=2k)(n+1)
N(nk+D=N(nk)+(n 1)!(kj{(k+l)!(n—k+l)!}

n +(n—1)' ny) (n-2k)(n+1)
k Tkl (k+D(n=k +1)!
+(n-1)! n (n—=2k)(n+1)

k )\ (k- 1)'(n k+1)! k)| (k+D(n—k +1)!
n (n=1)! le(n+1)(n—2k)

k )\ (k=1)/(n—k +1)! k(k +1)

n (n-1)! (n—k)?+(n—k)

k )\ (k- 1)'(n K)! L k(k+D)(n—k +1)
_1fn n kj
" nlk '(n k)' k+1

n 2

) s

4  ANALISE A PRIORI E EXPERIMENTACAO

>

1
n
1
n

Na segunda fase da ED, conhecida como analise a priori devemos ter a concepcao das
situacOes didaticas, onde as variaveis sdo definidas em uma perspectiva microdidatica, com o
intuito de determinar a relacdo entre o processo de generalizacdo da sequéncia de Narayana,
bem como a generalizagdo dos nimeros de Narayana, e a proposi¢do das situacdes-problema.

De acordo com Almouloud (2016), as situacdes-problema sdo questdes abertas com
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enunciados objetivos ou elaboradas em um contexto mais ou menos matematizado, cuja
funcdo principal € a utilizacdo implicita e depois explicita, de novos objetos matematicos por
meio de questdes dos alunos no momento de resolucéo da situagcdo-problema.

Assim, a partir da analise matematica feita no capitulo 3 dos dois objetos de estudo,
foram elaboradas 6 situacOes didaticas compostas por situagdes-problema envolvendo tanto a
SN como os NN com o objetivo de realizar uma transposi¢do didatica desses objetos de
estudo. Para a concepcdo e analises das situacfes de ensino escolhemos como referéncia a
teoria de ensino conhecida como Teoria das Situagbes Didaticas (TSD). Dessa forma, no
proximo tépico serd feita uma discussdo do percurso metodoldgico que antecede a situacéo
didatica, onde sdo apresentadas as concepcdes das situacBes didaticas e onde podemos prever
0 possivel comportamento dos alunos e as possiveis solu¢bes que os alunos possam
manifestar durante a discussdo das situacdes-problema. Essa fase é caracterizada como sendo
a 22 fase da ED, ou seja, a fase de concepcao e andlise a priori.

Esta pesquisa teve sua fase experimental aplicada em um curso de Licenciatura em
Matematica do Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE), campus
Fortaleza, na disciplina de Historia da Matematica (HM). Para isso foi feito um estudo do
campo epistémico-matematico, que no caso desta pesquisa corresponde a dois objetos
matematicos distintos: A sequéncia de Narayana e 0s niUmeros de Narayana e 0s seus modelos
de generalizacdo, onde podemos destacar: RelacGes matriciais, relagbes recorrentes n-
dimensionais, Quaternions e Octonions. Em relacdo aos nimeros de Narayana destacamos

algumas propriedades e interpretacfes combinatorias para esses nUmeros.

4.1 Concepcdes das Situacbes Didaticas

No capitulo anterior foi feita uma andlise matematica dos dois objetos de estudo
envolvidos nesse trabalho. Essa andlise se fez necessaria para que fosse possivel fundamentar
a concepcao das situacdes-problema. Essa fase corresponde a fase de anélise prévia da ED.

Destacamos ainda a importancia de se fazer uma transposicdo didatica dos dois objetos
matematicos de estudo uma vez que estes assuntos Sdo restritos ao ambito da Matematica
pura, ndo havendo uma preocupacgdo com o seu ensino sendo necessario transforméa-lo em um
conteddo a ser ensinado.

Tendo por base o estudo realizado no capitulo 3, onde foram abordados alguns
conteddos referentes a sequéncia de Narayana e 0os numeros de Narayana e os seus modelos

de generalizacédo, onde podemos destacar: Extensdo aos inteiros, relacdes matriciais, relacdes
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recorrentes bidimensionais, quaternions e algumas propriedades dos nimeros de Narayana,

foram elaboradas cinco situagdes-problema inerentes a estes assuntos.

4.2 Construcéo das Situacgdes Didaticas

Nesse tdpico iremos descrever as situacfes didaticas e o que se espera nas etapas de
acao, formulacao, validacdo e institucionalizacdo da TSD, durante a resolucédo das solugdes-
problema envolvendo a sequéncia de Narayana e 0os numeros de Narayana.

Na situacdo-problema 1 é pedido aos alunos para verificar se é possivel a extenséo da
sequéncia de Narayana para indices inteiros, uma vez que a sequéncia estd definida apenas
para valores positivos.

Situacdo-problema 1: A sequéncia de Narayana dos numeros ¢ definida pela seguinte

recorréncia: N, =N,,+N,,, onde N,=0,N, =N, =1, r>3. Verifique se é possivel a

extensdo da SN para indices Inteiros, ou seja, encontre os termos com indices ndo positivos
para esta sequéncia. Determine uma recorréncia que permita encontrar esses termos.

Situacdo de acdo: Nesta primeira fase esperamos que os alunos encontrem alguns
termos com indices negativos da seguinte forma:

Partindo da recorréncia N, =N, ;+N, ;,com r>3 e N,=0,N, =N, =1, os alunos deveréo

perceber que se escolherem valores para r <3 poderdo obter o seguinte:
r=2,N,=N,-N,=0;
r=1L N,=N,-N,=1
r=0,N,=N,—N_ =0;
r=-—L,N,=N_,-N,=-1.
Situacao de formulacéo: Os alunos deverdo escrever a sequéncia agora considerando

o0s termos com indices ndo positivos:
Nr(reZ) = (! N_4! N_3! N_zu N_]_! No: le N2’ N31 N4,---) :(---,—1. 0,1,0,0,1,1,1, 2,) .

Situacdo de validagédo: os alunos deverdo estabelecer uma definicdo que permita
encontrar qualquer termo da sequéncia com indices inteiros ndo positivos. Poderdo perceber
essa relacdo a partir dos casos particulares que foram encontrados na situacdo de acédo, assim
poderdo chegar na seguinte relacdo de recorréncia:

N, =N

r —r+3

- N—r+2'

Situacdo de institucionalizacdo: Fornecemos a definicdo formal da sequéncia de

Narayana com indices inteiros ndo positivos:
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N,=N

-r -r+3

N reN

ri2
Na situacdo-problema 2 esperamos que os alunos encontrem uma formula de Binet
para a sequéncia de Narayana.
Na fase de acdo os alunos deverdo a partir da equacgao que foi dada no problema:
N, =ak," +bk," +ck," .
Deverdo perceber que tomando os valores iniciais que sdo dados: N, =0, N, =N, =1

e substituindo na equagédo acima irdo obter um sistema de equagbes com 3 equagdes e trés
incognitas:

a+b+c=0

ak +bk,+ck; =1

ak’+bk,}+ck? =1

Nas fases de formulacdo validacdo os alunos deverdo obter os valores das constantes a,b,c

através da solucdo do sistema acima.
Na fase de institucionalizacdo fornecemos aos alunos um teorema que fornece a formula de
Binet para a sequéncia estudada.

Na situacdo-problema 3 esperamos que os alunos estabelecam uma matriz geradora
para a sequéncia de Narayana com indices inteiros ndo positivos.

Situacdo-problema 3: Uma das formas de obter qualquer elemento de uma sequéncia
recursiva e linear é através de uma matriz geradora Q. Essa ferramenta foi usada para
outras sequéncias lineares e recorrentes, tais como, a sequéncia de Fibonacci, sequéncia de
Padovan e pode ser aplicada também para a sequéncia de Narayana (SN). Essa sequéncia
possui uma matriz de ordem 3, a qual quando elevada a n-ésima poténcia é possivel obter 0s
seus termos sem o célculo da recursividade.

A matriz geradora Q da sequéncia de Narayana é dada por:

101 10 1) (N, N_, N,
ParaQ=1 0 O|,tem-seque:Q"=|1 0 O|=| N, N,, N,,|r=3
O 1 O 010 Nr—l Nr—3 Nr—2

Com base nisso, encontre a matriz geradora da SN para os termos com indice inteiro
ndo positivo, ou seja, analise 0 comportamento das matrizes da forma Q™", com reN.

Situacdo de agdo : Os estudantes deverdo inicialmente calcular alguns casos

particulares para as poténcias de matrizes com indices inteiros ndo positivos e perceber que

Q™ éainversa da matriz Q . Assim dever&o realizar alguns célculos:



125

0 1 0
Q'=|0 0 1
1 -1 0
0 1 0 1 0) (0 0 1
Q?=Q'Q*'=|0 0 0 1]/=[1 -1 0
1 -1 0Jl12 -1 0/ 0 0 -1
0 0 1Y(0 1 0) (0 1 O
Q°=Q20Q'=|1 -1 0|0 0 1]|= 0 1
0 0 -1)l1 -1 0 10
0 1 0 1 0 0 1 -1
Q*=07Q"=|0 0 0 0 1|=|-1 1 o0
1 -1 0Jl1 =10 0 -1 1
0 1 -1)(0 1 0) (-1 1 1
Q°=Q0“Q'=|-1 1 0//0 0 1]|=/0 -1 1
0 -1 1J(1 -1 0 1 -1 -1

Situacdo de formulacdo: Os alunos deverdo estabelecer a seguinte identidade

matricial partir das poténcias de matrizes calculadas no momento da situacdo de acéo:

N—r+1 N -r-1 N—r

Q"= N, N., N,

N—r—l N—r—3 N—r—2

Situagdo de validagdo: Os alunos deverdo fazer a demonstragdo da identidade
matricial acima. Para isso, deverdo usar o principio de inducdo finita sobre r, observando que
a matriz esté elevada a poténcia negativa.

Situacdo de institucionalizacdo: Nesse momento é revelada aos estudantes a intencao
de encontrar uma generalizacdo da matriz geradora para os termos de indices inteiros nao
positivos, realizando uma extensdo da SN para indices inteiros ndo positivos. Apresentamos

ao grupo de estudantes a seguinte identidade matricial:

0 1 0 N., N,, N,
Seja Q=0 0 1|.EntdoQ "= N, N_,, N_,|,onde N, =N, —N,,
1 -1 0 N N N

-r-1 -r-3
reN.
Na situacdo-problema 4 esperamos que os alunos encontrem uma férmula geral que

permita encontrar os termos da sequéncia de Narayana na sua forma bidimensional.
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Situacdo-problema 4: O processo de complexificacdo da sequéncia de Narayana esté
relacionado ao acréscimo da unidade imaginaria, ao aumento dimensional e a sua
correspondente representacdo algébrica. Dessa forma, serdo discutidos aspectos referentes
as relacoes recorrentes bidimensionais a partir do modelo recursivo unidimensional de
Narayana. Serd introduzida uma nova notacdo para a relagdo bidimensional da SN:
N(n+1Lm)=N(mn,m)+N(n-2,m) e N(n,m+1)=N(n,m)+N(n,m-2). Utilizando os
seguintes valores iniciais definidos: N(0,0)=0,N(1,0)=1,N(2,0) =1,N(0,2) =i,N(0,2) =1,
N@LD)=1+i,N(L,2)=1+i,N(2,2)=1+i,i’=-1 foi possivel estabelecer as seguintes
propriedades: N(n,0)=N, e N(O,m)=N_i. Com base nisso, é possivel estabelecer uma
relacdo para os nimeros da forma N(n,m) em que n,m>0? Faca a demonstracdo da
relacdo que vocé encontrar.

Situacdo de acéo: Os alunos deverédo encontrar relacées para N(n,1) e N(L, m). Para

arelagdo N(n,1) deverdo manter o valor m=1 constante e variar o n=2,3,4,..., obtendo

N@B,D)=N(22)+N(0,1)=1+2i =N, + (N, + N))i
N(4,1)=NGBLD+N@LD)=2+3i=N, +(N, +N,)i
N(5,1) =N(4,1)+N(2,1) =3+4i = Ny +(N; + N,)i
N(6,1) = N(52) + N(3,1) =4+6i = N, + (N, + N,)i.
Obtendo a propriedade N(n,1) =N, +(N,+ N, ,)i.
De modo analogo para encontrar a relacdo N (1, m)deverdo manter o valor n=1constante e
variar o m=2,3,4,..., obtendo:
N@L3)=N@L2)+N@O)=2+i=(N;+N,)+N,i
N@L4)=N@L3)+N@L1D)=3+2i=(N, +N,)+N,i
N@L5) =N@L4)+N(@2)=4+3i=(Ny+N,)+ Ni
N(@6)=N@L5)+N(@3) =6+4i=(Ng+N,)+ Ni
E a partir desses casos particulares poderdo chegar na seguinte relacao:
N@Lm)=(N_,+N,_,)+N_i
Situacdo de formulacdo: Com base nas relagcbes fornecidas e nas calculadas os

estudantes deverdo perceber que para n,m>0 os numeros da forma N(n,m) formam a

relagao bidimensional: N(n,m)=N_(N_ +N_,)+(N,+N, ,)N_i.
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Situacdo de validacdo: A partir da relacdo bidimensional generalizada de Narayana,
é possivel demonstrar essa relacdo através do segundo principio de indugdo sobre n ou me
mantendo o valor do nimero natural fixo.

Situacdo de institucionalizacdo: Nessa fase é revelada aos alunos a intencdo de
iniciar o processo matematico de complexificagdo da SN, através da insercdo de unidades
imaginérias, do aumento dimensional e sua correspondente representacdo algébrica. Nessa séo
mostradas também as relagdes recorrentes tridimensionais e n-dimensionais.

Na situacdo-problema 5 esperamos que os alunos consigam obter alguns termos para
0s Quaternions de Narayana com indices inteiros nao positivos e consigam estabelecer uma
matriz geradora.

Situagdo-problema 5: Segundo Horadam (1963, 1993) e Sagwine, Ell e Biham (2011),
um quaternion pode ser definido por:

q=0,+0i+0,]+0k,
onde i, j,k sdo as unidades imaginarias com i* = j* =k® =-1ij =k =—ji, jk =i = k],
ki=j=-ik.
A vista disso, com o intuito de ampliar os estudos sobre o processo matematico de
complexificacdo da SN serdo enunciadas algumas definicdes a respeito dos quaternions de
Narayana:
Um quaternion de Narayana pode ser definido pela seguinte equagao:
QN,=N_+N_i+N ,j+N_k,i*=j*=k’=-1n>0.

n+1 n+3

A formula de recorréncia do quaternion de Narayana é definida por:
ON,=0ON, ,+ON, ,.

A matriz geradora do quaternion de Narayana é dada por:

QN, QN, QN;) (1 0 1)(QN, QN, QN;) (QN,, ON,, QN
Q" QN; QN; ON,|=|1 0 0| |QN; QN; ON, |=QON,, ON., ON,,

QN, QON, QN;) {0 1 0){QN, QN ON,) (ON.,, QN ON.,
Com base nessas informacdes iniciais encontre a matriz geradora dos quaternions de
Narayana para indices inteiros ndo positivos. Faca a demonstracao.

Situagcdo de acdo: Os alunos deverdo inicialmente calcular alguns termos dos

Quaternions de Narayana com indices inteiros ndo positivos. Para isso poderdo usar a

recorréncia QN, =QN, , +QN, , e escolher valores para n menores que 3, obtendo:
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ON , =0N,-ON, =Q+i+2j+3k)-(1+i+ j+2k) = j+k
QN_,=0N,-QN, =(+i+ j+2k) -+ j+k)=i+k
QN_; =QN,—QN_, =1+ j+k)-(j+k) =1
QN =QN,—QN, =(j+k)—(i+k) = j i
QN =QN,—-QN ,=(i+k)-1=-1+i+k
Situacdo de formulacéo: Os estudantes deverdo calcular a inversa da matriz Q , elevar

essa matriz a n-ésima poténcia e multiplica-la pela matriz S, onde S e a matriz definida por:
QN, QN, ON;
S=|QN; QN, ON, [
QN, QN, QN,

Assim, deverdo obter a seguinte matriz geradora para a SN com indices inteiros nao postivos:

n

QN, QON, QN;) (1 0 1) (QN, ON, ON;)} (ON_, ON_, ., ON_.,
Q" QN; QN, QN,|={1 0 0| |QN, QN, QN,|=QN_, QN_, ON_,|.
QN, ON, QN,) {0 1 0) (ON, ON, ON,) \QN_,, OQN_ OQON_,
Situacad de validagdo: Os alunos deverdo demonstrar a relacdo matricial acima
usando o principio de inducad finita sobre n.
Situacdo de Institucionalizacdo: Nessa fase revelamos a intengdo a aos alunos de
generalizar a relagdo matricial da SN para indices inteiros
Na situacdo didatica 6 foram propostas algumas situacdes-problema envolvendo
algumas propriedades dos numeros de Narayana.

Na situacdo-problema 6 esperamos que os alunos verifiquem a seguinte identidade matricial:

1 (n)(n-1
det(Mn,k):Nn,kzm k k .

Onde,
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Na fase de acdo os alunos poderdo calcular alguns casos particulares para N , a partir da

1

definicdo N, = ol
+

nyn-1
(kj( " ] e também usando a relagcdo matricial :
n-1 n
k k+1
n n+1)|
k k+1
Nas fases de formulagdo poderdo calcular o determinante da matriz acima. Assim,

o= et Hie)

Desenvolvendo os binomiais esperamos que eles percebam que:

(n-nr (+n! n! _n
kI(n-1-k)! (k+D)!(n—-k)!' (k+DI(n—k-1)! ki(n—k)!

I\/In,k =

det(M,,) =

Na validacdo deverdo desenvolver as relacdes acima e chegardo no seguinte resultado:

CURE (s R

__(=nr  (+Hnt n!

T k!(n-1-k)! (k+D!(n—k)! k!(n—k)! (k+1)!(n—k—-1)!

_ 1 n! (n+DHn(h-H!  nl n!
“k+1 | nki(n—k-1)! k!(n—k)! k!(n—k)! k{(n—k-1)!

_ ni(n-1)! 1 (n+1).n n 1
_k!(k+1)k!'{n(n—k—1)!'(n—k)!_(n—k)!'(n—k—l)!}
1 n! (n=1)! 1 (n+Yn n
_k+1k!(n—k)!k!(n—k)!'{ﬁ 1 _I}

1 n! (n=1)!

T k+1kn—Kk)ki(n—k)!
1 n! (n=1)!
Ck+1k!(n—k)!kY(n—k—1)!

1 (n)n-1
:k+1(E]( K j:N(n’k)'

[n+1-n]
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4.3 Experimentagéo

Esta é a etapa classica da ED, € o momento em que se pde em pratica todo o
dispositivo construido, corrigindo sempre que as analises locais do experimento se mostrarem
necessarias, implicando assim um retorno a analise a priori. (ALMOULOUD, 2007).

A experimentagdo aconteceu no Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia
do Cearé (IFCE), campus Fortaleza, no curso de Licenciatura em Matematica, na disciplina de
HM obrigatéria para o 6° semestre, em dois momentos de aplicacdo: No semestre 2019.2 e
2020.1, com os 5 estudantes matriculados nos referidos semestres. Destacamos que devido a
suspensdo das aulas presencias, ocasionada por conta da pandemia da Covid-19, a aplicagéo
ocorrida no semestre 2020. 1 precisou ser feita de forma remota, onde os encontros foram
realizados através da plataforma google Meet.

A aplicacdo aconteceu durante o periodo de 1 més, nos respectivos semestres, onde
foram realizados 8 encontros durante os horarios das aulas de histdria da Matematica do curso
de graduacdo em Licenciatura em Matematica. As aulas de histéria da Matematica ocorriam
sempre nas segundas e sextas, das 13:30 até as 15:30.

As situacdes didaticas foram propostas em listas de exercicios que foram discutidas
em sala e as solucBes encontradas pelos alunos foram apresentadas no quadro e na propria
folha de papel. Nas primeiras aulas foram apresentadas as defini¢Bes iniciais e 0 contexto
histérico envolvendo os dois conceitos da pesquisa que corresponde a sequéncia de Narayana
e 0s numeros de Narayana.

No semestre 2020. 1, os encontros ocorreram de forma remota, em virtude da
paralisacdo das aulas presencias, ocasionada por conta da pandemia da Covid 19. Dessa forma
0S encontros ocorreram através da plataforma google Meet, onde as situacdes didaticas foram
apresentadas aos participantes da pesquisa, fundamentadas nas etapas da TSD, possibilitando
analisar as possiveis solu¢des dos professores em formacdo inicial.

Além disso, para a coleta de dados foram feitos alguns procedimentos, como: Fotos e
gravacdes das producodes escritas feitas pelos alunos, ou seja, as solugdes encontradas para as
soluc@es didaticas propostas.

A validacdo ocorreu com o desenvolvimento das situagdes didaticas, através de
atividades propostas em forma de listas de exercicios, com o objetivo de instigar o lado
investigativo do aluno, fornecendo conhecimentos necessarios para as respectivas solugdes.
Com isso, as situacdes didaticas possibilitaram o entendimento e compreensdo dos conteddos

inerentes ao processo de generalizagdo da SN e dos NN
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5 ANALISE A POSTERIORI E VALIDACAO INTERNA

Neste capitulo, apresenta-se a quarta e Gltima fase da metodologia de pesquisa
utilizada neste trabalho. De acordo com Almouloud (2007, p. 177), uma andlise a posteriori
consiste em “uma secéo e o conjunto de resultados que se pode tirar da exploracdo dos dados
recolhidos para a melhoria dos conhecimentos didaticos que se tém sobre as condicGes de
transmisséo do saber em jogo”.

Assim, nessa fase da ED é feita uma comparacdo entre os resultados que foram
obtidos durante a fase de experimentacdo e os resultados esperados que foram definidos na
fase de analise a priori, com o objetivo de validar ou refutar as hipoteses levantadas na
investigacéo.

Devemos organizar e analisar as produgfes dos alunos, levando em consideragéo as
atividades propostas e as informacbes coletadas no decorrer da experimentacdo. Segundo
Almouloud (2014, p. 177) esta analise deve ser feita considerando as diferentes interacdes dos
alunos (aluno-situagdo, aluno-aluno, aluno-professor) e com o milieu adidatico e didatico.

Na préxima secdo serdo discutidas as fases de acdo, formulacdo, validacdo e
institucionalizacdo da TSD relativas ao momento de aplicacdo das situacGes propostas,
observando o comportamento dos alunos a partir de seus conhecimentos prévios. Essas
atividades foram elaboradas para trabalhar o processo histérico-evolutivo da SN e dos NN.

A seguir sdo realizadas observacdes e discussdes baseados nos dados coletados
durante as aplicagdes, tendo enfoque na ED e TSD, validando de forma interna esta pesquisa.

5.1 Analise a Posteriori da Situacdo Didatica 1

O primeiro encontro aconteceu com a presenca de 4 participantes: Aluno 1, Aluno 2,
Aluno 3 e Aluno 4. O aluno 5 faltou. No primeiro momento institui-se o contrato didatico
com todos os participantes da pesquisa. Segundo Santos (2018, p. 67), o contrato didatico
ressalta o desenvolvimento do trabalho docente, a organizagéo das estratégias metodologicas
envolvidas na preparacdo de uma situacéo didatica, a postura de mediador do professor, como
também possibilita aos estudantes tornarem-se agentes mais investigativos, reflexivos,
criticos, autbnomos e colaborativos entre si.

Dessa forma, estabeleceram-se as seguintes orientacfes para a realizacdo da pesquisa:
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e Foi entregue para cada participante o Termo de Consentimento e Livre
Esclarecido (TCLE) e apo0s a leitura e explicacdo desse documento todos os
participantes o assinaram.

e Apo0s a assinatura do TCLE uma lista com a situacdo didatica proposta foi
entregue a cada participante.

e Alguns conceitos iniciais relativos a sequéncia de Narayana foram
apresentados aos estudantes, ou seja, 0 contexto histérico do surgimento da
sequéncia e o problema matematico que a originou, fazendo um paralelo com
uma outra sequéncia bem conhecida no contexto da Historia da Matematica,
que é a sequéncia de Fibonacci.

e Durante a aplicacdo da situacdo didatica, os participantes fariam anotacdes das
solucBes encontradas, descrevendo cada etapa, anotando as dividas e
dificuldades encontradas.

e Cada estudante poderia socializar a solugdo encontrada com os demais colegas
apresentacao a solucéo no quadro.

e Os estudantes foram avisados de que o professor-pesquisador iria interferir
pouco nas respostas dadas por eles, que teriam a liberdade de agir sobre a
situacdo didatica proposta buscando encontrar uma solucéo para ela.

Na primeira situagdo-problema solicitamos que os alunos verificassem se seria
possivel fazer uma extensdo da sequéncia de Narayana para indices inteiros ndo positivos,
uma vez que sequéncia estava definida apenas para indices naturais.

Neste momento os estudantes comecaram a buscar uma solugdo para a situagdo
proposta considerando os seus conhecimentos prévios e as informacgdes contidas no proprio
problema. Apds um determinado tempo o pesquisador indagou os estudantes sobre o que eles
tinham conseguido fazer, obtendo as seguintes respostas:

Aluno 3: Professor, acho que ndo é possivel obter a sequéncia para indices negativos.

Aluno 4: Também acho que ndo é possivel.

Professor: Por que vocés acham que ndo € possivel?
Aluno 3: No caso da sequéncia definida para indices inteiros positivos nés temos trés termos iniciais.
Aluno 4: Verdade. Para a sequéncia com indices negativos nao temos nenhum termo inicial.

Aluno 1: Professor percebi que para a sequéncia positiva existe uma condigdo para o indicer.
Professor: Sera que essa condigdo para o indice r tem alguma importancia para a solugéo?

Aluno 1: Vou tentar aqui.
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Apos esta troca de dialogos, os estudantes voltaram a tentar resolver a situagdo-
problema proposta. Depois de um certo tempo voltaram a ser indagados pelo pesquisador e
nesse momento o aluno 01 afirmou ter conseguido obter alguns termos com indices negativos.

A seguir descrevemos o trecho da gravacéao do aluno 1:

Aluno 1: Percebi que na férmula de recorréncia para a sequéncia com indices
inteiros positivos existe uma condicdo para o indice r, que tem que ser maior ou
igual 3. Entdo eu desconsiderei essa condicdo e substitui o valor do indice r por
valores menores do que 3 e consegui obter alguns termos da sequéncia com indices

negativos.

Apdbs o aluno 1 expressar a sua ideia para a solucdo do problema o pesquisador

perguntou se todos tinham entendido a ideia conforme podemos observar no seguinte dialogo:

Professor: A ideia do colega de vocés ficou clara?
Aluno 3: Sim, professor. N&o tinha observado isso.
Aluno 4: Agora d& para encontrar outros termos com indices negativos.

Aluno 2: Acho que agora é possivel encontrar uma férmula de recorréncia.

Na figura 7 temos o aluno 1 nas fases de acdo e formulacdo na situacdo-problema 1
estabelecendo a extensdo da sequéncia de Narayana para indices inteiros ndo positivos.

Podemos perceber que o aluno 1 partiu da forma de recorréncia da sequéncia N, =N, , + N, ,

e escolhendo alguns valores particulares para o indice re realizando alguns calculos
conseguiu encontrar alguns termos da sequéncia com indice inteiro ndo positivo.

Esse momento corresponde a fase de acdo, onde o aluno escolheu alguns valores
particulares para o indice r. Na fase da formulacdo o aluno 1 escreveu a sequéncia de
Narayana com a extensdo para indices inteiros ndo positivos a partir dos célculos feitos na
fase anterior, chegando, portanto, na seguinte sequéncia:

(«.,-3,0,-2,1,1,-1,0,-1,0,0,1,1,1,2,3,4,6,9,...) .
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Figura 7-Fase de acdo e formulacdo pelo aluno 1-Extensdo da sequéncia de Narayana para
indice inteiro ndo positivo.

Fonte: Dados da pesquisa.

Neste momento os estudantes foram indagados pelo pesquisador se o problema estava

solucionado, obtendo as seguintes respostas:

Aluno 1: No6s encontramos apenas alguns termos com indices negativos.
Aluno 3: Acho que temos que encontrar uma férmula geral.

Aluno 2: Professor, precisamos encontrar uma férmula de recorréncia para essa sequéncia.

ApoOs essa conversa, 0s estudantes voltaram para a situagdo-problema em busca de
encontrar uma férmula de recorréncia para a sequéncia com indices inteiros ndo positivos.
Depois de um certo tempo o aluno 2 afirmou ter encontrado a solugdo do problema, conforme

podemos observar no trecho de gravagdo do aluno 2:

Professor, eu encontrei aqui uma féormula de recorréncia, mas ndo sei se esta certo.
Eu fiz o teste com alguns valores e deu certo. A partir dos célculos feitos para
valores especificos do indice r eu consegui uma férmula geral que serve para
encontrar qualquer termo da sequéncia com indice negativo.
O pesquisador perguntou ao aluno 2 se ele poderia socializar a resposta do problema
com os demais colegas no quadro, obtendo sim como resposta. Dessa forma na figura 8 temos

0 aluno 2 estabelecendo uma férmula de recorréncia para a sequéncia de Narayana com
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indices inteiros ndo positivos. A partir dos célculos feitos na etapa da acéo o aluno percebeu
que era possivel encontrar uma férmula geral que permitia calcular qualquer termo da
sequéncia de Narayana com indices inteiros ndo positivos, o que corresponde a etapa de

validacao da situacdo proposta. Assim, o aluno estabeleceu a seguinte recorréncia:

N—r = N—r+3 -N

—r+2°

Figura 8-Fase de validacdo pelo aluno 2-Recorréncia para a sequéncia de com indice inteiro
ndo positivo.

Fonte: Dados da pesquisa

Depois do aluno 2 socializar a solucdo encontrada, fizemos um fechamento das
principais ideias discutidas durante a aplicacdo da situacdo didatica e apresentamos aos
estudantes a definicdo da sequéncia de Narayana para indices inteiros ndo positivos.

Percebemos que objetivo da situacdo didatica foi alcancado, uma vez que 0s

estudantes conseguiram estabelecer uma formula de recorréncia para a sequéncia com indices
inteiros ndo positivos, concluindo a anélise da situacdo didatica.

5.2 Analise a Posteriori da Situacédo Didatica 2

O segundo encontro aconteceu com a presenca dos 5 participantes: Aluno 1, Aluno 2,
Aluno 3, Aluno 4 e Aluno 5. Devido ao fato de o aluno 5 ter faltado o primeiro encontro, o

pesquisador iniciou a aula com uma pequena revisdo do que foi visto no encontro anterior,
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apresentando o que grupo de estudantes tinham conseguido encontrar. Logo ap0s a revisao a
lista com a situagéo problema 2 foi entregue cada participante.

Na situacao-problema 3 foi solicitado aos alunos que encontrassem uma formula de
Binet para a sequéncia de Narayana. Incialmente os alunos manifestaram algumas duvidas
sobre o que seria uma formula de Binet, sendo necessario entdo uma breve explicacdo que
férmula de Binet € uma formula geral que permite encontrar os termos de uma sequéncia sem
a necessidade de usar a formula de recorréncia. Os alunos foram incentivados a ler novamente
a situacdo-problema para um melhor entendimento.

Ap6s um determinado tempo, o pesquisador perguntou ao grupo de estudantes o que
eles haviam conseguido fazer. Somente o aluno 2 respondeu conforme podemos observar no

trecho de gravacéo:

Professor eu usei a férmula que foi fornecida no problema e substitui os trés termos
iniciais da sequéncia e consegui encontrar algumas equacdes. Acho que agora tem
como fazer algumas substitui¢des e encontrar os valores de a, b, e ¢. Vou tentar aqui.

Dessa forma, o aluno 4 percebeu que no enunciado da situacdo-problema ja tinha a
definicdo da formula de Binet e que poderia usar os termos iniciais da sequéncia e substituir
na equacao:

N, =ak," +bk," +ck," .

Assim, o aluno 4 usou os termos que sdo dados por: N,=0, N,=N,=1 e

substituindo estes termos na equacgao acima, obteve o seguinte sistema de equacgoes:

a+b+c=0
ak, + bk, +ck, =1
ak,” +bk,? +ck,’ =1

Podemos observar na figura 9, a fase de acéo e formulagéo da situacdo-problema

proposta pelo aluno 4.
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Figura 9-Fase de acdo e formulacéo pelo aluno 4-Férmula de Binet.
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Fonte: Dados da pesquisa

Assim, logo ap6s a fala do aluno 2 o pesquisador voltou a questionar o grupo de

alunos, conforme podemos observar no seguinte didlogo:

Professor: O colega de vocés encontrou trés equagdes com trés incdgnitas. Isso lembra alguma coisa?
Aluno 4: Sistema de equagoes.

Aluno 2: Verdade. Vai ficar um sistema com trés equacées.

Professor: Como podemos resolver um sistema linear com trés equacdes e trés incognitas?

Aluno 5: Podemos usar 0 método de escalonamento.

Aluno 2: Pode ser utilizado a Regra de Cramer.

Os alunos perceberam que as equacfes acima formaram um sistema linear e que para
encontrarem os valores das constantes a, b e ¢ deveriam resolver este sistema de equacdes.
Dessa forma, o aluno 2 o usou 0 método conhecido como Regra de Cramer para solucdo do
sistema. Essa etapa corresponde a etapa de validacao da situagdo proposta.

O aluno optou por deixar os valores das constantes a, b e c em funcdo das raizes do
polindmio caracteristico associado a sequéncia, conforme podemos observar na figura 10.
Assim, usou seus conhecimentos prévios sobre calculo de determinantes e resolucdo de
sistema Lineares.

Alguns alunos questionaram se era preciso substituir os valores de k,k,,k,, que sdo as
raizes do polindbmio caracteristico associado a sequéncia, pelos seus respectivos valores

numéricos correspondentes, porem como duas raizes eram complexas optaram por ndo as

substituir.
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Figura 10-Fase de validacdo pelo aluno 2-Férmula de Binet.

Fonte: Dados da pesquisa.

Nesta situacdo-problema 2 podemos perceber que o grupo de estudantes conseguiu
encontrar os valores das constantes a, b e ¢ em funcdo das raizes do polinémio caracteristico
que foi fornecido no problema proposto. No entanto, de acordo com o que foi previsto na fase

de analise a priori eles deveriam ter chegado na seguinte equacéo para a formula de Binet:

N, =ak," +bk," +ck;",

onde,

a= (kz _1)(k3 _1) b= (ks _1)(k1_1) e c= (k1_1)(k2 _1) .
(kz - k1)(k3 - k1) ' (kz - kl)(kS - kz) (ks - kl)(k3 - kz)

Dessa forma, a analise dessa situacdo didatica foi concluida com a apresentacdo da
férmula de Binet para a SN para o grupo de alunos e a importancia dessa formula que permite
encontrar qualquer termo da sequéncia sem ser necessario o calculo da recursividade.



139

5.3 Anélise a Posteriori da Situacao Didatica 3

O quarto encontro aconteceu com a presenca dos 5 participantes: Aluno 1, Aluno, 2,
Aluno 3, Aluno 4 e Aluno 5. O pesquisador entregou a lista com a situagdo-problema a cada
participante e logo depois fez uma leitura e uma breve explicagdo do problema. Neste
momento o grupo de alunos comecou a buscar a solucao para o problema proposto.

Na situacdo-problema 3 pede-se que os alunos encontrem uma matriz geradora para a

sequéncia de Narayana com indices inteiros ndo positivos, ou seja os alunos devem encontrar

uma matriz Q™", ondeQ é a matriz geradora para a sequéncia de Narayana com termos

positivos definida por Q =

o L B

0
0
1

o O

Os alunos encontraram uma dificuldade inicial e o aluno 2 fez o seguinte

questionamento, conforme podemos observar no dialogo:

Aluno 02: Professor, no caso da matriz geradora para a sequéncia com indice inteiro positivo nos
, e e .. . - . ~ , . -1
tinhamos aquela matriz inicial Q . No caso da matriz para indices negativos ndo sabemos quem é a matriz Q.
7 s ’. - . -1
Professor: Sera que é possivel determinar essa matriz Q™ ?

Aluno 3: Sera a matriz inversa de Q ?

Professor: Como podemos encontrar essa matriz inversa?

Aluno: Através do calculo da matriz identidade.

Assim, na figura 11 temos o aluno 1 na fase de acdo. Incialmente o aluno 1 percebeu
que era necessario encontrar a matriz Q" que corresponde a inversa da matriz Q. Assim, o

aluno utilizou o seguinte produto matricial:

Q-Qt=I.
101 100
Onde Q=|1 0 O|e I éamatriz identidade de ordem 3 definidapor I ={0 1 O
010 0 01



140

a b c
SejaQ'=|d e f |, entdo o aluno 3 usou o seguinte produto matricial:
g h i
1 0 1)fa b c 100
Q-Q'=|1 0 0f/d e f|=|/0 1 0
0 1 0)lg h i 0 01
0 1 0
Logo, efetuando o produto matricial o aluno encontrou a matriz Q*={0 0 1.
1 -10

Figura 11-Fase de agdo pelo aluno 1-Matriz geradora para a sequéncia de Narayana com
indice inteiro ndo positivo.

Fonte: Dados da pesquisa.

Na figura 12 temos o aluno 1 dando continuidade a fase de acéo da situacdo proposta.
Depois do céalculo da matriz inversa Q*, os alunos efetuaram alguns calculos de poténcias de

matrizes com o objetivo de encontrar alguma relacdo entre os termos da sequéncia e 0s termos
das matrizes encontradas nos produtos efetuados. No entanto, o aluno 5 percebeu que seria
necessario encontrar mais produtos das matrizes ja que muitos termos estavam se repetindo e
ndo estava sendo possivel estabelecer um padréo.

Assim, os alunos foram incentivados a calcular outros produtos de matrizes para que
fosse possivel aparecer termos distintos e assim estabelecer uma relacdo entre os termos das
matrizes e os termos da sequéncia para indice inteiro ndo positivo.
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Figura 12-Fase de agdo pelo aluno 1-Matriz geradora para a sequéncia de Narayana com
indice inteiro ndo positivo.

Fonte: Dados da pesquisa.

Neste momento o pesquisador indagou os estudantes se eles tinham conseguido
estabelecer alguma relacdo entre os termos da SN e os termos encontrados nas matrizes,

obtendo a seguinte resposta dada pelo aluno 3:

Professor, quando fui fazendo o célculo das poténcias das matrizes eu percebi que 0s
termos que apareciam nessas matrizes eram exatamente os termos da sequéncia de
Narayana com indices negativos, ai consegui encontrar uma matriz generalizada que

nos permite encontrar qualquer termo.

Assim, na figura 13 temos 0 momento de formulacdo da situacdo-problema pelo aluno

3. Ele percebeu que:
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-1 -3

-2 -4

N
N
-3 s N,
N
N

-3 -5

-4 -6

-7 Ne

Zz2 2 Z2 Z2 Z2 Z
Z2 2 Z2 Z 2 Z

-5

Assim, conseguiu estabelecer a seguinte identidade matricial:

N—r+1 N—r+1 N—r
Q_r =l N, N_, N_,
N—r—l N—r+3 N—r—2

Figura 13-Fase de formulacdo pelo aluno 3-Matriz geradora da sequéncia de Narayana para
indice inteiro n&o positivo.

Fonte: Dados da pesquisa.

Nesse momento foi questionado aos alunos se a relacdo encontrada pelo aluno 3 seria
verdadeira. O professor entdo perguntou o que garante que a igualdade sera valida para
qualquer valor de r, conforme podemos observar no seguinte dialogo:

Professor: Sera que a identidade matricial encontrada é valida para todo valor de r?
Aluno 3: Professor, eu fiz até o célculo do r sendo 4 e deu certo.

Professor: O que garante que seré valida para r = 10, por exemplo?

Aluno 2: Acho que tem que demonstrar.

Professor :Como podemos demonstrar?
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Aluno 1: Podemos usar o principio de inducdo sobre r.

Apo0s esta troca de informagdes, os alunos voltaram para o problema em busca da
demonstracdo da identidade matricial, mas manifestaram algumas duvidas pelo fato de a
poténcia estd elevada a expoente negativo e alguns ndo lembravam de todos os passos da
demonstracdo seguida no principio de inducdo matematica. Assim, foi necessaria uma
pequena revisdo sobre o principio de indugdo matematica. Mesmo com a revisao, somente 0
aluno 5 conseguiu a demonstracao da identidade matricial.

No momento de validagdo o aluno 5 usou o principio de inducdo finita para a
demonstracdo da identidade matricial conforme podemos observar na figura 14:

Seguindo o principio de inducdo finita o aluno 4 partiu do seguinte produto matricial:

Q—(I’+l) — Q—I‘Q—l .
0 1 0
Como Q*'=|0 0 1]eassumindo que
1 -1 0
N—r+l N -r-1 -r
Q_r = N—r N—r—2 N—r—l '
N— -1 N—r—3 N—r—2
entéo:
0 1 O N—r+l N -r-1 N—r
Q—(r+l) — Q—FQ—I — Q—l — 0 O 1 N,r N7r72 N,r,l
1 -10 N—r—l N—r—S N—r—2
N—r N—r—z N—r—l
= N—r—l N—r—3 N—r—Z
N N
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Figura 14-Fase de validacéo pelo aluno 5-Matriz geradora para a sequéncia de Narayana com
indice inteiro ndo positivo.
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Fonte: Dados da pesquisa

O encontro foi concluido com a apresentacdo do pesquisador ao grupo de estudantes
da importante identidade matricial que permite encontrar qualquer termo da SN com indices
inteiros ndo positivos.

O objetivo da situacdo didatica foi atingido, uma vez que os alunos conseguiram
encontrar a identidade matricial, porém, no momento de validacdo somente o aluno 5

conseguiu fazer a demonstracdo da identidade matricial.
5.4 Anélise a Posteriori da Situacao Didatica 4
O quinto encontro iniciou-se com o pesquisador entregando a lista com a situagéo-

problema a cada participante e explicando que o problema proposto estava relacionado com o

processo de complexificagdo da SN. Assim, na situacdo-problema 5 foram trabalhadas as
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relagbes Recorrentes Bidimensionais de Narayana tendo em vista 0 processo de
complexificagdo dessa sequéncia.
Apds um determinado tempo, os estudantes foram indagados sobre o que tinham

conseguido fazer, obtendo a seguinte resposta do aluno 5:

Professor, eu usei a formula de recorréncia que foi dada no problema e substitui a
variavel n por alguns valores tais como n=1,2, 3..., e mantive a varidvel m constante
sendo m=1 e depois substitui a variavel m=0,1, 1..., e consegui estabelecer umas
relaces.

Assim, na figura 15 temos a fase de agdo acontecendo pelo aluno 5 que conseguiu
estabelecer mais duas propriedades importantes tais como: N(n,1)=N +N, i e

N@Lm)y=N__+N j.

m+1

Figura 15-Fase de agdo pelo aluno 5- Relagoes Bidimensionais de Narayana
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Fonte: Dados da pesquisa
Neste momento o pesquisador voltou a indagar o grupo de estudantes, conforme
podemos observar no seguinte dialogo:

Professor: Deu para entender a ideia do colega de vocés?
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Aluno 3: Sim, deu para entender.

Aluno 2. Sim. Ele usou a férmula de recorréncia que foi dada no problema.
Professor: O problema esta resolvido?

Aluno 1: N&o. Precisamos encontrar uma formula geral para N(n,m).

Aluno 5: Vou tentar encontrar essa formula geral.

Os alunos calcularam alguns termos da sequéncia bidimensional obtendo o seguinte:
N(2,3)=N(2,2)+N(2,0) =(A+i)+1=2+i
N(3,2)=N(2,2)+N(2,0)=1+i1+1=2+1i
N(3,3)=N(3,2)+NB,0)=1+2i)+1=2+2i
N(4,4)=N(3,4)+N(@4) = (3+4i)+)(3+2i) =6+4i

Assim, durante a fase de formulacdo os alunos conseguiram generalizar a relagédo

bidimensional de Narayana, obtendo a formula geral:
N(n,m)=N_N,,+N, ,N.i.

m+1 n+l

Neste momento, o pesquisador voltou a indagar o grupo de estudantes perguntando se

essa férmula era valida para quaisquer valores naturais de n, m, conforme podemos observar
no seguinte dialogo:

Professor: Sera que esta formula é valida para quaisquer valores de n,m?
Aluno 1: Precisamos mostrar que vale para m,n naturais.
Aluno 5: Temos que provar.

Professor: Como podemos demonstrar?

Aluno 5: Podemos usar o principio de indu¢do matematica.

Os estudantes tiveram dificuldade para a demonstracdo da férmula geral, uma vez que
tinha que utilizar o segundo principio de inducdo matematica, sendo necessario fazer uma
pequena revisdo sobre este principio. Assim, ap6s revisdo sobre o segundo principio de
inducdo matemaética, tem-se a fase de formulacdo e validacdo pelo aluno 5, conforme
podemos observar na figura 16:
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Figura 16-Fases de formulagéao e validacdo pelo aluno 5-Relagdes Bidimensionais de
Narayana.
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Fonte: Dados da pesquisa.

O encontro foi concluido com a apresentacdo da sequéncia bidimensional de Narayana
aos estudantes e ainda a possiblidade de estender essa sequéncia para a sua forma
tridimensional. Podemos perceber que o objetivo da situacdo didatica foi atingido uma vez

que os alunos conseguiram entender o processo de complexificacdo da SN.

5.5 Anélise a Posteriori da Situacdo Didatica 5

O quinto encontro iniciou-se com o pesquisador entregando a lista com a situagdo-
problema proposta e a apresentacdo de alguns conceitos importantes como a definicdo de
quaternion. Assim, na situacdo-problema 5 foram estudados os quaternions de Narayana.
Dessa forma, séo inseridas unidades imaginarias nestes numeros, continuando com 0 processo
de complexificacdo dessa sequéncia, explorando a forma matricial e 0 comportamento desses
termos inteiros ndo positivos.

Apos a leitura e explicacdo do problema, os estudantes iniciaram a busca pela solucao
usando seus conhecimentos prévios e as informagdes contidas na propria situagédo-problema

proposta.
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Assim, na situacdo de acdo o aluno 5 conseguiu encontrar alguns termos com indices
inteiros ndo negativos a partir da recorréncia dos Quaternions para indices inteiros positivos
conforme podemos observar na figura 17.

A partir dos termos encontrados 0 aluno 5 conseguiu encontrar uma recorréncia para

0s Quaternions de Narayana com indices inteiros ndo positivos

Figura 17-Fase de acdo pelo aluno 5-Quaternions de Narayana.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Na fase de formulacdo o aluno partiu da matriz dos Quaternions de Narayana para
indices inteiros positivos para obter a matriz geradora para 0s Quaternions com indices ndo

positivos. Assim percebeu que se tomasse a matriz Q" e multiplicasse pela matriz



QN, QN, ON;
QN; QN; QN,
QN, QN, QN

néo positivos, conforme podemos observar na figura 18:

Figura 18-Fase de formulacéo pelo aluno 5-Quaternions de Narayana.
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iria obter a matriz geradora para os Quaternions para indices inteiros

Qe QM Brypz

C'?,WL
Qe

1- —

Lékl,«,

u/pf
(Y /‘/, n+4

No momento da formulacéo da situacdo houve algumas trocas de informacgoes entre o

pesquisador e alunos, conforme podemos observar no seguinte dialogo:

Professor: Como vocé chegou nessa relagdo matricial?

- . ~ . . . -1
Aluno 5: Teve uma aula que foi falado sobre matrizes, entdo considerei a matriz Q

Aluno 1: Verdade. A gente ja tinha encontrado essa matriz.

Professor: O problema esta resolvido?

Aluno 5: Precisamos demonstrar por indugdo matematica. Vou tentar.

Na fase de validacdo, os estudantes manifestaram algumas duvidas, pelo fato da

matriz estd elevada a poténcia negativa, sendo necessario um esclarecimento sobre o célculo

de poténcias de matrizes com expoente negativo. Na figura 19 temos o aluno 5 na fase de

validacdo da situacdo da situagcdo proposta. Para a demonstracdo da situacdo-problema foi

usando o principio de indugdo finita.
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Figura 19-Fase de validacdo pelo aluno 3-Matriz geradora para a sequéncia de Narayana com
indice inteiro ndo positivo.

Fonte: Dados da pesquisa

5.6 Anélise a Posteriori da Situacdo Didatica 6

A (ltima situacdo-problema foi elaborada abordando um outro objeto de estudo desse
trabalho que sdo os numeros de Narayana. Assim, na situacdo didatica 6 foram solicitadas aos
alunos a verificacdo de uma propriedade importante dos NN.

Na fase de acdo o aluno 5 usou 0s seus conhecimentos prévios sobre nimeros
binomiais e calculo de determinantes de matrizes de ordem 2, conforme podemos ver na

figura 20:



Figura 20-Fase de acéo pelo aluno 5 - Proprledades dos nimeros de Narayana
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Podemos perceber que o aluno 5 incialmente calculou o determinante da matriz que

foi dada no problema tentando chegar na definicdo do numero de Narayana. Porém ndo

conseguiu chegar na férmula desejada conforme podemos observar no seguinte trecho da

gravacao:

Professor, eu usei a formula do determinante de uma matriz de ordem 2 ai tentei usar
algumas propriedades dos nudmeros binomiais para chegar na definicdo do nimero
de Narayana, mas ndo consegui estabelecer nenhuma relagdo. Vou tentar aqui de

novo.

O aluno 4 conseguiu estabelecer incialmente uma relacdo importante a partir do

calculo do determinante da matriz que foi dada no problema como podemos observar no

seguinte dialogo:

Professor: conseguiu estabelecer alguma relagéo entre a matriz dada e os nimeros de Narayana?

Aluno 4: incialmente calculei o determinante como meu colega fez.
Professor: Ok. E depois conseguiu alguma estabelecer alguma relagéo?

Aluno 4: Eu usei a definicdo de nimero binomial e desenvolvi cada expresséo.

Dessa forma, na figura 21 temos o aluno 4 na fase de formulacdo. Usando a definicéo

de determinante de matriz de ordem 2 o aluno iniciou o calculo do determinante da matriz

definida na situagdo-problema proposta e usando a definicdo de numero binomial ele

conseguiu desenvolver as expressoes.
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Figura 21-Fase de formulagdo pelo aluno 4-Propriedades dos nimeros de Narayana.

Fonte: Dados da pesquisa.

Apos a troca de informacdes entre pesquisador e estudantes foi possivel um avango na
situacdo proposta. De fato, os estudantes lembraram bem da definicdo de nimeros binomiais.
Nas figuras 21 e 22 temos o aluno 5 na fase de validacdo da situa¢do-problema 6. O aluno
usou seus conhecimentos prévios sobre nimeros binomiais para demonstrar a propriedade

matricial pedida na situacdo-problema proposta. O aluno 5 consegui estabelecer a importante

identidade:
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Figura 21-Fase de Validagdo pelo aluno 5-Propriedades dos nimeros de Narayana.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 22- Continuacdo da fase de validacdo pelo aluno 5-Propriedades dos numeros de
Narayana.
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Dessa forma, o0 objetivo da situacdo didatica foi alcangado uma vez que os estudantes
conseguiram estabelecer a identidade matricial que era solicitada no problema proposto. O
encontro foi finalizado com o pesquisador fazendo um resumo sobre tudo o que foi visto na
aula e apresentando aos alunos uma importante propriedade dos numeros de Narayana e a sua
relacdo com 0s nimeros binomiais.

Nesta secdo fizemos uma anélise e discussdo das solugdes das situa¢Oes-problema
apresentadas pelos alunos do curso de Licenciatura em Matematica e realizamos uma
comparacdo entre as fases de andlise a priori e posteriori com base nos dados coletados
durante a fase de experimentacdo. Destacamos que esta validagdo ocorreu de forma interna,
uma vez que foram analisadas apenas as producdes observadas nesta pesquisa.

Durante a aplicacdo da pesquisa e no momento de resolucfes das situacdes-problema
pelos alunos foi possivel perceber algumas dificuldades iniciais, sobretudo no momento de
demonstracdo das propriedades matematicas exigidas por cada situacdo problema, que
corresponde a fase de validacdo da situagdo proposta. Temos que uma importante propriedade
que foi exigida nas solucbes das atividades foi o principio de indu¢do matematica, onde os
estudantes demonstraram dificuldades em usar esse principio, ou ainda ndo lembraram de
todos os passos seguidos na inducdo matematica, sendo necessaria uma troca de informacdes
entre professor e alunos para a superagéo dessas dificuldades.

Alguns alunos falaram que esse assunto era novo para eles, isso se justifica pelo fato
de o assunto abordado nas situacdes de ensino serem ausentes em livros de Historia da
Matematica e até mesmo no curso de Licenciatura em Matematica. No entanto, no decurso da
aplicacdo da pesquisa os estudantes foram evoluindo em seus conceitos e na forma de
apresentarem as solucdes das situages-problema.

Destacamos que outros assuntos importantes da Matematica foram aparecendo ao
longo da aplicacdo da pesquisa, como Matrizes, principio de inducdo matematica, numeros
binomiais, nimeros complexos e outros assuntos pertinentes da Algebra Linear, como por
exemplo, os quaternions. Assim, a pesquisa permitiu aos estudantes participantes o contato
com novos objetos de estudo e uma revisdo de conteldos mais pertinentes ao curso de

Licenciatura em Matematica.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

De acordo com as orientagdes metodoldgicas da ED e levando em consideragdo 0s
objetivos tracados neste trabalho, foi feito um estudo detalhado dos dois objetos matemaéticos:
A sequéncia de Narayana e 0s nimeros de Narayana. Destacamos que este estudo foi feito a
partir de artigos cientificos publicados envolvendo este assunto. Esta fase corresponde a
primeira fase da ED: Anélise preliminar.

Neste primeiro momento podemos destacar alguns conceitos e propriedades
matematicas importantes envolvendo os objetos de estudo. Sobre a sequéncia estudada
podemos citar: Formula de Binet, extensdo ao conjunto dos Inteiros, propriedades matriciais,
sobre o processo de complexificagdo tivemos o estudo das relacGes recorrentes n-
dimensionais, dos quaternions, octonions, sedenions e finalmente sobre os nimeros de
Narayana foram estudadas algumas propriedades e interpretacfes combinatorias.

Estes assuntos sdo publicados em periodicos de Matematica pura, ndo existindo uma
preocupacdo metodoldgica com o ensino de tais conceitos e ausentes em livros de Historia da
Matematica, o que nos leva a perceber a importancia de se fazer uma transposicao didatica
deste assunto.

Dessa forma, a partir do estudo feito nessa primeira parte da pesquisa foi possivel a
elaboracdo de algumas situacGes didaticas formadas por situacGes-problema envolvendo estes
assuntos que foram aplicadas no curso de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal de
Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE), especificamente na disciplina de Histéria
da Matematica.

Para a aplicacdo e desenvolvimento das situacfes de ensino escolhemos a TSD como
teoria de ensino, por ser uma teoria que instiga o lado intuitivo e investigativo dos alunos,
levando-os a descoberta de defini¢des, teoremas, propriedades matematicas e por colocar o
estudante como autdnomo no seu processo de aprendizagem.

Durante a aplicagcdo da pesquisa e no momento de resolucGes das situagdes-problema
pelos alunos foi possivel perceber algumas dificuldades iniciais, sobretudo no momento de
demonstracdo das propriedades matematicas exigidas por cada situacdo problema, que
corresponde a fase de validacdo da situagdo proposta. Temos que uma importante propriedade
que foi exigida nas solucbes das atividades foi o principio de indugcdo matematica, onde 0s
estudantes demonstraram dificuldades em usar esse principio, ou ainda ndo lembraram de
todos 0s passos seguidos na indugdo matematica, sendo necessaria uma troca de informacdes

entre professor e alunos para a superagéo dessas dificuldades.
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Alguns alunos falaram que esse assunto era novo para eles, isso se justifica pelo fato
de o assunto abordado nas situages de ensino serem ausentes em livros de Historia da
Matematica e até mesmo no curso de Licenciatura em Matematica. No entanto, no decurso da
aplicacdo da pesquisa os estudantes foram evoluindo em seus conceitos e na forma de
apresentarem as solucdes das situagdes-problema.

A partir da andlise dos dados desta pesquisa foi possivel perceber que os alunos
conseguiram apresentar solucbes para situacOes-problema propostas usando seus
conhecimentos prévios e ampliando seus conceitos, suas concepc¢des sobre 0s assuntos
abordados durante aplicacdo desta pesquisa.

Destacamos que outros assuntos importantes da Matematica foram aparecendo ao
longo da aplicagcdo da pesquisa, como Matrizes, Funcdo, principio de inducdo matematica,
nimeros binomiais, nimeros complexos e outros assuntos pertinentes da Algebra Linear,
como por exemplo, os quaternions. Assim, a pesquisa permitiu aos estudantes participantes o
contato com novos objetos de estudo e uma revisdo de contetdos mais pertinentes ao curso de
Licenciatura em Matematica.

Dessa forma, foi possivel apresentar aos professores de Matematica em formacéo
inicial um concepcdo historica-evolutiva de alguns resultados oriundos da Histéria da
Matematica, com destaque para a SN e os NN.

Sobre a teoria de ensino utilizada durante a aplicagdo desta pesquisa 0s estudantes
manifestaram surpresa uma vez que no curso de Licenciatura em Matematica eles estdo
acostumados com o modelo tradicional de ensino. Destacaram a importancia de se colocar o
aluno como sujeito ativo no processo de aprendizagem o que é proporcionado pela TSD.

Como perspectiva futura para este trabalho podemos destacar que os contetdos
matematicos trabalhados ndo se esgotam aqui conforme podemos observar ja existe na
literatura a generalizacdo dos nimeros de Narayana e a relacdo da sequéncia de Narayana
com outras sequéncias recorrentes de natureza parecida que pode ser fruto de pesquisas

futuras envolvendo este assunto.
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ANEXO A - TERMO DE COSSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

onn

BB INSTITUTO FEDERAL

W DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
BW Ceard

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Engenharia Didatica com o tema: Sequéncia de Narayana e 0s numeros de
Narayana
Pesquisador: Francisco Hedyleno Coelho Bezerra
Orientador: Francisco Regis Vieira Alves

Vocé esta sendo convidado a participar como voluntario de uma pesquisa.
Este documento, chamado Termo de Consentimento Livre e Esclarecido, visa
assegurar seus direitos como participante e € elaborado em duas vias, uma que
devera ficar com vocé e outra com o pesquisador.

Por favor, leia com atencdo e calma, aproveitando para esclarecer suas
davidas. Se houver perguntas antes ou mesmo depois de assina-lo, vocé podera
esclarecé-las com o pesquisador. Se preferir, pode levar este Termo para casa e
consultar seus familiares ou outras pessoas antes de decidir participar. Nao havera
nenhum tipo de penalizacdo ou prejuizo se vocé ndo aceitar participar ou retirar sua
autorizacdo em qualquer momento.

Justificativa e objetivos:

Este estudo tem como questionamento norteador: Como desenvolver um
estudo sobre o processo matemético de generalizacdo da sequéncia de Narayana e
dos numeros de Narayana, realizando situacfes didaticas que oportunizem a
investigacdo de seus teoremas e suas propriedades em ralacdo & sua origem e
evolucao histérica?

Justificativa:

A sequéncia de Narayana e os numeros de Narayana ndo sdo assuntos abordados
pelos livros de Historia da Matematica (H.M). Esses livros apresentam apenas a
sequéncia de Fibonacci de forma superficial, ou seja, ndo apresentam a evolugéao do
processo evolutivo-matematico dessa sequéncia e nem apresentam outros
exemplos de sequéncias que embora ndo sejam tado conhecidas apresentam
propriedades matematicas importantes, como por exemplo, a sequéncia de
Narayana. A sequéncia de Narayana e os numeros de Narayana Sao assuntos
abordados em artigos cientificos de Matematica pura, onde ndo existe a
preocupacdo com o0 seu ensino. Esta pesquisa busca transformar esse assunto em
um contetdo a ser ensinado, através de situagcdes-problema propostas em sala de
aula.

e Objetivo geral da pesquisa
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e Desenvolver um estudo acerca da sequéncia de Narayana e dos numeros de
Narayana bem como o seu processo de generalizacéo, a fim de explorar em
situacbes didaticas as propriedades destes nameros, visando o0
desenvolvimento histérico-evolutivo(epistemologico-matematico) da
sequéncia de Narayana e dos numeros de Narayana.

Objetivos especificos:

1. Investigar os teoremas e propriedades inerentes a generalizacdo da
sequéncia de Narayana e dos numeros de Narayana.

2. Explorar, através de situacdes de ensino, as propriedades e teoremas da
sequéncia de Narayana e dos numeros de Narayana.

3. Apresentar o desenvolvimento historico-evolutivo, ou seja, epistemolégico-
matematico da sequéncia de Narayana e dos numeros de Narayana
caracteristico ao seu processo de generalizacdo através da proposicao de
situacdes-problema em sala de aula.

Procedimentos:

Participando do estudo vocé estd sendo convidado a participar de aulas
remotas, onde serdo coletados os dados através de gravacbes de audio e video,
fotos e manuscritos. Estes procedimentos descritos acima ocorrerdo através do
Google meet e Google Classroom dentro do horario da aula de Histéria da
Matematica, ndo sendo necessario o deslocamento ao campus em outros periodos.
Somente o0 pesquisador e orientador terdo acesso ao material coletado e a
identidade dos participantes sera mantida em sigilo absoluto. As aulas remotas e
coleta de dados deverdo ocorrer no periodo de duas aulas (13:30-15:30). Ao fim da
pesquisa, os dados serdo discutidos pelos pesquisadores envolvidos e, em seguida,
o material coletado na forma de fotos, gravacdes de audio e video seréo
descartados, ficando de posse dos pesquisadores por um periodo maximo de 12
meses.

Desconfortos e riscos:

Vocé néo deve participar deste estudo caso sentir algum tipo de desconforto
ou se sentir constrangido com as gravacdes de video e audio e com as fotos que
serdo tiradas durante a coleta de dados. Os riscos para quem participar dessa
pesquisa sdo minimos, tais como constrangimento com as gravacdes que serao
feitas. Caso nédo se sinta a vontade em ser fotografado podera solucionar as
situagdes-problema na prépria folha de papel. A sua imagem em nenhum momento
sera exposta e as gravacdes serdo apenas para que nos pesquisadores
percebamos a forma que vocé encontrou para resolver as situacdes-problemas
propostas.

Formas de minimizar os riscos

Para minimizar os riscos, ou seja, para evitar o constrangimento dos
participantes da pesquisa com as gravacoes e fotos tiradas durante a aplicacao das
situacdes-problema, o participante podera:
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e Optar por nao participar da pesquisa

¢ Resolver as situacdes-problema de forma escrita sem precisar ser fotografado
e sem precisar ter suas solucdes gravadas.

e Apresentar suas solugdes apenas para o professor- pesquisador, ou seja,
sem precisar apresentar essas solu¢cdes no quadro para toda a turma, mas
apenas apresentar ao pesquisador.

e Se sentir alguma dificuldade em solucionar as situagdes-problema o
participante podera solicitar a ajuda do pesquisador.

Beneficios:

Ao participar desta pesquisa 0s participantes ndo terdo nenhum beneficio
direto. Entretanto, esperamos que este estudo traga aos participantes envolvidos
uma abordagem didatica-matematica fornecendo-lhes uma proposta de ensino que
0S permita inserir na sua pratica em sala de aula, em particular no ensino de Historia
da Matematica, elementos de carater historico-evolutivo na perspectiva
epistemoldgica das propriedades matematicas.

Acompanhamento e assisténcia:

Caso o participante necessite de algum acompanhamento ou assisténcia
poderd solicitar aos pesquisadores responsaveis pela pesquisa. Se assim o desejar,
poderd solicitar a interrupcdo da participacdo na pesquisa, se a mesma estiver lhe
causando algum desconforto. Todos os participantes envolvidos na pesquisa seréao
acompanhados durante a aplicacdo das situacfes-problema em sala de aula e terdo
a assisténcia pedagogica necesséaria dada pelos pesquisadores responsaveis pela
pesquisa. Eventuais duvidas poderdo ser tiradas pelos pesquisadores sempre
levando em consideragédo a autonomia que os participantes envolvidos na pesquisa
terdo ao expor as suas solucdes das situacdes-problema. Importante destacar que a
sua participacdo nessa pesquisa € livre e ndo pode ser restrita ou limitada ao risco e
caso sinta-se algum desconforto podera solicitar a interrupcédo da sua participacao
nessa pesquisa.

Sigilo e privacidade:

Vocé tem a garantia de que sua identidade serd mantida em sigilo e nenhuma
informacdo ser4 dada a outras pessoas que nao facam parte da equipe de
pesquisadores. Na divulgacdo dos resultados desse estudo, seu nome ndo sera
citado. Qualquer gravacdo (audio e video), fotos e listas de exercicios aplicadas
durante a pesquisa serdo mantidas em posse do pesquisador responsavel por um
periodo maximo de 12 meses. Apdés passado esse tempo todo material sera
descartado.

Idade dos participantes da pesquisa
Todos os participantes envolvidos na pesquisa sao maiores de idade.

Ressarcimento e Indenizagao:

Vocé terd direito ao ressarcimento das despesas diretamente decorrentes de
sua participacdo na pesquisa e a indenizacdo pelos danos resultantes desta, nos
termos da Lei.

Contato:
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Em caso de davidas sobre a pesquisa, vocé podera entrar em contato com 0s
pesquisadores Francisco Hedyleno Coelho Bezerra ou Francisco Régis Vieira Alves ,
Av. Treze de Maio,2081-Benfica,Fortaleza-CE, 60040-531, Coordenacdo do
Mestrado Académico em Ensino de Ciéncias e Matematica(PGECM, sala 141,
fone(85)988646029, email:hedy.cb@hotmail.com.

Em caso de denudncias ou reclamagfes sobre sua participacdo e sobre questdes
éticas do estudo, vocé podera entrar em contato com a secretaria do Comité de
Etica em Pesquisa (CEP) do IFCE das 08:00hs as 12:00hs e das 13:00hs as
17:00hs no IFCE Reitoria - R. Jorge Dumar, 1703 - Jardim América, Fortaleza - CE,
60410-426; fone (85) 34012332 e-mail: cep@ifce.edu.br

Consentimento livre e esclarecido:

Apos ter recebido esclarecimentos sobre a natureza da pesquisa, seus objetivos,
métodos, beneficios previstos, potenciais riscos e o0 incbmodo que esta possa
acarretar, aceito participar e declaro estar recebendo uma via original deste
documento assinada pelo pesquisador e por mim, tendo todas as folhas por nos
rubricadas:

Nome do(a) participante:

Contato telefénico (opcional):

e-mail (opcional):

(Assinatura do participante ou nome e assinatura do seu RESPONSAVEL LEGAL)

Data: / /

Responsabilidade do Pesquisador:

Asseguro ter cumprido as exigéncias da resolucdo 510/2016 CNS/MS e
complementares na elaboragcdo do protocolo e na obtencdo deste Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido. Asseguro, também, ter explicado e fornecido
uma via deste documento ao participante. Informo que o estudo foi aprovado pelo
CEP perante o qual o projeto foi apresentado. Comprometo-me a utilizar o material e
os dados obtidos nesta pesquisa exclusivamente para as finalidades previstas neste
documento ou conforme o consentimento dado pelo participante.

Nome do(a) pesquisador(a):

[Assinatura do(a) pesquisador(a)]
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Data: / /

ANEXO B - PARECER DO COMITE DE ETICA



INSTITUTO FEDERAL DE
EDUCAGAO, CIENCIA E %"WM o
TECNOLOGIA DO CEARA

PARECER CONSUBSTANCIADO DO CEP

DADOS DA EMENDA

Titulo da Pesquisa: ENGENHARIA DIDATICA COM O TEMA:SEQUENCIA DE NARAYANA E OS
NUMEROS DE NARAYANA

Pesquisador: FRANCISCO HEDYLENO COELHO BEZERRA

Area Temética:

Verséo: 4

CAAE: 30362620.7.0000.5589

Instituicdo Proponente: INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAOQO, CIENCIA E TECNOLOGIA DO CEARA
Patrocinador Principal: Financiamento Préprio

DADOS DO PARECER

NUamero do Parecer: 4.142.011

Apresentacédo do Projeto:

O projeto "ENGENHARIA DIDATICA COM O TEMA SEQUENCIA DE NARAYANA E OS NUMEROS DE
NARAYANA" propde Realizar um estudo sobre a evolugéo histérica e investigativa da sequéncia de
Narayana e dos nameros de Narayana,com o objetivo de tranforma-lo em contetdo a ser ensinado.

Objetivo da Pesquisa:

Desenvolver um estudo acerca da sequéncia de Narayana e dos numeros de Narayana, bem como o seu
processo de generalizacdo, a fim de explorar em situacbes didaticas, as propriedades destes
nameros,visando o desenvolvimento histérico-evolutivo da sequéncia de Narayana e dos numeros de

Narayana.

Avaliacdo dos Riscos e Beneficios:

Os riscos da pesquisa sao considerados minimos. O pesquisador cita como riscos o constrangimento ao
serem fotografados na hora de expor as solugdes dos problemas propostos, as gravacdes em video e 4udio
também podem ser um constrangimento para alguns alunos, Caso ndo se sinta a vontade em ser
fotografado podera solucionar as situagdes-problema na prépria folha de papel. A sua imagem em nenhum
momento sera exposta e as gravacdes serdo apenas para que nés pesquisadores percebamos a forma que
vocé encontrou para resolver as situa¢gdes-problemas propostas. Como forma de minimizar os riscos o

perquisador cita: Optar por ndo

Endereco: Rua Jorge Dumar, n® 1703

Bairro: Jardim América CEP: 60.410-426
UF: CE Municipio: FORTALEZA
Telefone: (85)3401-2332 E-mail: cep@ifce.edu.br
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participar da pesquisa; Resolver as situagdes-problema de forma escrita sem precisar ser fotografado e sem
precisar ter suas solu¢cdes gravadas; Apresentar suas solu¢des apenas para o professor- pesquisador, ou
seja, sem precisar apresentar essas solu¢des no quadro para toda a turma, mas apenas apresentar ao
pesquisador.

Como beneficios o pesquisador cita: Apresentar uma abordagem didatica matematica aos professores de
Matematica em formacao inicial fornecendo-lhes uma proposta de ensino que 0s permita inserir na sua
pratica em sala de aula, em particular no ensino de Histéria da Matematica (HM), elementos de carater
historico-evolutivo na perspectiva epistemolégica das propriedades matematicas.

Comentérios e Consideragdes sobre a Pesquisa:

Trata-se de uma emenda de projeto apresentado anteriormente, que devido a pandemia terd a metodologia
alterada em virtude das aulas acontecerem de forma remota. A pesquisa possui aplicabilidade pratica,
possibilitando um beneficio para futuros professores de matematica. O referencial tedrico apresenta termos
técnicos adequados; Os riscos e beneficios sdo esclarecidos.

Consideracdes sobre os Termos de apresentacdo obrigatéria:
Todos os termos foram apresentados.

Recomendacdes:
Sem recomendagdes.

Conclusdes ou Pendéncias e Lista de Inadequacdes:
Aprovado.

Consideracdes Finais a critério do CEP:

Este parecer foi elaborado baseado nos documentos abaixo relacionados:

Tipo Documento Arquivo Postagem Autor Situacéo
Informacdes Basicas| PB_INFORMACOES_BASICAS 158508 28/06/2020 Aceito
do Projeto 5 El.pdf 17:09:33
Projeto Detalhado/ | PROJETO.pdf 28/06/2020 |FRANCISCO Aceito
Brochura 17:02:52 |HEDYLENO
Investigador COELHO BEZERRA
TCLE / Termos de |TCLE.pdf 28/06/2020 [FRANCISCO Aceito
Assentimento / 17:01:38 |HEDYLENO
Justificativa de COELHO BEZERRA
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Auséncia TCLE.pdf 28/06/2020 |FRANCISCO Aceito
17:01:38 |HEDYLENO
COELHO BEZERRA
Cronograma CRONOGRAMA.pdf 21/05/2020 |FRANCISCO Aceito
18:09:17 HEDYLENO
COELHO BEZERRA
Declaracéo de INFRAESTRUTURA.pdf 20/03/2020 |FRANCISCO Aceito
Instituicdo e 15:18:24 |HEDYLENO
Infraestrutura COELHO BEZERRA
Folha de Rosto folhaderosto.pdf 20/03/2020 |FRANCISCO Aceito
14:54:19 |HEDYLENO
COELHO BEZERRA
Outros BENEFICIOS.pdf 20/03/2020 |FRANCISCO Aceito
14:52:51 HEDYLENO
COELHO BEZERRA
Outros RESULTADOS.pdf 20/03/2020 |FRANCISCO Aceito
14:51:05 |HEDYLENO
COELHO BEZERRA
Orcamento ORCAMENTO.pdf 20/03/2020 [FRANCISCO Aceito
14:38:44 |HEDYLENO
COELHO BEZERRA

Situacao do Parecer:
Aprovado

Necessita Apreciacdo da CONEP:
N&o

FORTALEZA, 08 de Julho de 2020

Assinado por:
PAULO HENRIQUE NOBRE PARENTE
(Coordenador(a))
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