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RESUMO

O presente trabalho retrata uma investigacao referente as situagdes de ensino, sobre o
estudo do processo de generalizagdo e complexificagdo da sequéncia de Padovan. Com isso,
a pesquisa possui o viés de descrever os elementos de um estudo sisteméatico dos modelos
de generalizagao e complexificacao da sequéncia de Padovan, promovendo a compreensao
historico-evolutiva, identificagao, descricao e exploragdo de suas propriedades matematicas,
fundamentado e organizado de acordo com o percurso metodologico da Engenharia Didatica
em conjunto com a Teoria das Situag¢oes Didéticas. Assim, sdo desenvolvidas situagoes
didaticas, realizando uma transposicao didatica do objeto matematico, considerando os
seus aspectos epistemoldgicos, cognitivos e did4ticos. A vista disso, uma andlise primordial
do campo epistémico-matematico é realizada abordando o processo de generalizagao dos
coeficientes, ordem e termos iniciais da sequéncia, bem como a sua extensao para os
numeros inteiros. A complexificacao foi realizada inserindo componentes imaginérias e,
consequentemente, o aumento dimensional da recorréncia, sendo exploradas as relagoes
recorrentes uni, bi, tri e n-dimensionais, os nimeros duais, gaussianos, quatérnios, octonios
e sedenios de Padovan. Foram desenvolvidas situacoes de ensino com enfoque na Teoria
das Situacoes Didaticas e aplicadas com os oito discentes matriculados na disciplina de
Histéria da Matematica do curso de Licenciatura em Matematica no Instituto Federal de
Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceara. Essas situagoes instigam o pensamento
intuitivo dos discentes, visando a compreensao de determinadas propriedades e teoremas no
processo de generalizacdo e complexificagdo, com énfase na sua abordagem matricial para
os nimeros inteiros, sequéncia (s1, S, ..., $,_1)-Z-dovan, formula variante de Binet, relagoes
recorrentes n-dimensionais, nimeros gaussianos e quatérnios. Desse modo, foi possivel
promover o desenvolvimento de uma concepg¢ao epistemologica para o ensino de Historia
da Matematica, oportunizando aos docentes de Matematica em cursos de formagao inicial
de professores, relagoes epistemologicas matematicas de Padovan, evidenciando o processo

evolutivo diante da perspectiva historica e matematica.

Palavras-chave: Complexificagdo. Engenharia Didatica. Generalizagao. Sequéncia de

Padovan. Teoria das Situacoes Didaticas.






ABSTRACT

The present work presents an investigation regarding teaching situations of the Padovan
Sequence generalization and complexification process study. With that, the research has
the intention of describing the elements of a systematic study of the generalization and
complexification models of Padovan Sequence, promoting the understanding historical-
evolutionary, identification, description and exploration of its mathematical properties,
based and organized according to the methodological path of Didactic Engineering together
with the Theory of Didactic Situations. Thus, didactic situations are developed, carrying
out a didactic transposition of the mathematical object, considering its epistemological,
cognitive and didactic aspects. in view of that, a primordial analysis of the epistemic-
mathematical field is carried out addressing the coefficients process of generalization,
order and initial sequence terms, as well as its extension to the whole numbers. The
complexification was carried out by inserting imaginary components and, consequently, the
dimensional increase in recurrence, exploring the recurrent uni, bi, tri and n-dimensional
relations, the dual, gaussian, quaternions, octonions and sedenions numbers of Padovan.
Teaching situations with a focus on Theory of Didactic Situations were developed and
applied with the eight students’ enrolled in the History of Mathematics course of the
Mathematics Degree course at the Federal Institute of Education, Science and Technology
of the State of Ceara. These situations instigate the students’ intuitive thinking, aiming at
understanding certain properties and theorems in the generalization and complexification
process, with emphasis on their matrix approach to integers, Sequence (s, S, ..., S,_1)-Z-
dovan, Binet’s variant formula, recurrent n-dimensional relations, gaussian numbers and
quaternions. It was possible, to promote the development of an epistemological conception
for the teaching of the History of Mathematics, providing mathematics teachers in initial
teacher training courses, mathematical epistemological relations of Padovan, evidencing
the evolutionary process before the historical and mathematical perspective.

Keywords: Complexification. Didactic Engineering. Generalization. Sequence of Padovan.

Theory of Didactic Situations
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1 INTRODUCAO

Estudos realizados sobre Didatica Matematica (Didactiques de Mathématique
— DM) mostram que os primeiros estudos foram desenvolvidos na Franga nas décadas
de 1960,1970 e 1980 na fundacao da Comissao Internacional de Instrucao Matemaética,
relatando um forte interesse pelo trindomio classico: professor-aluno-saber. No Brasil,
recebendo o nome de Educacao Matemética, pode-se relatar que o principal elemento do
trindmio ao realizar uma transposi¢do didatica é o professor. De acordo com Alves (2018),
dois elementos merecem um destaque na chegada desta didatica no Brasil, sendo eles: em
relagdo ao movimento da constituicao e identidade cientifica da pesquisa, em relacao ao
ensino de Ciéncia e Matematica; e o outro relacionado ao campo efetivo de atuacao, onde

o aluno torna-se um sujeito analisado com bastante clareza pelo professor.

A definicao sobre DM é apresentada como:

A didatica da matemaética é uma das tendéncias da grande area de
educagdo matematica, cujo objeto de estudo é a elaboracdao de conceitos
e teorias que sejam compativeis com a especificidade educacional do
saber escolar matematico, procurando manter fortes vinculos com a
formacao de conceitos matematicos, tanto em nivel experimental da
pratica pedagodgica, como no territério tedrico da pesquisa académica.
(PAIS, 2011, p.11)

Embora o foco esteja no professor, é bom enfatizar a importancia do aluno, visto
que este também é colocado no centro do processo de aprendizagem, cabendo ao docente
guid-lo de forma correta para determinadas situagoes-problema a serem resolvidas. Essa
DM retine pesquisas investigativas em relacao ao surgimento de possiveis obstaculos na
construcao epistemoldgica de conceitos mateméaticos em situacoes de ensino. Diante deste
cenario, este trabalho realiza um estudo sobre a evolugao historica e investigativa da
sequéncia de Padovan ou Cordonnier (SP), a fim de transformé-la em um contetdo a ser

ensinado.

Nesse sentido, aspectos epistemolégicos, cognitivos e didaticos sao considerados
como pressupostos desta pesquisa, que foi organizada e escrita conforme a estrutura
metodoldgica da Engenharia Didatica Classica (EDC), ou Engenharia Didatica (ED) de 1*
Geragao, de Artigue (1988) em complementaridade com a Teoria das Situag¢oes Didaticas
(TSD) de Brousseau (1976). Com isso, serd apresentado o percurso inicial tragado para
se realizar esta pesquisa, assim, sao feitas analises prévias fundamentadas na ED, em
seguida, a problematica e a justificativa da pesquisa sao discutidas. E, finalmente, a questao

norteadora é apresentada e os objetivos gerais e especificos sao definidos.
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1.1 Analises Prévias

Segundo as concepgoes de Almouloud e Silva (2012), as anélises prévias desta
pesquisa foram executadas baseadas na ED, organizando esse processo em duas etapas:
na primeira feita uma revisao bibliografica sobre a metodologia de pesquisa, a teoria de
ensino e a SP; e na segunda etapa, a abordagem didatica e cognitiva da SP sdo descritas,

relacionando-as ao contexto de sua aplicagao e desenvolvimento da pesquisa.

1.1.1 Revisao Bibliografica

Primeiramente foi iniciada a construgao do referencial teérico referente a SP, ED
e TSD, para serem estudados a posteriori, com o objetivo de definir a probleméatica da
pesquisa e assim tracar os seus objetivos. Sendo destacadas as Dissertacoes de Mestrado de
Oliveira (2018) e Santos (2017). Sendo nesta ultima trabalhado o processo de generalizagao
da SF através da formula de Binet e de sua extensao para os ntimeros inteiros, e a
primeira estudando o processo de complexificacdo do modelo de Fibonacci. Em ambas as
dissertagoes, observa-se a existéncia da ED em associacao com a TSD, destacando ainda
um momento para a analise matematica, através do campo epistémico-matemaético e, outra

para a reflexdo das metodologias de pesquisa e ensino.

Antes de dar inicio ao conteiddo matematico deste trabalho, foi construida uma
base acerca das sequéncias lineares e recorrentes sustentados nos trabalhos de Ercolano
(1979) e Zierler (1959). Com isso, foram realizados aprofundamentos matematicos acerca
do contetuido referente aos nimeros de Padovan para entao construir o processo historico-
evolutiva com énfase na generalizacao da SP através dos trabalhos de Voet e Schoonjans
(2012), Spinadel e Buitrago (2009), Padovan (2002) e Stewart (1996).

A partir desse processo historico-evolutiva, foram estudados contetdos inerentes
as matrizes geradoras, férmula de Binet, funcao geradora e relagdes matriciais, sendo
investigados em trabalhos de: Cerda-Morales (2017), Ferreira (2015), Seenukul et al. (2015),
Tas e Karaduman (2014), Sokhuma (2013b) e Yilmaz e Taskara (2013). Além desses, foi
possivel realizar estudos em Alves (2015), Alves (2013), Cereceda (2015), Bacani e Rabago
(2015), Hare, Prodinger e Shallit (2014) e Alves e Neto (2011) que discutem a generalizagao
do modelo de Fibonacci, visto que o processo de generalizagao da SP nao foi realizado
até entao. O estudo referente ao processo de complexificacao foi baseado em Catarino
(2019), Catarino (2018), Tasci (2018a), Tasci (2018b), Oliveira, Alves e Paiva (2017),
Familton (2015), Shoham (2000), Pethe e Horadam (1986), Berzsenyi (1977). Baseado
nisso, buscou-se investigar e dar continuidade aos trabalhos referenciados acima, para

assim conseguir o processo de generalizacao desta sequéncia.

Ainda em relagdo ao campo epistémico-matematico, foram exploradas a sequéncia

(51,82, ..., S(z—1))-Z-dovan (Generalizagao) através de trabalhos de matematica pura, desta-
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cando Vieira, Alves e Catarino (2019c¢), Vieira e Alves (2019d), Cerda-Morales (2017), em
que este retrata a sequéncia matricial de Padovan, ndo ocorrendo a generalizacao. E diante
dessa lacuna, esta pesquisa pretende estudar o processo de generalizacao. Para o estudo

de Padovan afim e as suas propriedades, destaca-se o trabalho de Vieira e Alves (2018).

Além do mais, foram estudadas as relagoes n-dimensionais, os ntmeros duais,
gaussianos, quatérnios, octonios e sedenios fundamentados nos trabalhos de Vieira e Alves
(2019¢), Catarino (2019), Catarino (2018), Tasci (2018a), Tasci (2018b), Oliveira, Alves e
Paiva (2017), Familton (2015), Shoham (2000), Pethe e Horadam (1986), Berzsenyi (1977).

Por fim, leituras relacionadas a ED e TSD foram realizadas para que fosse possivel
investigar as situagoes de ensino orientadas pela vertente francesa da DM, destacando
os autores: Brousseau (2008), Brousseau (2000), Brousseau (1986a), Brousseau (1986b),
Brousseau (1982), Brousseau (1976), Artigue et al. (1995), Artigue (1988), Almouloud e
Silva (2012), Almouloud e Coutinho (2008), Almouloud (2007), Alves (2016¢), Pais (2011)

e Teixeira e Passos (2013).

1.1.2 Abordagem Didatica e Cognitiva da Sequéncia de Padovan

Visando descrever o contexto didatico-cognitivo em que a SP é abordada, e definir o
local de aplicacao desta pesquisa, foi analisada a matriz curricular do curso de Licenciatura
em Matematica do Instituto Federal de Educacgio, Ciéncia e Tecnologia do Ceard (IFCE),
campus Fortaleza (ver Anexo A), escolhido por oferecer formacao inicial para professores
de Matematica. Assim, foi realizada uma avaliacao das ementas das disciplinas do curso
para selecionar a que melhor se ajustasse a proposta desta pesquisa para a aplicagao,
sendo entao definida a disciplina de Histéria da Matematica (HM). Com isso, foi verificado
que a ementa desta disciplina é obrigatéria na matriz curricular e abrange os seguintes
assuntos: o conceito de niimero e os sistemas de numeragao; o processo historico-evolutiva
da Aritmética, Algebra e Geometria; a biografia dos mateméticos que contribuiram

significativamente para esse processo e a HM no Brasil.

Contudo, foi constatado que o contetido de sequéncias lineares recursivas é tra-
balhado na secao que discute a HM, iniciando com a SF (sequéncia de segunda ordem),
inexistindo as sequéncias de terceira ordem, mais especificamente a SP, a qual sera estudada
nesta pesquisa. Ademais, pode-se perceber que além dos livros adotados usualmente para
compor os estudos acerca da disciplina (disponibilizados na biblioteca da instituigao),
nenhum deles apresenta a SP, podendo ser encontrado na internet por meio de artigos,
jornais e etc. Tal descricao do contexto permitiu descrever a problematica e a justificativa

desta pesquisa, o qual serao abordados na subse¢ao seguinte.
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1.2 Problematica e Justificativa da Pesquisa

Baseado em alguns livros de HM, sugeridos para estudo na referida disciplina do
curso de Licenciatura em Matematica do IFCE, onde esses apresentam alguns conceitos
matematicos, abordando o contetido de sequéncias lineares e recorrentes, estudando a
Sequéncia de Fibonacci (SF). Essa sequéncia possui a sua razao de convergéncia relacionada
com o niamero de ouro, sendo este e o nimero radiante as tnicas solugoes dos ntimeros
moérficos. Com isso, buscou-se estudos referentes a SP, em que esta apresenta a sua relacao
de convergéncia relacionada ao nimero radiante, além de ser uma sequéncia linear e
recorrente como é o caso de Fibonacci, sendo assim justificada a probleméatica desta
pesquisa. Além dos numeros de Padovan, serem considerados primos dos niimeros de
Fibonacci, sendo a primeira uma sequéncia de terceira ordem e a ultima de segunda ordem.
Segundo Alves (2016¢), hiatos histéricos sao registrados no decorrer da disciplina, sendo
caracterizados pelo fato de estarem presentes em determinados tragos histéricos, porém,
nao sendo encontrados registros explicativos do estagio atual de evolugao, generalizagao e
o papel assumido matematicamente. Durante a construcao desses conceitos matematicos
alguns obstaculos podem ser gerados, sendo superados através do processo-evolutivo da SP,

que no caso desta pesquisa é enfatizada pela generalizacao e complexificacao da sequéncia.

De acordo com a revisao bibliografica relatada anteriormente, pode-se constatar
uma investigagao acerca dos elementos de ordem epistemoldgica, cognitiva e didatica
diante de uma perspectiva histérica da SP. Em relacao ao campo epistemoldgico, é possivel
compreender a existéncia de uma evolucao dos ntimeros de Padovan, sendo direcionados a
generalizagoes e a insercao de unidades imaginérias e variaveis. Em relagao aos aspectos
cognitivos estes estao associados a aprendizagem dos conceitos matematicos, mobilizando o
pensamento intuitivo do aluno, direcionando-o a obter um raciocinio inferencial durante a
resolucao da situagao-problema proposta em todas as suas etapas da TSD (acao, formulagao
e validagao). No aspecto didatico, baseado também na TSD, destacou-se a transposicao
didatica das defini¢goes matematicas. Ambos os aspectos foram considerados de acordo com

a proposta de uma experiéncia de ensino da SP no Ensino Superior na disciplina de HM.

A SP até entdo, nao era discutida na disciplina de HM, na licenciatura da Ma-
tematica, apesar de ser uma sequéncia recorrente e linear, esta nao é vista na matriz
curricular do curso, e nem existem facilmente literaturas sobre este assunto, ficando ao
carater do professor obter tal abordagem e aprofundamento sobre o assunto. Dessa forma,
visando transformar esse conteiido em um tépico a ser ensinado, pode-se considerar que
pesquisadores, educadores matematicos, estudam os "fenémenos” inerentes ao ensino de
Matemadtica, através de teorias de ensino relacionadas com a transposicao didatica (ALVES,
2016b).

Devido ao fato deste projeto ser voltado para a formacao continuada dos professores,

e diante desse contexto, destacou-se a ED em complementaridade com a TSD, como meios
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para fundamentar a investigacao da sequéncia.

Baseado nisso, a pesquisa foi norteada pela questao: como desenvolver uma En-
genharia Diddtica em associa¢ao com a TSD através de um estudo sistemdtico sobre o
processo matemdtico de generalizacio e complexificacio da SP, realizando situagoes diddti-
cas que oportunizem a investigacao de seus teoremas e suas propriedades, explorando ainda
a sua representacao matricial e complexa numa perspectiva epistemologica, em relacao a

sua origem e evolucdo historica?

Assim, é realizado um estudo, referente ao processo de generalizacao e complexi-
ficacao da SP, poinvetigando o processo historico e evolutivo desses nimeros, diante de
uma analise pormenorizada dos respectivos contetidos matemaéaticos. Pretende-se com esta
pesquisa, apresentar uma abordagem DM aos professores de Matematica em formagao
inicial, fornecendo-lhes ferramentas necessarias para que haja uma melhoria nas praticas

em sala de aula, mais especificamente na disciplina de HM.

1.3 Objetivos da Pesquisa

Para superar os obstéculos, é necessario que haja um modelo alternativo para alcan-
car o objetivo da pesquisa com satisfacao, apresentando novas metodologias e préaticas peda-
gbgicas, além das propostas desenvolvidas na DM como os "objetivos-obstaculos' (ASTOLFI,
1994). Contudo, os objetivos gerais e especificos deste trabalho visam elencar os elementos
de ordem epistemoldgica, cognitiva e didatica com base nos pressupostos da ED. Com isso,

na proxima subsecao sera apresentado o objetivo geral desta pesquisa.

1.3.1 Objetivo Geral

Descrever elementos de um estudo sistematico, fundamentado na ED em conjunto
com a TSD, referente aos modelos de generalizagdo e complexificacao da SP, promovendo a

compreensao histérico-evolutiva, identificagdo, descrigao e exploragao de suas propriedades.

1.3.2 Objetivos Especificos

1. Investigar os teoremas e propriedades inerentes a generalizagao e complexifica-
¢do de: representagOes matriciais, formula de Binet, funcao geradora, sequéncia
(81,592, ..,5(0—1))-Z-dovan, Padovan afim, relagoes bi, tri e n-dimensionais, niimeros

gaussianos, nimeros duais, quatérnios, octonios e sedenios de Padovan;

2. Explorar, através de situacgoes de ensino, a formula de Binet, as representacoes
matriciais, a sequéncia (si, s3)-Padovan, as relagoes bidimensionais, os nimeros

gaussianos e quatérnios de Padovan;



34 Capitulo 1. INTRODUCAO

3. Aplicar o desenvolvimento histérico-evolutiva, ou seja, epistemologico-matematico,
da SP caracteristico ao seu processo de generalizagdo e complexificacao, através da

proposicao de situagoes-problema em sala de aula.

Com isso, dois referenciais amplamente conhecidos como metodologia de pesquisa
e ensino em matematica, respectivamente ED e TSD, sao discutidos e associados neste
trabalho a SP. Com isto, serdao evidenciadas as suas relagoes e implicacoes durante a
pratica de ensino da integracao entre essas duas teorias. Com o viés de destacar esse
estudo, serao mostrados o percurso metodoldgico e a aplicagao das fases de elaboracao
de uma ED, sendo essas caracterizadas pela fundamentacao tedrica, experimentacao e

analises ocorridas durante o seu processo de implementacao.
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Diante dos estudos realizados em relacao a DM, é possivel destacar a importancia
do aluno durante o processo de aprendizagem, devendo o professor direciona-lo correta-
mente para as atividades propostas. Com base nisso, Brousseau (1986b) relata que os
comportamentos dos docentes esperados pelos discentes e os comportamentos dos discentes
esperados pelos docentes sao semelhantes a um contrato, tornando-se um sistema de

responsabilidades entre as partes, em busca do conhecimento.

Para Bachelard (1996):

O espirito cientifico é essencialmente uma retificacdo do saber, um alarga-
mento dos quadros do conhecimento. Julga o seu passado condenando-o.
A sua estrutura é a consciéncia dos seus erros histdricos. Cientifica-
mente, pensa-se o verdadeiro como retificagao histérica de um longo
erro, pensa-se a experiéncia como retificacdo da ilusdo comum e primeira.
(BACHELARD, 1996, p.120)

Apesar de existirem outros responsaveis para tal teoria, pode-se destacar alguns
pesquisadores como os principais influenciadores, sendo eles: Gaston Bachelard, Guy

Brousseau, Gérard Vergnaud, Yves Chevallard, Michele Artigue e Régine Douady.

Nas préximas segoes serao discutidas a metodologia da ED em complementaridade
com a TSD, reunindo os elementos de ordem epistemoldgica, cognitiva e didatica diante
de uma visdo francesa da DM, com o intuito de entender a insercdo desses aspectos
no processo de ensino da Matematica existente no Brasil. Uma estrutura da pesquisa é

realizada a fim de facilitar o entendimento da metodologia utilizada. (ver Apéndice A).

2.1 A Engenharia Didatica e a Teoria das Situacoes Didaticas

No inicio do século XIX o matematico Henri Léon Lebesgue (1875 — 1941) comegou
a preocupar-se com a formacao do professor e as condigoes de ensino entao adotadas até o
momento. Com isso, a partir dos anos 80 foram criados na Franca, centros universitarios

visando melhorar o sistema de ensino, surgindo entao a ED.

Esta metodologia foi criada para analisar as situac¢oes didaticas. Vale lembrar que
“o termo da ED designa um conjunto de sequéncias de classes concebidas, organizadas
e articuladas no tempo, de maneira coerente por um professor-engenheiro, com o fim
de realizar um projeto de aprendizagem para uma populacao determinada de alunos”
(ARTIGUE et al., 1995, p.62).
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A ED, segundo Artigue (1988), é uma forma de trabalho didatico comparavel ao
trabalho do engenheiro que, para realizar um projeto, se apoia em conhecimentos cientificos
de seu dominio, aceita se submeter a um controle de tipo cientifico, mas, a0 mesmo tempo,
é obrigado a trabalhar objetos mais complexos que os objetos depurados da ciéncia. O
professor tem o papel de um engenheiro, assim este devera criar um planejamento, de acordo
com cada situacao, para que os alunos consigam compreender determinados conteidos

matematicos.

Essa metodologia ¢ dividida em quatro fases: andlises preliminares, concepgao
e analise a priori, experimentacao e analise a posteriori e validacao. Permitindo ainda
organizar uma pesquisa voltada para o ensino de Matematica e, estudando a relacao entre
a teoria e a prética e, essa estrutura de ensino investiga as situagoes da microengenharia e

macroengenharia.

Na época do surgimento da ED, Perrin-Glorian e Bellemain (2016) observaram os
riscos em relacao as transformagoes voltadas para o sistema de ensino ao se adotar esta
metodologia, relatando ainda que o sistema nao estava preparado para tal mudanca. Com

isso, nos anos 90, o papel do professor tornou-se um objeto de estudo.

A EDC (1% geragao) estuda e analisa o comportamento do discente, tendo um
interesse maior na modelizagao das atividades dos alunos, em seu progresso de aprendizagem

e nos elementos classicos assegurados no tridngulo didético (aluno-professor-conhecimento).

Alves e Catarino (2017) afirmam que:

Engenharia Didatica classica ou de 1% geracao, compreendida como uma
metodologia que visa ao estudo dos fendmenos didaticos, que possam
permitir os fendmenos em sala de aula, bem como uma perspectiva de
ED, visando ao desenvolvimento de recursos de formagao que, segundo
a tradigdo, tém recebido a denominagao de Engenharia Didética de
Formagao (EDF), de desenvolvimento ou Engenharia de 2% geragao.
(ALVES; CATARINO, 2017, p.126).

De forma a complementar a ED em suas respectivas fases, tem-se entao a utilizagao
da TSD como teoria de ensino. Assim, a TSD é um modelo tedrico, segundo o qual,
considerando o ensino como projeto e acao social em que o aprendiz se apropria de um
saber constituido ou em constituicao, a didatica da matematica se transforma numa ciéncia
das condig¢oes de transmissao e apropriacao dos conhecimentos matematicos. Essa teoria
ainda retrata que, cada conhecimento pode ser determinado com base em uma determinada
situagao. Dessa forma, essas situagdes permitem que o espago de aplicagdo (sala de aula),

seja organizado elencando os momentos de interagoes entre o professor, aluno e saber.

Com isso, pode-se analisar a importancia de transformar o conteiido matematico
para obter uma didatica com cunho mais investigativo. Para isso, uma das alternativas
encontradas é abordar um determinado contetido com a metodologia de ED em associacao

com a T'SD no curso de formacao inicial de professores. A seguir, serdo discutidas as fases
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da ED e os aspectos epistemoldgicos, cognitivos e didaticos, articulando com as etapas

dessa metodologia abordada na pesquisa.

2.1.1 Analises Preliminares

A ED é uma metodologia de pesquisa, sendo indispensavel a aplicacao de suas
fases para fundamentar o processo de investigagdo e interpretacao dos dados (ALVES,
2014). Logo, na primeira etapa, é onde realizam as andlises prévias, sendo elas, segundo

Almouloud e Coutinho (2008):

"epistemoldgica dos contetidos visados pelo ensino; do ensino usual e
seus efeitos; das concepcoes dos alunos, das dificuldades e dos obstéculos
que marcam sua evolucao; das condigoes e fatores de que depende a
construcao didatica efetiva; a consideragao dos objetivos especificos da
pesquisa; o estudo da transposicao diddtica do saber considerando o
sistema educativo no qual insere-se o trabalho'(ALMOULOUD; COUTINHO,
2008, p.66).

Pode-se ainda definir como sendo a fase que “se estrutura em torno de uma analise
do funcionamento do sistema' (ARTIGUE et al., 1995, p.39). E importante determinar e
selecionar os elementos que permitem o comportamento dos estudantes. Durante este
processo, é necessario que o professor promova a interagao do aluno, a fim de produzir
conhecimento. Assim, o estudante comecara a ganhar uma maior confianca e dominio em

relacao ao conteudo visto em sala de aula.

O primeiro processo para iniciar a analise preliminar, ¢ identificar os problemas
de ensino e aprendizagem de acordo com o objeto de estudo. Apods essa analise sao
selecionadas referéncias bibliograficas para aprimorar os conhecimentos acerca do tema

que sera investigado e estudado.

Segundo Artigue (1988) esta fase, deve ser analisada de acordo com trés dimensoes:
a epistemologia, sendo esta associada ao saber em jogo; a cognicao relacionada com
as caracteristicas dos discentes que serao analisados; e a didatica relacionada com as

caracteristicas do sistema de ensino.

Alves e Marinho (2017, p.69) definem a dimensao epistemolégica como sendo aquela
que "adquire proeminéncia natural, tendo em vista que, a vigilancia do pesquisador no
que concerne aos conteidos matematicos de uma sequéncia de ensino e de que modo pode
atuar/modificar sua transmissao em situagao". Nela é analisada a origem do desenvolvi-
mento matematico, diferenciando o saber cientifico do que se pretende ensinar. A dimensao
cognitiva faz uma andlise das concepgoes preliminares antes de ser realizada uma aplicacao
da sequéncia didéatica. Ja a dimensao didética, esta aborda os elementos interligados com

os elementos da dimensao epistemoldgica.
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No contexto da epistemologia matematica, Bachelard (1996) afirma que "o co-
nhecimento adquirido pelo esforco cientifico pode declinar. (...) A partir dai, a atividade
espiritual se inverte e se bloqueia. Um obstaculo epistemoldgico se incrusta no conhecimento
nao questionado". Isso mostra que esses obstaculos exercem uma fungao importante em
relacao ao processo historico e evolutivo do conhecimento, sendo ignorados em relagao ao
saber ensinado. Além disso, quando pretende-se compreender tais obstaculos, é necesséario
que seja levada em consideracao dois processos distintos: descoberta de no¢oes mateméaticas

e conceitos matematicos.

Oliveira et al. (2018), enfatizem que "antes de um conteido de Matemadtica ser
inserido em sala de aula, ele passa por uma investigacao na area da Matematica Pura.
Nesse contexto, é possivel apontar a existéncia de obstaculos epistemoldgicos". Isso faz com
que o discente tenha uma maior aprendizagem sobre o contetudo, visto que ird entender a
parte historica desde o principio, nao apenas sendo mostradas as formulas as quais poderao
serem utilizadas. Isso mostra ainda que o ensino e aprendizagem do aluno vai além das
resolugoes dos problemas.

Vale ressaltar que quando uma sequéncia ¢ adotada de uma maneira generalizada
epistemologicamente de acordo com o conteido matematico selecionado, esta deve ser
demonstrada em lento processo de avangos e retrocessos (PAIS, 2011, p.49). Contudo, o

plano pedagogico deve ser bem elaborado, realizando um longo processo de investigacao
em torno do conteido matemaético. Alves (2016a) define que no plano pedagégico:

(...) vale a adverténcia do cardter epistemoldgico que reside em imprimir
ao raciocinio do estudante, o cardter monossémico e inferencial, carac-
teristico das teorias formais. (...) Assim como os teoremas e as teorias
fundantes, que conferem seu carater de certeza, se mostram entrelaca-
das com uma “teia epistémica” de concepcbes e saberes que nao sao
negligenciados pela Diddtica da Matemética (ALVES, 2016a, p.140-141).

Existem dois elementos que devem ser destacados nesta fase, sendo eles: estudo
da organizacao matematica e analise didatica do objeto matematico escolhido. Para o
primeiro elemento é importante observar o surgimento da férmula mateméatica abordada,
entendendo a sua func@o atual na matematica, os obstaculos epistemoldgicos, entre outros
aspectos. Para o segundo elemento é interessante notar a importancia da analise de livros
de HM, tendo em vista como a féormula é abordada, percebendo o papel da histéria
do conteiddo que serd abordado (no caso desta pesquisa, destaca-se a histérica da SP);
obstaculos epistemologicos identificados pelos autores; prever as possiveis concepgoes

inadequadas dos alunos, entre outros pontos.

Por fim, conclui-se que durante esta fase o dominio do contetido por parte do
professor e a experiéncia com a docéncia, devem ser fundamentais para a elaboracgao das
situagoes-problema propostas de acordo com o conteiido mateméatico a ser trabalhado

durante a pesquisa.
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2.1.2 Concepcao e Analise a Priori

Durante a fase da Concepc¢ao e Analise a priori, sao escolhidas as variaveis didaticas,
sendo elas: macrodidaticas ou globais; ou microdidaticas ou locais. A primeira refere-se
a maneira de como ¢ organizada a engenharia como um todo, ja a segunda ¢ relativa a

organizagao apenas da fase da pesquisa. Assim, relata Almouloud e Silva (2012):

O pesquisador, orientado pelas andlises preliminares, delimita certo nu-
mero de varidveis pertinentes ao sistema sobre os quais o ensino pode
atuar, chamadas de varidveis de comando (microdidéticas ou macrodidé-
ticas). (ALMOULOUD; SILVA, 2012, p.26)

Existem trés pontos importantes que deverao ser considerados para a analisar a pesquisa,
a saber: descricao das escolhas realizadas no local e comparagao com a situagao didatica
escolhida; analise da importancia da situacao proposta para o aluno; suposicao dos
comportamentos dos alunos, tentando demonstrar como esta fase permitira controla-los.
Diante disso, o professor/pesquisador devera primeiramente ter convic¢ao das escolhas
das variaveis locais, podendo modificd-las durante o processo, e assim construir situagoes-

problema para serem aplicadas aos alunos, para que haja o alcance do objetivo proposto.

Almouloud (2007) destaca que:

A andlise a priori é importantissima, pois de sua qualidade depende o
sucesso da situacao-problema; além disso, ela permite, ao professor, poder
controlar a realizagdo das atividades dos alunos, e, também, identificar e
compreender os fatos observados. Assim, as conjecturas que vao aparecer
poderao ser consideradas, e algumas poderao ser objeto de um debate
cientifico. (ALMOULOUD, 2007, p.176)

As situacoes-problema devem ser analisadas de acordo com a matematica e a
didatica. Na matematica, em cada situacao, os métodos de resolucdo devem ser analisados.
Na didatica, devem ser analisadas as situagoes-problema propostas, se essas sao pertinentes
e consistentes com o contetido abordado e, com os saberes visados e ja constituidos. Diante
disso, as variaveis devem ser verificadas para que nao haja construgao de conhecimentos

incompativeis com os alunos.

Segundo Vieira e Alves (2020), afirmam que "o professor-pesquisador deve elaborar
uma sequéncia de situagdes propostas do tipo de questoes abertas e/ou fechadas, destacando
o campo conceitual que pretende-se explorar, organizadas de tal modo que os alunos possam
apresentar solugoes". Logo, esse processo realiza o aperfeicoamento dos participantes em

determinadas aptidoes evoluindo matematicamente e didaticamente em seu conhecimento.

2.1.3 Teoria das Situacoes Didaticas

A TSD surgiu no inicio da década de 60, durante a renovagao do ensino de

matematica, sendo definida por Brousseau (1986a) como um modelo tedrico, que considera o
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ensino como um projeto onde o discente conquista um saber constituido ou em constituicao,
havendo ainda a transformacao da DM numa ciéncia com apropriacao de conhecimentos

matematicos.

Esta teoria tem, como um dos objetivos primordiais da DM, a caracterizacao de um
processo de aprendizagem por meio de uma série de situacoes reprodutiveis, denominadas
de situagoes didaticas, que estabelecem os fatores determinantes para a evolucao do
comportamento dos alunos. Os professores, alunos e o meio (milieu!) sdo indispensaveis
para a relagao de ensino e aprendizagem. As relagoes estabelecidas entre professor-aluno-

saber podem ser representadas através do tridngulo didatico (ver figura 1).

Figura 1 — Triangulo didatico das relagoes entre professor-aluno-saber.

Saber

Epistemologia do
professor

A relagéo do aluno
com o saber

Aluno

Professor

Relagdo pedagdgica

Fonte:(OLIVEIRA; ARAUJO, 2012, p.214)

Nos vértices do triangulo existem as relagoes entre saber-professor, professor-aluno
e professor-saber. Vale salientar o papel do meio (milieu) como principal elemento durante
as interagoes professor-aluno-saber, permitindo a evoluc¢ao do conhecimento dos discentes.

Segundo Brousseau (2000), essa teoria:

Trata-se de construir um modelo de situagoes usadas para introduzir ou
ensinar nogdes mateméticas (e criticd-las), além de imaginar outras mais
apropriadas. Ao colocar os problemas desta maneira, é possivel analisa-
los, de modo particular o seu célculo, juntamente com os argumentos da
organizagao logico-matematica do conhecimento, argumentos econémicos
e ergonomicos. Mas também, é possivel considerar outras restricdes, em
particular, aquelas que podem aparecer como conclusées de obras da
psicologia ou sociologia, com a condi¢ao de torna-los funcionais, ou seja,

1 Termo em francés, com traducdo para o portugués como sendo meio. Utilizado para compreender o

ambiente criado pelo professor
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de especificar como eles intervém efetivamente (BROUSSEAU, 2000, p. 11,
traducdo nossa).

Esclarecendo a integracao das dimensoes epistemoldgicas, cognitivas e sociais na
Educagao Matematica, este modelo permite compreender as interagoes sociais existentes
entre os discentes e docentes em sala de aula, e as condi¢oes de como o conteudo é
aprendido. Um dos seus objetivos em relagdo a DM é a criagao de uma série de situacoes
didaticas, estabelecendo assim, fatores para a evolucao do comportamento dos alunos.

Teixeira ¢ Passos (2013) complementam ainda que:

O objeto central de estudo nessa teoria nao é o sujeito cognitivo, mas a
situacdo didatica, na qual sdo identificadas as interacGes entre professor,
aluno e saber. Algum erro cometido pelo aluno, nessa teoria, quando
identificado, constitui-se como valiosa fonte de informacao para a elabo-
ragdao de boas questdes ou para novas situacoes problemas que possam
atender, mais claramente, os objetivos desejaveis (TEIXEIRA; PASSOS,
2013, p.158).

Uma situacao, segundo Brousseau (2008) é "um modelo de interacdo de um sujeito
com um meio determinado, reunindo as circunstancias nas quais uma pessoa se encontra
e as relagoes que a unem ao milieu. O milieu seria subsistema auténomo, antagbnico ao
sujeito".

As variaveis didaticas podem ser de dois tipo: situacao didatica e adidatica. Em
ambas as situagoes sao elaboradas em forma de jogo, porém na primeira o aluno é motivado
a participar do processo de aprendizagem, desenvolvendo determinada autonomia. Na
outra situacao, o discente possui uma estratégia béasica para adquirir o conhecimento, de
acordo com as regras do jogo. Na situacao adidatica a estratégia pedagdgica nao é revelada

ao aluno.

Durante essas situagoes na TSD, o professor deve esclarecer os elementos predo-
minantes nas etapas didaticas de ensino desenvolvidas por Brousseau, seja ela de acao,
formulagao, validagao e institucionalizagdo (BROUSSEAU, 1986a). Definidas por Brousseau
(2002) como:

Situacao de acao.

A sequéncia de ‘situagoes de agao’ constitui o processo pelo qual o
aluno elabora estratégias, ou seja, ‘ensina a si mesmo’ um método de
resolver seu problema. Essa sucessao de interagoes entre o aluno e o meio,
constitui a dialética da agao. Usamos a palavra ‘dialética’ em vez da
palavra ‘interacao’ porque, por um lado, o aluno é capaz de antecipar
os resultados de suas escolhas e, por outro lado, suas estratégias sdo, de
certa forma, proposigoes validadas ou invalidadas pela experimentagdo em
uma espécie de didlogo com a situagdo (BROUSSEAU, 2002, p.9, tradugdo
nossa).
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Nesta etapa o aluno busca em seus conhecimentos prévios, visando resolver a
situacgao-problema apresentada, envolvendo um raciocinio de uma forma mais experimental

do que teodrico.

Situagao de formulagao, segundo Vieira, Alves e Catarino (2019d):

Pode-se resumir que durante esta situacdo, os discentes irdo transfor-
mar as ideias obtidas durante a situagao da acao, e transformé-las em
uma linguagem mais adequada, visando realizar conjecturas, teoremas e
propriedades do assunto matemadtico (VIEIRA; ALVES; CATARINO, 2019d,
p.268).

Durante este processo uma estratégia de resolucao é apresentada pelo aluno,
podendo ser escrita ou oral, destacando um conhecimento mais teérico e formalizando a
linguagem utilizada, uma vez que os argumentos serao validados posteriormente. Nesta

fase, ocorre ainda a presencga do professor ou colega.

Situagao de validacao, de acordo com Oliveira, Alves e Silva (2019):

Tem-se a validacao, na qual as conjecturas elaboradas sao verificadas a
fim refutd-las ou valida-las. Para isso, o aluno passa a apresentar uma
linguagem mais teérica e formal, fazendo uso de propriedades e métodos
de demonstragdes mateméaticas (OLIVEIRA; ALVES; SILVA, 2019, p.4).

Na etapa da validagao, é o momento em que os alunos irdo demonstrar e convencer
os participantes sobre os argumentos utilizados para resolver a situacao-problema pro-
posta, havendo ainda uma apropriacao de uma linguagem mais cientifica. Situacao de
institucionalizacdo, pelo olhar de Brousseau (1997):

O objetivo dos diferentes tipos de situagoes, cuja devolugao nés aborda-
mos, é que o proprio aluno dé sentido as pecas de conhecimento que ele
manipula, combinando esses diferentes componentes, dando sentido ao
conhecimento adquirido (BROUSSEAU, 1997, p.235, tradugao nossa).

Por fim, a 1ltima etapa ocorre a revelacao da intencao do professor aos estudantes,
conferindo as resolugoes que foram até entdo demonstradas, visando conferir as respostas.
Nota-se ainda a presenca do professorneste periodo, revelando a intencao da atividade
proposta e concluindo a aplicagdo das quatro fases das situacoes da TSD. Durante as
conferéncias das resolucgoes, é avaliada a transferéncia do conhecimento e do saber cientifico,
sendo diferenciados pelo fato de que o saber é o equilibrio alcangado entre o estudante
e o local da aplicagdo (MARGOLINAS, 2012). Contudo, a Figura 2, revela o momento de
devolucao e conhecimento, como nao sendo uma fase trivial durante o momento do ensino.
Tao logo, é necessario que o professor proponha aos estudantes algumas situacoes didaticas

de ensino, buscando os conhecimentos relacionados ao saber existente.
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Figura 2 — Saber e conhecimento.

SABER

Processo de Processo de
devolucdo institucionalizacéo

Fonte: Adaptado de Margolinas (2012, p.8)

Essas situagoes visam resgatar os conhecimentos prévios dos estudantes de uma
maneira nao visivel, ocorrendo uma tnica previsao de uma intencao didatica. Vale destacar
que, em muitos casos, os estudantes obtém as respostas das atividades de forma facil,
apresentando somente o conhecimento e, construindo ainda o saber. Durante o processo de
aprendizagem, é necessario que ocorra a intera¢ao entre a pessoa que aprende e a pessoa
que ensina, devendo utilizar os materiais didaticos mais apropriados. Logo, ao apresentar
um determinado problema aos estudantes, um dispositivo é acionado para auxiliar na
resolucao, seguindo as regras estabelecidas e com o viés de alcancar a trajetoria correta
do resultado. Assim, segundo Oliveira (2018) "a TSD serve de fundamentagao para a

concepgao e proposicao das situagdes-problema, que irao compor uma realizacao didatica'.

2.1.4 Experimentacao

Durante a fase da experimentacao, é proposta a aplicagao de situagoes-problema
de acordo com os objetivos da pesquisa e, baseados na TSD, acontecendo assim a situagao
didatica proposta pela referida teoria. Entretanto, deve ser estabelecido um contrato
didético (BROUSSEAU, 1982), em que sao as expectativas do docente em relagdo aos
discentes, e deles em relacao ao docente, incluindo ainda a relacado do saber e a maneira

de como esse saber é tratado por ambos.

Almouloud e Coutinho (2008) relatam que:

"é o momento de se colocar em funcionamento todo o dispositivo cons-
truido, corrigindo-o se necessario, quando as andlises locais do desen-
volvimento experimental identificam essa necessidade, o que implica em
um retorno a analise a priori, em um processo de complementacao. Ela
é seguida de uma fase de analise a posteriori que se apoia no conjunto
de dados recolhidos durante a experimentacao: observacoes realizadas
sobre as sessoes de ensino e as producdes dos alunos em sala de aula ou
fora dela. Esses dados sdo, as vezes, completados por dados obtidos pela
utilizacdo de metodologias externas: questiondrios, entrevistas individuais
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ou em pequenos grupos, realizadas em diversos momentos do ensino".
(ALMOULOUD; COUTINHO, 2008, p.67-68)

Esta etapa é caracterizada ainda por aplicar toda a estrutura ja organizada até
entao, observando as situacoes de aprendizagem e envolvendo os conceitos previstos na
pesquisa didatica, nao seguindo a dindmica de uma aula tradicional ou comum (PAIS,
2011). Assim, de acordo com Almouloud (2007) a organizagao da aula, neste periodo, deve
ser fundamentada na TSD e voltada para a coleta de dados dos alunos, para que possa

assim analisar o ensino-aprendizagem.

Alves et al. (2019), relatam ainda que durante a experimentagao, o docente de-
vera colocar em pratica a sequéncia didatica elaborada na concepcao e analise a priori,
observando o momento da resolucao das atividades propostas pelos estudantes, para serem

entao analisadas posteriormente na proxima fase.

Pode-se ainda relatar que "nesta coleta, foi possivel fazer uso de varios instrumentais,
tais como relatérios, registros fotograficos, produgoes dos alunos, entrevistas, dentre outros
recursos, a fim de formarmos o corpus da pesquisa'(SANTOS; ALVES, 2017). Logo, antes
de coletar os dados, foi realizado um Termo de Consentimento Livre e Esclarecimento
(TCLE) (ver Apéndice B) para que os alunos voluntarios tivessem livre adesdo ao processo
de pesquisa durante esta fase, apds isso, os dados da coleta da pesquisa foram registrados

e anexados nesta pesquisa para fins de conferéncia e analises.

2.1.5 A Transposicao Didatica e o Contrato Didatico

Nesta secao, sao apresentadas as nocoes de transposicao didatica e do contrato dida-
tico, visando compreender os elementos epistemoldgicos, cognitivos e didaticos, abordados

nesta pesquisa diante da perspectiva da DM.

Introduzido por Verret (1975), a transposicao didatica analisa a transmissao dos
saberes, tornando-os acessiveis por meio de uma simplificacdo e busca dos conhecimentos
prévios dos participantes. Com isso, tem-se que a necessidade de adaptar o conhecimento
no momento em que se pretende ensinar, surgiu de forma unanime, uma vez que existe
uma dificuldade em transformar a teoria em pratica no processo de ensino-aprendizagem,

desenvolvendo assim o conceito de transposicao didatica.

Tal conceito foi criado para analisar o sistema didatico, sendo definido no apice da
DM por Chevallard (1998), tratando como:

Um contetido do conhecimento, tendo sido designado como saber a
ensinar, sofre entdo um conjunto de transformagoes adaptativas que vao
torna-lo apto a tomar lugar entre os objetos de ensino. O trabalho que,
de um objeto de saber a ensinar faz um objeto de ensino, é chamado
transposicao didética (CHEVALLARD, 1998, p.39)
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Visando transformar o conhecimento e a experiéncia, necessita-se que existam trés
saberes: o sabio, ensinar e o ensinado. Segundo Melzer (2015) o saber sabio é desenvolvido
a partir da pesquisa académica, destinando a comunicagao de processos e resultados da
pesquisa. O saber a ensinar tem uma linguagem mais acessivel e é dotada de artificios

pedagogicos. O saber ensinado ¢é criado a partir do saber em ensinar em sala de aula.

Esta teoria visa analisar de forma epistemolégica os objetos dos saberes, sendo
eles paramateméticos e mateméaticos. Segundo Oliveira (2018) "este ultimo pode estudar
também a si mesmo, e os objetos protomatematicos, que apesar de nao terem oficialmente
a funcao de estudar objetos, possuem propriedades para resolver questoes matematicas".
Lopes (1999) estudou este conceito no Brasil, chamando-o de mediagao didatica e definindo

como o meio de alterar o conhecimento de um lugar para o outro.

Em relacao ao contrato didatico, este é considerado como uma relagdo em que
determina a responsabilidade de cada professor e aluno, respeitando as suas respectivas
regras estabelecidas durante o funcionamento do procesos de ensino e aprendizagem.
Pais (2002) afirma que o contrato didatico "é uma nogao apropriada para compreender o
fenomeno educacional, no plano mais especifico da sala de aula, embora, na realidade do
cotidiano escolar, acontecam fatos nao previsiveis, dificultando a realizagdo dos objetivos

propostos’.

Vale salientar que nem sempre o contrato didatico é concretizado, pois existem vezes
em que o discente nao se interessa pela resolucao das situagoes-problema propostas pelo
docente, havendo assim uma ruptura do contrato. Portanto, na fase de experimentacao, sao
coletados os dados dos discentes, para que posteriormente, ocorra a validagao ou negacao

na etapa final da ED.

2.1.6 Analise a Posteriori e Validacao da Pesquisa (Interna e Externa)

De acordo com Almouloud e Silva (2012), na andlise a posteriori os dados coleta-
dos durante a experimentacao devem ser analisados, devendo ser registrados através de
procedimentos como: relato de observagoes, registros fotograficos das produgoes escritas e

gravacoes das entrevistas com os alunos.

Durante esta fase, é realizada uma comparacao dos resultados obtidos na experimen-
tacao com o que definido na andlise a priori, para que sejam validadas as hipoteses durante
a investigacao. A ED permite dois tipos de validacao: externa e interna. A primeira envolve
“uma descricao genérica da classe ou das condutas e tipos de producao majoritarias na
classe, estudo de sua evolucao e verificagdo de sua adequagdao no que concerne ao esperado
dos estudantes” (LABORDE, 1997, p.105). Na segunda, Alves (2016¢) relata que existe
"uma comparagao das producgoes dos estudantes antes ou ao longo da sequéncia, ou ainda

apoOs experimentacao em sala, o que pode ocorrer por meio de entrevistas individuais ou
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em grupo, bem como por meio de questionarios. E, também, por meio da comparacao
de produgoes externas, envolvendo outros alunos nao submetidos a mesma sequéncia

estruturada de ensino".

Contudo, esta pesquisa abordou uma quantidade pequena de alunos (8 discentes)
num curto periodo de aplicagao (periodo do curso de pds-graduagao Stricto Sensu). Ressalta-
se que as produgoes nao foram comparadas com outras externas a esta pesquisa, sendo entao
realizada a validacao interna. Na secao seguinte é realizado o campo epistémico-matematico

da pesquisa, sendo apresentado aos discentes como forma de aula.

2.2 Sequeéncias Lineares Recursivas

Uma sequéncia linear recursiva é aquela em que um dado termo é calculado por
meio de uma combinagao linear de um ou mais termos anteriores, partindo da defini¢ao
dos seus termos iniciais. Dessa forma, sequéncias diferentes podem ter a mesma férmula
de recorréncia, porém uma mudanca nos termos iniciais causa uma alteragdo nos demais

termos da sequéncia (ZIERLER, 1959).

Cada sequéncia possui um polindmio caracteristico, também chamada de equacao
caracteristica, onde este esta associado a ordem da sequéncia. Dessa forma, este tipo de
sequéncias podem ser de varias ordens, sendo estudada, neste trabalho uma sequéncia
de ordem 3, com coeficientes constantes cuja formula de recorréncia é: x,.3 + 7,12 +
PTpi1 + qr, = 0, em que r,p,q € Z e q # 0, poiscasoq=p=0ouqg=0ep #0
a sequéncia passard a ser de primeira ou segunda ordem, respectivamente. Para cada
recorréncia linear de terceira ordem homogénea, com coeficientes constantes, expressa
COMO Xpi3 + rTyio + PTui1 + qr, = 0, esta serd associado ao polinomio de terceiro grau,

23+ ra® + pr + ¢ = 0, denominada de polindémio ou equacao caracteristica (SILVA, 2015).

Diante disso, percebe-se que ¢ necessario conhecer os seus termos antecessores,
porém alguns métodos matematicos sao utilizados para obter esses elementos sem que
haja essa necessidade, como por exemplo através da sua forma matricial. Esse método,
consta de uma matriz geradora, em que as suas linhas resultam em uma base para uma
transformacao linear. No seu processo de construcao, sao entao apresentados os termos da

sequéncia, incluindo os operadores e algumas propriedades (ERCOLANO, 1979).

Vieira, Alves e Catarino (2019¢) explicam que "toda matriz geradora ) possui pelo
menos duas propriedades, sendo elas: calcular o préoximo termo, e guardar informagoes
relativas aos ultimos termos da sequéncia'. Com isso, sao utilizados dois operadores,
denominados de principal e de deslocamento. O primeiro traduz a maneira de como a
sequéncia ¢ calculada, férmula de recorréncia. O segundo mantém, exclui ou inclui novos
termos da sequéncia na matriz. Assim, utiliza-se como exemplo a seguinte matriz da SP
(SOKHUMA, 2013b; VIEIRA; ALVES; CATARINO, 2019c¢):
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010 Pn Pnfl Pan
Para @ = |1 0 1|,tem-se Q" = | % * *
1 00 * * *

Nota-se que na primeira coluna existem os coeficientes lineares dados pela féormula
de recorréncia da sequéncia, denominada portanto de operador principal. Na segunda
coluna é apresentado o operador de deslocamento, onde ao ser realizado o produto da
matriz Q™ por @), a segunda coluna apenas o termo a;3 é levado em consideragao, visto
que o primeiro elemento é multiplicado pelo numeral neutro (0). Por fim, a primeira linha
da matriz apresenta os termos iniciais da sequéncia, descritos na forma do mais atual para

0 mais antigo.

Visando generalizar este processo, é entdo considerada a sequéncia S, com féormula

de recorréncia dada por:
Sp = 151 + @2Sy_2 + 35,3+ ... + S,

em que S, S9, S3, S4,. .., sa0 os termos da sequéncia e aq, ao, ..., a, sao os coeficientes

da combinacao linear, com «,, € Z.

A matriz geradora ) é representada por (VIEIRA; ALVES; CATARINO, 2019¢):

ar (1)
Q=11 1],
a, 0
em que a,...,q, sdo os coeficientes da recorréncia da sequéncia, [I] a matriz de bloco

dada pela matriz identidade, O o vetor linha, ambos os vetores de tamanho g — 1, em que

g representa a ordem da sequéncia.

Diante disso, é possivel estabelecer a quantidade de Matrizes Geradoras () véalidas
de uma sequéncia linear e recorrente. A sequéncia deve estar disposta em alguma linha de
Q", e, portanto, de z maneiras. Na matriz () o operador pode estar em qualquer coluna, e
os operadores de deslocamento também. Portanto a matriz () pode ser permutada pelas
linhas livremente resultando em z!, em que z representa a ordem da sequéncia. Assim, é

facil ver que para a SP que é de ordem 3, existem 3! = 6 matrizes geradoras () validas.

Essas matrizes sao obtidas a partir da permutacao das linhas de uma matriz
denominada como base, logo depois, sao realizadas permutagoes das colunas utilizando a
mesma técnica de permutacgao das linhas anteriores. Isso garante que os elementos obtidos

apos o produto de Q)™ serao os mesmos, porém permutados segundo a mesma regra.

Como prova desse argumento, considere uma matriz A de ordem z e outra matriz

B de mesma ordem, sendo os seus elementos representados, respectivamente por: a; ;
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e b; ;. Realizando o produto entre elas, resulta na matriz C', sendo os seus elementos

z
representados por: ¢; ; = Z @; by .
k=1

Considerando ainda a permutacao das linhas e colunas v e w das matrizes A e
B, tem-se uma permutagao idéntica no resultado na matriz C'. Isso pode ser verificado
ao analisar o comportamento da matriz resultante apds a permutacao dos elementos,

enumerando-se 9 casos apresentados a seguir:

1. Quando 7, j # v, w, tem-se que:

Cij =D Qikbp;.
k=1

2. Quando i, j = v, tem-se que:
z

Cww = Z aw,kbk,w-
k=1

3. Quando 7, j = w, tem-se que:
z

Cov = Z av,k:bk:,v‘
k=1

4. Quando 7 = v, j = w, tem-se que:
z

Cwopv = Z aw,kbk,v-
k=1

5. Quando i = w, j = v, tem-se que:
z

Cow = Z av,kbk,w-
k=1

6. Quando 7 = v, j # v, w, tem-se que:
z

vaj - Z aw7kbk’j'
k=1

7. Quando i = w, j # v, w, tem-se que:
z

Coj = D o kb
k=1

8. Quando j = v,i # v, w, tem-se que:
4

Ciw = Z ai,kbk,w-
k=1

9. Quando j = w,i # v, w, tem-se que:

Civ = Z ai,kbk,v-
k=1

Note que nenhum novo elemento é adicionado a matriz resultante, sendo esses

apenas permutagoes do produto matricial AB.
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2.3 A Sequéncia de Padovan

Visando a compreensao e o entendimento adequado acerca do processo de evolucao
e generalizacao das ideias matematicas, algumas podendo ser registradas por intermédio
da percepcao de exemplos, pode-se observar este processo e realizar uma discussao em
torno dos nimeros de Padovan. De acordo com Padovan (2002) a natureza pode ser
considerada como algo indescritivel e insondavel e, a ciéncia e a arte sdo como uma espécie

de abstracoes que nos tentamos compreender.

Tendo inicio no ano de 1939, a Segunda Guerra Mundial foi um conflito em que
houve a utilizagao de tecnologias, até entao nunca vistas, tais como: metralhadoras, bombas,
granadas entre outras. Essas foram aperfeicoadas para destruir milhares de vidas com
um tunico golpe. Assim, muitas obras arquitetonicas acabaram por serem destruidas e

danificadas nesta época, sendo cessada no ano de 1945.

Com énfase nesse processo histérico matematico desta sequéncia, destaca-se o
holandés Hans Van der Laan (1904 - 1991), o qual abandonou o curso de arquitetura
na Technische Hogeschool de Delf, decidindo consagrar a sua vida a Deus como um
monge beneditino. Assim, buscou ainda pesquisar as origens primitivas da arquitetura,
estabelecendo uma ligagao entre a arte da construgao técnica com o espago (PADOVAN,
1994). Diante disso, ele tomou como base a basilica crista primitiva de abadia utilizada
para treinar os arquitetos durante o processo de reconstrucao das igrejas que haviam sido
destruidas apds a Segunda Guerra Mundial (VOET; SCHOONJANS, 2012). Com isso, Laan
e seu irmao investigaram padroes para a arquitetura com base em experimentos utilizando
pedras e, posteriormente, materiais de construgao. Feito isso, deram por descoberto um
novo padrao de medida, em que a sua construcao é dada através de um ntmero irracional,
ideal para se trabalhar em escala geométrica e objetos espaciais (retangulos, trapézios,
elipses, e etc), denominando este nimero de nimero plastico. Porém, este nimero foi
estudado primeiramente por Gérard Cordonnier, chamando-o de nimero radiante. Uma
aplicacao deste niimero é mencionada na area da miusica, tocando acordes, compondo

paredes, salas, entre outras.

De inicio, Van Der Laan estava buscando uma possivel divisao de determinados seg-
mentos, dos quais encontravam-se em uma proporc¢ao continua, estabelecendo um problema
real que ele expressou em uma de suas cartas repassadas ao arquiteto Richard Padovan
(LLORCA-BOF{; MADRIGAL, 2019). Para isso, é entdao dividido um segmento em varias
partes, para que os comprimentos das partes resultantes (ou a unido das partes adjacentes)
se encaixem perfeitamente em uma progressao geométrica decrescente (ver Figura 3). Para
que esse requisito seja realizado, é entao feito dois cortes e trés partes, obtendo a funcao
f(x) = 2® — 2 — 1, possuindo apenas uma raiz real. Ao construir a progressdo geométrica,

0s novos comprimentos sao obtidos aritmeticamente com comprimentos maiores.
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Figura 3 — Divisao dos segmentos para obtencao do niimero plastico.
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Fonte:(LLORCA-BOF{; MADRIGAL, 2019)

E assim, cada novo comprimento é dado pela diferenca entre o terceiro e o primeiro.
Mas, surpreendentemente, é também a diferenca entre o quinto e o quarto, enriquecendo
assim os sistemas de medida. Com base nessas considerac¢oes, é confirmada a equacao

caracteristica que obtém como a sua Unica solugao real o nimero plastico.

Segundo Spinadel e Buitrago (2009, p.163), o arquiteto Hans Van der Laan, estudou
sobre o nimero plastico posteriormente, sendo portanto a tnica solucao real da equacao
cubica caracteristica da SP. Assim sendo, tem-se que as suas raizes sao conhecidas como
familia dos nimeros plasticos. Uma maneira de demonstrar esse resultado, é por meio da
formula de Cardano, onde de acordo com a equagao do tipo 23 + pr+q=0,comp,q € Z,

é possivel obter a raiz real: © = \/_2 + ‘/Z + L 2—7 + \3/_’1 Vo 4 12’7 Logo, para fins de

resolucao da equacao ciibica mencionada acima, tem-se: p = ¢ = —1. Substituindo na

formula da raiz, tem-se:

_a == (=12 (=1 a4 —(=1) (=1 (=1)8
x_J 2 +¢ PR T +J 2 _¢ PR

Assim tem-se: 2’ = \3/§ + \/% — 217—1—\3/; — \/i — 2% =1,324717957244746025960908 . . .

3

Tal grandeza constitui uma das solu¢oes da equagao cubica: z° —x — 1 =0 e que
representa uma das equagoes cubicas que pertence a familia das trindmios descritos do tipo
2" —x—1=0,n=2,3...,k, em que k € N. Voet e Schoonjans (2012, p.255) comentam
que “seu nimero plastico possui o vigor do seu proprio sistema proporcional, sendo testado

e usado por arquitetos e matematicos”.

Seja P, a SP, 1 &~ 1,32 a constante plastica (SPINADEL; BUITRAGO, 2009), tem-se

a seguinte propriedade.
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Propriedade 1. O numero pldstico pode ser representado através da interacao de infinitas
raizes cubicas pela expressio (FERREIRA, 2015):

) = \/1 1+31+

Demonstracao. Realizando a operacgao algébrica, pode-se perceber que:

Y = \/1 N+ =P =110

Como visto anteriormente que 1 é um nimero real que satisfaz a equacgao cubica
3

r°>—x—1 = 0, sendo portanto um niimero plastico. A operacao realizada é possivel devido ao
fato da sequéncia x, com recorréncia z,,; = /1 + x, com z; = 1 ser convergente. Assim,
sendo a sequéncia monotona crescente (visto que z1 < xq, jd que z7 = 1 e xg = /1 + 1)
e supondo z,_1 < x,, tem-se :Ei =l4+z,1<1l4+2z,= x% 41 € limitada superiormente
(visto que z; < 1 e supondo z,, < 1, tem-se analogamente 3 ,; =1+ z, < 1+ ¢ = %),

entao é convergente. O]

Pn+l
P

N N P,
convergéncia da nova sequéncia c, ~tL com base em Vieira, Alves e Catarino (2019¢),

= P,
maew=f=t=la=f=l=lo=f=iz2q=R=3=1

Doravante, seja ¢, uma nova sequéncia em que ¢, = . Assim serd explorada a

P"“ ,Vn € N. Na Tabela 1 foram realizados os

Examinando a convergéncia de ¢, =

calculos dos 20 primeiros termos de ¢, para n 2 0.

Tabela 1 — Valores de ¢,.

n | c, n | c,
1|1 11 | 1,3125
2 |2 12 | 1,3333...
3 |1 13 | 1,3214
4 |15 14 | 1,3243
5 11,3333... |15 1,3265
6 | 1,25 16 | 1,3230
7 |14 17 | 1,3255
8 | 1,28 18 | 1,324561
9 |1,3333... |19 | 1,3245033
10 | 1,6 20 | 1,325

. . Pn+1
Com isso, pode-se perceber que nl1_>no10 Cp = P~ Y a1,32.

Propriedade 2. A relacdo entre o nimero pldstico 1) e a nova sequéncia ¢, € dada por:

Cp ) = \/1 1+31+
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Demonstracao. Realizando a multiplicacao de trés termos consecutivos da nova sequéncia
Cn, tem-se que:
Pn+3 Pn+2 Pn+1

Cn+2Cn+1Cn =
+2 I'n41 n

P, n+3
b,

Como lim ¢, ~ ¢, ec, ~c X Cpao. Assim:
oo n wv n n+1 n+2

P,
3 n+3
P,
3 n+3

Com isso:

O

Diante da Propriedade 1, validada que a x,, é convergente, é facil ver, através da

Propriedade 2, que ¢, também é convergente.

Na Figura 4, é mostrada uma aplicagao do niimero plastico em uma igreja, onde as

suas formas foram regidas pela propriedade deste niimero.

Figura 4 — Interior da igreja da abadia “Sint Benedictusberg” em Vaals, Holanda, cons-

truida seguindo os principios arquiteturais de Dom Van der Laan baseados no
numero plastico.

Fonte:(MAROHNIC; STRMECKI, 2012)
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Segundo Spinadel e Buitrago (2009), Ferreira (2015) é possivel mostrar que o
nimero de ouro (relacionado a SF) e o nimero pléastico sdo as tnicas solugdes para os

nameros morficos.

Definicao 1. Um numero real p > 1 é chamado de nimero morfico quando existem

numeros naturais m e n, com m,n € N, tais que:

p+1=p"
p—l=p™

Se os valores de m e n forem substituidos por 2 e 1, tem-se:

+1=p°
b b :pQ—p—lzo

p—1=p~!

Onde as raizes sao: % e 1—7\/5’ que é conhecido como niimero de ouro.

Agora se m e n forem substituidos por 3 e 4, obtém-se:

+1=p’
P b —p’—p—1=0

p—1=p"*
Em que a sua solucao real desta equacao ja foi explorada, conhecido como niimero

plastico ou radiante.

Contudo, a SP possui este nome atribuido ao arquiteto italiano Richard Padovan
(1935 - ), nascido em Padua (STEWART, 1996; MANGUEIRA et al., 2020). Vieira e Alves
(2019a) relatam ainda que esta sequéncia considerada parente de uma das sequéncias mais
conhecida, a SF, sendo também aritmética e de niimeros inteiros. O matematico frances,
Gérard Cordonnier (1907 — 1977) desenvolveu estudos acerca destes nimeros, porém
faleceu antes de realizar a publicacao de sua pesquisa, desenvolvendo o ntimero radiante,
também conhecido como ntimero plastico. Assim, a sequéncia também é conhecida como

sequéncia de Cordonnier.

Richard Padovan, nasceu em 1935 e estudou arquitetura na Architectural Associa-
tion, Londres (1952-57). Até hoje, ele realiza uma combinagao entre a pratica e o ensino
durante os seus projetos de arquitetura, crendo em sua vocacao direcionada a arquitetura.
Com isso, iniciou estudo sobre o arquiteto holandés Dom Hans Van der Laan em 1974. Em
1999, publicou Proportion: Science, Philosophy, Architecture. Seu ultimo livro, Rumo a
Universalidade: Le Corbusier, Mies e De Stijl em 2002, contrasta os grandiosos ideais filo-
soficos do modernismo europeu. Ha indicios ainda que esta sequéncia também é conhecida

como os numeros de Van der Laan.



54 Capitulo 2. REFERENCIAL TEORICO

Em relacao ao matematico Gérard Cordonnier, cuja imagem é lembrada na Figura
5, este nasceu em 7 de abril de 1907 em Bailleul (Norte), e morreu subitamente em
Lhez, nos Altos Pirineus, devido a um acidente de estrada ocorrido em 12 de julho de
1977. Cordonnier foi aluno da Ecole Polytechnique até o ano de 1928, formando-se em
bacharelado em ciéncias no mesmo ano. Estudante da Escola Nacional de Engenharia
Maritima até o ano de 1930, finalizando com a sua graduacéo no Instituto de Otica.
Salienta-se que o seu trabalho, referente ao niimero radiante, nao foi finalizado, devido
ao seu falecimento. Assim, os seus familiares realizam buscas de seus arquivos, dentre as
gravacoes de seus colegas referente ao assunto, com o viés de reconstruir e publicar o seu
estudo inerente a esse numero e ao nimero de ouro. Autor ainda de pesquisas na area de
eletronica e matematica aplicada, possuindo mais de vinte patentes de invengoes (VIEIRA;
ALVES; CATARINO, 2020).

Figura 5 — Gérard Cordonnier.

Fonte: International (2019)

Definigao 2. A SP é definida pela sequinte relagao de recorréncia com n € N:

Pn:Pn—Q"_Pn—Su

n = 3, onde P, é o n-ésimo termo da sequéncia e os primeiros termos sao: Py = P =
P2 == 1

Vale salientar que existe uma representacao geométrica da SP, e essa se da através
da espiral de Padovan, conforme mostra a Figura 6 desenvolvido no software Geogebra.
Esta é composta pela justaposicao de triangulos equilateros respeitando uma regra de
construgao caracteristica. Considere o triangulo de lado 1 destacado em azul como o
triangulo inicial. A formacao da espiral se da pela adicdo de um novo tridngulo equilatero
ao maior lado do poligono formado, inicialmente o tridngulo azul. Apds a adi¢ao dos demais
tridngulos é formado um novo poligono, conhecido como pentagono plastico. A espiral se

apresenta ao conectar com um arco duas extremidades do novo tridngulo adicionado.
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Figura 6 — Espiral de Padovan 2D.

Fonte: Elaborado pela autora

Uma réplica desta representacao geométrica foi feita pelo estudante Luis Cervera
Pons e pelo professor Gabriel Segui de Vidal na cidade de Minorca, localizada no leste da
Espanha e no oeste da Sardenha, como mostra na Figura 7b. Uma outra representacao
deste espiral, elaborado no software Wolfram em trés dimensdes (3D), pode ser visualizado
na Figura 7a, onde sdao adicionados cubos e assim tracadas retas de acordo com a diagonal

externa a esta figura.

Figura 7 — Espirais de Padovan.

(a) Espiral de Padovan 3D.
(b) Escultura do Espiral de Padovan.

Fonte: (BAGUR, 2014)

Fonte: Elaborado pela autora

Wilson (1993) notou a relagdo da soma das diagonais de algumas sequéncias,
estabelecendo alguns critérios e desenhou-as no papel, muitas dessas sequéncias ainda
nao haviam sido descobertas. Porém os niimeros de Padovan nao foram descobertos até
1994, sendo entdo essas diagonais posteriormente relacionadas a SP (ver Figura 8). Assim,

pode-se perceber que a soma de cada diagonal é um nimero da SP.
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Figura 8 — Tridngulo de Pascal de Padovan.

Fonte: Elaborado pela autora

Com isso, pode-se verificar que o n-ésimo nimero de Padovan no Tridngulo de

m

Pascal é dado por Py_s = Z ( ), com m,n € N, tais que 2m+n = k. Contudo, para
k=2m+n

k = 12, os pares (m,n) terdo que resolver a equagdo 2m+n = 12, fornecendo os coeficientes

6 5 4
binomiais, logo: P._o = Pjs_9 = Pjg = Z (m) = (O) + <2> + (4) = 12.
n

10=2m+n

E assim, tem-se que:

e 0 1° nimero de Padovan no Tridangulo de Pascal é:

o 2° nimero de Padovan no Triangulo de Pascal é:

o 3° numero de Padovan no Tridngulo de Pascal é: (

o 4° nimero de Padovan no Triangulo de Pascal é:

/ . / oA V4 m
e 0 n-ésimo numero de Padovan no Triangulo de Pascal é: P, o = E ( )
n
k=2m+n
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3 ESTUDO DO CAMPO EPISTEMICO-
MATEMATICO: A GENERALIZA-
CAO E COMPLEXIFICACAO DA
SEQUENCIA DE PADOVAN

3.1 Relacoes Recorrentes de Padovan

Os estudos sobre a SP iniciaram com trabalhos de Sokhuma (2013b), Seenukul et al.
(2015), Cerda-Morales (2017), Yilmaz e Taskara (2013) e Tas e Karaduman (2014) em que
realizaram pesquisas em relagao as matrizes de Padovan. A evolugao do modelo de Padovan
teve inicio com os trabalhos de Tasci (2018a) desenvolvendo uma forma complexa desses
nimeros através dos inteiros gaussianos. A vista disso, iniciando o estudo sobre o processo
de generalizacao e complexificacao desta sequéncia. Nos préximos topicos serao exploradas:
o modelo recursivo unidimensional de Padovan e as identidades; as generaliza¢oes deste
modelo; relacoes matriciais; sequéncia (s1, 52, ..., 5(;—1))-Z-dovan; Padovan afim e suas
propriedades (VIEIRA; ALVES, 2018); relagoes n-dimensionais (OLIVEIRA; ALVES; PAIVA,
2017); nimeros gaussianos e duais de Padovan (BERZSENYI, 1977; PETHE; HORADAM, 1986;
SHOHAM, 2000; TASCI, 2018a); quatérnios, octénios e sedenios de Padovan (CATARINO,
2019; FAMILTON, 2015; TASCI, 2018b; CATARINO, 2018).

3.1.1 Modelo Recursivo Unidimensional de Padovan e Identidades

De posse da Definicao 2, em que: P, = P, o + P,_3,n > 3, onde P, é o n-
ésimo termo da sequéncia e os primeiros termos sao: Py = P, = P, = 1, formando a
SP 1,1,1,2,2,3,4,... A vista disso, realizando manipulagoes algébricas na recorréncia,

pode-se concluir que:
Pn+1 :Pn—1+Pn—2:>Pn—2:Pn+l _Pn—la
permitindo escrever os nimeros de Padovan da seguinte forma:

P=P —-PF
Py=PF; — P
Py =F;— P,
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Py= P —F;

P2n—1 = P2n+2 - P2n
P2n = P2n+3 - P2n+1
P2n+1 = P2n+4 - P2n+2
Com base nas relagoes apresentadas acima, inicia-se o estudo sobre o processo de
complexificacdo e generalizacgdo da SP, apresentando algumas identidades unidimensionais

para os nimeros de Padovan, indicados por (F,),.n €, posteriormente, sua discussao na

forma generalizada e complexa, com a inser¢ao da unidade imaginaria i. Veja:

Identidade 1. A soma dos n primeiros termos de indice impar da SP ¢ dada por:

ZPQi—l = Popio — 1.

=1

Demonstragdo. Partindo dos nimeros de Padovan descritos através da definigdo notacional

e considerando apenas os termos de indice impar, tem-se que:

ZPQifl:P1+P3+P5+--'+P2n71

i—1
=(Pir—P)+ (Ps— Py)+ (Ps— Fs) + ... 4+ (Panyo — Pap)
= Popyo — Po = Poppp — 1.

Identidade 2. A soma dos n primeiros termos de indice par da SP € dada por:
> Py =Py —2.
i=1

Demonstracao. Novamente, partindo da apresentacao dos niimeros de Padovan através da

definicao notacional, porém, considerando apenas os termos de indice par, tem-se:
n
ZPQz:P2+P4+P6++P2n
i=1

=(Ps—P3)+ (P —P5)+ (Po— Pr) + ...+ (Ponts — Panta)
= Pz — Ps
= Ppuys — 2.

Identidade 3. A soma dos n primeiros termos da SP € dada por:

Zpi:Pn+5_3~

=1
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Demonstragdo. Segue que:

P = P+P+P+P+...+P,

= (PL—P)+(Ps—P3)+(Ps—Py)+(Pr—Ps)+ ...+ (Pyss — Poy1)

= (=P, = P3)+ (Py—Py) +(Ps — P5) + ...+ (Poy1 — Poy1) + (Pago + Poys)

= P+ Ps— PP
= Pn+5_1_2
= Pn+5_3-

Identidade 4. A soma de quaisquer trés termos consecutivos da SP € dada por:

Pn+Pn+l+Pn+2:Pn+5-
Demonstracdo. Aplicando a Definicao 2, tem-se:

Pn+Pn+1+Pn+2 = Pn+3+Pn+2

= Pn+5-

Identidade 5. A soma de quaisquer sete termos consecutivos da SP é dada por:

6
> Poi =2P,s.
i=0

Demonstracao. Aplicando a Definicao 2, tem-se:

6
Z-Pn+i = P+ P+ P+ P+ P+ Pos+ P
i=0

= Pos+ Popo+ Poys+ Popa+ Poys + Pae
= Puys+ Pate + Poys + Pave

= Poys+ Poys

Y

3.2 Generalizacoes da Sequéncia de Padovan

Tomando como base trabalhos voltados para a SF, Cereceda (2015), Bacani e
Rabago (2015) e Hare, Prodinger e Shallit (2014), Vieira e Alves (2019b), os quais

propuseram uma extensao desta sequéncia ao considerar que tal nimero sera obtido a
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partir da soma de dois, trés ou quatro elementos anteriores, é possivel estender os nimeros
de Padovan ao considerar uma quantidade maior de termos para estimar o seguinte. Alves e
Neto (2011), Alves (2013) e Alves (2015) discutem a generalizagdo do modelo de Fibonacci
para os numeros inteiros, tornando-se relevante estabelecer conjecturas envolvendo o
aumento da quantidade de termos antecedentes, visando definir outras sequéncias lineares

e recursivas semelhantes, como ¢é o caso da SP.

A SP é uma sequéncia linear e recorrente, de terceira ordem, visto que a sua férmula
de recorréncia se da através da soma dos dois termos anteriores contados a partir de um
salto, além de seu polindmio caracteristico ser de terceira ordem. Ao considerar que o
termo seguinte da sequéncia sera calculado como a soma dos trés antecessores apés o salto,
aqui denominada de sequéncia de Tridovan, e portanto de quarta ordem. De maneira
semelhante, tem-se os nimeros: Tridovan (ordem 4), Tetradovan (ordem 5), Pentadovan

(ordem 6), e Z-dovan (ordem z) que serao estudados neste trabalho.

Nesta secao sao apresentados os teoremas para as extensoes das sequéncias, onde
fornece a descricao de uma féormula explicita dos termos presentes na SP e de ordens

superiores.

3.2.1 Representacao Matricial de Padovan

Uma forma de obter qualquer elemento de uma sequéncia linear e recursiva é
através da matriz geradora (). Esta técnica foi aplicada para a SF, e nesta subsecao a

mesma ideia serd aplicada para os nimeros de Padovan (FALCON; PLAZA, 2007).

A SP possui uma matriz ) de ordem 3, que quando elevada a n-ésima poténcia
d4a origem aos termos desta. A relagdo matricial foi representada por Sokhuma (2013b),
Seenukul et al. (2015) apresentando os valores iniciais diferentes da SP, sendo portanto
definidos como Py =1, P, = 0, P, = 1. Assim, visando prevalecer os seus valores iniciais
(0s quais ja foram discutidos na Segao 2.2 como sendo Py = P; = P, = 1), tem-se que essa

matriz, com n € N, expressa por:

010 Pn—5 Pn—3 Pn—4
Teorema 1. Para Q = |0 0 1|, tem-se Q" = |P,_4 P,_o P,_3|, para todo n > 5.
110 Pn73 Pnfl Pn72

Demonstracao. Utilizando o principio da inducao finita, tem-se que:

Para n = 5 tem-se:

010 111 P, P, P
Q°=10 0 1| =1 2 1|=|P P P,
110 1 2 2 P, P, P

Assim, a igualdade é valida.
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Supondo que seja valido para qualquer n = k, k € N, tem-se que:

k
0 1 O Pk_5 Pk;_3 Pk—4
Q*=10 0 1| =[Py Pra Pis
1 10 Pk_g Pk—l Pk—2

Agora, verificando que seja valido para n = k + 1, tem-se:

QkJrl — QkQ
Pr_5 Pr_3 Pra

I
=
N
.
b
~
w

_ O O
=
S = O

Pey Pos+ DB Prs Piy Pro Prs
= |Pi3 Doat+ DBz Poo|=|P3 P Pio
Py o Pig+ Pro P Pio B, FPra

]

Outras matrizes () de formas diferentes, porém com propriedades semelhantes foram
encontradas (SEENUKUL et al., 2015; YILMAZ; TASKARA, 2013; TAS; KARADUMAN, 2014),
existindo portanto mais cinco matrizes () de ordem 3, totalizando 6 matrizes validas de

Padovan. Prevalecendo os valores iniciais da sequéncia, tem-se que os seguintes teoremas:

Pn72 Pnf4 Pnf?)
, tem-se Q" = |P,_3 P,_5 P, 4|, para todon > 5.
Pn—l Pn—3 Pn—2

Teorema 2. Para () =

— = o
= o O
o O =

Demonstracio. Por meio do principio da indugao finita, tem-se que:

Verificando para n = 5, tem-se:

00 1 2 1 1 Py P P
Q=11 00 =|111=|P, B P
1 10 2 1 2 P, P, P

Dessa forma, é validada a igualdade.
Supondo que o teorema descrito vale para qualquer n = k, k € N, tem-se que:

k
Pig Py Prs

= Pk73 Pk75 Pk74
P, Py3s Pyo

QF =

— = o
= o O
o O =
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Com isso, é verificado que seja valido para n = k + 1. Obtendo:

Qk—i-l:Qle

P,y Piy Prs
= Pk73 Pk75 Pk74
P,_1 Py_s Py_o

Po_s+ P,y Py_3 Pyo P,_1 Po_s Py
= |Pos+Pyra Pyra Py3| = |FPi—2 Proa Pis

=)
- o O
o O =

| Pi-3+ Pr—2 Pih2 DPir P, P,y Py
]
0 0 1 Pn—5 Pn—4 Pn—S
Teorema 3. Para Q = |1 0 1|, tem-se Q" = |P,_s P,_o P,_1|, para todo n > 5.
010 P,y P35 P,

Demonstracao. Assim como foi demonstrado no Teorema 2, é possivel chegar facilmente a

demonstracao deste e dos demais teoremas explorados abaixo. ]
0 1 1] (Pos Py Pus)

Teorema 4. Para Q = |1 0 0], tem-se Q" = |P,_s P,_o P,_4|, para todo n > 5.
010 P,y P,3 P,
_O 1 O_ -Pn—2 Pn—3 Pn—4_

Teorema 5. Para Q = |1 0 1|, tem-seQ" = |P,_; P,_o P,_3|, para todo n > 5.
_1 0 O_ _Pn—3 Pn—4 Pn—5_
0 1 1] (P> Pus Pui

Teorema 6. Para Q = |0 0 1|, tem-se Q" = |P,_4« P,_5 P,_3|, para todon > 5.
_]- 0 O_ _Pn—3 Pn—4 Pn—2_

Definigao 3. De modo andlogo a definicao da SP (Definig¢ao 2), pode-se obter a recorréncia

para os termos negativos desta sequéncia, comn =1 e n € N, resultando em:

P, = an+3 - an+1-

Com essa relagao, é possivel calcular os termos com indice inteiro ndo positivo da

SP conforme apresenta a Tabela 2 abaixo:

Tabela 2 — Termos da SP - indice inteiro nao positivo.

Py | Pg|Pg|Pr|Pg|Ps|Py| P3| Py|Py| R
2 -1 0 1 -1 1 0 0 1 0 1
Fonte: Elaborado pela autora
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A matriz geradora da SP para os niimeros com indice inteiro nao positivo, denomi-
nada de p, é obtida através do cdlculo da matriz inversa de @), conjecturando o teorema

abaixo, tomando como exemplo a matriz ) do Teorema 5.

Teorema 7. Sejan € N e o = Q71, tem-se que a matriz abairo representa a matriz

geradora para a sequéncia negativa de Padovan.

Qo=1
0 0 1 P—n—2 P—n—3 P—n—4
Para o=11 0 0 |, tem-se Qn =|Pns3s+ Py Pust+Pps Pous+Pgl.n
01 -1 P—n—3 P—n—4 P—n—5

Demonstracao. Pelo principio da inducao finita, verifca-se que o teorema é valido para

n = 1:
00 1 P_s Py P_5
o=11 0 0] = P_4+P_5 P_5+P_6 P_6+P_7
01 -1 Py P_5 P_g

Supondo que seja valido para qualquer n =k, k € N:

k

00 1 Py P_y_3 P_y4
0o=110 0| =|Pys+Pyy Ppy+P 5 P s5+P
01 -1 P_j_3 P_j_4 P_j_s

Assim, demonstra-se que vale para n =k + 1:

ML= gFo
[ P, P_j_3 P_j_4 00 1
=|Pr3+Pyry Pra+Pprs Prs+Pgrel |1l 0 0
P_j_3 P_j4 P_j_s 01 -1
Py_3 Py y Py o—P 4
=|Pps+Pyp 5 Pps+P 6 Prsgt+Pps—Pp5—P
| Popa P__5 Py 3— P ;5
Py 3 P4 Py s
=|Pps+Pyps5 Pps+Pyre Pt Ppr
| Popa P_y_s5 P_y_¢

]

As outras matrizes geradoras p seguem a mesma regra de formacao, totalizando

seis matrizes validas de Padovan para indice inteiro nao positivo da sequéncia.

V
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3.2.2 Representaciao Matricial de Tridovan

Com base nos trabalhos de Vieira e Alves (2019d), Vieira e Alves (2019e), a
sequéncia de Tridovan é uma extensao da SP de quarta ordem, sendo do tipo recorrente e

linear, descrita com os seguintes termos: 1,0,1,1,2,2,4,5,8,11,17,...

Definicao 4. A sequéncia de Tridovan satisfaz a sequinte férmula de recorréncia, para
n € N (VIEIRA; ALVES, 2019d; VIEIRA; ALVES, 2019¢):

P3ny = Py(n—2) + P3(n—3) + P3(n—a),

n >4, em que P3,) representa o n-ésimo termo da sequéncia e com os termos iniciais

Py =1, P31y = 0, Pya) = Py = 1.

Existe uma abordagem matricial para Tridovan, de maneira semelhante a SP,
denominada de matriz geradora ()3, podendo também ser gerada através da recorréncia
(Definigao 4).

Teorema 8. Sejan € N e Q3(i,j) o termo da matriz Qsrepresentado por i a linha e j a
coluna, tem-se a matriz geradora Q3 de Tridovan dada por (VIEIRA; ALVES, 2019d):

0100 @Q3(1,1) @3(1,2) Qs3(1,3) Qs(1,4)

Para O — 1010 temese QI — @3(2,1) Q5(2,2) @3(2,3) @3(2,4) n>6
1 00 1 Q3(3,1) Qs3(3,2) Qs3(3,3) Qs3(3,4)
1.0 00 Q?) (47 1) Q3(47 2) Q3 (47 3) Q3<47 4)

De forma a simplificar a visualizacao dos termos da matriz anterior, o calculo de

cada um destes é apresentado em cada uma das linhas a seguir:

Qs(1,1) = Py,

Q3(1,2) = Ps(n1),

Q3(1,3) = P3n—2),

Q3(1,4) = Ps3),

Q3(2,1) = Py(n_1) + Pan—2) + P3n_3),
Q3(2,2) = P3n—2) + P3n—3) + Psn_u),
Q3(2,3) = Pyn—3) + P31y + Ps3(n_s),
Q3(2,4) = P3n_1y + P3(n—5) + P3(n—6),
Q3(3,1) = Py(n—1) + P3n—2),

Q3(3,2) = Pyn—2) + Pyn—3),

Q3(3,3) = Pyn—3) + Pspn—a),

Q3(3,4) = Psn—1) + P3n—s),

Q3(4,1) = P31y,

Q3(4,2) = Psy(n—2),
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P3(n73)7

Q3<4a 3)

P3(n_4).

Q3<4’ 4)

Demonstracao. Verificando que o teorema é valido para n = 6, pelo principio da inducao

finita:

Ps(3)

P35y + Pay + P33y Py + Pya) + P3o) Py + Pa) + Paay  Pae) + Py + Pso)

Pya

P4y + Pys) Py3) + Ps2) Py2) + Py

P35y + P4

Ps2)

Py3)

P4

Py5)

Supondo a veracidade para qualquer n = k, k € N, tem-se que:

Qs(1,1) Qs(1,2) Qs(1,3) @s(1,4)
Qs(2,1) Qs(2,2) Q3(2,3) @s3(2,4)
Qs(3,1) @s(3,2) Q3(3,3) Qs(3,4)
Q3(4,1) Qs(4,2) Q3(4,3) @s3(4,4)

o o +H O

o +H O O

— o O O

S = =

Qs =

Sendo:

+ P3r—3),
+ P3(k—4),
+ P35,
+ P3(r—6),

Y
Y
Y
Y

~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

—_— = — — — — — ~—

~ ~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

= = — = = — = o o o o o o o o —

Py
Py
Ps
Py
Py
Py
Ps
Py
Py
Py
Py
Py
Ps
Py
Py
Py

AN N N N N N N N N N N N N N N /N
— AN M < 4 AN M FHF o~ NN M < o~ NN M <H
— —H = A N NN N e s < < < <f
N e o e e T o o T T T T T S N N
(22 I B~ I~ B o B o o B o o+ B o o I o oo BN o o B o o B o o I o B~ 0 N A o )
CHACHECACHACHCHECHACHCHGC HCHCHGC GGG S
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Demonstrando que o teorema ¢é valido para n =k + 1:

M= Q5Q;

_Q3(171) Q3<172> Q3(173) Q3<174)_ 0100
e _ |@3(2,1) @s(2,2) Qs(2,3) @s(2,4)] |1 0 10
’ Qs(3,1) Q3(3,2) Q3(3,3) Qs(3,4)| (1 0 0 1

_Q3(471) Q3<472> Q3(473) Q3(4,4)_ 1 0 0 O

Q4(1,1) @Q4(1,2) Q4(1,3) Q5(1,4)]

_|@5(2.1) @5(2,2) Q4(2.3) Q5(2.4)

Q4(3,1) Q4(3,2) Q4(3,3) Q4(3,4)

Q4(4,1) Q4(4,2) @4(4,3) Q4(4,4)]

Q3(1,1) = P31y + P3e—2) + P3—3) = P(rt1)

@Q5(1,2) = Py,

@5(1,3) = Py,

Q3(1,4) = P3r—2),

Q5(2,1) = Ps—oy+ P3(o—3)+ Psi—a)+ Paie—3) + Pa(k—a) + P3(—5)+ P3(o—a) + Ps(—5) + P3(e—6) =
Pagy + P3ge—1) + Pyp—2),

Q5(2,2) = Pyg—1) + Psgea) + Psp—s),

Q3(2,3) = Pyr—2) + P3i—3) + Psgi—a),

Q5(2,4) = Py—3) + P3(o—a) + Pspi—s),

Q5(3,1) = Py—9) + Pss) + Psge—s) + Psi—ay + Psi—ay + Psi—s) = Psy + Psi—1),
Q5(3,2) = Pyr—1) + Pyr—2),

Q5(3,3) = Pyr—2) + P3(e—3),

Q5(3,4) = P3(_3y + P3(_4),

Q3(4,1) = Pyr—a) + P3p—3) + P3—4) = Py,

Q3(4,2) = P31y,

@Q3(4,3) = Ps(p-9),

Q5(4,4) = P3-3).

]

Como os termos da sequéncia de Tridovan sdo de ordem 4 (trés elementos que
compde a férmula de recorréncia, mais um elemento dado como o salto da sequéncia),
pode-se verificar a quantidade de matrizes geradoras () validas através da permutacao
de suas linhas e posteriormente das suas colunas, de acordo com as linhas que foram
permutadas, resultando em Py = 4! = 24. Além dessa matriz estudada, existem mais vinte
e trés matrizes validas 4x4 (de ordem 4), totalizando vinte e quatro matrizes geradoras Q3

de Tridovan. Cada uma dessas matrizes (03 e sua n-ésima poténcia podem ser demonstradas
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de maneira semelhante a apresentada anteriormente. No apéndice C sdo mostradas as

outras vinte e trés matrizes.

Baseado no mesmo principio utilizado para compor a formula de recorréncia da SP
para indices inteiros nao positivo, pode-se obter a composicdo da recorréncia da sequéncia

de Tridovan.

Defini¢ao 5. Com n > 0 e n € N, tem-se a formula de recorréncia da sequéncia de

Tridovan:

P3(—ny = P3(nya) = Py(—nt2) = P3(-n+1)-

Assim, é possivel calcular os termos com indice inteiro nao positivo de Tridovan de

acordo com a Tabela 3 abaixo:

Tabela 3 — Termos da sequéncia de Tridovan - indice inteiro nao positivo.

P10y | P3—9) | Pas) | P3-n) | Pa—6) | Pas) | P3(—a) | Pa—3) | P3—2) | P3(-1) | P

2 -2 0 1 0 -1 1 0 0 0 1

Fonte: Elaborado pela autora

Com indice inteiro nao positivo, a sequéncia de Tridovan, serd nomeada a matriz

geradora de p3, obtida através do cdlculo da matriz inversa de Q3 (Teorema 8).

Teorema 9. Sejan € N e p3(i,7) o termo da matriz o3 representado por i a linha e j a
coluna, tem-se p3 a matriz geradora para os termos de Tridovan com indice inteiro nao

positivo, onde 05 = Q3 ', em que:

Qs03 =1
000 1 03(1,1) 03(1,2) 03(1,3) o05(1,4)
1 0 0 0 2.1 2.2 2.3 2.4
Para o3 = , tem-se gf = 03(2,1) 03(2,2) 03(2,3) e5(2,4) n>1
0 1 0 — Q3(3, 1) Q3(3, 2) Q3(3, 3) Q3(3, 4)
001 -1 93(4’ 1) 93(47 2) 93(47 3) Q3(4a 4)

= P3(_n-1) + P3(-n-2) + P3(—n_3),
= P3(_n_2) + P3(—n-3) + P3(_n_a),

(1,1)
(1,2)
(1,3)
Q3(1> 4) = P3(7n73);
(2,1)
(2,2)
(2,3) = P3—n—s) + P3(—n—a) + P3(—ns),
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03(2,4) = Ps_p_gy + P3_pn_s) + P3(—n—s),

03(3,1) = Py—pn—1) + P3(—n—2),

03(3,2) = P3y(_p—2) + P3—n—3),

03(3,3) = P3(—p—3) + P3—n—a),

03(3,4) = P3(—p—a) + P3(—n—s),

03(47 1) = PS(—n—1)7

Q3(47 2) = P3(—n—2)7

03(4,3) = P3(—pn—3),

03(47 4) = P3(—n—4)

Demonstracao. A demonstracao pode ser realizada utilizando o principio da inducao finita

conforme feito na demonstracao do Teorema 7. [

As demais matrizes geradoras g3 utilizam a mesma regra de formacao, compondo

24 matrizes geradoras validas de Tridovan com indice inteiro nao positivo da sequéncia.

3.2.3 Representacao Matricial de Tetradovan

A sequéncia de Tetradovan é uma outra extensao da SP, definida por Vieira e Alves
(2019d), como sendo uma sequéncia de quinta ordem, descrevendo os seus dez primeiros
elementos como: 1,0,1,1,2,3,4,7,10, 16, . ..

Definicao 6. A sequéncia de Tetradovan satisfaz a relagdo de recorréncia, com n € N
(VIEIRA; ALVES, 2019d):

Puny = Pyn—2) + Pyn—3) + Pian—1) + Pan—s3),
n = 5, em que Pyy) representa o n-ésimo termo da sequéncia e com os valores iniciais
Pyoy = 1, Py1y = 0, P2y = Pyz) = 1, Pyay = 2.
Qualquer termo da sequéncia de Tetradovan pode ser obtido através do calculo da

n-ésima poténcia de (), gerado a partir da matriz geradora.

Teorema 10. Sejan € N e Q4(i, ) o termo da matriz Q4 representado por i a linha e j
a coluna, tem-se a matriz geradora de Tetradovan, Q4 dada por (VIEIRA; ALVES, 2019d):

01000 Q4(1,1) Qu(1,2) Qu(1,3) Qu(1,4) Qu(1,5)
1 01 00 Q4(2,1) Q4(2,2) Q4(2,3) Q4(2,4) Q4(2,5)
Para Qs =1 0 0 1 0f, tem-se Qy = |Q4(3,1) Qu(3,2) Q4(3,3) Q4(3,4) Qu(3,5)
10001 Q4(4,1) Qu(4,2) Qu(4,3) Qa(4,4) Qu(4,5)
_1 0 00 O_ _Q4(5, 1) Q4(5,2) Q4(5,3) Qa(5,4) Q4(5, 5)_

n = 8 e onde cada termo da matriz anterior é dado por:
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Demonstragao. Verificando que funciona para n = 8, pelo principio da inducao finita:

AN M AN AN
™M <t < M A
<t D> © O M
(aw]
~ = & b~
S O <t o
— — — — I~
Il
o O O +H O
o O —H O O
o —H O O O
— O O O O
(el i i —
Il
00 <f
.

Qa(1,1) Qu(1,2) Qa(1,3) Qu(1,4) Qu(1,5)

Q4(2,1) Q4(2,2) Q4(2,3) Q4(2,4) Q4(2,5)

Qs(4,1) Q4(4,2) Qu(4,3) Qs(4,4) Qu(4,5)

Q4(5a1) Q4(572) Q4(5a3> Q4(574) Q4(575)

= 1Q4(3,1) Qu(3,2) Qu(3,3) Qu(3,4) Qu(3,5)
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Em que cada elemento é dado por:

v 3 e g o e I o a -

<t A AT AT AT AT AT AT AT A

AL A AL R R A AR AR

++++++++++

O O O O O OO O N ONG)

< AT AT AT A AT AT AT AT A AT AT AT A A

AL AL A A A R R R R R R A ARy A
-+ttt +++++++++++
- T kR I ET B ITEELDLEITODESESEREITEELD BT
H AT AT AT AT AT AT AT AT AT AT AT AT AT AT AT AT A AT AT AT A AT A A
(U S I I U S I o I U & I I U S I IO U S W« I U« W o I U A W o D AT AT a D o
1 e | | |1 1 1 | | A | R | IO | N |
AN N N N N N N N N N N N N N N AN N N N N N N N N N
N R N I o R R o o o R Y o O I ¥ N N Y N N R T2
e T T T B N B o S o T o T o e S~ o S S o S S TS T T I T Yo S Yo S Vo S Vo B T
N e o e e o o T T T T T T T T T T T T T N T N N N
R AT LA A AR~ LB~ U~ U~ R AN LR~ L ~ LN AR LR~ N~ U~ VR~ R S . S LR S A ]
CHACHCECHACHCHECACHCHECHACHCHECACHCHCHCHACHC G HACHC G QIS

Y
Y
Y
Y
Y

~ o~ o~ o~ o~
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)
b
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)
bl

Dessa forma, assume-se que o teorema vale para para qualquer n =k, k € N:

Q4(1,1) Q4(1,2) Q4(1,3) Qa(1,4) Q4(1,5)

Q4(2,1) Q4(2,2) Q4(2,3) Q4(2,4) Q4(2,5)

Q4(471> Q4(4’2) Q4(473) Q4(474) Q4(475)
Q4<571) Q4(572) Q4(573> Q4(574> Q4(575)

= Q4(3a1) Q4(372) Q4(373) Q4(374) Q4(375) :

01000
1 0100

10001

10000

Q=11 00 1 0

Em que cada elemento é descrito por:
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Assim, demonstra-se que para n = k + 1, o teorema continua sendo vélido:

01 000
1 0100
1 0010
1 00 01

10000

= QIZQ4

k+1
4

Q4(1,1) Q4(1,2) Q4(1,3) Qa(1,4) Q4(1,5)

Q4(2,1) Q4(2,2) Qu(2,3) Q4(2,4) Qu(2,5)

Qa(4,1) Qu(4,2) Qa(4,3) Qu(4,4) Qu(4,5)

Q4(5,1) Q4(5,2) Qu(5,3) Q4(5,4) Qu(5,5)

2(1,2) Q4(1,3) Q4(1,4) Q4(1,5)

Q4(1,1)

1(2,2) Q4(2,3) Q4(2,4) Q4(2,5)

2(2,1)

1(3,3) @4(3,4) Q4(3,5)

4(3,2)

2(4,2) Q4(4,3) Q4(4,4) Q4(4,5)

Q4(4,1)

1(5,2) Q4(5,3) Q4(5,4) Q4(5,5)

2(5,1)

= Q4(3’1) Q4(372) Q4(3’3> Q4(374) Q4(375)

= @43, 1)

Para fins de facilitar a visualizacdo, tem-se que cada elemento dessa matriz é dado

por:

P4(k+1)7

(17 1) =

/
4
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Q4(1,2) = Py,
Q4(1,3) = Py,
Q4(1,4) = Py—),
Q4(1,5) = Py-3),
1(2,1) = Pyr—2y + Pa—3) + Pae—a) + Pagr—s) + Pak—3) + Pae—a) + Pagr—s) + Par—6) +

Pyg—1y + Pyr—s) + Pyr—e) + Pap—7) + Pa—s) + Pa—6) + Pap—7) + Pap—s) =

Pyy + Pag—1) + Pag—2) + Pa—3),

) ) )

1(2,2) = Pyr—1) + Pa—2) + Pae—3) + Par—as),
Q4(2,3) = Pyr—2) + Pae—3) + Pagi—1y + Pa—s),
Q4(2,4) = Pye—3) + Pig—a) + Pig—s) + Pagi—s),
Q4(2,5) = Pyg—a) + Page—s5) + Pa—e) + Pagr—1),

1(3,1) = Pyg—2) + Pai—3) + Pak—1y + Pae—3) + Pae—ay + Pae—5) + Pae—a) + Pae—35) +
Py—6) + Pyr—s) + Pae—e) + Page—1) = Pary + Pae—1) + Pae—2),
Q4(3,2) = Pyg—1) + Pig—2) + Pag—s3),

1(3,3) = Pyg—2) + Pak—3) + Page—s),

Q4(3,4) = Py—3) + Pae—a) + Pagi—s),
Q4(3,5) = Pyr—s) + Pi—s5) + Pa—s),
Q4(4,1) = Pyr—2) + Pae—3) + Pi—3) + Pig—a) + Pae—a) + Pai—s) + Pig—s) + Pa—6) =
Pyy + Pag—1y,
1(4,2) = Pyg—1) + Pag—2),
Q4(4,3) = Pyr—2) + Pir—3),
Q4(4,4) = Py—3) + Pi—a),
Q4(4,5) = Pyr—a) + Py—s),
Q4(5,1) = Pyr—2) + Pae—3) + Pak—ay + Pig—s) = Pa,
Q4(5,2) = Pyg-1),
Q4(5,3) = Pyk—2),
Q4(5,4) = Pyx-3),
Q4(5,5) = Py(—a).

]

O comportamento com indice inteiro nao positivo da sequéncia de Tetradovan ¢é

definido a partir da recorréncia Py(,15) = Pin+3) + Pint2) + Pint1) + Pan), assim tem-se

a definicao abaixo.

Definigao 7. A formula de recorréncia de Tetradovan com indice inteiro ndo positivo,

comn>0en€eN:
Py—ny = Py—ny5) — Pi—nt3) — Pa—nt2) — Pa—n+1)-

Alguns termos com indice inteiro nao positivo de Tetradovan sao apresentados
abaixo (Tabela 4).
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Tabela 4 — Termos da sequéncia de Tetradovan - indice inteiro nao positivo.

Py—10) | Pa—9y | Pa—s) | Pa—r) | Pa—e6) | Pa—s) | Pa—ay | Pa—s) | Pa—2) | Pac—1) | Pao)

0 1 0 0 -1 1 0 0 0 0 1

Fonte: Elaborado pela autora

Os termos com indice inteiro nao positivo da sequéncia de Tetradovan, esses podem

ser obtidos a partir da matriz geradora, chamada de o4.

Teorema 11. Sejan > 1, n € N e g4(7,7) o termo da matriz o4 representado por i a
linha e j a coluna, tem-se a matriz geradora para os termos de Tetradovan com indice

inteiro nao positivo, calculada a partir da matriz inversa de Q4 (ver Teorema 10), em que:

Qio4 =1
0000 04(1,1) 04(1,2) 04(1,3) 04(1,4) 04(1,5)
1000 O 04(2,1) 04(2,2) 04(2,3) 04(2,4) 04(2,5)
Para oo =10 1 0 0 —1|, tem-se 0f = |04(3,1) 04(3,2) 04(3,3) 04(3,4) 04(3,5)] -
0010 —1 04(4,1) 04(4,2) 04(4,3) 04(4,4) 04(4,5)
_O 0 01 —1_ _Q4(5,1) 04(5,2) 04(5,3) 04(5,4) Q4(5,5)_

0a(1,1) = Py—n),

04(1,2) = Py_p_1),

04(1,3) = Py—pn-2),

04(1,4) = Py_p—3),

04(1,5) = Py_p_s),

04(2,1) = Py—p—1) + Py—n—2) + Pi—n—3) + Pi—n—1),
04(2,2) = Py—n—2) + Piy—n—3) + Pan—a) + Pi—n—s),
04(2,3) = Py—n—3) + Py—n—1) + Pi—n—35) + Pi—ns),
04(2,4) = Py—p—a) + Py—n—s) + Pa—n—6) + Pa—n-1),
04(2,5) = Py—n—s) + Pi—n—6) + Pa—n—7) + Pi—n—s),
04(3,1) = Py—p—1) + Py—n—2) + Py—n—3),

04(3,2) = Py—p—2) + Piy—n—3) + Py—n—1),

04(3,3) = Py—n—3) + Piy—n—a) + Pi—n—s),

04(3,4) = Py_p—1) + Py—n—s) + Pi—n—s),

04(3,5) = Py—n—5) + Pi—n—6) + Pa—n-7),

04(4,1) = Py_p_1) + Py—n_2),
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04(4,2) = Py_n-2) + Py—n_3),

04(4,3) = Py—n-3) + Pi—n—1),

04(4,4) = Py—n—a) + Py—pn—s),

04(4,5) = Py—n—s) + Py—n—s),

04(5,1) = Py—p—1),

04(5,2) = Py_pn-2),

04(5,3) = Py—n-3),

04(5,4) = Py—p-a),

04(5,5) = Py(_pn—s)

Demonstracio. A demonstracao pode ser realizada utilizando o principio da inducao finita

conforme feito na demonstracao do Teorema 7. O]

Seguindo o principio mateméatico abordado para os termos da SP e Tridovan, bem
como a sua obtencao dada a partir da permutacao das linhas, pode-se concluir que ao
todo serao 120 matrizes geradoras @) de Tetradovan validas (Ps; = 5! = 120) de ordem 5,
sendo uma ja abordada nesta se¢ao e outras no Apéndice D. A mesma quantidade é valida
para as matrizes com indice inteiro nao positivo da sequéncia. As demais matrizes podem
ser obtidas realizando transformagoes lineares, de maneira semelhante como ocorre para

os numeros positivos da sequéncia.

De acordo com os teoremas e demonstragoes apresentados nas subsegoes anteriores,
é possivel seguir o mesmo raciocinio e assim obter a generalizacao da extensao desta

sequéncia, a qual sera explicitada na subsecao 3.2.4.

3.2.4 Representacao Matricial de Z-dovan

Observando as matrizes das sequéncias anteriores, pode-se constatar que para uma

extensao de ordem z, denominada neste presente trabalho de Z-dovan, em que Z = z — 1.
Definicao 8. A sequéncia de Z-dovan satisfaz a sequinte formula de recorréncia:
z—2
PZ(n+z) = Z PZ(n-l—i)a
i=0
n 2=z, n €N, em que Py, representa o n-ésimo termo da sequéncia.

Definicao 9. Por sua vez, a matriz geradora QQz de Z-dovan, comn > 2z —2 en €N, ¢
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obtida por:
Pz . Prn—jt1) e Pzn—z+1)
0 [I] . z—i+l . ' z—i+l ' ' 2—it1
Para QZ = 0 ,tem-se Q = ‘Z:l PZ(n—i) c. ‘Z:l PZ(n—i—j+1) PN Z:l PZ(n—i—z+1)
PZ(n—l) . PZ(n—j) Ce PZ(n—z)

Onde 1 ¢ o vetor coluna e 0 o vetor linha, onde ambos apresentam tamanho z — 1,

[I] a matriz de bloco dada pela matriz identidade de ordem z—1 e z a ordem da sequéncia.
Sendo i a linha e j a coluna. Logo parai € {1,...,z} ej € {1,...,z}, tem-se que:

Pz Prin—jt1)
Q% = | z—i+1 z—i+1

> Pzn—i ; Pzn—i—j+1)

Vale salientar que o tamanho da matriz esta relacionado com a ordem da sequéncia,
sendo assim, observa-se que para a matriz geradora de Padovan, tem-se uma matriz 3x3,

para Tridovan uma matriz 4x4, até a Z-dovan como sendo zxz.

A SP é um caso particular da sequéncia Z-dovan, tanto para os nimeros positivos
quanto para os nimeros negativos, pois a sequéncia possui os seus termos iniciais definidos
como Py =1,P, =0, P, = 1. Assim, é possivel encontrar os termos da sequéncia estendida

generalizada de Padovan sem recursividade.

As matrizes geradoras () validas da sequéncia generalizada de Padovan serao
obtidas através da permutagao das linhas da matriz geradora base, e posteriormente da
permutacao das colunas, utilizando a mesma regra de permutacao das linhas. A defini¢ao

abaixo também é valida para os niimeros com indices inteiros nao positivos.

Definicao 10. Sendo m = z, e z a ordem da generalizacao da sequéncia, a quantidade de

matrizes geradoras () vdlidas para a sequéncia generalizada é dada por:

P, =m.

De acordo com o comportamento com indice inteiro nao positivo das sequéncias
anteriores, é possivel realizar o corolario abaixo, como sendo a férmula de recorréncia
generalizada de Z-dovan com indice inteiro nao positivo obtida a partir da féormula de

recorréncia generalizada (ver Definigao 8), sendo:

Definicao 11. Formula de recorréncia generalizada de Padovan com indice inteiro nao
positivo da sequéncia, comn >0 en € N:

z—1

Pz(-ny = Prcnizt1) + D Prnin)-
=0
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Com base na construcao das matrizes geradoras validas das sequéncias anteriores,

pode-se generalizar matriz geradora de Z-dovan, denominada de py.

Definicao 12. A matriz geradora de Z-dovan (Generaliza¢io), com n > 2z —2 en € N:

PZ(—n) C. PZ(—n—j+1) . PZ(

0 1 n z—i+1 ' ' z—i+1 ' ' z—i+1
Para oz = |[I] 0 |, tem-se 0y = | > Pyn—iy --- > Prin—ijyiy --- 2

i=1 1=1 1=1
(-1) . . . .

Em que 0 representa o vetor linha de tamanho z — 1, (-1) representa vetor co-

luna de tamanho z—2, e [I] a matriz de bloco dada pela matriz identidade de tamanho z—1.

3.2.5 A Formula de Binet e a Funcao Geradora de Padovan

Abraham de Moivre (1667-1764) conseguiu escrever uma férmula a partir da qual
é possivel determinar qualuger termo de uma sequéncia sem usar a recursividade. Porém
tal investigacdo matemdtica homenageou Jacques Phillipe Marie Binet (1786-1856), sendo
entao chamada de Férmula de Binet. Assim, para uma sequéncia recorrente, é possivel
encontrar um termo desta sem necessitar conhecer os anteriores, sabendo apenas da posicao

do termo na sequéncia.

Para que seja possivel encontrar tal formula, é necessario conhecer o polinémio

caracteristico da sequéncia.

Teorema 12. Para os numeros de Padovan, o polinomio caracteristico é dado por:

?—r—-1=0 (3.1)

Demonstracao. Com base no Teorema de Cayley-Hamilton, tem-se que o polinémio carac-
teristico de Padovan é dado por (GOMES; OLIVEIRA, 2019):

p(\) = det A - Q),

com A€ ZouleC, N\ = e =

oS O >
o > o
> o O
— = O
o o =
o = O

Assim:

pA)=det||-1 X —1][=X-A-1
-1 0 A

—n—z+1)

Pz(—n—i—at1)

PZ(,n,l) S PZ(,n,j) . PZ(,n,Z)
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Entao: p(A) =0, tem-se: \> = A —1=0. Logo: 2> —2 —1=0 O

As suas raizes sao dadas por uma real e duas complexas, sendo elas:

. _3}+} §+31_} 23
N2 "6\ 3 2 6\ 3

1 3 1 1 [23 1 3 1 1 /23
Ty, T3 = (—zi\/_z'> ’ SteVs T <—¢\[z> ’ ——j/gz—0,662359i0,56228i.

2 2 2 6

A dnica raiz real encontrada a partir da Equagao (3.1) é conhecida como nimero
pldstico, em que representa a razdo de convergéncia entre os numeros vizinhos desta
sequéncia (AARTS; FOKKINK; KRUIJTZER, 2001).

Teorema 13. A formula de Binet da SP, ¢ dada por:
Poy = A(x1)" + B(x2)" + C(x3)",

em que n € 7, x1,To € T3 $G0 as raizes da equagdo caracteristica e os coeficientes sdo:

(172 — ].)(ZEg — 1) (IL‘l — 1)(1’3 — ]_) (ZEl — 1)(1‘2 — 1)
($1 - I2)($1 - $3) (Iz - xl)(172 - I3) ($3 - $1)(I3 - $2).

A:

7B: 7C:

Demonstragio. Sabe-se que a relagao de recorréncia da SP é conhecida por P, = P, 5 +

3 _x —1 =0 com raizes

P, 3e Py = P, = P, =1, possuindo equacao caracteristica x
T1, T2, x3. Com isso, Py = A(x1)" + B(z2)" + C(x3)". Para determinar os coeficientes
A, B, C utiliza-se as condi¢bes iniciais Py = P, = P, = 1, e a partir dai, obtém-se o

sistema:

A+B+C =1
A$1+B]I2+Cl’3 = 1
Azt + Bai+ Ozl =1

Resolvendo o sistema, tem-se que:

= —Ty+Tprz —as+1 (g — 1)(z3 — 1)
23 — 119 — 1173 + 273 (11 — T2) (11 — X3)’

B —r1 + 1123 — 23+ 1 _ (x1 —1)(x3—1)
T3 — 11T + 1173 — Tows (w9 — 1) (0 — x3)’

O —T1 + 1120 — 20+ 1 _ (x1 — 1)(z2 — 1)
23+ 11wy — 113 — wox3 (13 — x1) (T3 — T2)

O

Ressalta-se que a férmula de Binet pode ser obtida por meio do método de
BenTaher-Rachidi, estudado nos trabalhos de Si e Spreafico (2020), Taher e Rachidi
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(2016), consistindo em obter os coeficientes de uma determinada equagao, proposta por

BenTaher-Rachidi, sem a necessidade de resolver um sistema linear.

A funcao geradora permite a resolugdo de recorréncias lineares com coeficientes
constantes (KOSHY, 2001; SOYKAN, 2020).Tal procedimento demonstrou como encontrar

os numeros de Fibonacci sem ser necessario calcular todos os niimeros que o precedem.

Teorema 14. Funcio Geradora da SP para os termos positivos (FERREIRA, 2015):

1+z

Prw = .
9P, @) = 753

Demonstracao. Esta é uma série formal em que os seus coeficientes obtém informagcoes
sobre uma sucessao a, com n pertencendo aos numeros naturais, e sendo uma funcao

g(an, x) definida pela série:

(o]
0 1 2
g(an,x) = Z apx" = agx” + a1x + asx” + ...
n=0

Da mesma maneira como ocorre com a SF, em Padovan essa funcao é multiplicada

por 22, 23 nas equacoes abaixo devido a sua relacdo de recorréncia.

Assim, para Padovan, com os seus valores iniciais Py = P, = P, = 1, tem-se que:

g(P(n),x):P0+P1x+P2x2—|—P3:r3—|—P4x4—|—... (32)
x2g(P(n), 1) = Pox® + Pia® + Pya* 4 Pya® + Pua® + ... (3.3)
x3g(P(n), r) = Pox® + Pia* + Pya® 4+ Pya® + Pya” + .. (3.4)

Baseada na Equacgao (3.2-3.3+3.4), tem-se que:

g(P,x)(1 — 2% — 2°) = Py + Pix + (P, — Py)a®

]

A seguir, na Figura 9, é apresentada uma caracterizagdo (HUNTLEY, 1985), notando-
se que ao serem determinados os primeiros coeficientes do desenvolvimento por meio da
divisao direta, forma-se a série de Fibonacci. Dessa forma, utiliza-se esse procedimento

para a série de Padovan e suas extensoes, sendo utilizado o software Maxima .

L Software matemético gratuito de computacio algébrica, permitindo plotagem de gréficos e resolucées
de problemas. Sua licenga é fornecida pela General Public License.
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Figura 9 — Desenvolvimento da Funcao Geradora de Padovan para os termos positivos.

((143)(1-x"2-x"3))
taylor ((1+x)/(—x*3-x"2+1) x,0,70)

x+1
—x3-x2+1
Tax+x2+2 %342 x4 43 x5 445845 T4 7x840x3412 510416 x 1142112408 x 13437 x M 149 x 15465
x 16486 x 174114 x 184151 x 194200 x 204265 x 21 +351 x 2 +465 x 22 +616 x4 +816 x 22 +1081 x 26+ 1432 27+
1897 x 2842513 x 2243329 x 30+ 4410 x3" +5842 x 2 + 7739 x 33 + 10252 x 34 +13581 x5+ 17991 x 36+ 23833 x 37 +
31572 x8+41824 x 3% +55405 x 10 +73396 x 11 + 97229 X2 + 128801 x "3+ 170625 x** +226030 x *° +299426 x 16 +
396655 x 47 +525456 x 48 + 696081 x*? +922111 x 2041221537 x 51+ 1618192 x 52 +2143648 x 53 + 2839729 x 7 +
3761840 x5+ 4983377 x 76 +6601569 x 57 +8745217 x %8+ 11584946 x %9 + 15346786 x 80 +20330163 x 1+
26931732 x 52435676949 x 53+ 47261895 x 54 + 652608681 x 5% +82938844 x 66+ 109870576 x 67 + 145547525 x 68 +

192809420 x 59 +255418101 x 0 +...

Fonte: Elaborado pela autora

De forma semelhante como ocorre para os ntmeros positivos, existe uma funcao
geradora para os nimeros com indice inteiro nao positivo, de tal forma que os expoentes de
x sdo considerados como sendo positivos, porém as suas posi¢oes sao referentes aos termos
com indice inteiro nao positivo da SP. Isso acontece pelo fato de utilizarmos a Série de

Taylor para compor esses elementos, e esta série é iniciada a partir de zero (KNOPP, 1990).

Teorema 15. Func¢dio Geradora da SP, para os termos com indice inteiro nao positivo é

descrita por:
—2?—r—1
9P, v) = —5————

»—r—1"

3

Demonstragio. A fungao g(P-,,z) é multiplicada por z° e z, de acordo com a férmula de

recorréncia (Definigdo 3). Considerando Py = 1, P_; = 0, P_5 = 1, tem-se que:

9(Pi—ny,x) = Py + P_1x + P ox? + P gz + Pyt + ... (3.5)
rg(P_p), x) = Pox + P x4+ P ox®+ P gz + P ya® + ... (3.6)
x?’g(P(_n), x) = Pyx® + P_ja* + P_oa® + P_ga® + P2’ + ... (3.7)

De acordo com a Equagao (3.7-3.643.5), resulta-se em:

g(P_p,z)(2® =2 —1) = —Pyx — P_12* — Py — P_jx — P_y2?

g(P_p,x)(2® —2—1)= -2 —o—1
—r?—x—1

an7 = 3 1

9(Pn, ) = —5———
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Logo abaixo é mostrada na Figura 10 o software Maxima.

Figura 10 — Desenvolvimento da Funcao Geradora de Padovan para ntimeros com indice
inteiro nao positivo.

(= 2==1W("3-x=1))
taylor ((—x*2-x="1)(x"3-x-1)x,0,70)

-xZ-x -1

x3-x -1

1+X2+X5_X6+X?_X9+2X10_2X11+X12+X13_3X14+4X15_3X16+4X18_?x19+?x20_3x21_4x22+

1M x2-14 x4 410 X2 +x 2015 x 27425 x 2024 x 29 +9 x 10416 x 71 -40 x 2 +49 77 -33 x ¥ -7 x ¥ +56 x -89
x37+82 8 -26 x 3963 x40 4145 x 1 - 171 x*2 4108 x ¥ +37 x4 208 x4° +316 x40 279 x 7 + 71 x 8 4245 49 _
524 x %0 4595 x 51350 x92 - 174 x 53+ 769 x® - 1119 x ®® + 945 x 56 _176 x 57 - 943 x %8+ 1888 x *9 2064 x50 + 1121
x814767 x52-2831 x 5343952 x84 —3185 x 55+ 354 x 5613508 x 67 —6783 x 58+ 7137 x50 -3539 x 0.

Fonte: Elaborado pela autora

3.2.6 A Foérmula de Binet e a Funcao Geradora de Tridovan

Levando em consideragao a férmula de recorréncia de Tridovan (ver Defini¢ao 4), o

polindémio caracteristico desta sequéncia é calculado através do teorema abaixo.

Teorema 16. O polinomio caracteristico de Tridovan é (VIEIRA; ALVES, 2019d):

vt -2 —2x—-1=0. (3.8)

Demonstragio. De acordo com o Teorema de Cayley-Hamilton, tem-se que o polinémio
caracteristico de Tridovan é dado por (GOMES; OLIVEIRA, 2019):

p(A) = det(M — Q3),

A0 00 0100
0O XN 0O 1 010
com A€ ZouleC, A\ = e Q3= .
00 X O 1 001
00 0 A 1000
Assim:
A -1 0 O
(\) = det LA Lo PR G |
= e = —_ —_ —_ .
b -1 0 X -1
-1 0 0 A

Entdo: p(\) = 0, tem-se: \* = 2 — X\ —1=0.

Logo: a* — 2?2 —2 —1=0 O
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Em que realizando o calculo para encontrar as raizes de tal polinomio, tem-se:
g2, \/(_1>3+ (29)2
- \54 9 54/
SERENC)
- \54 9 54)

Desta forma, as raizes calculadas sao:

1
ZE1:*+S+P,

3
1‘2:—1,

1 1 V3 .
$3—§—§(S+T>+7(S—T>Z,

1 1 V3

= - — = T) — —(S —T).

T4 3 2(S+ ) 2(5 )i

A partir do polindmio caracteristico descrito, pode-se obter a férmula completa de

Binet para Tridovan.

Teorema 17. Férmula de Binet de Tridovan, com n € Z é descrita por (VIEIRA; ALVES,
2019d):

Psyny = A(z1)" + B(x2)" + C(a3)" + D(24)",

em que n € Z, x1,T2,T3 € Ty SG0 as raizes da equagao caracteristica de Tridovan e os

coeficientes sGo:

I N e
ot +2 ity +2
oxi4as+1l o a1
2w +2 T 22t a2

Demonstracao. De acordo com a recorréncia da sequéncia de Tridovan, conhecida por
P3y = Pyn-2) + Pa(n-3) + P3n—ay € P30) = 1, P31y = 0, P32) = P33y = 1, possuindo
equacdo caracterfstica 2* — 22 — 2 — 1 = 0 com raizes x1, x2, x5, 4. Com isso, P3ny =
A(x)" 4+ B(xo)™ + C(x3)™ + D(x4)". Para determinar os coeficientes A, B, C, D utiliza-se

as condicoes iniciais Py) = 1, P31y = 0, P32y = P33y = 1, obtendo o sistema:

A+B+C+ D =1
Axy + Bxg+Cxs+Dxy =0
Az?+ Bai + Cai + D3 =

Az? 4+ B3+ Czi + Dz} =1
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Resolvendo o sistema, tem-se que:

—Ty4 — Lo — ToX3Ty — T3 + 1

A=
)
T3 — 1473 — 2272 + 311974 — D372 + T1T3T4 — ToT3T4 + T1T2T3
B —T4 — X1 — Tax1T3 — X3+ 1
= 3_ . 2 _ .. .2 — — 2 ,
ThH — TyT5 — T1X5 + T1TaTy — T1T3T4 — THT3 + T4Tox3 + T1T2T3
o Ty + 1+ 2102wy + 79 — 1
)
— T3 + 1 Toxy + 1473 + 1173 + 1973 — 112374 — Tow3T4 — T ToT3
D —X1 —$2—J]1[E2$3—I3+1
T3 — 1177 — 2273 + 317974 — 1372 + T1T3T4 + ToT3T4 — T1T2T3
Utilizando as relagoes x1xox3ry = —1, 1 + 2o + 23+ x4 = 0 € 212223 + T1T224 +

T123%4 + xow3xy = 1, é facil ver que:

I el N v R N |

:2x:1”—|—1—|—x%_2x‘11—|—x1+2’

L wmh ol alias
241+ 2 iy 42
2z —1-2  —(2e3+a3+2) 2ui+a5+2

ot 4+l a4l

208+ 1+ 2 2wf4 g +2

]

A Fungao Geradora de Tridovan para os termos positivos, por sua vez, é obtida da

seguinte maneira:

Teorema 18. Fungio Geradora de Tridovan, Py, para os termos positivos é (VIEIRA;
ALVES, 2019d):

s 1
P. =) P = :
9(P3(ny, ) nz::O 3(n)¥ (1— 22 — 2% — 2%)

Demonstragio. Dada a funcdo g(Psn), ) = Ps) + Ps1)z + P22 + P32 + Pyt +. .

esta é entdo multiplicada por 22, 23, z*, resultando em:

9(Psny, ©) = P30y + Pyyz + Py)a® + Pygya® + Pygya' + ... (3.9)
I'Qg(Pg(n), x) = P3(0)£U2 + Pg,(l)x3 + P3(2)x4 + P3(3)m5 + P3(4)x6 + ... (3.10)
x3g(P3(n), x) = P3(0)$3 + Pg(l)x4 + Pg(g)xB + Pg(g)arﬁ + P3(4)$7 + ... (3.11)
21 g(Psny, ©) = Pyo)a* + Pyya® + Py2)a® + Pygya” + Pyaya® + . .. (3.12)

Manipulando as equagoes da seguinte forma: 3.9 — [3.10+ 3.11 + 3.12|, tem-se
9(Ps(ny, )= [22g(Psny, ) +2°g( Pa(ny, ©) + 2 g(Psny, )], em que Pyg) = 1, Py = 0, Py =
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P33y = 1, obtém-se:

9(Pany, 2)(1 = 2 — 2® — a*) = Pyo) + Pyaya + (Pa) — Pa)) 2
G(Ps(ny, x)(1 — -2 —at) =1

1
(1—a22—2a3—24)

9(Pany, ) =

]

Na Figura 11 pode-se visualizar os coeficientes da funcao geradora de Tridovan

para os termos positivos através do software Maxima.

Figura 11 — Desenvolvimento da Func¢ao Geradora de Tridovan para os termos positivos.

1U(1-x/2-x"3-x"4)
1
—xdox3-x2 19
taylor (1/(—=x"4—x"3-x"2+1), x, 0, 70)
1#x2#x 3 #2x #2 x5 +ax +5xT+8x B A 11X AT x 024 x 1 +36 x 12+ 52 x P A77 5 M #1124

+165x 16 +241 17 +354 x 18518 x 19 +760 x20 #1113 21 #1632 x 22 +2391 x 23 + 3505 x 24 +5136 x 25 + 7528 x 6
+11032 x 27 + 16169 x 28 + 23696 x 2% +34729 x 30 +50897 x 31 + 74594 x 2 + 109322 x 3% + 160220 x ¥ + 234813 x B+
344136 x %6 +504355 x 7 +739169 x 38 + 1083304 x 3% + 1587660 x40 +2326828 x*1 +3410133 x*2 + 4997792 x 43 +
7324621 x* +10734753 x40 + 15732546 x 46 + 23057166 x*7 +33791920 x 48 + 49524465 x4? + 72581632 x50 +
106373551 x 21 +155898017 x 22 +228479648 x 7% +334853200 x % +490751216 x *° +719230865 x 6 + 1054084064
x57+1544835281 x 58 + 2264066145 x 52 +3318150210 x 8 +4862985490 x 51 + 7127051636 x 52 + 10445201845 x 63 +
15308187336 x ™ + 22435238971 x 85 + 32880440817 x 56 + 48188628152 x 57 + 70623867124 x 58 + 103504307940 x5
+151692936093 x "0 +...

Fonte: Elaborado pela autora

Para os termos com indices inteiros nao positivos, a funcao geradora de Tridovan é

obtida através do teorema abaixo.

Teorema 19. Func¢ao Geradora de Tridovan, para indice inteiro nao positivo é:

—r?—x—1
(=22 —2—1)

9(Ps(—n),x) =

Demonstragao. Baseado na funcao g(Ps_n), ) = Ps) + Py—1yx + Py_2@® + Py_gz® +

Py_yz* + ..., pode-se multiplicar por z, z*, z* obtendo:
9(Ps(—ny, ) = P3o) + Py_1yx + Py_gyz” + Py_z)2° + Pg(_4)x4 +... (3.13)
29(Ps(—ny, ) = Psoyr + Pg(_l)l’2 + P3(_2)$3 + Pg(_g)x4 + Pg(_4)x5 + ... (3.14)
:L'Qg(Pg(_n), x) = Pg(o)x2 + Pg(_l)m3 + Pg(_Q)x4 + P3(_3)x5 + Pg(_4)x6 +... (3.15)
:E4g(P3(,n), x) = Pg(o)x4 + Pg(,l)fr’ + Pg(,Q)xG + Pg(,g):zc7 + Pg(,4)x8 + ... (3.16)
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Assim, realizando 3.16 — [3.15+4 3.14 + 3.13], tem-se que 2*g( Ps(_p), ) —[22g(Ps(_n), )+
2g(Ps(—pny, ) + g(P3(_pn), x)] € com Py =1, Py_1) = P3_2) = P3_3) = 0, obtém-se:

9(Ps(—n), r)(at =2’ —x—1) = — P59 (2 + ) - P3(71)($3 +2%) — (P3(—2)£B3)

2 r—1

—xt—r—1

g(PS(—n)wx) = (JJ4 N 1)

g(Pyny2)(a* —a® —x 1) = —a

]

De acordo com a Figura 12 é possivel visualizar os coeficientes da fungao geradora

de Tridovan utilizando o mesmo software.

Figura 12 — Desenvolvimento da Fung¢do Geradora de Tridovan para indice inteiro nao
positivo.

((—=xA2=x—=1)/(xM—x"2-%x-1)):
taylor ((—x"2—x—1)/(x—-x"2-x-1)x,0,70);

—x2-x -1

x*-x?-x-1

1rxd xS txT oo x9 1010y M 3512 15314415 4518 gy 1T 118 4319 18420 113
x2120x22 6 x23 34 x2% 15 x25 30 x 26 £ 48 x 2T +25 %2888 x 2% 124 %30 L1123 —111xF2 g9 x B~
224 x34-23 x35-312 x30 £246 x 37 £290 x 8 559 x 3¢ —43 x40+ 848 x*1 —515 x 42 -892 x ** 1364 x ** £ 376
x49-2255 x40 1987 x 47 £2632 x 48 ~3243 x 49— 1644 x 0 5874 x 1 ~1598 x 92 - 7519 x 53 £ 7473 x 5* 5920 x 55
-14991 x %6 £ 1552 x 7 £20912 x 38 — 16544 x99 — 19350 x 80 37455 x O £ 2816 x 52 -56815 x 02 + 34640 x4 +
59630 x 99 91454 x5 _24991 x 67 151085 x %8 - 66464 x99 - 176075 x 0~ ..

Fonte: Elaborado pela autora

3.2.7 A Formula de Binet e a Funcao Geradora de Tetradovan

Para os ntimeros da sequéncia de Tetradovan, dado pela relagao de recorréncia
estudada anteriormente (ver Definigao 6), pode-se perceber que é possivel calcular o seu

polinomio caracteristico através do teorema descrito abaixo.
Teorema 20. O polindmio caracteristico de Tetradovan (VIEIRA; ALVES, 2019d):

2’ -2~ —x—-1=0. (3.17)

Demonstragcio. Fundamentado no Teorema de Cayley-Hamilton, tem-se que o polindémio
caracteristico de Tetradovan é dado por (GOMES; OLIVEIRA, 2019):

p(A) = det(AN — Q4),



3.2. Generalizagoes da Sequéncia de Padovan 85

A0 0 0 0 01000
0 N0 O O 10100
comAeZoudeC,AI=10 0 A 0 0leQ@y=1|1 00 1 0
000 XNO 10001
00 0 0 A 100 0 0
Assim:
(A =1 0 0 0]
~1 A -1
p(A)=det||-1 0 X -1 R D D D N
1 0 0 X -1
-1 .0 0 0 \]|

Entdo: p(A\) =0, tem-se: A\> — A3 — X 2 — X\ —1=0.

Logo: 2® —a® — 2> —x —1=0 O]

Para encontrar as raizes deste polinomio, é importante lembrar que nao existem

formulas algébricas para a resolucao de equagoes polinomiais a partir do quinto grau.

Existem muitos meios para obter as raizes de uma equagao matematica, dependendo
do seu grau, onde para polinomios do 2° grau conhecemos o método de Bhaskara. Para
polinémios do 3° grau, existe o método de Cardano, porém para graus superiores a quarta
ordem, Abel provou que nao é possivel resolver equacoes por meio de radicais e combinagoes
dos coeficientes (CLAUDIO; MARINS, 2000). Com isso, utilizam-se métodos numéricos e
recursos computacionais para que seja possivel obter as raizes dessas equacoes de grau
superior a quatro. Diante isso, uma andlise das raizes reais dos polinémios caracteristico
das sequéncias estudadas até entdo (Padovan, Tridovan e Tetradovan), sdo discutidas
através do método de Newton, utilizando o fractal e a ferramenta computacional Google
Colab para verificagdo com base no trabalho de Vieira, Alves e Catarino (2019a) (ver
Apéndice F).

Teorema 21. A férmula de Binet para Tetradovan é dada por (VIEIRA; ALVES, 2019d):

Pyny = A(21)" + B(22)" + C(x3)" + D(24)" + E(x5)",

em que n € 7, x1,%a,T3,Ty € Ty SG0 as raizes da equagdo caracteristica de Tetradovan,

onde para realizar o cdlculo dessas raizes, utiliza-se recursos computacionais (BERGLUND,
2011).
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Os wvalores dos coeficientes sao:

B 3+ a2t +r -1
C2 (- 1) — 2wy — 2+ 1) = 1
B T34 a3+ 19 — 1
2l ad(a3 —1) —a3(wy — a3+ 1) — 1
B rh+xi+ a3 — 1
2yt ad(ad — 1) —ad(as — a3+ 1) - 17
B T3+ 2ty —1
2y ad(ad — 1) —ad(ay — i+ 1) -1
B w3422+ a5 —1
2Rt ad(a?—1) —aB(ws — 2P+ 1) -1

Demonstragio. Através da recorréncia da sequéncia de Tetradovan, conhecida por Py, =
Pyn—2y + Pan—3) + Pagn-a) + Pan—s) € Paoy = 1; Paqy = 0; Pyoy = Pyz)y = 1; Pyay = 2,
possuindo equacao caracteristica z° — 2® — 22 — x — 1 = 0 com raizes x1, 2, T3, T4, T5.
Com isso, Pyny = Pym) = A(x1)" + B(x2)" + C(x3)" + D(x4)" + E(x5)". Para determinar
os coeficientes A, B, C, D, E utiliza-se as condicoes iniciais Py = 1; Pyqy = 0; Pyoy =

Py3) = 1; Pyu) = 2, obtendo o sistema:

A+B+C+D+FE =1
Az + Bro + Cxs+ Dxy+ Fxs =0
Azt + Bai+ Cai+ Dxi + Ex? =1
Ax3 + Br3+ Cad + Dad + Exd =1
Azt + Bxy+ Cxs + Dxj + Exd =2

Resolvendo o sistema e através das relagoes 1 +xo+ 23+ x4+ 25 =0, x1209 + 1123+

T1T4 + T1T5 + ToX3 + Loy + ToXs + T304 + 325 + T4T5 = —1, L1293 + L1 X224 + T12374 +
ToT3Ly + T1Toks + T1T3T5 + T1T4T5 + ToX3Ts + ToXyTs + X324T5 = 1 € T1Tox3x425 = —1,
tem-se que:

A— ToX3X4x5 + Toky + Loy + XoXs — To + 3Ty + X3T5 — T3 + T4Ts — X4 — T + 2

22 (x93 + TaTy + ToXs + T3y + T3T5 + T4T5) — T1(ToTaT5 + TIT4T5 + T2T3T4 + TaT3X5) + T2T3T4T5 + 277
_%14_951-1—:5%—1-1 _ 3 +a?4+r -1
af(@f —1) —ay(zy —2f +1) — =+ 201 228 +2f(2] 1) —2f(zr —2f + 1) - 1

—T1X3T4T5 — T1X3 — L1X4 — T1T5 + L1 — T3T4 — T3T5 + T3 — T4Ts5 + Tg + Ty — 2

B =
—JC%(CE1$3 + 2124 + 2125 + T3xg + T3T5 + T4x5) + X2 (X123T4 + T1XT3X5 + T1T4Ts + T3T4T5) — T1T3T4T5 — 233‘21
B o — @y — a5 —1 - —r3 — w3 —my+ 1
—a3(23 = 1) +wa(we — 2§ +1) + o> — 225 223 —a3(23 — 1) +23(z2 — 23 + 1) +1
—(a3 + a3 + a2 — 1) B T3+ a3 +ae—1

—(223+23(x2 —1) —a3(ze — a3 +1)—1) 225+ a3(23 —1) —23(xe — 23 +1) -1’
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O = T1X2X4X5 + T1X2 + T1T4 + X125 — X1 + ToTy + XoXs — To + 4Ty — X4 — T + 2
23 (1129 + ToTs + ToTy + T4T5 + T1T5 + T104) — T3(X1T2T4 + T1T2T5 + T1T4T5 + T2X4T5) + T1T2T4T5 + 275
_ — taz i+l _ 3+ a3+ a3 —1
23(x3 — 1) —xsg(ws — a3 +1) — i +2x%  2af+a3(ad—1) —ad(xz—ad+1) -1
D— —X1ToT3T5 — T1XL9 — T1X3 — T1T5 + T1 — Tol3 — ToXs + Lo — T3x5 + X3 + x5 — 2
—23(xox5 + T3T5 + T1T5 + TaTz + 123 + T1T2) + wa(Ty — 25 + 1) — T1T2X3T5 — 227
B = —ay—a -1 B —zi -2t —wys+1
—ai(e] — 1) faa(rg —af +1) + & —20f 22§ —2f(2] - 1) +2f(za —2f+ 1) +1
B —(z3+ 23 +24—1) B 3+t +ay—1
T A - D - R - A D=1 @ - 1) - B - d ) -1
E— T1ToT3%4 + X122 + X123 + T1T4 — T1 + ToX3 + ToXg — To + X3Ty — T3 — Ty + 2
—x5(ac2x3m4 + 21223 + T1XT2T4 + x1m3x4) + $§($3$4 + ToXy + Xox3 + 124 + X123 + I1$2) + T1Tox3T4 + 236‘51
_ — a3+ 14 _ w3+ a2t +as—1
w323 —1) —as(vs —ad +1) — -+ 223 223 +23(25 —1) —2f(as —2d+1) -1
O
A Funcao Geradora de Tetradovan dos termos positivos, dar-se-a pelo seguinte
modo:

Teorema 22. Fung¢io Geradora de Tetradovan, Pyq), para os termos positivos € (VIEIRA;
ALVES, 2019d):

1
(1—2%—23— 2t — 25

9(Pany, ) = Y Py =
n=0

Demonstracao. Com base na funcao:

g(P4(n)7 l‘) = P4(0) + P4(1)$ + P4(2)«752 + P4(3)SL’3 + P4(4):E4 + ...,

2

pode-se multiplicar por z?, 23, 2*, 2°, obtendo:

9(Pany, ) = Pyo) + Pyyx + P4(2)5L’2 + P4(3)x3 + P4(4)3:4 + ... (3.18)
IQQ(P4(n), x) = P4(0)x2 + P4(1)J;3 + P4(2)x4 + P4(3)x5 + P4(4)x6 +... (3.19)
m3g(P4(n), x) = P4(0)x3 + P4(1)x4 + P4(2):v5 + P4(3)x6 + P4(4)x7 + (3.20)
m4g(P4(n), x) = P4(0)x4 + P4(1)x5 + P4(2)x6 + P4(3)a77 + P4(4)x8 + (3.21)
2°g(Pyny, @) = Pyoy® + Pyya® + Py’ + Pyya® + Pyaya® + (3.22)

Manipulando as equagoes da seguinte forma:
3.18 — [3.19 + 3.20 + 3.21 + 3.22], tem-se g(Pyn), x) — [229(Piwn), ) + 2°g(Pany, ) +
2 g(Pyny, @) + 2°g(Pygny, @)] € com Pyoy = 1, Pyay = 0, Py2) = Pys) = 1, é possivel calcular

a seguinte equacao:

9(Pyny, 2)(1 — 2% — 2 — ) = Pyo) + Py + (Pa) — P02

9(Piny, )(1 — 2t — =t — x5) =1
1

(1 —a?— a3 — 2t —29)

9(Pany, )
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Para que haja um melhor entendimento, na Figura 13 sao mostrados os coeficientes
dos nimeros de Tetradovan (de indices positivos), através da divisdao direta, utilizando o

software Maxima.

Figura 13 — Desenvolvimento da Fungao Geradora de Tetradovan para os termos positivos.

(1 —x"2-x"3-x 4 —x"5)
taylor (1/(=x"5—x"4—x"3-x"2+1) x, 0, 70)

1

R v RV
14x2+x3+2x4 73 %+ x 8 +T 5T #1058 #16 X7 #2450 37 x V1 +57 x 2 87 x ¥ + 134 x M+ 205

197315 x 104483 x 17 #741 x 18 #1137 x 17 #1744 x 20+ 2676 x?' +4105 x 22 #6298 x 7 #9662 x 2 + 14823 x 2 +
22741 x %8 34888 x 27 +53524 x 2 +82114 x 2 +125076 x 20 +193267 x 7' + 296502 x 2 + 454881 x ¥ +697859 x ¥ +
1070626 x 3% + 1642509 x %6 2519868 x 7 +3865875 x 38 +5030862 x ¥ +9008878 x 0 13959114 x*1 +21415483

42 32854729 x*3 +50404337 x ' + 77328204 x*® + 118633663 x '€ + 182002753 x 17 +279220933 x & + 428368957

49+ 557185553 x 20 + 1008226306 x °1 + 1546778196 x 2 +2373001749 x 53 + 3640559012 x ™ + 5585191804 x 55 +
8568565263 x 26 + 13145530761 x > +20167317828 x 78 + 30039846840 x 72 + 47466605656 x 50 +72821260692 x &1 +
111719301085 x 52 + 171395031016 x 57 +262047014273 x 5 - 403402198449 x® + 618882607066 x 56 +

949463544823 x 57 + 1456626850804 x 58 +2234695364611 x 59 + 3428375201142 x 0 +...

Fonte: Elaborado pela autora

Para indice inteiro nao positivo, a Fun¢ao Geradora de Tetradovan, é obtida através

do teorema abaixo.

Teorema 23. Func¢dio Geradora de Tetradovan para os termos negativos é dada por:

—xd = —x—1

(x> —a® — a2 —x—1)

g(P4(—n)7 ZE) =

Demonstra¢io. Multiplicando a fungao g(Py—n), ) = Pio)+ Py—nz+ P4(_2)J:2 + P4(_3)x3 +

Py_gpaz* + ... por 2*, 2%, x, tem-se que:

9(Py(—ny, x) = Pyo) + Py—1yx + Py x + Py 3)x + Py 4)56 +. (3.23)
2g(Py—p), ) = Pyoyxr + Py )x + P4(_2)x + P4(_3)m + P4(_4)x +... (3.24)
x2g(P4( ), ) = Puo ZL’ + Py )x3 + P4(_2)x4 + P4(_3)x5 + P4(_4)x6 +... (3.25)
xgg(P4( n)> ) = Pyo :13 + Py - )x4 + P4(,2)x5 + P4(,3)a:6 + P4(,4):E7 + ... (3.26)
:v5g(P4( > T) = Puo 3: + Py )1‘6 + P4(,2):r7 + P4(,3)x8 + P4(,4)x9 +... (3.27)

Assim, é possivel obter a seguinte relacao 3.27 — [3.26 + 3.25 + 3.24 + 3.23],
resultando em x°g(Py_n), ©) — [23g(Py(—n), ) +2°g(Pa(—n), T) + £G(Pa(—n), ) + g(Ps—n), )],

e com os valores Py) = 1, Py_1) = Py—2) = Py—3) = Py—4) = 0, tem-se:
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9(Pycny2)(2® —2® —2? =2 — 1) = =Py (2® + 2° + v + 1) — Py (a* + 2° + 2° + 1)

— P4(_2) (ZL‘4 + 1’3 + IL‘2) - P4(_3) (ZL‘4 + .173) — P4(_4).T4

5 3 2

-2’ —r—1)=-2 -2 —2-1

—rd -2 -z -1

(25 —a3 —a2—2x—1)

g(P4(fn)a ZL‘) (I’

g(P4(,n), x) =

]

Na Figura 14 sao mostrados os termos da sequéncia de Tetradovan (indice inteiro

nao positivo da sequéncia) com a utilizagdo do software Maxima.

Figura 14 — Desenvolvimento da Func¢ao Geradora de Tetradovan para indice inteiro nao
positivo.

(=xA3—x"2—x—1)/(XM5—x¥A3—x"2-x—1);
taylor ((—x"3—x"2-x—1)/(x"5-x"3-x"2-x-1),x,0,70);

~x3-x2-x -1

xF-x3-x?-x-1

1x9oxBx oo M ey 12y 13y Mg 10 18 g 1T 1835195420 15421 15522
6x23-9x2% 14 x5 17 x2 62721 x2B £x29 £30x30 7 %31 —44 x32 14 533 152 x ¥ £36 x5 67 x 0 -
65 x37 +82 x38 £102 x39-83 x40 - 168 x*1 +84 x 42 £249 x 363 x4 353 x ¥0 - x40 501 x 47 £102 x*® 665
x*9-291 x50 1853 x 21 604 x52-1064 x 2 - 1058 x 9% 1227 x5 £ 1748 x50 1313 x 77 —2726 x 58 1233 x99 +
4033 x%0 792 x61 —5787 x 92— 180 x 5% 7992 x84 2008 x 5% 10612 x % ~5175 x87 13599 x 58 10180 x 59 -
16596 x 70+ .

Fonte: Elaborado pela autora

3.2.8 A Formula de Binet e a Funcao Geradora de Z-dovan

O polindémio caracteristico da sequéncia de Z-dovan pode ser calculado de forma
semelhante como foi realizado nas Equagoes (3.8 e 3.17). E importante notar a existéncia

de um salto nestas equacoes, validando a féormula de recorréncia destas sequéncias.

Definig¢ao 13. Polinémio caracteristico de Z-dovan (Generalizagio), em que z é a ordem

da sequéncia estendida, tem-se:

Py = g = g2 4 g3 gl glee)

De acordo com os resultados apresentados para a formula de Binet das sequéncias
vistas nas subsegoes anteriores, pode-se chegar a seguinte conclusao referente a sequéncia

de Z-dovan.
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Definicao 14. A formula de Binet de Z-dovan é dada por:
F(n)=A(z1)" + B(z)" + C(x3)" + ... Z(x,)",

em quen € Z, A,B,C,...,Z sao os coeficientes da fungdo, e x1,T9,x3,...,%, SGO aS

raizes do polinomio caracteristico da sequéncia.

Os coeficientes deverao ser calculados de acordo com a ordem da extensao da
sequéncia. Assim, para pentadovan existirao 6 coeficientes, hexadovan 7, heptadovan 8, e

assim por diante. A quantidade de raizes se dara de forma semelhante.

Para a sequéncia de Z-dovan seus termos também podem ser obtidos a partir de
uma func¢ao geradora. Baseado nos célculos das sequéncias anteriores, pode-se obter esta

fungdo de maneira semelhante (indice inteiro nao positivo da sequéncia).

Definicao 15. A Funcao geradora de Z-dovan para os termos positivos da sequéncia é

descrita por:
1

=
1-— Za:”
i=2

em que z representa a ordem da sequéncia que ird variar de 3 até z.

9(Pzm), ) =

Definicao 16. A Funcao geradora de Z-dovan para indice inteiro nao positivo da sequéncia

z—2 ]
(&)
1=0

z—2 )
) = o
=0

sendo z representado pela ordem da sequéncia que ird variar de 3 até z.

é:

g(PZ(—n)7 QZ) =

)

Portanto, pode-se notar que a SP é um caso particular da sequéncia de Z-dovan,
apresentando assim a sua sequéncia com os seus respectivos valores iniciais iguais a
Py=1,P =0,P,=1. Assim, é possivel utilizar a forma generalizada para obter as suas

fungdes geradoras (ntimeros positivos e negativos).

Nesta secao foram estudadas as sequéncias estendidas dos nimeros de Padovan. De
acordo com os principais resultados desta pequisa, tem-se que os termos dessas sequéncias
podem ser calculados elevando a n-ésima poténcia as suas respectivas matrizes (), inclusive

para a sequéncia generalizada.

Contudo, foi abordada além da construcao da matriz geradora @), a férmula de
Binet e a funcao geradora para os termos de Padovan e as suas extensoes, meios pelos

quais é possivel obter os termos da sequéncia de modo nao recursivo.
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3.3 Relacoes Matriciais

Nesta se¢ao serao discutidas algumas relagoes matriciais da SP, oriundas da se¢ao
anterior. Contudo, foram realizados estudos com base em trabalhos de Sokhuma (2013a) e
Cerda-Morales (2017) a fim de obtermos propriedades matriciais inerentes as extensoes

desta sequéncia.

Propriedade 3. Para qualquer inteiro m,n tal que 3 < m <n e m,n € N, tem-se a

sequinte propriedade para a SP:

Pnerfl =Py Pro+ Py oPp1 + Pn73pmf3-

Demonstracao. De acordo com o Teorema 5, sao dadas as matrizes:

010 Pn—Q Pn—S Pn—4
Para@= 1|1 0 1|,temse@" = |P,.y, P,.» P,_3|,paratodon > 5.
1 00 n—3 Pnf4 Pnf5
Qn—f—m — Qan

Pn+m72 Pn+mf3 Pn+mf4 Pnf2 Pn73 Pnf4 Pm72 me?; Pm74
Pn+m71 Pn+mf2 Pn+m73 = Pnfl Pnf2 Pn73 mel Pm72 Pm73
Pn+m—3 Pn+m—4 Pn+m—5 Pn—3 Pn—4 Pn—5 Pm—3 Pm—4 Pm—5

Obtendo o elemento da segunda linha e primeira coluna, é facil ver que:

Pnerfl = Pn71Pm72 + Pnf2Pm71 + Pn73pmf3'
Para m = 3, tem-se que:
Poio =P, 1P+ P, 2P+ P, 3P

De acordo com os valores iniciais Py = P, = P, = 1 e com a relacao de recorréncia

P, = P, 5+ P,_3, pode-se chegar a relacao de recorréncia:

Pn+2:Pn—1+Pn—2+Pn—3
:Pn+Pn—l-

Propriedade 4. A relacao matricial dos nimeros de Tridovan, é dada por:
Psnim) = Pao)Psom) + Psgn—1)Psma1) + Pan—2)(Ps(m-1) + P3m—2)) + Ps(n—3)Ps(m-1), para
qualquer inteiro m,n tal que 2 < m <n em,n € N,
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Demonstragio. Dadas as matrizes, em que (Q3(7,j) representa os termos da matriz Qs,

onde i é a linha e j a coluna, tem-se:

0100 Q3(171) Q3<172) Q3<173) Q3(174)

b 1010 @Q3(2,1) Q3(2,2) Qs(2,3) Q3(2,4)
ara (s = , tem-se

1 0 01 Q?)(S? 1) Q3(37 2) Q3(37 3) Q3(37 4)

1 000 Q3(47 1) Q3(47 2) Q3<47 3) Q3 (47 4)

Para todo n > 1, como mostradas anteriormente no Teorema 8 e, sendo os seus

termos apresentados em cada linha abaixo:

@3(1,1) = Py,
Q3(1,2) = Ps(1),
Q3(1,3) = Psn—2),
Q3(1,4) = Ps(n—3),
Q3(2,1) = Psu-1) + Pan—2) + Pan-s),
Q3(2,2) = Py(n—2) + Pypn—3) + P3n—a),
Q3(2,3) = P3n_3) + Piyn_a) + Psn_s),
Q3(2,4) = Pyn—1) + P3n—s) + Psn_g),
Q3(3,1) = Pyn—1) + Pypn—2),
Q3(3,2) = Py(n—2) + P3n—3),
Q3(3,3) = Pyn—3) + Psn—a),
Q3(3,4) = Ps3(n_gy + Pan_s),
Q3(4,1) = P31y,
Q3(4,2) = P32,
Q3(4,3) = Ps(n3),
Qs3(4,4) = P3(n_4).
Utilizando:

= QMY
E possivel encontrar o termo (Q3(1,1), e chegar facilmente a conclusao que:

Psnym) = P3a) Psm) + Psn—1)(P3(m—1) + Ps(m-2) + P3(m—3))
+ Ps(n—2)(Psim—1) + P3m—2)) + P3(n—3)Ps(m-1)
= Ps(n) P3(m) + Pan—1)Psim+1) + Pstn—2)(P3m—1) + P3m—2)) + P3n—3)P3(m—1)-

Supondo m = 2, tem-se que:

Pty = Py Pa2) + Psn—1)P33) + Pan—2)(P3a) + P30)) + Psn—3)P31)-
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De acordo com os valores iniciais P3) = 1, P31) = 0, P32y = P33y = 1, pode-se

chegar a relagao de recorréncia de Tridovan:
Ps(y19) = Pan) + P31y + P3(n—2).
O

Propriedade 5. Para qualquer inteiro m,n tal que 2 < m < n e m,n € N, existe a

relacdo matricial da sequéncia de Tetradovan:

Pitnim) = Pig) Pagm) + Patn—1)(Paim—1) + Pam—2) + Pam—3) + Pitm—4))
+ Pytn—2)(Pam—1) + Pagm—2) + Pim—3)) + Pign—3)(Pim-1) + Paim—2))
+ Pytn—a)Patm—1).

Demonstracio. Observando o Teorema 10, onde apresentam as matrizes, para n > 8, em

que Q4(7, j) representam os termos da matriz ()4, onde i representa a linha e j a coluna,

tem-se:
01000 Q4(1,1) Q4(1,2) Q4(1,3) Qu(1,4) Q4(1,5)
1 0100 Q4(2,1) Q4(2,2) Qa(2,3) Qa(2,4) Qa(2,5)
Para Qs = (1 0 0 1 0f,tem-se Q) = |Q4(3,1) Qu4(3,2) Q4(3,3) Q4(3,4) Q4(3,5)
10001 Q4(4,1) Qu(4,2) Qu(4,3) Qu(4,4) Qu(4,5)
100 0 0 (@a(5,1) Qu(5,2) Qu(5,3) Qa(5:4) Qu(5,5)

Q4(1,1) = Pyn—2) + Pygn—3) + Pin—1) + Pin—s) = Pin),
Q4(1,2) = Pyn-1),

Q4(1,3) = Pyn—2),

Q4(1,4) = Pyn-3),

Q4(1,5) = Pyn—a),

Q4(2,1) = Pyn—1) + Pin—2) + Pin—3) + Pin—a,
Q4(2,2) = Pyn—2) + Pin-3) + Pin—a) + Pin—s),
Q4(2,3) = Pyn—3) + Pan—1) + Pign—s) + Pin—s),
Q4(2,4) = Pytn—a) + Pyn—s) + Patn—e) + Pan—1),
Q4(2,5) = Pan—s) + Pagn—o) + Pan—1) + Pan-s),
Q4(3,1) = Pyn—1) + Pin—2) + Pin-3),

Q4(3,2) = Pyn—2) + Pin-3) + Pin—a),

Q4(3,3) = Pyn—3) + Pin-1) + Pan—s),

Q4(3,4) = Pyn—1y + Pin—s) + Pin—e),

Q4(3,5) = Pyn—s) + Pitn—6) + Pin—1),

Q4(4,1) = Pyn—1) + Pin-2),




Capitulo 3. ESTUDO DO CAMPO EPISTEMICO-MATEMATICO: A GENERALIZACAO E

94 COMPLEXIFICACAO DA SEQUENCIA DE PADOVAN
Q4(4,2) = Pyn—2) + Pin—3),

Q4(4,3) = Pyn—3) + Piymn—a),

Q4(4,4) = Pyn—1y + Pyn—s),

Q4(4,5) = Pyn—s) + Pin—¢),

Q4(5,1) = Pyn-1),

Q4(5,2) = Pyn—2),

Q4(5,3) = Pyn-3),

Q4(5,4) = Pyn—ay,

Q4(5,5) = Pyn_s)-

= Qi
E possivel encontrar o termo (Q4(1,1), concluindo que:

Pynm) = Pam) Pagm) + Pagn—1)(Pagm—1) + Pagn-2) + Pam-3) + Pagm-a))
+ Pagn-2)(Pagm-1) + Pagn-2) + Pan-3)) + Pagn—3)(Pagm-1) + Pagn-2)) + Pan—)Pagn-1)
= Pan) Pam) + Pagn—1)Pam+1) + Pan—2)(Pam-1) + Pam—2) + Pan-3))
+ Pyn-3)(Pam-1) + Pam—2)) + Pan—1) Paim—1)-

Logo, para m = 2, tem-se que:

Pytnsm) = Pam)Pa2) + Pan—1)Pa) + Pagn—2)(Pary + Pao) + Pa—1))
+ Pyn—3)(Ps1y + Pao)) + Pan—a)Paqr)-

De acordo com os valores iniciais Py_1) = 0, Py) = 1, Py1) = 0, Py2) = Py3) = 1,

obtém-se a relagao de recorréncia de Tetradovan:
Piny2) = Pamn) + Pin—1) + Pan—2) + Pan-3)-
O]

Propriedade 6. Para a generalizagio da SP (Z-dovan), tem-se a sequinte relagio matri-

cial, comm,n €N e2<m < n:

z—i+1
Printm) = P2y Preny + -+ Panjin)( D Pam-i) + -+ + Pain-z11)Pam-1).
i=1

Demonstracao. De acordo com as matrizes estudadas na subsecao 3.2.4, tem-se que, para
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n>=2z—2:
Pz . Pzn—j11) . Pzn—z41)
0 [I] . 2—it+1 2—it+1 2—it1
Para QZ = 10 tem-se QZ = ; PZ(n—i) C ; PZ(n—i—j—i—l) N ; PZ(n—i—z-‘rl)
PZ(n—l) c. PZ(n—j) . PZ(n—z)
Assim para Q% = Q2Q7%, é possivel obter a generalizagao da relagio matricial

da sequéncia Py, calculando o termo @)z(1,1). Dessa forma, tem-se que esse termo ¢é

representado pela seguinte férmula:

z—i+1
Pznim) = Pzi)Pzim) + - - - + Pzin—j+1) ( > PZ(m—i)) + .o+ Pzin—z1) Pzim—1),
i=1

em que 7 a linha, j a coluna, z a ordem da SP (Generalizagdo) e Z = z — 1. Sendo ainda 1
¢é o vetor coluna e 0 é o vetor linha, ambos de tamanho z — 1, I a matriz de bloco dada
pela matriz identidade de tamanho z — 1, em que z representa a ordem da sequéncia. Vale
salientar que as linhas e colunas variam de 2 até a ordem da sequéncia, e que a SP é um
caso particular desse processo de generalizacao, visto que a sequéncia possuira os seus

termos iniciais como sendo Py =1, P, =0, P, = 1. O

3.4 Sequéncia (51,525..0y5(:—1))-Z-dovan

Esta secdo apresenta novas extensoes da sequéncia (s, t)-Padovan e a generalizacao
deste modelo matricial. A sequéncia (s1, $3)-Padovan é uma forma de visualizagao alterna-
tiva da sequéncia (s,t)-Padovan (CERDA-MORALES, 2017; DISKAYA; MENKEN, 2019). E
também apresentada a sequéncia (s1, S2, s3)-Tridovan como passo até alcangar a generali-
zagao deste processo investigativo matematico fundamentado no trabalho de Vieira, Alves
e Catarino (2019c).

3.4.1 A Sequéncia (s, s, ..., 5(._1))-Z-dovan

Uma sequéncia (1, s2)-Padovan foi definida, primordialmente, por Cerda-Morales
(2017) baseado em trabalhos de Civciv e Turkmen (2008) e Gulec e Taskara (2012),
onde esta representa uma maneira de desenvolvermos uma matriz geradora da SP com a

generalizagdo dos coeficientes existentes na formula de recorréncia da sequéncia.

Os termos sy, 2, . . ., 5(.—1) variam de acordo com a extensao e a ordem da sequéncia,
no caso dos numeros de Padovan, havera apenas o s; e 0 so. Entretanto a generalizacao da
SP, Z-dovan, terdo Z = z—1 termos, dependendo da ordem da sequéncia ((s1, Sz, . . ., S(—1))-
Z-dovan). Nesta segdo serao definidas, de modo primordial, as sequéncias matriciais

(81,52,...,5-1)) de Padovan, suas extensoes, bem como a sua generalizacao.
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Vale destacar que Cerda-Morales (2017) definiu esta sequéncia com os valores iniciais
diferentes em relagdo aos valores padroes da SP, entretanto, neste presente trabalho, serao

utilizados os mesmos valores definidos por Padovan ao criar a sequéncia.

Defini¢ao 17. Para s1, 82 € Z, a sequéncia (s1, $2)-Padovan, representada por P, (s, s2)

comn >0 en €N, € definida pela formula de recorréncia:

Pint3)(s1,50) = S1Pn+1)(s1,52) T 52P(n) (51,52)-

Com os valores iniciais: Po)(s;,s0) = 1, P1)(s1,52) = 1 € P2)(s1,50) = 1. Para efeito de

notagao, serd utilizado F(n)(s,,s5) = Bn-

Teorema 24. A matriz geradora da sequéncia (s1,$2)-Padovan, paran > 1 en € N, é

dada por:
0o 1 0]
,U3Q?31752):[1 1 1:| S1 0 1 - Bn+2 Bn+1 Bn .
S9 O 0

Em que v3 representa o vetor linha, contendo os valores iniciais da SP.

Demonstracao. Para n = 1, tem-se:

010
v3Q}81152):[1 1 1] s 01
S9 0 0
:[31—}-52 1 1}:[33 By By].

Logo, o teorema ¢é valido para este valor inicial.

Supondo que para qualquer n = k, k € N valha, entao:

k
0 10
vsQfu oy =1 1 1|51 0 1
So 0 0

= [Bk+2 Bit1 Bk}-
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Assim, paran =k + 1:

k+1 k
IU3Q(5J:752) - U3Q(51782)Q(51,82)

k
0 1 0 (O

10
=11 1]|ss 0 1| |51 01
So 00 S92 0 0
0 0
= |Brv2 Bis Bk] 51 1
S9 0
= _SlBk+1+SQBk; Biio Bk+1}
= _Bk+3 Bk+2 Bk+1]-
Concluindo assim a demonstragao pelo principio da inducao finita. O

A sequéncia (s1, s9, s3)-Tridovan de quarta ordem ocorre por meio de uma combi-
nacao linear de quatro termos, apresentando o primeiro coeficiente, da respectiva formula
de recorréncia, com valor zero. Introduzido primordialmente neste trabalho e com suporte
em Cerda-Morales (2017), Vieira, Alves e Catarino (2019¢c), é entao definida de acordo

com a conjectura apresentada abaixo.

Definigao 18. Para sy, $2,53 € Z, a sequéncia (s1, S2, s3)-Tridovan, representada por
Tiny(51,52,83) comn >0 en €N, tem a sequinte formula de recorréncia (VIEIRA; ALVES;
CATARINO, 2019c):

T(n+3)(s1,52,53) - SIT(n+1)(51732,83) + SQT(’II)(ShSQ,Sg,) + 83T(TL—1)(81,82,83)‘

Com os seguintes valores iniciais: T(O)(Shswg) =1, T(l)(sl,”’sg) =0, T(Q)(Sl,smg) =1

e T(3)(s1,52,53) = S2 + 83 cOM T{(1)(s,,50,55) = L(n)-

Teorema 25. A matriz geradora da sequéncia (s1, S, s3)-Tridovan, representada por
(n)

(s1,89,55) POTA T = 1 en €N, é expressa por:

0 1 00
(n) o s1 01 0 B
v4F(sl,sz,33)_ [1 0 1 1} s 0 0 1 _[TnJrQ Tn+1 T, Tnfl]-
s3 00 0

Em que vg é o vetor linha contendo os valores iniciais da sequéncia de Tridovan.
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Demonstracao. Provando que para n = 1, a igualdade é veradeira, tem-se:

0 100
(1) S1 010
[’ =11 011
ol = | } s 0 0 1
s3 00 0
:[82+83 10 1}
== [Tg T2 T1 T0:|
Supondo que seja valido para qualquer n =k, k € N:
k
0 100
(k) S1 010
v =1 011
iolonsn = | | s 0 0 1
s3 00 0
= {Tk+2 Tppr Ty Tk—J-
Logo, verificando que vale também para n =k + 1:
k+1 k
’U4FES:S2)753) = U4F553752,53)F(81,82783)
k
0100 0 100
s1 01 0f |sg O 10
=t o1 1]|” '
s 00 1] |se O 0 1
s3 00 O |s3 0 0 O
0 100
—Tos Ton T T [0 10
k42 dk1 Lk Lgp—1 6% 00 1
s3 000
:[SlTk+l+32Tk+53Tk—l Tiyo Tprr Tk
= |Tiss Tevz Tenn T
Validando assim o teorema pelo principio da indugao finita. ]

A fim de realizar a generalizacao desta sequéncia, sdo consideradas as relagoes
utilizadas para as sequéncias expressas anteriormente, e assim alcangar a forma generalizada
dessa sequéncia denominada (s1, Sg, . . ., 5(.—1))-Z-dovan. Com suporte no trabalho de Alves

(2015), em que a generalizagao da SF é realizada, é definida a generalizacao desta sequéncia.
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Definicao 19. Para s, 5s,...,5¢.-1) € Z, a sequéncia (s1, Sz, . . ., S(=—1))-Z-dovan, deno-

minada Zny(s1,52,...,5:-1)) comn >0 en €N, é definida por:

Z(n+1)(31782,~~78(271)) = 31Z(“*U(Sl732783,~~,S(271)) + SQZ(”*Q)(Sl782,-~~,S(271))

+ SBZ(nffi)(sl,32,...,3(2_1)) + ...+ 3(271)Z(n72+1)(51,32,...,5(2_1))
z—1

Z(n+1)(517527---75(zfl)) = z:l SiZ(’I’L—i)(81,827...78(271))'
i=

Em que z representa a ordem da sequéncia.

Com isso, seréd utilizada a notacao Z,) (51,52, .-, 8(:-1)) = Zm) € 51,52, .., 8(2-1)

representa a ordem da sequéncia.

Definicao 20. Comn > z—3 en € N, a matriz geradora da sequéncia (sy,52,...,5(:-1))-
: (n) _ |0 o
Z-dovan, representada por C(S1,527-~.,s<271)) = L o |’ tem-se:
”ZC&)(sl,SQ,...,S<2,1)) = [Zn+2 Zng1 - Zn—z+3] .

Em que vz representa o vetor linha contendo os valores iniciais da sequéncia, s
representa o vetor coluna, [I] a matriz de bloco dada pela matriz identidade e 0 o vetor

linha, ambos de tamanho z — 1.

E possivel observar que a primeira linha da matriz representa o operador de acordo
com a recorréncia (ERCOLANO, 1979). Posteriormente, ha uma matriz identidade logo
abaixo, sendo expressa de acordo com o nimero de termos somados da sequéncia. E

finalmente, uma coluna de zeros, variando de acordo com a ordem da sequéncia.

A partir da Definicdo 20, conclui-se que a generalizagao desta sequéncia pode
ser facilmente calculada de acordo com a ordem da sequéncia. Assim, para o modelo de
generalizagao apresentado, partindo da SP (ordem 3), pode-se chegar a uma perspectiva

mais geral (ordem z).

3.4.2 A Formula de Binet

A férmula de Binet resulta em um método para obter os termos de uma sequéncia,
sem necessitar da recorréncia definida, existindo a obrigacao de conhecer o polinémio

caracteristico de sequéncia analisada.
Definigcao 21. O polinomio na forma x, o + prni1 + qr, = 0 pode ser expresso por:
a, = Cyri + Corly,

sendo O, Cy 0s coeficientes, r1,m9 as raizes do polinémio r* + pr +q =0, com p,q € Z,

ry # ra.
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Cerda-Morales (2017), Diskaya e Menken (2019) definiram o polinémio caracteristico
da sequéncia (s1,s9)-Padovan como sendo z® — sx —t = 0. No entanto, Vieira, Alves e

Catarino (2019¢) definiram usando outras varidveis,sy, So.

Definig¢ao 22. Fundamentada na sua recorréncia (ver Defini¢ao 17), o polinémio caracte-
ristico da sequéncia (s1, so)-Padovan é definida como (VIEIRA; ALVES; CATARINO, 2019c;
DISKAYA; MENKEN, 2019):

x3:slx—32:>a:3—sla:—5220,

onde s1, 89 € Z e resultando numa raiz real e as outras duas sendo nimeros complexos e

conjugados. Assim, ry,71o,73 SG0 as raizes desse polindomio, em que:

T1:A—|—B,

(A+B)+M(A B),

—4A+B%~1;A B),

T

rs

2
=P - )

Com esta defini¢ao e o Teorema 21, pode-se facilmente chegar a férmula de Binet

da sequéncia (s1,s2)-Padovan.

Teorema 26. Para n € N, tem-se que a formula de Binet da sequéncia (s1, $2)-Padovan
¢ expressa por (VIEIRA; ALVES; CATARINO, 2019c):

QU ) = Ciry + Corly + Cyr},

(51,82)

onde Cy,Cy,C3 sao os coeficientes da formula de Binet da sequéncia, r1,712,173 as raizes do
polindmio caracteristico (x° —syx— sy = 0) € 2752 —4s3 # 0 a condigio para os coeficientes

s1, 89 da formula de recorréncia existirem.

Demonstragio. De posse da féormula de recorréncia da sequéncia (sq, sg)-Padovan (Defini-
¢ao 17), com os valores iniciais definidos e o seu polindémio caracteristico (Defini¢ao 22)
com raizes 11,79, 13, pode-se obter, através da resolucao do sistema linear de equagoes, os

valores dos coeficientes Cy, Cs, Cs.

O discriminante A = (&520° 52) + ( ) , relativo ao polinomio de 3° grau, determina a
forma de como serao as raizes do pohnomlo. Portanto, quando A # 0 todas as raizes serao

distintas, chegando facilmente a conclusao de que 27s3 — 4s3 # 0. De fato, se a condicio
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nao existir, ndo ha os coeficientes indicados acima, visto que as raizes sao iguais, entao nao
havera nenhuma férmula Binet. Note-se também que ri17o1r3 = $9 e que 1 + 1o + 13 = 0.
Por fim, essa condicao implica que quando s, # 0, havera pelo menos uma raiz igual a

zero. Logo, nao havera a féormula Binet para este caso. m

Além disso, sera explorada o polindémio caracteristico e a férmula de Binet da

sequéncia (s1,59,53)-Tridovan, fundamentada na sequéncia (s1,s2)-Padovan.

Defini¢ao 23. O polinémio caracteristico da sequéncia (si, s, S3)-Tridovan é definido
baseado na recorréncia (ver Defini¢io 18), resultando em (VIEIRA; ALVES; CATARINO,

2019¢):

4

Tr = 31332 + Sox + 83 = - slx2

— Sox — s3 =0,

em que S1,S9,S3 € 2, T1,72,73,T4 SAO GS TaAizeES, €:

1
7“1:—5'—1—2\/—452—2])—1-;,

a

S’
1

ST N e

|
=82\ [-452 -2+
q

S
1
rg=S— 2\/—452 —p— %,
p= =851, = —s2,
12 1 A
5—2¢—¥+3<Q+@>’

Q_i&+mM%4M>

2 I

AO = S% — 12837
A = —25% + 2755 — 725 53.

Teorema 27. Para n € N, tem-se que a féormula de Binet da sequéncia (sy, Sa, S3)-
Tridovan € dada por (VIEIRA; ALVES; CATARINO, 2019c):

T2 ey = Carl + Car} + Csrf + Cur,

(s1,52,83)

em que C1,Cy, Cs, Cy sdo os coeficientes da formula de Binet da sequéncia, r1,79,73,74 aS
raizes do polindmio caracteristico (x* — s12? — syx — s3 = 0). Dessa forma, os coeficientes
81, S92, 83 da formula de recorréncia da sequéncia, deverao obedecer as sequintes condigoes:
s3Z20eA<0ou(A>0eP <0eD<0)onde A= s5(4s? —27s3) — 16s3(16s3 +
8s2s3 + 95152 + s1), P = —8s; e D = —64s3 — 16s;.

Demonstragio. Através da recorréncia da sequéncia (s1, s, s3)-Tridovan (Defini¢ao 18),

com os valores iniciais definidos e o seu polinémio caracteristico (Defini¢ao 23) com raizes



Capitulo 3. ESTUDO DO CAMPO EPISTEMICO-MATEMATICO: A GENERALIZACAO E
102 COMPLEXIFICACAO DA SEQUENCIA DE PADOVAN

r1, 72,73, 74, pode-se obter, através da resolucao do sistema linear de equagoes, os valores
dos coeficientes C, Cy, C3, Cy.

Existe ainda uma condigao, a qual é obtida a partir do principio de que todas as
raizes devem ser distintas, A <0 ou A >0com P <0e D < 0. A partir do polinémio
geral de quarto grau, tem-se a sua forma representada por: ax* + ba® + cax? +dx +e =0,
em que a, b, c,d, e sao os coeficientes do polinémio, tendo que o discriminante A é obtido
pela formula (REES, 1992):

A = 256a%e® — 192a%bd® — 128a*c*e* + 144a’cd®e — 27a*d* + 144ab*ce?
— 6ab’d?’e — 80abc?de + 18abcd® + 16acte — 4ac®d® — 27b*e? + 18b3cde
—4B3d® — 4b*Ee + VP2,

Portanto:

A = s5(4s} — 27s3) — 16s3(1653 + 85753 + 95155 + 57).

Os parametros P e D sao obtidos pela formula:

P = 8ac — 3b*> = —8s,
D = 64a’e — 16a*c? + 16ab’c — 16a%bd — 3b* = —64s3 — 16s;.

Assim: —8s; > 0 e —64s3 — 1657 > 0.

O produto das raizes rirarsry = s3 e a soma das raizes 1 + 1o + 13 + 14 = 0,

implicam que o termo sz # 0, para que a existéncia da férmula de Binet seja possivel.

]

Definicao 24. O polinomio caracteristico da sequéncia (s1,Sa, . .., S(-1))-Z-dovan € defi-
nido de acordo com a Definicao 19, sendo:
2? = 518D 52 5,2l = 27— 5207 52T 527D = 0

z—1 ]

= (Y st =0,

j=1

em que Si,82,...,80:—1) € 4, T1,T2,73,...,7, 840 as raizes, onde para realizar o cdlculo

das raizes do polinomio caracteristico a partir do 5°, € necessario utilizar algum recurso

computacional.

Definicao 25. Paran € N, tem-se que a formula de Binet da sequéncia (s1, S, ..., S(z—1))-
Z-dovan € dada por:
¢ y = Oy + Cory + ...+ Cur?,

(517527"'752

em que Cy,Cy, ..., C, sao os coeficientes, r1,7a,...,7, as raizes do polinomio caracteristico.
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O discriminante e as raizes do polindmio devem ser diferentes de zero. Isso pode ser
facilmente verificado calculando os coeficientes da formula de Binet com o determinante de
Vandermonde (BJSRCK; PEREYRA, 1970; HORN; JOHNSON, 1994), conforme apresentado

abaixo:

1 1 1
rn To ... Ty
2 .2 2| _
Det |r7 r5 ... 12l = [ (ri—ry).
e 2>i>5>2
z z z
v s ... rZ

O discriminante deve ser realizado de acordo com a ordem das equagoes e, se uma
raiz for igual a outra, o determinante serd igual a 0. Logo, ndao havera férmula Binet para

a extensao da sequéncia da matriz.

Para moldar o produto raizes do polinémio da sequéncia (s1, S2,...,5(:—1))-Z-dovan,
tem-se que mry...7, = S_1y e 11 + 712+ ...+ 7, = 0. Com isso, é possivel concluir que

5(z—1) # 0, pois se esta condicao for negativa, a férmula de Binet nao existird.

A férmula de Binet pode ser aplicado para a sequéncia (s1, Sa, . . ., S(.—1))-Z-dovan

desde que as condigoes propostas sejam atendidas.

3.4.3 A Funcao Geradora

Uma funcao geradora consiste em resolver recorréncias lineares cujos seus coeficien-
tes sejam constantes (KOSHY, 2001). Esta técnica demonstrou um método de realizar o
calculo para obter os termos de uma sequéncia, sem precisar conhecer os seus elementos

antecessores.

Teorema 28. A fungio geradora da sequéncia (s1, s3)-Padovan, em que n € N, € dada

por:

1+
Pn S1,S ) = *
g( (n)(s1,52) .27) 1— 5,22 — 8023

Demonstracio. Para nimeros de Padovan, esta funcao é multiplicada por s;22, so2® nas

equagoes abaixo devido a sua relagao de recorréncia.

Assim, para a sequéncia (s1, s;)-Padovan, onde Py = Py = P» = 1, € Pyy(s,,50),

tem-se que:
9(Piny(sr,50), ) = Po + Pix + Poa® + P3a® + Pz + .. (3.28)
sleQ(P(n)(shsz), r) = 51 Pyx® + 51 Pya2® 4 51 Py + 5 P3a® + s, Pya® 4 ... (3.29)

32x3g(P(n)(51782), T) = 59 Pyx® + sy Pyt 4 5, Pox® + s P3a® + sy Py’ 4 ... (3.30)
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Baseado na Equacao (3.28-3.29-3.30), tem-se que:

9(Pln)(s1.52), ) (1 = s17% — s31°) = Py + Pix + (P, — Py)2®

g<P(n)(81782)7$)(1 - 51552 — 52x3) =14+z
1+2x
1- Sle - 821‘3.

g<P(n)(s1,52)7 I) =

]

Através da série de Taylor, em que apresenta a divisdo direta da funcdo geradora,
¢é possivel obter os termos de uma sequéncia. Dessa forma, o expoente da variavel z
representa a posicao do termo da sequéncia e o seu respectivo coeficiente representa o

termo da sequéncia, fundamentado no trabalho de Meyer e Rubinfeld (2005).

De modo similar, sera realizada a investigagdo de outro teorema para a sequéncia
(s1, s2, s3)-Tridovan, de maneira andloga ao trabalho de Vieira, Alves e Catarino (2019c¢),

apenas alterando os valores iniciais.

Teorema 29. A funcao geradora da sequéncia (sq, S2, s3)-Tridovan para n € N é dada

por:
1

1 — 5122 — 5923 — 5324

9(Tiny, ) =

3

Demonstragio. A funcio g(T{,), x) ¢ multiplicada por s12%,s22% e s32*, de acordo com a

formula de recorréncia (Definicao 18). Em que Tigy = 1,7(1) = 0,T{(2) = 1, T(3) = 52 + s3, €
T

s1,50,83)- Assim, tem-se que:

=

g T +T )$+T(2)£U +T( )l’ +T( )$ + .

s10%g

n)(s1,52,53)r L

z) =

T(n)(Sth’SB), ) = 81T x? -+ SlT( )SL’ -+ SlT( )SL’ -+ SlT( )SC -+ SlT( 4T + o
z) =
)

w

$22° G(T () (s1,50,53): T) = S21(0) 3+ s21{1 )J: + 52112 )x + SgT(g)x + SQT(4)1: + ...

83'1;49 T(n)(sl ,82 ,83) )

(
(
(
( = 537 0) z? + 5311 )x +53T(2)x + 5313 )x +83T() +...
De acordo com a Equagao (3.31-3.32-3.33-3.34), percebe-se que:

9Tty (s1,82,05), ) (1 = 5127 = 8907 — s32%) = Ty + Tyw + (Tiy — Toy)a® + (Tis) — 51T() — 52T (0)) 2
1

g(T(")(81782783)7 z)(1 — s17% — sp2® — 83$4)
1
1 — s122 — $923 — s3a*’

g<T(n)(51,sg,33) ) I) -

]

Dados os resultados referentes as funcoes geradoras das sequéncias anteriores,

pode-se obter a fungao geradora da sequéncia (s1, so, ..., S-—1))-Z-dovan.
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Definigao 26. A funcao geradora da sequéncia (si, S, . ..

onde Z(n)(

517527-"75(271))

= Zn) € dada por:

9(Zwn); )

T

T (D sy

, 8(2—1) )-Z-dovan para n € N

em que z representa a ordem da sequéncia. Para esta definicdo, utiliza-se o caso da SP,

com 0s respectivos valores iniciais iquais a Py =1,P, =0, P, = 1.

Contudo, pode-se concluir que a SP é um caso particular da sequéncia (sy, sa, . . .

, S(2—1))-

Z-dovan, onde é obtida depois de atribuir os valores iguais a 1 para as variaveis definidas

por Sy, So.

3.5 Padovan afim e as suas propriedades

A seguir, seguindo a mesma perspectiva de evolugao do contetido matemaético, serao

desenvolvidos estudos em relacao a novas propriedades de sequéncias com caracteristicas

semelhantes a SP.

Vale lembrar que para a SP, pode-se obter os termos iniciais como sendo: Fy =
Pl - P2 - 1

Definigao 27. A SP Afim é definida por (VIEIRA; ALVES, 2018):

Pn:Pn—2+Pn—37

n=3enéeN, com Py=ag, P, =ay, P, =as em que ag,a,,as € N.

De acordo com a féormula de Binet, fungao e matriz geradora dos niimeros de Padovan

demonstrados nas se¢oes anteriores, doravante serao determinadas as propriedades para

esta nova sequéncia.

A tabela abaixo pode mostrar como acontece a razao de convergéncia entre os

termos vizinhos, para alguns valores de inicializacao, até a forma generalizada ser obtida

(ver Tabela 5).

Tabela 5 — Razao de convergéncia entre os termos vizinhos da SP Afim.

n ol1]2]314 |5 6 7 18 9 100 [11 [12 13 J14
P, |2 214114 |6 8 10 [14 |18 |24 [32 [42 |56 |74
P% 1112115133 [125]14]1,28[1,33/1,33/1,31|1,33]1,32]1,32

Fonte: Elaborado pela autora
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Como pode-se perceber, independente dos valores iniciais, esta sequéncia ira ter a
mesma relacao entre os termos vizinhos que os nimeros de Padovan, resultando no niimero

pléstico com valor aproximado de 1,32.

Assim, para a sequéncia:

P, ={Py, P, Py, P, Py, P5, Py, ...}

Com isso, tem-se que (SPINADEL; BUITRAGO, 2009):

. by
lim ~ 1,32
n—00 Pn+1

O polinémio caracteristico desta sequéncia é representado pelo mesmo da SP, visto
que esta sequéncia possui a mesma propriedade encontrada na relacao de recorréncia dos
numeros de Padovan. Logo, a formula de Binet serda composta das mesmas raizes, enquanto

que os coeficientes dependerao do vetor de inicializacao.
Teorema 30. A formula de Binet da SP Afim, é representada por:
P(n) = A(z1)" + B(z)" + C(x3)",

sendo x1, Ty, x3 as Taizes do polindmio caracteristico da SP (Ver Teorema 12), n € Z e
A, B,C os coeficientes iguais a:

Q2 — 1Ty — a1%3 + ApT2T3

A=
(351 - $2)($1 - 353) ’
a9 — AT — A1T3 + AgT1T3
B = ,
(352 - IE1)($2 - 353)
- a9 — A1T1 — 1T + QT2

(23 — 21)(23 — 22)

Demonstracao. Utilizando a recorréncia P, = P, s+ P, _3, com a generalizacao dos valores
iniciais, sendo esses Py = ag, P, = a1, P» = as e a sua equacao caracteristica semelhante a

da SP, pode-se obter um sistema linear como:
A + B+ C = Qo

Aﬂfl -+ Bl’Q + ng = ai
Ar? 4+ Bri+ Oz = ay

Resolvendo o sistema, tem-se que:

Ao — A1T2 — A1 T3 + QgTaT3 . a9 — 1Ty — A1T3 + AgTaTs3

A = 2 - Y
¥ — 1119 — 1113 + To3 (x1 — x9) (1 — 3)

B— Ao — A1T1 — A1T3 + QXT3 - a9 — A1T1 — @13 + AgT1T3

= 2 - 9
Ty — T1T2 + T1T3 — ToX3 (x2 — .ZCl)(iL'Q — x’3>

O — a2 — A1T1 — A1T2 + AoX1T2 . a9 — A1T1 — A1 T + AgT1T2

T3+ 2129 — T1T3 — ToTy (r3 — x1) (3 — T9)
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Propriedade 7. Utilizando a matriz () de Padovan para encontrar os valores desta nova

sequéncia e o vetor linha w com os valores de inicializacao, com n € N, tem-se que:

010
w:{ag a; ao}eQz 1 01
1 00

Entretanto:
wQ" = [Puy2 Pusi Pu|.n>0.

Demonstracao. Através do principio da inducao finita, tem-se que:

Para n = 1, tem-se:

w() = [ag ar ao}

—_— = O
o O =

0_
1 :{a1+ag a9 al}
0_

:[P1+Po P, P

[E—1

:P3 P2 Pl}

Assim, a igualdade é valida.

Supondo que seja valido para qualquer n = k, k € N, tem-se que:

k
1 0

kaz[aQ aq ao] 0 1| = |Piyo FPrina Pk}'

0 0

— = O

Agora, verificando que seja valido para n = k + 1, tem-se:

kaJrl:kaQ
k
010l fo10
=laz ar ao] 1 0 1] |1 01
100/ |1t 00O

01
= [Pz Pewt PJ |10
10

oS = O

= Pt + P Drsa Pk—i—l}
- _Pk+3 Pryo Pk+1} .

Propriedade 8. A funcio geradora da SP Afim é dada por:

P0+P1I+(P2—P0)ZE2
G(P,,x) = T :
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Demonstragio. Multiplicando a funcdo G(P,,z) = Py + Pix + Pox® + Pyx® + Pyrt + . ..

por 2% e 23, tem-se:

G(P,,z) = Py + Pix + Pya® + Pya® + Pyr* + ...
22G(P,, 1) = Pyx® + Pya® + Pyx* + Paa® Pya® + ...
23G(P,, 1) = Pyx® + Pya* + Pyx® + Pya® + Pja™ + ...

Assim, G(P,,r) — [22G(P,, z) + x*G(P,, r)], com os valores iniciais Py = ag, P =

a1, P, = ao, conclui-se que:

G(Pp,2)(1 —a2* —2°) = Py+ Pz + (P, — Py)2?
G(Py,z)(1— 12> —2°) = Py + Pz + (P, — Py)2?

PQ‘l‘Pll'—l—(PQ—Po)I‘Q

G(Po,) = (1 —a22—23)

3.6 Relacoes Recorrentes Bi, Tri e n-dimensionais

De maneira sucinta, quando tem-se os elementos do tipo a + bz, em que a e b sdo
os termos da SP, adequando-se a notagao geral descrita na forma P, = P,,_s + P,_3i, para
um indice n € N, destacando a unidade imagindria i, em que i> = —1, pode-se avistar
essa representacao como um nimero complexo de Padovan (HARMAN, 1981). Com isso, de

agora em diante, serao abordados mais elementos sobre este assunto.

3.6.1 Relacoes Recorrentes Bidimensionais

De modo semelhante como Oliveira, Alves e Paiva (2017), Vieira, Alves e Catarino
(2019b) realizaram, respectivamente para a SF e para a sequéncia de Leonardo, nesta

subsecao serao discutidas, algumas propriedades inerentes as relagoes bidimensionais
oriundas da recorréncia da SP (P(n) = P(n —2) + P(n — 3)).

Definigao 28. Os nimeros da forma P(n,m) representardo os nimeros da SP bidimen-
sional e, devem satisfazer as sequintes condicoes bidimensionais de recorréncia, em que
m,n, € N:

P(n,m) = P(n—2,m)+ P(n—3,m) e P(n,m) = P(n,m—2)+ P(n,m — 3)

Com os seguintes valores iniciais definidos: P(0,0) =1, P(1,0) =1, P(2,0) = 1, P(0,1) =
14+4,P0,2)=1+4P(1,1)=1+1¢P(1,2)=1+14,P(2,1) =1+4+14,P(2,2) =1+4+1i em
que i? = —1 ¢ P(0) = P(1) = P(2) =1, P(-1) = 0.

Lema 1. Valem as sequintes propriedades:

(a) P(n,0) = P(n),
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(b) P(0,m) = P(m)+ P(m — 1)1,
(c) P(n,1) = P(n) + P(n)i,
(d) P(1,m) = P(m)+ P(m — 1)i.

Demonstragio. (a) Sendo P(n,m) = P(n — 2,m) + P(n — 3,m) e os valores iniciais
P(0,0) =1 = P(0),P(1,0) =1 = P(1),P(2,0) = 1 = P(2) e aplicando o segundo

principio da inducao finita sobre n, onde fixa m =0 e varian = 0,1, 2, .... Observe:
P(n,0) = P(n—2,0) + P(n — 3,0)
P(3,0) = P(1,0) + P(0,0) =2 = P(3);
P(4,0) = P(2,0) + P(1,0) =2 = P(4);
P(5,0) = P(3,0) + P(2,0) = 3 = P(5);
P(6,0) = P(4,0) + P(3,0) = 4 = P(6);

P(n—3,0)=P(n—>5,00+ P(n—16,0)=P(n—3);
P(n—2,0) = P(n —4,0) + P(n —5,0) = P(n — 2);
P(n—1,0)=P(n—3,0)+ P(n—4,0) = P(n—1);

P(n,0) =P(n—2,00+P(n—3,00=P(n—2)+P(n—3)=P(n)

Desse modo, verifica-se que vale a propriedade (a) P(n,0) = P(n).

De modo anélogo, pode-se provar a validade (b) P(0,m) = P(m)+ P(m—1)i, consi-
derando a relagdo P(n,m) = P(n,m—2)+ P(n,m—3) para P(0,0) =1 = P(0), P(1,0) =
1=P(1),P(2,0)=1= P(2),P(0,1) =141, P(0,2) = 1 + 4, analisando a recursividade

paran = 0 e variando m =0, 1,2, 3, .... Percebe-se que:

P(0,m) = P(0,m —2)+ P(0,m — 3)

P(0,3) = P(0,1) 4+ P(0,0) =2+1i = P(3) + P(2)i;

P(0,4) = P(0,2) + P(0,1) =2+ 2i = P(4) + P(3)i;

P(0,5) = P(0,3) + P(0,2) =3+ 2i = P(5) + P(4)i;

P(0,6) = P(0,4) + P(0,3) =4+ 3i = P(6) + P(5)i;
P(0,m —3)=P(0,m—5)+ P(0,m —6) = P(m — 3) + P(m — 4)i;
P(0,m—2)=P(0,m—4)+ P(0,m —5) = P(m—2)+ P(m — 3)i;
P(0,m—1)=P(0,m—3)+ P(0,m —4) = P(m —1) + P(m — 2)i;

P(0,m) = P(0,m —2)+ P(0,m —3) = P(m—2)+ P(m — 3)i
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Demonstrando a propriedade (b) P(0,m) = P(m) + P(m — 1)i.

Seguindo o mesmo principio da indugao, demonstra-se a propriedade P(n,1) =
P(n) 4+ P(n+ 1)i (c), relacionando a: P(n,m) = P(n —2,m) + P(n — 3,m) e para os
valores iniciais P(0) = P(1) = P(2) =1,P(0,1) =1+ P(1,1) =144, P(2,1) =1 +1,

fixando m = 1 e variando n = 0, 1,2, 3, .. .. Segue que:
P(n,1)=P(n—2,1)+ P(n—3,1):
P(3,1) = P(1,1)+ P(0,1) =2+ 2i = P(3) + P(3)i;
P(4,1) = P(2,1)+ P(1,1) =2+ 2i = P(4) + P(4)i;
P(5,1)=P(3,1)+ P(2,1) =3+ 3i = P(5) + P(5)i;
P(6,1) = P(4,1)+ P(3,1) =4+ 4i = P(6) + P(6)i;

P(n—3,1)=P(n—5,1)+ P(n—6,1) = P(n — 3) + P(n — 3)3;
P(n—2,1)=P(n—4,1)+ P(n—5,1) = P(n —2) + P(n — 2)i;
Pn—1,1)=P(n—-3,1)+ P(n—4,1) = P(n—1) + P(n — 1)3;
P(n,1) = P(n—2,1)+ P(n—3,1)
=Pn—2)+P(n—2)i+Pn—3)+ P(n—3)i
(

Provando que (¢) P(n,1) = P(n) + P(n)i.

Por fim, analogamente segue a prova de (d) P(1,m) = P(m + 1) + P(m)i, conside-
rando a relagdo P(n,m) = P(n,m —2) + P(n,m — 3) e os valores P(0) = P(1) = P(2) =
1,P(1,0) =1,P(1,1) =144, P(1,2) = 1 + 14, fixando n = 1 e variando m = 0,1,2,3, .. ..
Note que:

P(1,m)=P(l,m—2)+ P(1,m —3)

P(1,3) = P(1,1) + P(1,0) = 2 +i = P(3) + P(2)i;
P(1,4) = P(1,2) + P(1,1) = 2+ 2i = P(4) + P(3)i;
P(1,5) = P(1,3) + P(1,2) = 3+ 2i = P(5) + P(4)i;
P(1,6) = P(1,4) + P(1,3) = 4 + 3i = P(6) + P(5)i;

P(1,m—3)=P(1l,m—>5)+ P(l,m —6) = P(m — 3) + P(m — 4)i;
P(1,m—2)=P(1,m—4)+ P(1,m —5) = P(m —2) + P(m — 3)3;
P(l,m—-1)=P(1,m—-3)+P(1,m—4)=P(m—1)+ P(m — 2)i;
P(1,m)=P(l,m—2)+ P(1,m — 3)
=P(m—2)+ P(m—3)i+ P(m—3)+ P(m—4)i
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= P(m)+ P(m — 1)i.

Demonstrando assim a ultima propriedade (d) P(1,m) = P(m) 4+ P(m — 1)i. O

Teorema 31. Para os dois inteiros, n,m € N, os nimeros na forma P(n,m) sao descritos
por:

P(n,m) = (P(n)P(m))+ (P(n)P(m — 1))i.

Demonstracao. Fixando o valor do ntimero natural n, pode-se realizar a demonstragao
através de indugao sobre m. Para o valor de m = 0, existe a propriedade (b) P(n,0) =
P(n)P(1) + P(n)P(—1)i = P(n) e P(n,1) = P(n)P(1) + P(n)P(0)i = P(n) + P(n)i
(c), validadas anteriormente pelo Lema 1, onde P(—1) = 0, P(0) = P(1) = P(2) = 1,
cujos valores iniciais sao P(0,0) =1, P(1,0) =1, P(2,0) = 1,P(0,1) =1+, P(1,1) =
14+id,P(2,1) =1+4+14,P(0,2) =1+14,P(1,2) =1+14,P(2,2) = 1+ i. Para isso, serdo
calculados alguns valores de P(n,m), variando m.

Para P(n,2), utiliza-se a recorréncia P(n,m) = P(n,m — 2) + P(n,m — 3) com
os valores iniciais P(0,0) = 1 = P(0), P(1,0) =1= P(1),P(2,0) =1 = P(2),P(0,2) =
1+id,P(1,2) =1+4+1¢P(2,2) =144, comm=2fixoen=0,1,2,3,..., tem-se que:

P(n,2)=P(n—2,2)+ P(n—3,2)

P(3,2) = P(1,2) + P(0,2) = 2 + 2i = P(3) + P(3)i;
P(4,2) = P(2,2) + P(1,2) = 2 + 2i = P(4) + P(4)i;
P(5,2) = P(3,2) + P(2,2) = 3+ 3i = P(5) + P(5)i;
P(6,2) = P(4,2) + P(3,2) = 4 + 4i = P(6) + P(6)i;

(
(
P(n—1,2)=P(n—3,2 n—4,2)=P(n—1)+ P(n— 1)
P(n,2) = P(n—2,2)+ P(n— 3,2
=Pn—-2)+Pn—-2)i+P(n—3)+P(n—23)i
= P(n) + P(n)i.

Assim, P(n,2) = P(n) + P(n)i.

Fixando o valor de m = 3, tem-se que:

P(n,3)=P(n—2,3)+ P(n—3,3):
P(3,3) = P(1,3) + P(0,3) = 4 + 2i = 2P(3) + P(3)i:
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P(4,3) = P(2,3)+ P(1,3) =4+ 2i =2P(4) + P(4)i;

P(5,3) = P(3,3)+ P(2,3) =6+ 3i =2P(5) + P(5)i;

P(6,3) = P(4,3) + P(3,3) =8+ 4i = 2P(6) + P(6)i;
P(n—3,3)=P(n—>5,3)+ P(n—16,3) =2P(n—3) + P(n — 3)i;
Pn—2,3)=P(n—4,3)+ P(n—1>5,3) =2P(n—2) + P(n — 2)i;
Pn—1,3)=P(n—-3,3)+ P(n—4,3) =2P(n—1) + P(n— 1)i;

P(n,3) =P(n—2,3)+ P(n—3,3)

=2P(n—2)+ P(n—2)i+2P(n—3)+ P(n —3)i
=2P(n) 4+ P(n)i
Contudo, supondo param = 0,1,2, ..., k—2, sejam validas as seguintes identidades
descritas:
P(n,0) = P(n)l + P(n)0i = P(n)P(0) + P(n)P(—1)i;
P(n,1) = P(n)l + P(n)li = P(n)P(1) + P(n)P(0)3;
P(n,2) = P(n)1+ P(n)li = P(n)P(2) + P(n)P(1)i;
P(n,3) = P(n)2+ P(n)li = P(n)P(3) + P(n)P(2)i;

Demonstrando para m = k, a partir da recorréncia P(n, k) = P(n,k—2)+ P(n, k—

3), tem-se que:

3
S
=z
I
3

n,k—2)+ P(n,k —3)

P(n, k) = P(n)P(k — 2) + P(n)P(k — 3)i
k—3)+ P(n)P(k —4)i
k) 4+ P(n)P(k — 1)i.

_I_
|
2
3

3.6.2 Relacoes Recorrentes Tridimensionais

De acordo com Harman (1981), onde este explica que os nimeros denominados por
P(n,m) representam o conjunto dos gaussianos inteiros G(n,m) = n + mi, sendo n e m
inteiros. Assim com o viés de verificar essa extensao dos termos da SP para uma dimensao

complexa, serao explanadas as relagoes de recursividade do caso tridimensional para a SP.
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Definigao 29. A recorréncia tridimensional da SP na forma P(n,m,p), com n,m,p > 0,

¢ dada por:

P(n,m,p) = P(n—2,m,p)+ P(n—3,m,p)
P(n,m,p) = P(n,m —2,p) + P(n,m — 2,p)
P(n,m,p) = P(n,m,p—2) + P(n,m,p —3)

Em que valores iniciais sio definidos como: P(0,0,0) = 1 = P(0), P(1,0,0) =
1= P(1),P(2,0,0) =1 = P(2), P(0,1,0) = 1 + 4, P(0,0,1) = 1+ j, P(1,1,1) = 1 +i +
4, P(0,1,1) = 14+i+j,P(1,0,1) = 14+, P(1,1,0) = 144, P(2,1,1) = 1 +i+j, P(2,1,0) =
144, P(0,2,0) = 144, P(0,2,1) = 1+i+j, P(1,2,0) = 1 +4, P(0,0,2) = 147, P(0,1,2) =
14+i+75P(1,02) =1+4,P1,1,2) = L+i+j,P(1,2,1) = 1+i+j,P0,2,2) =
14+i+7,P(2,0,1)=1+j, ei® =42 =—1.

Lema 2. As sequinte propriedades sao vdlidas para a SP:
(a) P(n,0,0) = P(n),

(b) P(n,1,1) = P(n) + P(n)i+ P(n)j,
(¢c) P(n,1,0) = P(n) + P(n)i,
(d) P(n,0,1) = P(n) + P(n)j.

Demonstragio. Para demonstrar a propriedade (a) P(n,0,0) = P(n), serd considerada
a relacdo P(n,m,p) = P(n —2,m,p) + P(n — 3,m,p) e os valores iniciais P(0,0,0) =
1= P(0),P(1,0,0) =1= P(1),P(2,0,0) = 1 = P(2). Assim, para m = p = 0, ou seja,
P(n,0,0) = P(n—2,0,0) + P(n —3,0,0), variando n = (0, 1,2, 3, ...). Pode-se perceber

que:

P(n,0,0) = P(n—2,0,0) + P(n — 3,0,0) :

P(3,0,0) = P(1,0,0) + P(0,0,0) = 2 = P(3);

P(4,0,0) = P(2,0,0) + P(1,0,0) = 2 = P(4);

P(5,0,0) = P(3,0,0) + P(2,0,0) = 3 = P(5);

P(6,0,0) = P(4,0,0) + P(3,0,0) =4 = P(6);
P(n—3,0,0) = P(n—>5,0,0)+ P(n—6,0,0) = P(n — 3);
P(n—2,0,0) = P(n—4,0,0) + P(n — 5,0,0) = P(n — 2);
P(n—1,0,0) = P(n —3,0,0) + P(n —4,0,0) = P(n —1);

P(n,0,0) = P(n — 2,0,0) + P(n — 3,0,0)

=P(n—2)+P(n—3)=P(n)

Agora para validar a propriedade (b) P(n,1,1) = P(n) + P(n)i+ P(n)j, utiliza-se
a relacdo P(n,m,p) = P(n — 2,m,p) + P(n — 3, m,p) com os valores iniciais P(0) =
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1,P(1) = P(2) =1,P(1,1,1) = 1+i+4,P0,1,1) =1+i+jeP211) =1+i+j
Logo, a recursividade para m =p =1, isto é, P(n+2,1,1) = P(n,1,1) + P(n — 1,1, 1),
onde n = (0,1,2,3,...), é tal que:

P(n,1,1)=P(n—2,1,1)+ P(n —3,1,1) :
P(3,1,1)=P(1,1,1) + P(0,1,1) =2+ 2i+2j = P(3) + P(3)i + P(3)J;
P(4,1,1) = P(2,1,1) + P(1,1,1) =2+ 2i + 2j = P(4) + P(4)i + P(4)J;
P(5,1,1) = P(3,1,1) + P(2,1,1) =3+ 3i + 35 = P(5) + P(5)i + P(5)y;
P6,1,1) = P(4,1,1)+ P(3,1,1) =4+ 4i+ 45 = P(6) + P(6)i + P(6)7;
P(n-3,1,1)=P(n—5,1,1)+ P(n—6,1,1) = P(n — 3) + P(n — 3)i + P(n — 3)J;
Pn—-21,1)=P(n—4,1,1)+ P(n—5,1,1) = P(n — 2) + P(n — 2)i + P(n — 2)j;
Pn—-1,1,1)=P(n-3,1,1)+ Pln—4,1,1) =P(n—1)+ P(n—1)i+ P(n —1)j;
P(n,1,1)=P(n—2,1,1)+ P(n —3,1,1)
=Pn—-2)+Pn—-2)i+Pn—2)j+Pn—3)+Pn—3)i+ P(n—23)j
— P(n) + P(n)i+ P(n)}.

Sendo assim, para a terceira propriedade (c¢) P(n,1,0) = P(n) + P(n)i com
P(n,m,p) = P(n — 2,m,p) + P(n — 3,m,p) avaliando a recorréncia para m = 1 e
p = 0, ou seja, P(n,1,0) = P(n —2,1,0) + P(n — 3,1,0) onde n = (0,1,2,3,...) com
P(0)=P(1) = P(2) =1,P(1,1,0) = 1 + 4, P(0,1,0) = L + i e P(2,1,0) = 1 + . Logo:

P(n,1,0) = P(n—2,1,0) + P(n —3,1,0) :

P(3,1,0) = P(1,1,0) + P(0,1,0) = 2 + 2i = P(3) + P(3)i;
P(4,1,0) = P(2,1,0) + P(1,1,0) = 2 + 2i = P(4) + P(4)i;
P(5.1,0) = P(3,1,0) + P(2,1,0) = 3+ 3i = P(5) + P(5)i;
P(6.1,0) = P(4,1,0) + P(3,1,0) = 4 + 4i = P(6) + P(6)i;

P(n—-3,1,0) = P(n—5,1,0) + P(n — 6,1,0) = P(n — 3) + P(n — 3)i;
P(n—-2,1,0) = P(n—4,1,0)+ P(n — 5,1,0) = P(n — 2) + P(n — 2)i;
P(n—1,1,0) =P(n—3,1,0)+ P(n —4,1,0) = P(n — 1) + P(n — 1)i;
P(n,1,0) = P(n —2,1,0) + P(n — 3,1,0)
=P(n—2)+P(n—2)i+ P(n—3)+ P(n—3)
= P(n)+ P(n)i

Por fim, utilizando a indu¢ao, pode-se demonstrar a propriedade (d) P(n,0,1) =

P(n)+P(n)j através da recorréncia P(n,m,p) = P(n—2,m,p)+P(n—3,m,p) param = 0
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ep=1,isto é, P(n+2,0,1)

= P(n,0,1)+P(n—1,0,1) com a variaggo de n = (0,1,2,3,...)

e os valores iniciais P(0) = P(1) = P(2) = 1,P(1,0,1) = 1+ 4, P(0,0,1) =1+ j e
P(2,0,1) =1+ j. Com isso, percebe-se que:

P(n,0,1) = P(n—2,0,1) + P(n — 3,0,1) :

P(3,0,1) = P(1,0,1) + P(0,0,1) = 2+ 2j = P(3) + P(3)j;

P(4,0,1) = P(2,0,1) + P(1,0,1) = 2 + 2j = P(4) + P(4)5;

P(5,0,1) = P(3,0,1) + P(2,0,1) = 3 + 3j = P(5) + P(5)5;

P(6,0,1) = P(4,0,1) + P(3,0,1) = 4 + 4j = P(6) + P(6)5;

P(n—3,0,1) = P(n —5,0,1) + P(n — 6,0,1) = P(n — 3) + P(n — 3)7;
P(n—2,0,1) = P(n—4,0,1) 4+ P(n —5,0,1) = P( )+ P(n—2)j;
P(n—1,0,1)=P(n—3,0,1) + P(n—4,0,1) = P(n — 1) + P(n — 1)j;
P(n,0,1) = P(n —2,0,1) + P(n —3,0,1)
=Pn—-2)+P(n—-2)j+Pn—3)+P(n—-23)j
= P(n) + P(n)j.

De modo anélogo, aplicando o segundo principio indutivo sobre n nas relagoes
recursivas, tem-se que P(n,0,0) = P(n), P(n,1,1) = P(n) + P(n)i+ P(n)j,P(n,1,0) =
P(n) + P(n)i e P(n,0,1) = P(n) + P(n)j. Por inducdo, constata-se as propriedades em p,
como: P(n,0,0) = P(n), P(p,1,1) = P(p) + P(p)i + P(p)j,P(p,1,0) = P(p) + P(p)i e
P(p,0,1) = P(p) + P(p)j- O

Lema 3. Sejam vdlidas as sequintes propriedades:

(a) P(0,m,0) = P(m)+ P(m — 1)i,
(b) P(0,m,1) = P(m) + P(m — 1)i + P(m)j,
(c) P(1,m,0) = P(m)+ P(m — 1)1,
(d) P(1,m,1) = P(m)+ P(m — 1)i+ P(m)j

_27p)+P(nam_3ap)
— P(2) = 1,P(0,0,0) = 1,P(0,1,0) = 1 +i e

P(0,2,0) = 1+ 14, pode-se aplicar o segundo principio da indugao sobre m em n = p = 0.

Demonstragio. (a) A partir da recorréncia P(n, m,p) = P(n,m

e com os valores iniciais P(0) = P(1)

Assim, variando m = 1,2, 3, ..., k, percebe-se que:

P(0,m,0) = P(0,m — 2,0) + P(0,m — 3,0) :

P(0,3,0) = P(0,1,0) + P(0,0,0) = 241 = P(3) + P(2)i;
P(0,4,0) = P(0,2,0) + P(0,1,0) = 2 + 2i = P(4) + P(3)i:
P(0,5,0) = P(0,3,0) + P(0,2,0) = 3+ 2i = P(5) + P(4)i:
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P(0,6,0) = P(0,4,0) + P(0,3,0) = 4 + 3i = P(6) + P(5)i;

Pmk 3@ P(0, )+Pmk 6@ P(k —3) + P(k — 4)i;
P(0,k —2,0) = P(0,k — 4m+P( ,0) = P(k —2) + P(k — 3)i;
P(0,k—1,0) = Pmk 3®+P@k 4m Pk —1)+ P(k — 2)i;
(Okm P(0,k —2,0) 4+ P(0,k — 3,0)
= w )+Pm 3)i + P(k —3) + P(k — 4)i
= P(k) + P(k — 1)i.

Validando a propriedade (a) P(0,m,0) = P(m) + P(m — 1)i.

(b) Sendo P(n,m,p) = P(n,m — 2,p) + P(n,m — 3,p) e com P(0) = P(1) =
P(2)=1,P(0,0,1) =144, P(0,1,1)=1+4+i+j,P(0,2,1) =1+ i+ j, de modo analogo
como realizado para a demonstracao do item (a), segue o mesmo principio sobre m em

n=0ep=1. Assim para m = k:

P(0,m,1)=P(0,m—2,1)+ P(0,m —3,1) :

P(0,3,1) = P(0,1,1) + P(0,0,1) =2+i+2j = P(3) + P(2)i + P(3)J;
P(0,4,1) = P(0,2,1) + P(0,1,1) = 2+ 2i + 2j = P(4) + P(3)i + P(4)7;
P(0,5,1) = P(0,3,1) + P(0,2,1) =3+ 2i + 3j = P(5) + P(4)i + P(5);
P(0,6,1) = P(0,4,1) + P(0,3,1) = 4+ 3i + 4j = P(6) + P(5)i + P(6)7;

P(0,k—3,1) = P(0,k —5,1) + P(0,k —6,1) = P(k — 3) + P(k — 4)i + P(k — 3)j;
P(0,k—2,1) = P(0,k —4,1) + P(0,k —5,1) = P(k — 2) + P(k — 3)i + P(k — 2)j;
P(0,k—1,1) = P(0,k —3,1) + P(0,k —4,1) = P(k — 1) + P(k — 2)i + P(k — 1)j;
P(0,k,1) = P(0,k —2,1) + P(0,k — 3,1)
= P(k—2)+ P(k—3)i+ P(k—2)j+ P(k—3)+ P(k —4)i + P(k — 3)j
= P(k) + P(k — 1)i + P(k)].

Validando a propriedade (b) P(0,m,1) = P(m)+ P(m — 1)i + P(m)j.

(¢c) Sendo P(n,m,p) = P(n,m —2,p) + P(n,m —3,p) e P(0) = P(1) = P(2) =
1,P(1,0,0) = 1,P(1,1,0) = 1 + ¢, P(1,2,0) = 1 + 4, analogamente como realizado
anteriormente, segue o mesmo principio sobre m em n =1 e p = 0. Logo, para m = k,
tem-se que:

P(1,m,0)=P(1,m—2,0)+ P(1,m — 3,0) :
P(1,3,0) = P(1,1,0) + P(1,0,0) =2+ i = P(3) + P(2)i;
P(1,4,0) = P(1,2,0) + P(1,1,0) =2+ 2i = P(4) + P(3)1;
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P(l k—3 0) P(1,k—5,0) + P(1,k —6,0) = P(k — 3) + P(k — 4)i;
P(1, ,0)=P(1,k —4,0)+ P(1,k —5,0) = P(k — 2) + P(k — 3)i;
P(1 k—1,0)= P(lk 30)+P(1,k—4,0):P(k—1)+P(k—2)z,
P(1,k,0) = P(1, ,0)+ P(1,k — 3,0)
= (k )+P(k; 3)i+P(k—3)+ P(k—4)i
= P(k) + P(k — 1)i.

Demonstrando a propriedade (¢) P(1,m,0) = P(m) + P(m — 1)i.

(d) Sendo P(n,m,p) = P(n,m —2,p) + P(n,m — 3,p) e P(0) = P(1) = P(2) =
1,P(1,0,1) =144 P(1,1,1) =1+i+j,P(1,2,1) =1+ ¢+ j, de modo anélogo segue o

mesmo principio sobre m em n = p = 1. Com isso, para m = k, tem-se que:

P(1,m,1)=P(1l,m—-21)+P(1l,m—3,1):
P(1,3,1) = P(1,1,1) + P(1,0,1) =2+ i+ 2j = P(3) + P(2)i + P(3)j;
P(1,4,1)=P(1,2,1)+ P(1,1,1) =2+ 2i+2j = P(4) + P(3)i + P(4)j;
P(1,5,1) = P(1,3,1) + P(1,2,1) =3+ 2i+ 3j = P(5) + P(4)i + P(5)j;
P(1,6,1) = P(1,4,1)+ P(1,3,1) =4+ 3i+4j = P(6) + P(5)i + P(6)J;
P(1,k—3,1)= P(1,k—=5,1) 4+ P(1,k —6,1) = P(k — 3) + P(k — 4)i + P(k — 3);
P(1,k—21)=P(1,k—4,1) 4+ P(1,k —5,1) = P(k — 2) + P(k — 3)i + P(k — 2)j;
P(1,k—1,1) = P(l k— 3, 1)+P(1 k—4,1) = P(k—1) + P(k — 2)i + P(k — 1)j;
P(1,k,1) = P(1, 1)+ P(1,k—3,1)
= (k ) P(k—3)i+P(k—2)j+ P(k—3)+ P(k—4)i + P(k — 3)j
= P(k) + P(k — 1)i + P(k);.

Sendo entao validada a propriedade (d) P(1,m,1) = P(m)+P(m—1)i+P(m)j. O

Lema 4. Valem as sequintes identidades:

(a) P(0,0,p) = P(p) + P(p — 1)j,
(b) P(0,1,p) = P(p) + P(p)i + P(p — 1),
(¢) P(1,0,p) = P(p) + P(p —1)j,
(d) P(1,1,p) = P(p) + P(p)i + P(p — 1)j.

Demonstragio. (a) Sendo P(n,m,p) = P(n,m,p—2)+P(n, m,p—3) com os valores iniciais
P(0)=P(1)=P(2) =1,P(0,0,0) =1, P(0,0,1) =1+ 4, P(0,0,2) = 1 + j e, aplicando o
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segundo principio da indugao sobre p para n = m = 0 e variando p = 1,2,3, ..., k, tem-se
que:

P(0,0,p) = P(0,0,p —2)+ P(0,0,p — 3) :

P(0,0,3) = P(0,0,1) + P(0,0,0) =2+ j = P(3) + P(2)j;

P(0,0,4) = P(0,0,2) + P(0,0,1) =2+ 2j = P(4) + P(3)7;

P(0,0,5) = P(0,0,3) + P(0,0,2) =3+2j = P(5) + P(4)7;

P(0,0,6) = P(0,0,4) + P(0,0,3) =4+ 3j = P(6) + P(5)J;

P(0,0,k — 3) = P(0,0,k — 5) + P( )
P(0,0,k —2) = P(0,0,k — 4) + P( )
P(0,0,k — 1) = P(0,0,k — 3) + P(0,0,k — 4) = P(k — 1) + P(k — 2

P(0,0,k) = P(0,0,k — 2) + P(0,0,k — 3)
— P(k—2)+ P(k—=3)j+ P(k —3) + P(k — 4);
= P(k) + P(k — 1)j.

0,0,k — 6) =
0,0,k —5) =

Sendo entao validada a propriedade (a) P(0,0,p) = P(p) + P(p — 1)j.

(b) Sendo P(n,m,p) = P(n,m,p — 2) + P(n,m,p — 3) com os valores iniciais
P(0) = P(1) = P(2) = 1, P(0,1,0) = 1 +4,P(0,1,1) = 1+ i+ 5, P(0,1,2) = 1 +i + j
e, aplicando o segundo principio da indug¢ao sobre p para n = 0 e m = 1 e variando

p=1,23,..., k, tem-se que:

P(0,1,p) = P(0,1,p—2)+ P(0,1,p—3) :

P(0,1,3) = P(0,1,1) + P(0,1,0) = 2+ 2i + j = P(3) + P(3)i + P(2)j:

P(0,1,4) = P(0,1,2) + P(0,1,1) = 2 + 2i + 2j = P(4) + P(4)i + P(3);

P(0,1,5) = P(0,1,3) + P(0,1,2) = 3+ 3i + 2j = P(5) + P(5)i + P(4)j;

P(0,1,6) = P(0,1,4) + P(0,1,3) = 4 + 4i + 3] = P(6) + P(6)i + P(5)j;
P01,k —3) = P(0,1,k —5) + P(0,1,k — 6) = P(k — 3) + P(k — 3)i + P(k — 4);:

) ( )+ P( )
P(0,1,k—2) = P(0,1,k—4) + P(0,1,k — 5) = P(k — 2) + P(k — 2)i + P(k — 3)5;
P(0,1,k—1) = P(0,1,k—3) + P(0,1,k — 4) =
P(0,1,k) = P(0,1,k —2) + P(0,1,k — 3)
P(k—2)+ P(k —2)i+ P(k —3)j + P(k — 3) + P(k — 3)i + P(k — 4);
P(k) + P(k)i+ P(k — 1)j.

Sendo entdo validada a propriedade (b) P(0,1,p) = P(p) + P(p)i+ P(p — 1)j.
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(c) Sendo P(n,m,p) = P(n,m,p —2) + P(n,m,p — 3) com os valores iniciais

k,

P0)=P(1)=P(2)=1,P(1,0,0) =1,P(1,0,1) =1+ 4, P(1,0,2) = 1 + j e, aplicando
o segundo principio da inducao sobre p paran =1e m =0 e variando p =1,2,3,...,
tem-se que:
P(1,0,p) = P(1,0,p—2) + P(1,0,p — 3) :
P(1,0,3) = P(1,0,1) + P(1,0,0) =24 j = P(3) + P(2)7;
P(1,0,4) = P(1,0,2) + P(1,0,1) =2+42j = P(4) + P(3)j;
P(1,0,5) = P(1,0,3) + P(1,0,2) =3+ 2j = P(5) + P(4)j;
P(1,0,6) = P(1,0,4) + P(1,0,3) =4+ 3j = P(6) + P(5)j;
P(1,0,k — 3):P(1 0,k—5)+P(1,0,k—6)=P(k—3)+ P(k—4)y;
P(1,0,k —2)=P(1,0,k —4)+ P(1,0,k —5) = P(k—2) + P(k — 3)7;
P(1,0,k—1)=P(1,0,k—3)+ P(1,0,k —4) = P(k—1) + P(k — 2)j;
P(1,0,k) = P(1,0,k —2) 4+ P(1,0,k — 3)
=Pk—-2)+Pk—-3)j+Pk—-3)+Plk—4)j
— P(k) + P(k — 1);.

Validando a propriedade (¢) P(1,0,p) = P(p) + P(p — 1)j.

(d) Sendo P(n,m,p) = P(n,m,p — 2) + P(n,m,p — 3) com os valores iniciais

P(0) = P(1)

P(2)=1,P(1,1,0) =1+ P(1,1,1) =1+4i+5,P(1,1,2) =1+i+j

e, aplicando o segundo principio da indug¢ao spbre p para n = m = 1 e variando p =

1,2,3,...,k, tem-se que:

P(1,
P@L3
P(1,1,4) =
P(1,1,5) =
P(1,1,6) =
P(1,1,k—3
P(1,1,k — 2
P(1,1,k—1
P(1,1,k

)
)=
)
)=

=P(1,1,p—2)+ P(1,1,p—3):
P(1,1,1) + P(1,1,0) = 2+ 2i + j = P(3) + P(3)i + P(2)y;
P(1,1,2) + P(1,1,1) =2 + 2i + 25 = P(4) + P(4)i + P(3)
P(1,1,3)+ P(1,1,2) =3+ 3i +2j = P(5) + P(5)i + P(4)j;
P(1,1,4) + P(1,1,3) =4+ 4i + 3j = P(6) + P(6)i + P(5)

Y

<.

P(1,1,k —5)+ P(1,1,k — 6) = P(k — 3) + P(k — 3)i + P(k — 4)j;
P(1,1,k—4)+ P(1,1,k —5) = P(k — 2) + P(k — 2)i + P(k — 3)j;
P(1,1,k—3)+ P(1,1,k—4) = P(k— 1) + P(k — 1)i + P(k — 2)j;
P(1,1,k —2)+ P(1,1,k — 3)

P(k —2) + P(k — 2)i + P(k — 3)j + P(k — 3) + P(k — 3)i + P(k — 4)j
P(k) + P(k)i + P(k — 1)j.
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Demonstrando a propriedade (d) P(1,1,p) = P(p) + P(p)i + P(p — 1)j. O

Teorema 32. Para os trés inteiros, n,m,p € N, os nimeros na forma P(n,m,p) sao

descritos por:
P(n,m,p) = P(n)P(m)P(p) + P(n)P(m — 1) P(p)i+

+ P(n)P(m)P(p —1)j.

Demonstrag¢io. Assim, param = 2 com P(0,2,0) = 1414, P(0,2,1) = 1+i+j, P(0,2,2) =
1+ 14+ 7, tem-se que:

P(0,2,3) = P(0,2,1) + P(0,2,0) = 2+ 2i + j = P(3) + P(3)i + P(2)j:
P(0,2,4) = P(0,2,2) + P(0,2,1) = 2 + 2i +2j = P(4) + P(4)i + P(3);;
P(0,2,5) = P(0,2,3) + P(0,2,2) =3+ 3i+2j = P(5) + P(5)i + P(4)j;
P(0,2,6) = P(0,2,4) + P(0,2,3) = 4 + 4i + 3j = P(6) + P(6)i + P(5)j;
P(0,2,p—3)=P(0,2,p—5 0,2,p—6)=P(p—3)+Plp—3)i+ Plp—4)j;

) ( )
P(0,2,p—2) = P(0,2,p — 4)
P(0,2,p—1) = P(0,2,p — 3)

) = P(

(
(

P(0,2,p) = P(0,2,p—2)

p—2)+ P(p—2)i+ P(p—3)j
p—3)+Plp—3)i+Plp—4)j

P
+P
P(p) + P(p)i + P(p — 1)j.

Contudo, quando estimula-se o comportamento das propriedades apresentadas

anteriormente para m = 1,2, 3, ...,k tem-se que:
P(0,0,p) = P(0)P(p) + P(=1)P(p)i + P(0)P(p — 1)j;
P(0,1,p) = P(1)P(p) + P(0)P(p)i+ P(1)P(p — 1);
P(0,2,p) = P(2)P(p) + P()P(p)i + P(2)P(p — 1)j;
P(0,3,p) = P3)P(p) + PQ2)P(p)i+ P(3)P(p — 1)j;
P(0,4,p) = P(4)P(p) + PB3)P(p)i + P(4)P(p — 1)j;
P(0,5,p) = P(5)P(p) + P(4)P(p)i+ P(5)P(p — 1);

P(0,k —3,p) = P(0,k — 5,p) + P(0,k — 6,p) = P(k — 3)P(p) + (P(k — 4)P(p))i
+(P(k=3)P(p—1))j;
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P(k—2)P(p) + (P(k = 3)P(p))i

0,k —5,p)

)75

P(k=1)P(p) + (P(k = 2)P(p))i

Oak_27p)

~ N

+ (P(k—2).P(p—1

PO,k —1,p) = P(0,k—3,p)+ P

J;

—~

+ (P(k—1)P(p—1)

P(0,k,p) = P(0,k=2,p)+ P

0,k —3,p)

~—

= P(k=2)P(p) + (P(k = 3)P(p))i + (P(k = 2)P(p — 1))j;
+ P(k—=3)P(p) + (P(k = 4)P(p))i + (P(k = 3)P(p — 1))J;

— P(K)P(p) + (P(k — 1)P(p))i + (P(k)P(p — 1))j.

Com isso, prova-se a veracidade do Teorema 32, por meio da sua aplicagao para

n=123,...

, k, na situagdo apresentada a seguir:
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p)+ P(k—2)P(m —1)P(p):

~—r

—~

~—r

p—1)j;

~—

P
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p)+ P(k—1)P(m —1)P(p)i

~—

P
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e
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~~ —~ T —
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~—
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—~
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P(p—=1)j+ P(k—3)P(m)P(p)

—~

k—2)P(m

~—

+P
+P

k= 3)P(m — 1)P(p)i + P(k — 3)P(m)P(p — 1)

~—
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= P(k)P(m)P(p) + P(k)P(m — 1)P(p)i
+ P(k)P(m)P(p — 1)J.

3.6.3 Relacoes Recorrentes n-dimensionais

Baseados nos trabalhos de Harman (1981) e Oliveira, Alves e Paiva (2017), serao
definidas as relacoes recorrentes n-dimensionais da SP, designando assim uma expressao
generalizada para os nimeros hipercomplexos descritos na forma P(nq,ng,ng,...,n,),
em que n representa as variaveis. Os nuimeros hipercomplexos sao definidos na forma
ap + a1t + agis + ... + ayi, em que ag,ay, ds,...,d, representam os nimeros reais e
i1,12,...,1, sd0 os simbolos que representam as unidades imaginarias inseridas (KANTOR;
SOLODOVNIKOV, 1989).

Defini¢ao 30. Seja P(ni,ng,ns,...,n,) um nimero hipercomplexo de Padovan, com
n variaveis e ni,na,n3,...,n, € N, para n > 3, e o sequinte conjunto de unidades
imagindrias (g =i, g = J, ..., ln). Desse modo, sio definidos os valores iniciais a sequir:
P(0,0,0,...,0)=0
P(1,0,0,...,0) =1
P(0,1,0,...,0) = 11y
P(0,0,1,...,0) = ps
P(0,0,0,1,...,0) = us3
P(0,0,0,0,1,0,...,0) = 4

P(0,0,0,...,1)
P(1,1,1,...,1)
PO,L,1,....1) =+ ...+ fin
P(1,0,1,...,1)
P(1,1,0,...,1)

P(1,1,1,...,1,0) =1+ pu1 +po+ ... 4 fin_1-

Assim, os nimeros na forma P(nq,ng,ns, ..., n,) satisfazem as seguintes condigoes
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n-dimensionais de recorréncia:

P(ny,n9,n3,...,n,) = P(ny — 2,n9,n3, ...
P(ny,ne,ng,...,n,) = P(ny,ng —2,ns,. ..
P(ni,ne,ng,...,n,) = P(ni,ng,ng —2,..

P(nl,ng,ng, ce

Teorema 33. Os nimeros na forma P(ny,na, ng, ...

sao determinados por:

P(nlan27n37 s 7nn>

(P

ot

+ o+ o+ o+

,nn) :P(nl,ng,ng,...,nn—2)+P(n1,n2,n3,...

M) + P(ng — 3,n2,n3,...,n,)

7nn)+P(n1an2_37n37"'amn)

M) + P(ny,ng,ng —3,...,ny,)

My — 3).

M), tal que ny,ng,ng, ..., n, €N,

(P(ny)P(n2)P(ns3) ... P(ny,))
(P(ny)P(n2)P(ng — 1) ... P(ny))us

P(ng))m

(P(n1)P(n2)P(n3) ... P(n, — 1)) fin.

Demonstracao. Partindo das demonstragoes realizadas nas subsecoes anteriores, em que sao
vélidos os teoremas P(n,m) = P(n)P(m)+P(n)P(m—1)ie P(n,m,p) = P(n)P(m)P(p)+
P(n)P(m — 1)P(p)i + P(n)P(m)P(p — 1)j. Dessa forma, por meio do passo indutivo,

pode-se verificar que:

P(nb no, N3, n4)

|
3
5
3

3
[N}

+ o+ o+
v
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3.6.4 Matrizes das Relacoes Recorrentes n-dimensionais

Doravante, serdo discutidas as matrizes referentes as relagoes de recorréncia anali-

sadas anteriormente, onde baseado nos valores iniciais atribuidos, sera utilizada a matriz:

P(n—2) P(n—3) P(n—4)
Jtem-se Q" = |P(n—1) P(n—2) P(n—3)|,paratodon > 5.
P(n—3) P(n—4) P(n—5)

Para @ =

— = O
o O =
o = O

Teorema 34. A matriz geradora da sequéncia bidimensional, é descrita por:

P(n—2) P(n—3) P(n—4)| |P(m)+ P(m —1)i P(n—2,m)
Qa= |P(n—1) P(n—2) P(n—3) 0 = 0
P(n—3) P(n—4) P(n-—5) 0 0

P(m)+ P(m —1)i
Onde a ¢ o vetor coluna definido por 0 e P(n,m) = P(n)P(m)+

P(n)P(m — 1)i.

Demonstracdo. Utilizando o principio da indugao finita, tem-se que: Para n = 5, tem-se:

- 15

0 1 0] [P(m)+P(m—1)i
Qa= 11 0 1 0
100 0
2 1 1] [P(m)+ P(m — 1)i
—12 21 0
111

Assim, a igualdade é valida.



3.6. Relagoes Recorrentes Bi, Tri e n-dimensionais

125

Supondo que seja valido para qualquer n = k, k € N, tem-se que:

Teorema 35. Para a sequéncia Tridimensional, a matriz geradora é descrita por:

Qb ~

Qa=Q"a

0 1 o] [Ptm)+ P(m—1)i

— |10 1 0
100 0
P(k—2) P(k—3) Pk

— |P(k—1) P(k—2) P(k
P(k—3) P(k—4) P(k
[Pk —2,m)

= 0

0

Pn—2) P(n—3) P(n—4)
Pin—1) P(n—2) P(n—3)
P(n—3) P(n—4) P(n—5)

—4)| |[P(m)+ P(m—1)i
_3) 0
_5) 0

P(m —1)P(p)i+ P(m)P(p —1);
0
0

}
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P(TL— 2’m7p)
= 0
0

P(m —1)P(p)i+ P(m)P(p—1)j
Onde b é o vetor coluna definido por 0 e
0

P(n,m,p) = P(n)P(m)P(p) + P(n)P(m —1)P(p)i + P(n)P(m)P(p —1)j.

Demonstragao. Utilizando o principio da indugao finita, tem-se que:

Para n = 5, tem-se:

- 15

0 1 0| |[Pm—1)P(p)i+P(m)P(p—1)j
Qb=1{1 0 1 0

10 0 0

2 1 1| [P(m —1)P(p)i+ P(m)P(p—1)j
=12 21 0

11 1] 0

P(3,m, p)
= 0

0

Assim, a igualdade é valida.

Supondo que seja valido para qualquer n = k, k € N, tem-se:

0 1 0| [Pm—1)P(p)i+P(m)P(p—1)5
Q=11 01 0
_1 00 0
P(k—2) P(k—3) P(k—4)| [P(m—1)P(p)i + P(m)P(p— 1)j
= |P(k—1) P(k—2) P(k—23) 0
P(k—3) P(k—4) P(k—5) 0
_P(k; —2,m,p)
= 0
I 0
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Agora, verificando que seja valido para n = k + 1, tem-se:

Qk+1b — Qk@b
0 1 0] [0 1 0] [Ptm—1)P(p)i+ P(m)P(p—1)j
=10 1] |1 01 0
10 0] [1 00 0
P(k—2) P(k—3) P(k—4)][o 1 o] [P(m—1)Pp)i+P(m)P(p—1);
= |P(k—1) P(k—2) P(k-3)||1 0 1 0
P(k—3) P(k—4) P(k—5)|[1 0 0 0
P(k—3)+P(k—4) P(k—2) P(k—3)| [P(m—1)P@p)i+P(m)P(p—1);
= |P(k—2)+P(k—3) P(k—1) P(k—2) 0
P(k—4)+ P(k—5) P(k—3) P(k—4) 0
P(k—1) P(k—2) Pk—3)| [P(m—1)P(p)i+ P(m)P(p—1)j
= | Pk) Pk—1) Pk—2) 0
P(k—2) P(k—3) P(k—4) 0
P(k—1,m,p)
= 0
0

]

Teorema 36. A matriz geradora para a sequéncia n-dimensional de Padovan, com Q(i, j)

sendo o terma da matriz QQ, em que i representa a linha e j a colunda. Assim, tem-se que:

Pl —2) P(n—3) P(ni—4)| |Q(1,1) P(ny —2,n9,n3,...,ny)

Q"y= |P(ni—1) P(ny—2) P(n;—3) 0 = 0
Q(1,1)
Onde y é o vetor coluna efinido por 0 , em que:
0

Q(1,1) = (P(ng — 1)P(n3) ... P(ny))p1 + (P(n1)P(ng)P(ng — 1) ... P(n,)) e + ... +
(P(n1)P(na)P(n3) ... P(ny — 1))pin, 1 = i, 2 = oo = ky ... iy sGo as unidades

imagindrias inseridas, e:

(P(n1)P(n2)P(ng) ... P(n,))+
(P(ny)P(ne — 1)P(n3) ... P(n,))p1+
(P(ny)P(n2)P(ns — 1) ... P(n,))ps+

P(nlan27n3a s 7nn)

(
(

+ + + +
v

(P(n1)P(n2)P(ns) ... P(n, — 1)) .



Capitulo 3. ESTUDO DO CAMPO EPISTEMICO-MATEMATICO: A GENERALIZACAO E
128 COMPLEXIFICACAO DA SEQUENCIA DE PADOVAN

Demonstragao. Utilizando o principio da indugao finita, tem-se que:

Para n = 5, tem-se:

Assim, a igualdade é valida.

Supondo que seja valido para qualquer n = k, k € N, tem-se que:

Q(1,1)

0 1 1
Q'y=1(1 0 0
10 0
(k‘l 2) P(ki—3) P(ki—4)| |Q(1,1)
(ki —1) P(ky —2) P(ki—3)
P(kl 3) P(ky—4) P(ki—5)
P<k1—2 ng,ng,...,nn)
= 0
0

Agora, verificando que seja valido para n = k + 1, tem-se:

Q"y = Q"Qy

o O =
S = O

P(ky—2) P(ki—3

P(ky—3) P(k—4
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[P(ki —3)+ P(ki —4) P(ky—2) Pk, —3)] [Q(1,1)
— |P(ky—2)+ P(ky —3) Plky—1) Pk —2

Plky —4)+ P(k; —5) P(k;—3) Pk —4

Pk —1) P(ki—2) Pk —3)] [Q(1,1)
=1| Plk) Pki—1) P(ki—2) 0

P(ky—2) P(ky—3) Pky—4)|| 0

3.7 Numeros Gaussianos de Padovan

De modo semelhante como ocorre uma representagao complexa para a SF (PETHE;
HORADAM, 1986; BERZSENYI, 1977), para os numeros de Padovan também ¢ permitido
realizar tal modelo de complexificagdo, sendo entao citados os niimeros inteiros gaussianos

que sao descritos primordialmente por Tasci (2018a).

Definicao 31. A formula de recorréncia dos nimeros gaussianos de Padovan, para n > 1
en €N, € dada por (TASCI, 2018a):

GP, =P, + P,_11.

Definicao 32. Com os valores iniciais GPy = 1,GP, =14+, GP,=1+1i,en >3 e

n € N, os niumeros gaussianos de Padovan sdo escritos na forma (TASCI, 2018a):

GPn - GPn_z + GPn_g.

Assim, os primeiros valores dos niimeros gaussianos de Padovan sao: 1,1+ 4,1 +
1,241,224 2i,3+ 21,4+ 30,5+ 41,7+ 51,9 + Ti. De posse disso, serao discutidas alguns

teoremas e propriedades para que seja aprofundado o estudo relacionado a esses nimeros.

Propriedade 9. A Func¢io Geradora dos nimeros gaussianos de Padovan € dada por
(TASCI, 2018a):
1+ (1+4)x + ia?

1—a2—23

9(GP,,z) =
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3

Demonstracio. Multiplicando a funcao por 22, 23 nas equacoes abaixo devido a sua relacao

de recorréncia, tem-se:

9(GP,, ) =Y GPua" =GP+ GPix + GPu® + ...+ GPa™ + . .. (3.35)
n=0

229(GP,,x) = GPyx® + GPa® + GPya* + ... + GPy_sz™ + ... (3.36)

23g(GP,,x) = GPya® + GPa* + GPya® + ... + GPy_sa™ + ... (3.37)

Baseada na Equacio (3.35-3.3643.37), tem-se que: (1 — 2? — 23)g(GP,,z) =

Considerando os valores iniciais: GPy =1,GP, =1+4+11,GP, =1+ 1 e a formula de

recorréncia, pode-se obter:

(1—2%—2%g(GP,,2) =1+ (1 +14)x + ix?

1 1 . . 2
oGPy 7) = + ( +z):1:+zx.

1 —22—23

]

Seguindo o principio de estudo, foram realizadas pesquisas em torno da férmula de

Binet dos gaussianos de Padovan, e assim descoberto o seguinte teorema.

Teorema 37. A Formula de Binet dos nimeros gaussianos de Padovan, com n € Z, é

descrita por (TASCI, 2018a):

A B C
GP,=(A+i—)a} +(B+i—)zi + (C + —)x¥,
x1 X2 €3
(z2—1)(z3—1) _ (z1—-1)(xz3—1) _ (z1—-1)(z2—1)

em que: A = = = € T, Ty € T3 as raizes

(w1—22)(z1—23)’ (z2—z1)(w2—23)’ (x1—23)(w2—w3)

da equagio caracteristica da SP (23 —x —1=0).

Demonstracao. Tomando como base a formula de Binet dada por:

GP, = oz} + Bzy + vy,

Utiliza-se a recorréncia dos nimeros gaussianos de Padovan (Defini¢ao 31) com os
valores iniciais estabelecidos (GPy = 1,GP, =1+ 1i,GP, =1 + 1), resolvendo o seguinte

sistema de equagoes:

a+ B+ =1
ary + Bre +yrs =1+1
ax? 4+ fas+yrd =141
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Resolvendo o sistema, tem-se que:

a_$21‘3—1’3(1+Z)—l’2(1+2)—|—1—|—2 .

(1'21'3 — X3 —1’2+1) —|—Z(1 — X3 —1‘2)

T3 — T1T3 + ToTz — T1To
(33233'3 — T3 — T + 1)

(21— 22)(21 — 73)

2(1 — X3 — 1'2)

(21— x2)(21 — 73)

(21 — ) (21 — 23)’

ZE1I3—$3(1+1)—ZE1(1+2)+1+Z . (Ill'g—$3—1’1+1)+i(1—1'3—$1)

B =

LC% + T1X3 — ToT3z — T1T2

(xll'g — T3 — T+ ]_)

(29 — 1) (72 — 23)

Z(]_ — T3 — Il)

(zg — 1) (22 — T3)

(22 — 1) (w2 — 23)’

/y_$1I’2—I’1(1+Z)—l’2(1+2)+1+2 . (1'11'2—1'1—$2+1)+i<1—$2—x1)

T3 — T3 — ToT3 + T1To
(lez — X1 — T2+ 1)

(21— 23)(22 — 73)

2(1 — L9 — 271)

(21 — x3) (22 — 23)

(21 — 23) (22 — 23)

Multiplicando a parte imaginéaria « por xy, § por x5 e v por x3, obtém-se:

(ZL‘Q.I?, — T3 — T —I— 1)

($1 - m2)(301 - $3)
(.732[[3 — X3 — X2 + 1)

I ’L(]_ — T3 — .172)
I (ZEI — Ig)(l‘l — ZE3)
i(.ﬁEl — 13 — 1’15132)

(21 — z2) (21 — 23)
(%11’3 — T3 — X1 + 1)

(22 — x1) (22 — 23)
(.Z'l.Tg — T3 — T+ ].)

w1(z1 — 22) (21 — x?))7
i) ’l(l — X3 — 1’1)
i) (.CL'Q — 1’1)(.%2 — .Tg)
i(ZEQ — T3 — ZE’Q(L’l)

(1’2 - Il)(@ - 1’3)
(r129 — X1 — 9 + 1)

e (21 — 23)(v2 — 73)

(.ﬁEl.’EQ — X1 — X2 + 1)

$2(I2 - Il)(@ - $3)’
T3 Z(]_ — Ty — f[)l)
T3 (ZL’I — 1'3)(1‘2 — ZL’3)
i(.’]ﬁg — T3 — .1'1153)

(21 — x3)(v2 — 73)

A partir da féormula de Binet da SP (Teorema 13) e das relagbes de Girard onde

933(5171 - 5E3)(332 - 553).

T1%9 + 1123 + Tox3 = —1 e 11 + 29 + x3 = 0, pode-se obter:

_(l'2$3—133—l'2+1) Z($1I2+1—$2—$3):A+Zé

(951 - $2)($1 - 953) $1(I1 - $2)($1 - 953) l‘l’

13 —x3—x1 + 1 (rxizs+1—21— B

5:(13 3 1 )+(13 1 3):B+z—,

(9 — 1) (22 — 3) To(xg — x1) (29 — T3) T

T1Ty — T3 — T+ 1 (v +1—21 —x C

7:(12 1 2 )+(12 1 3):C—|—Zf.

(1'1 - 553)(372 - 56'3) 373(1'1 - $3)($2 - 56'3) T3

Assim:

A B
GP, = (A+z) P (B+z’> ot <C+ic) .

T X2



Capitulo 3. ESTUDO DO CAMPO EPISTEMICO-MATEMATICO: A GENERALIZACAO E
132 COMPLEXIFICACAO DA SEQUENCIA DE PADOVAN

Teorema 38. A soma dos n primeiros numeros inteiros gaussianos de Padovan, com

n € N, sao descritos por (TASCI, 2018a):

J=0

Demonstracao. Utilizando a relagao de recorréncia dos niimeros gaussianos de Padovan,

tem-se que:
GPn - GPn_2 + GPn_g.

Porém para que haja cancelamentos posteriormente, utiliza-se a seguinte relacao:

GP, s =GP, —GP,_s.

Assim,
GP():GPQ—GP_l
GP1:GP3—GP0
GPQIGP4—GP1
GP?,:GP5—GP2

GP, 3 =GP,y —GP,_,

GP, o =GP, —GP,_,

GP, 1 = GPpir — GPy_s
GP, = GPys— GP,_,.

Realizando os cancelamentos sucessivos, obtém-se:

> GP;j=GP,+ GPyi1 + GPyyo — GP_y — GPy — GPy.

Jj=0

Considerando os valores iniciais GP_; =i, GPy =1 e GP, = 1 + i, conclui-se que:

> GP;j =GP, + GPy1 + GPyis — 2(1 +14).
j=0

Além do mais, pode-se analisar outros teoremas inerentes ao Teorema 38.

Teorema 39. A soma dos n primeiros termos pares gaussianos de Padovan sdo descritos

por:

> GPyj = GPoyyr — (1 +17).
j=0
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Demonstracao. Considerando a recorréncia GP, = GP,_ s+ GP,_3 < GP,_3 =GP, —

GP,_,, tem-se que:

GP():GP3—GP1
GPQZGP5—GP3
GP4:GP7—GP5

GPQn—Q = GP2n+1 - GPZn—l
GPQn = GP2n+3 - GP2n+1

Resultando em:
ZGPQj - GP2n+3 —GPl

J=0

- GPQj == GP2n+3 - (1—|—Z)

]

Teorema 40. A soma dos n primeiros termos impares dos gaussianos de Padovan, sdo

ETPTESSOS porT.

n
Z GP2j+1 = GP2n+4 - (]_ —l— 'L)
=0
Demonstracao. Todavia, considerando apenas os nimeros impares e a relagado GP,_3 =
GP, — GP,_5, ao somar todos esses nimeros, tendo em vista os cancelamentos sucessivos

dos termos de indice 2n, obtém-se a demonstracao deste teorema. O]

Prosseguindo na exploracao dos somatérios que envolvem os niimeros gaussianos

de Padovan, tem-se que:

ZGPZJ - ZGPQjJrl - Gp2n+3 - (1 + Z) - (GP2n+4 - (1 —|— Z))
7=0

§=0
= GPapy3 — GPoyyy.

Tasci (2018a) apresenta as matrizes para os nimeros gaussianos de Padovan:

01 1 144 144 1 GPpio GPu GP,
Q: 1 00 ,U: 1+ 1 7 e M" = GPn+1 GPn GPn,1
010 1 1 1 GP, GP,; GP,,

Desse modo, sejam as matrizes () e U apresentadas, pode-se compreender que
detq) = 1 # 0 e detU = —1 + 2i # 0. Logo, essas matrizes admitem inversa. Assim,
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analisa-se o produto matricial entre essas matrizes paran > 1 e n € N, tal que:

0 1 1] (147 140 1] 244 140 1+ GPs GP, GP, |

QUu=110 0||1+i 1 i|l=|1+i 1+i 1 |=|GP, GP, GP,

010|] 1 i1 1+i 1 ; GP, GP, GP.,

11 0] 144 14¢ 1] [2+2 240 1+ GP, GP; GP]

QU=10 1 1||14+i 1 i|l=|24i 1+i 1+i| =|GP; GP, GP,

00|] 1 i1 14+i 1+44i 1 GP, GP, GP,

11 1] 144 144 1] [3+2 242 2+ GP, GP, GP;

QU=1|110||14i 1 i|l=|242 2+4i 1+i|=|GP, GP; GP,

01 1] 1 i1 244 144i 144 GP, GP, GP,
'GP,., GP,., GP,
QnU: GPn+1 Gpn GPnfl
GP, GP,, GP,_,

01 1| |GP,yy GP,,v GP, GP,,s GP, GP,
Q""'U=@QU)Q=1|1 0 0| |GP,.n GP, GP,..|=|GPny GP,.1 GP,
010||GP, GP,_y GP,, GP,,1 GP, GP,

De maneira semelhante como ocorre para o modelo de Fibonacci, pode-se analisar
a propriedade comutativa do produto da matriz U pela matriz (. Uma vez que nenhuma
das seis matrizes () de Padovan sao simétricas, a propriedade comutativa para os ntimeros

gaussianos de Padovan nao é valida. Logo UQ # QU.

Doravante, serd analisado o comportamento da matriz geradora () para os niimeros
gaussianos de Padovan com indice inteiro nao positivo. Primordialmente, serda definida
uma nova recorréncia a partir da Definicdo 32, para que sejam facilitados os céalculos

matematicos realizados para esta analise.
Definicao 33. Os niumeros gaussianos de Padovan negativos, sio descritos na forma:
GPn) =GP ny3) — GPny1y,

n > 0,n € N e com os mesmos valores iniciais considerados para oS termos positivos

destes numeros.

Assim, os primeiros termos para indice inteiro nao positivo desses niimeros gaussia-

nos sao descritos conforme mostrado na tabela abaixo (ver Tabela 6).
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Tabela 6 — Primeiros termos com indice inteiro nao positivo dos niimeros gaussianos de
Padovan.

GP, | GP5 | GP 3| GP_, | GP 5| GP¢ | GP_;| GP_g | GP_g| GP_q
i 1 0 i 1-i 141 |1 -i -14-2i | 2-2i
Fonte: Elaborado pela autora

Propriedade 10. A Func¢io Geradora dos numeros gaussianos de Padovan para os termos
negativos dessa sequéncia, ¢ dada por:

L+ (1+4d)z+ (1 +4)2?
2 —z—1 '

g(GP_,,x) =

3

Demonstragao. Realizando a multiplicacao dos fatores z° e x na funcao geradora, tem-se:

9(GP_,,x) =Y GPua" = GPy+ GPix + GPa* + ...+ GPa" + ... (3.38)
n=0

2g(GP_,,x) = GPyx' + GPix? + GPx® + ...+ GP,_ 2™ + ... (3.39)

2g(GP_,, ) = GPyx® + GPya* + GPyr® + ...+ GPy_32™ + ... (3.40)

Baseada na Equagao (3.40-3.384-3.39), ¢ facil ver que:

(23 —x — 1)g(GP_,, ) = GPy + GP_1x + (GP_y — GPy)z* + (GP_3 — GP_; —
GP)x3+ ...+ (GP_, —GP_,,_ o —GP—n—3)a" + ...

Considerando os mesmos valores iniciais definidos no inicio da sec¢ao, percebe-se
que com GPy=1,GP_y =1,GP_5 = 1 obtém-se:

(2 — 2 —1)g(GP_,,2) = —(GPyx + GP_12* + GPy + GP_1x + GP_y2?)

(2 — 2 — 1) g(GP_,x) =1+ (1 + i)z + (1 +4)2?

. . 2
oGP 7) = 1+ (1+d)z+ (1+4)z '

3 —x—1
L]

Teorema 41. As matrizes desses niumeros gaussianos com indice inteiro nao positivo, sao

erpressas por:

Q'U=M".
Assim:
01 0 14+4¢ 144 1 GP_,., GP_,., GP_,
Q'=0=100 1|, U={14i 1 i|leM"=|GP.,.1 GP, GP_,.|,
1 0 -1 1 1 1 GP., GP_,_, GP_,_

comn>0en & N.
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Demonstracao. Demonstrando pelo principio da inducao finita, serdo analisados os produ-

tos matriciais dessas matrizes para n = 1,n € N:

01 o] 144 144 1 14+i 1

i
AU=100 1| |1+4 1 di|l=|1 4 1
1 0 —1 1 i1 i 10

GP GF GP,
— GPO GP,1 GP,Q
GP., GP., GP.

Verificando para qualquer n = k, € N:

k
01 0 |1+ 144 1 GP_iis GP_py1  GPy
dFU=100 1| [1+i 1 i|=|GPy1 GP, GP.,.,
10 —1 1 i1 GP_, GP_,_1 GP__,

Logo, para n = k + 1, tem-se:

01 0] |GPjss GP_ GP,
U =0(dU)=10 0 1| |GPy1 GPy GPyy
1 0 -1 GP., GP_,_, GP_;_o
GP_,.1 GP., GP.
=| GP., GP_,_, GP_;_o
GP_j1 GP_po GP__3

Assim, pode-se provar a veracidade do teorema. O

A matriz ¢ por ndo ser uma matriz simétrica, perde-se a validade da propriedade
comutativa dos nuimeros gaussianos de Padovan. Com isso, serdo discutidos algumas

propriedades inerentes as matrizes estudadas nesta secao.

Propriedade 11. Para nao positivo inteiro n,m tal que 3 > m < n e m,n € N, tem-se
a sequinte propriedades para 0s numeros gaussianos de Padovan:

(a) GPyyyy = GP, oGP, + GP, 1 1GP,,_1 + GP,GP,,_»,

(b)GP_,_p, = GP_,, . oGP_,,, + GP_,, ,+\GP_,,, 1 + GP_,GP_,,_».

GPn+2 GPn+1 Gpn
Demonstrag¢ao. De acordo com a matriz M" = |GP,.;, GP, GP,_{|, tem-se que:

GP, GP,.; GP,,
Mn+m — Man
GPn+m+2 GPn+m+1 GPn+m GPn+2 GPn—l—l GPn GPm+2 GPm+1 GPm

Gpn+m+1 G-Pn+m G-Pn—i-m—l = GPn—i—l GPn G-Pn—l GPm—i—l GPm G-Pm—l
GPner GPnerfl GPn+mf2 GPn GPnfl GPan GPm GPm,1 Gpmf2
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Assim: GPyym = GPy 9GPy + GPoy1GPry + GP,G Py (a).

Para validar a propriedade (b), tem-se a matriz M ~" (ver Teorema 41) e, de modo

andalogo, realizar o mesmo procedimento feito para o teorema (a). O

Ademais, sao discutidos novos teoremas com base nos termos com indice inteiro

nao positivo desses numeros.

Teorema 42. A soma dos inteiros gaussianos com indice inteiro ndo positivo de Padovan

¢ descrita por:

Y GP_j =GP pi5+ GP_ys+2(1 +14).

j=1
Demonstragio. Utilizando a relacao de recorréncia (Defini¢ao 33), tem-se que:

GP_, =GP, —GPF,
GP_,=GP,—GP,
GP_3s =GPy — GP_,
GP_,=GP_, —GP_;

GP—n—Z = GP—n+1 - GP—n—l
GP_n_l - GP_n+2 - Gp_n
GP*TL — GP,n+3 - prn+1

Através de cancelamentos sucessivos, é possivel obter:

ZGP*J - GP,n+3+GP,n+2+GP2+GP1.
7=1

Considerando os valores iniciais GP; = GP, = 1 + ¢, conclui-se que:

Y GP_j =GP pi5+ GP_ys +2(1 +14).

Jj=1

]

Teorema 43. A soma dos nimeros pares gaussianos de Padovan com indice inteiro ndao

positivo sao descritos por:

> GP_yj =GP gpys+1+1.
j=1
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Demonstracao. Através da recorréncia, é facil ver que:

GP_QZGpl—GP_l
GP,4:GP,1—GP,3
GP,6:GP,3—GP,5

GP72n74 = GPanl - GPf2n73
GP_ 9,9 =GP 9,11 —GP_9,
GP—QTL = GP—2n+3 - GP—2n+1

De posse disso, é possivel obter o seguinte resultado:

Z GP_Qj - GP—2n—|—3 + GP1

J=0

— GP_2n+3 + 1 +Z
O

Teorema 44. A soma dos numeros de indices impares com indice inteiro ndao positivo

dos numeros gaussianos de Padovan, sdo expressos por:

n
> GPoyj1 =GP gpis+ (1 +1).
5=0
Demonstracao. Entretanto, ao realizar a soma apenas dos termos impares, pode-se perceber

que ocorrerao cancelamentos sucessivos dos termos de indices —2n, é validado este teorema.

O

3.8 Numeros Duais de Padovan

Introduzido por Clifford (1871), um ntimero dual é indicado por d = a+ca, em que
e representa a unidade dual sujeita ao conjunto de regras e2 = 0, 1e = 1 = & (SHOHAM,
2000). Depreende-se facilmente que €™ = 0,n > 2 e n € N. Todavia, serd definido o niimero

dual de Padovan.

Defini¢ao 34. Um nimero dual de Padovan é descrito pela recorréncia (VIEIRA; ALVES,
2019c):
DPn:Pn+€Pn+17

onde P, representa um numero de Padovan e € designa a unidade dual.

Com isso, de acordo com a relagao recorrente fundamental, dada por DFP, =
DP,_>+ DP,_3, e pela Definicao 34, é possivel obter: DP, o+ DP, 3 =P, s +¢eP, 1+
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P, 3s+¢eP, s =P, o+ P, 3+¢eP,1+¢cP, o = P, +¢cP,,1 = DPF,. Diante disso,
fundamentado nos trabalhos de Seenukul et al. (2015), Sokhuma (2013b) e na Se¢ao 3.2.1,

considera-se o conjunto de cinco matrizes:

00 1 00 1 01 1 01 0 01 1
Qr, =110 0/,Qp,=1{1 0 1/.Qp,=1{1 0 0/,Qp,=|1 0 1/,Qp =10 0 1
110 010 010 100 100

Observa-se ainda que existe uma sexta matriz obtida pela transposicao de uma das

matrizes apresentadas:

T

010 001

Qr, =10 0 1| =QpL =1 01
110 010

A vista disso, é entao verificado que detQp, = detQp, = detQp, = detQp, =
_ _ . . -1 =1 =1 H=1 -1
detQp, = detQp; = 1. E passando a tomar os seguintes conjuntos Qp, , Qp, , @p,, Qp, , @p,
—1 T NT OT AT AT OT : S
Qp, ou Qp,Qp,, Qp,, Qp,, @p,, @p, que representam o conjunto de suas matrizes inversas
e de matrizes transpostas, respectivamente. De modo similar,verifica-se que ainda sao
. T _ T _ T _ T _ T _ T _
encontrados os valores: detQp, = detQp, = detQp, = detQp, = detQp, = detQp, = 1 e

detQp, = detQp) = detQp) = detQp) = detQp = detQp = 1.

Feito isso, utilizam-se:

Pn+2 Pn PnJrl Pnfl Pn Pn+1 Pn+2 Pn+3 Pn+1
7}75'1 - Pn+1 P, P, |, Q$2 - Pn+1 Pn+2 Pn+3 ’ 1}13’3 = Pn+1 Pn+2 P, |,
Pn+3 Pn+1 Pn+2 Pn Pn—i—l Pn+2 Pn Pn+1 Pn—l
Pn+2 Pn+3 Pn Pn+2 Pn+1 Pn+3
QTIAL%; = Pn+3 Pn+2 Pn+1 ) Q71l35 = Pn Pn—l Pn+1
Pn+1 Pn Pn—l Pn—l—l Pn Pn+2
Sendo ainda vélida a relagao de transposi¢ao da matriz (Qp, = }QQ):

T
Pn—l Pn Pn+1

Q?"@ = (Q?-‘@)T = | P11 Pay2 Pags
P, P Popo
Pov Py By
=| Pn Porz Ponr
Py Pz Poio
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Com base na Definigdo 34, e nas matrizes apresentadas, Vieira e Alves (2019c¢)

definiram um novo conjunto de matrizes dos nimeros duais de Padovan, sendo entao:

(DP,is DP, DP,.] DP,, DP, DP,.]

DlQ?ﬁ = DPn+1 DPn—l DPn JDQQ?’Q: DPn—H DPTL+2 DPn+3 3
DP,.s DP,.1 DP,.» DP, DP,.1 DP,.,
(DP,is DPnys DPy.] DP,.s DP,4 DP, |

D3Q71133 = DPTH—I DPn+2 DPn aD4Q7]§’4: DPn+3 D-Pn+2 DPn+1 )
DP, DP,.. DP,_, DP,., DP, DP,,
(DP,;s DPyii DPyys] DP,., DP,., DP, |
DBQT]LDSZ DPn D-Pn—l DPn+1 7D6Q7]136: DPn DPn+2 DPn+1
Dpn+1 Dpn DPn+2 DPn+1 DPn+3 Dpn+2

Teorema 45. De acordo com as matrizes duais de Padovan D;Q% em que 1 <1 <6 e
i,p € N, tem-se (VIEIRA; ALVES, 2019c):

(a) DiQb = Qb (I +eQp,) = (I +eQp,)Qp, e det(D;Qp) =1, para 1 < i <6,

(b) (DiQp)" = Q' (I +peQp,) = (I +peQp,)Q%, para 1 <i <6 ep> 1.

Demonstragio. (a) Considerando i = 1, tem-se que:

DPn+2 DPn Dpn+1
D1 731 - DPn+1 DPn—l D.Pn
DPn+3 DPn—i—l DPn+2

Feito isso, pode-se realizar a decomposicao da matriz:

'DP,., DP, DP,., Poio+ePpis Pu+ePpii  Puii+cPss
D\Qp = |DP,yy DP,.y DP, | = |P1+ePo P,1+e¢P, P,+¢eP, 1
_DPn+3 DP,11 DPyy Pois+ePyqs Poy1+ePoio Puio+ePys
[P,y P, P Pois Pusi Puro
=Py Poov Py | +€|Ps Py P
| Prvs Pryi Prpo Poys Poy2 Pogs

Pn+3 Pn+1 Pn+2
De posse de: Qp, = |P,y2 P, P41, tem-se que:
Pn+4 Pn+2 Pn+3

DiQp, = Qp, +eQp!!
= Qp (I +eQp)
= Qp +eQp”
= (I +eQp )@,
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Assim, verifica-se que:

1 00 0 0 ¢ 1 0 ¢
(I+eQp)=10 1 0| +1]e 0 0] =|e 1
0 0 1 e € 0 E €
Por fim, pode-se determinar:
1 0 ¢
det(I +eQp) =det|e 1 0| =1+0+e&*—-*-0-0=1.
e ¢ 1

Validando a propriedade (a), visto que os demais casos sao analogos ao demonstrado

anteriormente.

Para demonstrar a propriedade (b), serd realizada a indugdo matemética sobre p.

Observando a propriedade comutativa descrita abaixo:

DiQ7 = Qp, (I +2Qp,)Qp,(I +Qp)

= QP (QP + 5@”“)([ +¢eQp)
(I+€Qp)([+€@pi)

w1’

+ 28@131. + 82Qpi).

Ressaltando a propriedade do ntimero dual, e” = 0,n > 2, tem-se:
DiQF = Qpl.(I* +2:Qp,).

Supondo que seja véalido para p € N, tem-se que:

No tultimo passo, por indugao, para todo p > 1, tem-se que:

DR = DiQBDQY, = QI + peQp) Qi + Qi)
= QW+ 2Qp, + peQp, + p2Qp)
= QW1+ (p+ DeQp)
= (I + (p+ 1)eQp)QR.

]

Corolario 1. Através das matrizes duais de Padovan D;Q% para 1 <1< 6 ei,p €N,
tem-se que (VIEIRA; ALVES, 2019c):

(a)det(D;Q'%') = 1, para todop > 1 e 1 < i <6,

(b) DP?, ,DP, 1+DP2DP, s+ DP2  — (DPnJrgDPn,lDPnH +2DP,DP,1DP, 5) = 1.
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Demonstracio. (a) De posse do Teorema 45, é possivel escrever:

o= Q1 (I +peQp,)
Ponvz Pon Ponta 00 0 0 pe
= |Ppmi1 Pm1 P 1 0| +|ps 0O O
_Ppn+3 Ppn+1 Ppn+2_ 0 1 pe  pe 0
Ppn+2 Ppn Ppn+1 1 0 pe
= Ppn+1 Ppn—l Ppn pe 1 0
_Ppn+3 Ppn+1 Ppn+2_ _pé‘ pe 1
Assim, o determinante sera:
Ppn+2 Ppn Ppn—H 1 0 pe
detD\Qp = det |Pyiq1 Pyoy Py, |det|pe 1 0
Ppn+3 Ppn+1 Ppn+2 pe pe 1

= det(Qp)(1+ 04 p°c® — p*e> — 0 —0)
= det(Q%)1
= 1.

Ao realizar o mesmo procedimento para as demais matrizes duais, pode-se validar
o corolario (a).

Verificando (b), tem-se que: D1 Q% . Logo: detD;Q%, = 1, resultando em: detD,Q’p, =

1. Diante disso:

DPn+2 DPn DPn—i-l
detD,Q%, = det |DP,., DP,_, DP,
DPn+3 DPn+1 DPn+2

= DP? ,DP, 1+ DP?DP, 5+ DP?
— (DPoy3DP,_1DP, 4y + 2DP,DP, 1 DP, )
=1.

O
Doravante, discutiremos o conjunto das matrizes inversas duais de Padovan, com

base nas matrizes duais D;Q%, para 1 <@ < 6. Assim, ressalta-se que os seus determinantes

sao todos diferentes de zero. Logo:

Dpn+2 DPn DPn+1
(DIQ%) = |DP,,y, DF, 1 DP,
DP,3 DP,y1 DP,yo
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Teorema 46. De acordo com as matrizes duais inversas de Padovan (DZ-QE_)_1 para
1<i<6en,p€eN, tem-se que (VIEIRA; ALVES, 2019c):

(a) (D;Qh) " = Qp'(I —eQp,) para 1 <i <6 edet(D;Qp;) " =1,

(b) (D;Q) ' =Qp"(I —epQp,) para 1 <i <6 ep>1,
(c) det(D;Qp) ' =1, para1 <i<6ep>1.

Demonstragao. Baseado no Teorema 45, sabe-se que(D;Q%) = (I +eQp,)Qp = Q% (I +

e@Qp,), para 1 < i < 6. Feito isso, tem-se que, para 1 < i < 6:

(DiQp,) " = (Qp) (I +eQp) ™"

E possivel observar ainda que: (I +eQp,)(I —eQp,) = (I —eQp)(I +eQp) =1,
para 1 <17 < 6.

Obtendo assim: (I +eQp)' = (I —eQp).

LI n A £ 3 n \—1 _
Para a matriz inversa dual de Padovan D1Q%,, é necessario saber que (Q% )" =

Q51 ¢ (DiQ3) ™ = Q' (I — £Qp,). Assim:

'DP_,., DP., DP.,.
(D\Qp)~' = |DP_y DP_,., DP.,
DP_,.5 DP_,.i DP_.
= (Qp")I —eQp)

(P.io P, P
=|P.p1 P,y P, | (I—eQp)
P*n+3 P*n+1 P*n+2

P, P, P, 1 0 —e¢
=|P,q P, P,||—- 1 0

P—n+3 P—n+1 P—n+2 —& —¢€ 1

Através da decomposicao matricial realizada acima, pode-se validar det(DiQ}%i)_l =

1, para 1 < 7 < 6, de modo analogo como realizado nos casos anteriores.

Para (b), tem-se que:

(D:iQF) ™ = DiQp"DiQp" = Q' (I —eQp,) Q5" (I — £Qp)
= Qp'(Qp" — eQp,")(I —<Qp,)
= Qp"(I —Qp,)’
= Qp " (I = 2¢Qp, + p*e*Q},)
= Q"I —2:Qp,).
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Verificando que:
(D:QE) H(DiQp,) " = Qp"(I — 2:Qp,)Qp" (I — 26Qp,).
Pode-se perceber:
(DiQE)™" = Qp™(I - 3¢Qp,).

Dando continuidade ao processo de indugéo sobre p e (D;Q%) ™' = Qp" (I —peQp,),

com p > 1, tem-se que:

(D:Qp) ™ = QpP" (I — peQp,)Qp™(I — <Qp,)
= Qp"Qp"(I —peQp,)(I —Qp,)
= Qp""™(I — eQp, — peQp, + peQp,eQp,)
= Qp" "I —elp+1)Qp)

Para a demonstragao do item (c), é possivel tomar como base as propriedades
discutidas e também utilizando o item (a), em que: det(D;Qp )" = 1, tem-se que:

Considera-se o conjunto de matrizes duais transpostas que é indicado por:

(DP,is DPy,y1 DPys] DP,., DP, DP,
(D:Qp)" = | DP, DP,i DPyi| . (D2Q%,)" = | DP, DPys DPu|,
Dpn+1 DPn DPn+2 Dpn+1 DPTL+3 DPn+2
(DP,;s DP,, DP, | (DP;s DPys DPuii]
(D3Q$3)T = DPn+3 DPn+2 DPn+1 ) (D4Q$4)T = DPn+3 DPn+2 DPn )
DP,., DP, DP,_; DP, DP,. DP,_,
DP,., DP, DP,] DP,., DP, DP,,]
(DsQp5)" = |DPyyy DPyoy DP, |, (DsQpg)" = |DPyy1 DPuis DPyus
DPn+3 DPn—H DPn+2 DPn DPn—H DPn+2

Teorema 47. Considerando a matrizes transpostas duais de Padovan (D;Q%.)", para
1<i<6 et,p€eN, tem-se que:

(a) (D;Qp)" = Q)T (I +eQpi)T, para 1 <i <6 edet(D;Qp;)" =1,

(b) (DiQE)" = (QF)" (I +peQpi)’, para 1 <i <6 ep>1.

Demonstracao. Tendo em vista o Teorema 45, segue que:
(DiQp:)" = (@I +eQpi))"
= ((I +Qpi)Qp)"
= (Qp)" (I +eQp)".
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Observa-se, ainda, que pode-se verificar para todos os casos que, para 1 < < 6:

det(I +eQp;)" = 1.

Para o item (b), observa-se que:

(D:QE)" = (D:Qp,)" (D:Qp;)"
= Q) (I +eQp:) " (Qp) (I +Qpi)"
= (QF)" (I +eQp:) (I +eQp)".

Por outro lado, observa-se que:

(I + €Qpi)T(I + €QPZ‘)T = (I + €Qpi)T(I + €sz)<<f + €Qpi)T(I + €Qpi))T
= (] + 2€QPZ‘)T.

Substituindo na expressao anterior, para 1 < i < 6:
(DiQE)" = (QF)" (I +2:Qpy)".

No passo seguinte, vamos avalia-se o comportamento da matriz:

(DiQE)" = (DiQE)" (DiQp:)"

= (QF)" (QF)"

= (@) (I +2eQp:)" (Qp)" (I +Qpi)"
= (@D +2:Qp:)(Qp:) (I +Qpi)"

= (QP)T(I +3eQp)".

Por inducao, tem-se que parap >1e 1 <7 < 6:
(D:Qp)" = (Qp)" (I +32Qp:)"

Com isso:

(DQRNT = (DiQE)(DiQp:))T = (D;Q%) T (DQpi)T
QU™ (I + p=Qp) T (Qp)T (I +2Qpy)”
PO + peQpi) (Qp) T +eQpi))T

(QF
(QE™(I + (p+ 1)eQr)".

(
= (
(
= (
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3.9 Quatérnios de Padovan

Um quatérnio é uma extensao dos numeros complexos, estudados em Algebra
Linear, desenvolvidos em 1843 por William Rowan Hamilton (1805-1865), existindo duas
estruturas quaternionicas, primeiramente: quatérnio em R, possuindo componentes reais,
e os quatérnios complexos (biquatérnios) em C, possuindo varidveis complexas. Os quatér-
nios sao compreendidos como somas formais de escalares com vetores usuais do espaco

tridimensional, existindo quatro dimensées (OLIVEIRA, 2018).

Todavia, um quaternion é descrito por:
q=a+bi+cj+dk,

onde a,b,c sdo ntimeros reais e 4, j,k a parte ortogonal na base R3. Tem-se ainda que
q1 = a1+ b1t + c1j + dik e go = as + bai + co + dok sao dois quatérnios distintos. Assim,

as operagoes escalares de adicao, igualdade e multiplicacao entre eles sao:

@1+ q = (a1 +ag) + (by + b2)i + (c1 + ¢2)J + (dy + do)k.

q1 = (o apenas se a; = ao,b; = by, c1 = co,d; = dy. E para a € R, tem-se que

aqy = aay + abyt + acyj + adqk.

Um nimero complexo é definido por a + bi, onde a e b sdo ntimeros reais e i é
o numero imaginario, nao fazendo parte dos niimeros reais, e possuindo a propriedade
i? = —1. Assim, os quatérnios possuem quatro vetores de base (1,1, j, k), existindo trés
componentes imaginarios chamados 7, j, k, onde essas sao trés raizes quadradas e diferentes.
Esse produto quaterniénico é apresentado por Horadam (1993) sendo i? = j% = k? =
—1,ij =k = —1ij,7k =1= —kj e ki = j = —ik. O conjugado e norma do quatérnio sao

descritas, respectivamente, como:
¢ =a—bi—cj—dk,
N(q) = a®> +V* + & + d°.

A vista disso, serdo enunciadas algumas defini¢des a respeito dos quatérnios de
Padovan, a férmula variante de Binet, fungdo geradora, matriz geradora e algumas propri-
edades, tanto para os nimeros naturais, assim como a sua extensao para indice inteiro

nao positivo.

Definigao 35. O quatérnio de Padovan é definido, com n > 0,n € N,i? = j2 = k? = —1,
pela equagao (TASCI, 2018b; DISKAYA; MENKEN, 2019):

QPn = Pn—i_ipn-l—l +an+2+kPn+3-
Definicao 36. A formula de recorréncia do quatérnio de Padovan é definida como:

Qpn = QPnf2 + Qpnf?r
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Teorema 48. Para n € Z, a Férmula de Binet para o quatérnio de Padovan é (TASCI,
2018b; DISKAYA; MENKEN, 2019):

QP, = Aaz} + Bbxy + Cceaxy,
em que Ti,Ts, T3 SG0 as raizes da equacio ° —x —1 =0, e A = %,B =
e T R A

1+ 230 + 23j + zik.

Demonstragao. De posse da férmula: QP, = az] + Sz + vk, pode-se utilizar a relagao
de recorréncia dos quatérnios de Padovan (Definicao 35) e os valores iniciais QFP, =
14+i4+742kQP =1+i+274+ 2k, QP =1+ 2i+ 25 + 3k, desenvolve-se o sistema de

equagoes:

a+ [+ =14+i+7+2k
ary + fre +yrs =1+1i+ 25+ 2k
ar? + fad +yrd =1+ 2i+ 25+ 3k

Assim, resolvendo o sistema, obtém-se:

(142i+ 25 +3k) —aa(1+ ¢+ 25 +2k) —x3(1 + 4 + 25 + 2k) + zoz3(1 + i+ j + 2k)
T? — 11279 — T173 + ToT3
(1 — 23 —xg +x223) + (2 — 22 — 23 + Taws) + j(2 — 222 — 223 + x223) + k(3 — 229 — 223 + 2x223)
(z1 — z3)(T1 — T2)
(142i+27+3k) —a1(1+i+2j +2k) —x3(1+4+ 25 + 2k) + z123(1 + i + 5 + 2k)
:z:% — ToX3 — L1T2 + T1X3
(1 —2z1 —xo+z123) +9(2 — 21 — x5 + 2123) + J(2 — 221 — 225 + T123) + k(3 — 221 — 225 + 221 23)
(z2 — 21)(T2 — 73)
(14 20+ 25 +3k) — 21(1+i+2j + 2k) — 20(1 + 4 + 25 + 2k) + z122(1 + i + j + 2k)
£L‘§+Z‘1I’2 — 13 — T2X3
(1 —z1 —mo+2122) +9(2 — 21 — T2 + x122) + J(2 — 221 — 229 + T122) + k(3 — 221 — 229 + 22122)

(z3 — z1)(23 — T2)

b

8=

bl

Utilizando as relagoes de Girard: z1x0103 = 1,21+ x9+x3 = 0 e 2120+ 20x3+ 1103 =

—1, e a férmula de Binet da SP (Teorema 13), tem-se que:

(2o —1)(w3 — 1)
(21 — 22) (21 — 73)

ToXo — Lo — T3+ 1 . .
a:(QQ_ 2 _3 )(1+x1@+x§j+x‘;’k):
(1 — z2) (21 — 73)
= A(1 + 17 + 7] + ak),
ﬁ: (I1I3—$1—l’3+1>
(22 — 1)(22 — 73)
= B(1 + x9i + 23] + 23k),
1Ty — X1 — T2+ 1) . .
v = ((wg - ;pl)l(xg = m) (1 + 231 + a:%] + [Egk) =

= C(1 + z3i + 235 + 23k).

(1 + 218 + 235 + 25k)

(1 — D)(z3 — 1)
(22 — x1) (29 — 73)

(14 w9 + 255 + 25k) = (14 w9i + 255 + 25k)

(1 — 1)(z2 — 1)
(23 — 1) (3 — 72)

(1 + z31 + 235 + 3k)
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Definindo @ = 14 210 + 27j + 23k, b = 1 + z9i + 23j + a3k, ¢ = 1 + x50 + 23j + x3k,

pode-se chegar em:

(.%’2—1 T3 — )

(14 213 + 225 + 23k) = Aa,

(1761 — T2)(X1 — 953)
(1’1 —1 r3 — )

)(
)
)(
v= (zg — 1) (72 — 23)
)(
)

(1 + @9 + 235 + 3k) = Bb,

(Il—l To — )

(xg By p— (1 + a3i +23j + 23k) = Ce.

]

Propriedade 12. A fun¢io geradora do quatérnio de Padovan é dada por (TASCI, 2018b):

(L4i+j+2k) + (1 +i+2j+2k)z+ (i +j + k)a?
1—22— 23

Q(QPmI> =

Demonstracio. Multiplicando a funcao por 22 e 23, tem-se:

9(QPy,z) = > QP,a" = QP+ QPix + QPyx* + ...+ QPa" + ... (3.41)
n=0

22g(QPy, ) = QPyx* + QPy2® + QPyx* + ...+ QP,_o2™ + ... (3.42)

23g(QPy, ) = QPyx® + QPya* + QPyx® + ...+ QP,_s2™ + ... (3.43)

Baseada na Equacao (3.41-3.42+3.43), tem-se que:

(1 - 12 - $3)9<Qpn737) = QPO +QP13§'+ (QPZ — QPQ)QTz + (QP3 — QPl _ QPO)ZL'?) +
+(QP, — QPys — QPn —3)z" + ...

Considerando os valores iniciais: QFPy = 1+i+7+2k, QP = 1+1+274+2k, QP =

14 2i + 25 + 3k e a formula de recorréncia, pode-se obter:

(1—2%—29(QP,,2) = QPy + QPyz + (QP, — QPy)a?
144475 +2k 147425+ 2k 4+ 5+ k)z?
QP ) = IR L A (B

[

Agora, sera analisada a matriz geradora () dos quatérnios de Padovan, através da

matriz, com n € N:

1 Pn72 Pnfl Pn73
0| =|P,.3 P,_o P,_,|,paratodon > 5.
0 Pn—4 Pn—?) Pn—5
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Propriedade 13. Paran > 1 en € N,
dada por (TASCI, 2018b):

a matriz geradora do quatérnio de Padovan €

Qr, QP QR fo 1 1)"[er, QP QR
Q"|QPL QPR QP =11 0 0| |QP QPR QP
QFy QPy QP 0 1 0] |[QF QP4 QP
QP2 QP QF,
= QP QF, QP
QP QP QP

Demonstracao. Realizando a demonstracao por meio do principio da inducao finita, para

n = 5, tem-se:

QP QP
Q° QP QP
QP, QP

QF
QP
QP

o1 1] [Qr, QP QR
=11 0 0| |Qr QR QP
0 10| |QR QP QP
2 2 1] [QP, QP QR
— |1 2 1] |en QP QP
11 1| |QR QP QP

[2QP; +2QP, + QPy 2QP, +2QP, + QP_,
QP> +2QP + QP QP +2QP + QP
| QP+ QP+ QP QP+ QP+ QP

QP QFs QF;

QPs QP QP .

QP QP QP

Verificando a validade para qualquer n = k, k € N, tem-se que:

QP
Q" QP
QP

QP
QP
QP

2QPy +2QP_; + QP_,

QPy +2QP_, +QP_,
QP+ QP11+ QP

k
QP 01 1] |[QP, QP QF
QP =11 0 0| |QPh QPR QP
QP 01 0] QR QP QP
P,» P, P3| |QF QP QFK
= Pnf?; Pn72 Pnf4 Qpl QPO QP,1
_Pn—4 Pn—3 Pn—5 QPO QP—l QP—Z
QPii2 QP QB
= QP11 QF, QP
| QP QP QP
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Logo, verifica-se que seja valido para n =k + 1:
- k -

QP, QP, QF, 01 1] [0 1 1| |QP QP QP
Q"™ QP QR QP,| =110 0| [1 0 0||QP QPR QP
QPy QP QP., 010l |01 0]|QP, QP QP

P,y Prw Pes| |01 1] |QFP QP QF
=Pz Pz DPy|-|1 0 0 |QPr QFy QP
Peey Pos Pos| |01 0] |QF QP QP

P.w Py B QP QP QR
= P2 Pr1 Pos| |QPr QR QP
| Pi—s P2 Pia| |QP0 QP-1 QP
QPry3 QP2 QPryy
= |QPyy2 QPry1 QP
QP11 QP QP

Vale ressaltar que a matriz () utilizada pode ser alterada por uma das seis matrizes
validas de Padovan e obtendo, consequentemente, os termos da matriz geradora () dos

quatérnios de Padovan. O

Teorema 49. A soma dos n primeiros termos quatérnios de Padovan € descrita por:
m=0
Demonstracao. Utilizando a relagdo de recorréncia dos quatérnios de Padovan, tem-se que:
Qpn = QPnf2 + Qpnf?)'

Porém para que haja cancelamentos posteriormente, utiliza-se a seguinte relacao:

QPn—Q = Qpn - QPn—S-

Logo,
QP =QP, — QP
QP =QP - QR
QP =QP,— QP
QP =0QFP - QR

QP53 =QP,1 — QP4

QP2 =QPF, —QF,3

QP11 = QP — QP
QF, =QPFP,12 —QF,_.
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Através de operacoes algébricas, pode-se realizar alguns cancelamentos, obtendo:
n
Z QPm:Qpn+QPn+l+QPn+2_QP—1_QPO_QPL
m=0

Considerando os valores iniciais QP = i+ 7+ k, QFy = 1 +i+j+ 2k e
QP =1+ 1+ 275+ 2k, conclui-se que:

S QPn=QP,+ QPyi1 + QPyyo — (24 3i + 45 + 5k).
m=0
m
Teorema 50. A soma dos n primeiros termos pares dos quatérnios de Padovan é (TASCI,

2018b):

n

> QPom = QPanys — (24 2i + 3j + 4k).

m=1

Demonstracao. Através da recorréncia QP, = QP, o+ QP,_ 3 < QP,_3=QP, — QF,_»,

tem-se que:

QP = QP — QPs
QP =QP; —QPFs

Qp2n72 = Qp2n+1 - Qp2n71
QP2TL - QP2n+3 - QP2TL+1'

Obtendo:
5 0h 0P - r
= QPsy = QPonys — (24 20 + 35 + 4k).
0

Teorema 51. A soma dos n primeiros termos impares dos quatérnios de Padovan, sdo
expressos por (TASCI, 2018b):

Z QPQerl - QP2n+4 - (1 -+ 22 + 2] + 3]€)
m=0

Demonstracao. Levando em consideragdo apenas os niimeros impares e a relacao QPF,,_3 =
QP, — QP,_5, pode-se somar todos esses numeros e cancelar os termos de indice 2n,

valida-se este teorema. O

Doravante, sera analisado o comportamento dos termos com indices inteiros nao

positivos dos quatérnios de Padovan.
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Definicao 37. A formula de recorréncia dos quatérnios de Padovan para indice inteiro

nao positivo, para todon >0 en € N, é dada por:

prn = QanJrS - prnJrl-

Definicao 38. O quatérnio de Padovan, para indice inteiro nao positivo, para todo n > 0

en € N, é definido pela equacao:
QP—n =I_p+ iP—n—i—l +jP—n+2 + kP—n—l—?r

Propriedade 14. A func¢do geradora dos quatérnios de Padovan para indice inteiro ndo

positivo, é descrita por:

(Lt E2k) — (1420425 +3K)a — (1+i+ 2+ 2k)a?
e p— | ’

g(QP—m ZL’) =
Demonstracio. Multiplicando a funcdo por z e 3, tem-se:

g(QP_,,x) = i QP_,2" =QPy +QP_1x + QP ox* + ...+ QP_,a" + ... (3.44)

n=0
1g(QP_,,7) = QPyx + QP_12° + QP 22> + ...+ QP_, 12" + ... (3.45)
22g(QP_p, ) = QPox® + QP_12* + QP_o2° + ... + QP_, 32" + ... (3.46)

Com base na Equagao (3.46-3.45+3.44), tem-se que:

(2° =2 = 1)g(QP-n, ) = =QPy — (QPy + QP_1)x — (QP_5 + QP_y)2”

+(QP0_QP—2_QP—3)x3+---+(QP—n—3_Qp—n_QP—n—l)xn‘{’---

Considerando os valores iniciais: QFPy =1+1+ j + 2k, QP 1 =i+ 7+ k,QP_5 =

1+ 7+ k e a formula de recorréncia, pode-se obter:

(xg —r—1)9(QP_,,x) = —QPy — (QFy + QP_1)x — (QP_ + QP,l)xZ
9(QP . x) = _(1+i+j+2k’)—(1+2xi3—i-_2£i—i’>k:)x—(1—|—i+2j+2k)962.

O

A matriz geradora () dos quatérnios de Padovan, para indice inteiro nao posi-
tivo, pode ser analisada calculando a inversa da matriz (), utilizada para verificar o
comportamento dos termos positivos da sequéncia. Assim, tem-se que:

n

0 1 0 anfZ anfl anf?y
0= Q_n =00 1 =|Phn3 P Py
10 -1 P—n—4 P—n—3 P—n—5
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Propriedade 15. Paran > 0 e n € N, a matriz geradora dos quatérnios de Padovan,

com indice inteiro nao positivo, é dada por:

QP QP QR o1 ol]'[er QP QR
0. |1QP QR QP | =10 0 1 QP QR QP
QR QP QP 10 -1 |QF QP QP
QP 2 QP .y QP
= |QFPn1 QP, QP
QP QP QP

Demonstracdo. Analisando a igualdade para n = 1, pelo principio da inducao finita:

QP, QP QF 01 0| QP QP
0. 1QPr QP QP | =10 0 1||QPh QR QP
QPy, QP_; QP 10 -1} |QRh QP QP
L Qn QP QP
= QF, QP QP
QP> — QP QP — QP QPy— QP
QP QP QP
= | QP QP., QP_|.
QP-1 QP> QP

Constatando a validade para qualquer n = k, k € N, tem-se:

k
QP QP QR 01 0 QP QP QR
0lQP QR QP4 =10 0 1 QP QP QP
QP QP QP»| [0 1] [QR QP QP
P,o P, P3|l |QP QP QR
=|Pp3 Pn Py |QPF QR QP
_P—n—4 P—n—3 P—n—5 QPO QP—l QP—2
QP k2 QP k1 QP
= |QP-ky1 QP QP
QP QP QPp
Concluindo a demonstracao, verifica-se a validade para n =k + 1:
k
QP QP QR 01 0 0 0 |QR QP QR
QkH QP QR QP4 =100 0 1 QP QR QP
QPy QP17 QP Lo -1 |1 —1] |QRy QP-1 QP
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P
= | P k3
| P—i—a

Py 3
= | Pk
| Pis

P_j_q
Py o
Py 3
Py
Py 3
Py 4

QP 11 QP QP
=| QP

Pyslfo1 oller QP QP
Pyral |00 1]|QPF QP QP
Pis| |1 0 —1] |QRy QP QP

P,k,4 QPQ Qpl QPO
Ps| |QPr QR QP
Pig| |QF QP1 QP

QP_—1 QP_j_o

QP QP QP s

]

Teorema 52. A soma dos n primeiros termos com indice inteiro ndao positivo dos quatér-

nios de Padovan, sao expressos por:

S QP = QP s+ QPpin + (24 3i + 45 + 5k).
m=1

Demonstragao. Utilizando a relagdo de recorréncia dos quatérnios de Padovan, com n € N,

tem-se que:

Logo,

prn = prn+3 - prnJrl-

QP 1 =0 -QRK
QP ,=QP — QP
QP 3=QF — QP

QP4 =QP1— QP

QPops = QP — QP 5
QPons = QP-piy — QP
QPw1 = QP ys — QP

QP_ = QP_iy — QP_pi1.

Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

Zme:prn+3+Qan+2+QP2+QP1-
m=0

Considerando os valores iniciais QP = 1 41+ 2j + 2k, QP, = 1 + 2i + 25 + 3k,

conclui-se que:

S QP = QP_pys + QP_pio + (24 3i + 45 + 5k).
m=0
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]

Teorema 53. A soma dos n primeiros termos pares, com indice inteiro nao positivo, dos

quatérnios de Padovan é:
> QP o = QPapis — (1 +1i+ 25+ 2k).
m=1

Demonstracao. Utilizando a recorréncia QP_,, = QP_,+3 — QP_, 1, observa-se que

QP> =QP — QP
QP_y,=QP_1 —QFP_;
QP_¢ = QP_3— QP_;

QP—2n—2 = QP—2n+1 - QP—2TL—1
QPon - QP72n+3 - QP72n+1~

Com isso, tem-se que:

Z QP 2y = QP_9,13 + QP

m=1

= QP 9, = QP _op3+ (1 41+ 25+ 2k).
O

Teorema 54. A soma dos n primeiros termos impares, com indice inteiro ndo positivo,

dos quatérnios de Padovan, sdo expressos por:

n
Z QP 9y 1=QP 9,0+ (1420 + 25 + 3k).
m=1
Demonstracio. De modo andlogo como realizado para a demonstracao dos teoremas
anteriores, pode-se facilmente validar também este teorema, realizando os cancelamentos

sucessivos das operagoes algébricas. O]

3.10 Octonios de Padovan

Apés a definicao dos quatérnios J. T. Graves perguntou a Hamilton sobre &lgebras
de dimensoes maiores, tentando defini-las como sendo de oito e dezesseis dimensdes. Porém,
segundo Karatas e Halici (2017), Graves encontrou divisdes por zero na algebra de dezesseis
dimensoes, definindo entao somente os octonios em 1845, como sendo entao nao comutativa,

nao-associativa e normatizada.
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Kecilioglu e Akkus (2015) definiu os octénios como sendo no campo dos ntimeros

R, escrevendo como:
p=p +pe,
onde p/,p" € H = {ag + a1t + asj + azk | 12 = 32 = k? = —1,ijk = —1, a9, a1, as, a3 € R},

¢ a divisao da algbebra dos quatérnios. A adicao e multiplicagdo entre dois octonios,

p=yp +p'ee q=q +q"e é dada através de:

p+a=0+¢)+ " +q")e,

",/

pg='qd — ")+ ("D +1"q)e,

em que ¢’ e ¢’ sao os conjugados dos quatérnios ¢’ e ¢”, respectivamente. Portanto, O é a
algebra dos octnonions, numa base natural no espaco sobre R formado pelos elementos:
eg = 1,61 = 1,60 = j,e3 = k, ey = e,e5 = ie,eg = je,e; = ke e a multiplicacdo desses

numeros é mostrada na Tabela 7.

Tabela 7 — Tabela de multiplicacao dos octonios de O.

1 €1 €9 €3 €4 €x €g ey
1 1 €1 (§))) €3 €4 €y (§75 (Srg
e1 e |-1 |e3 |-ex|es | -e4|-€7 | €g
€ | ey |-e3|-1 | e |eg | e;r | -eq | -€5
es |es| ey | -e1 | -1 |e; | -eg | €5 | -e4
€4 | €4 | €5 | -€ | -€7 -1 €1 €9 €3
€; | €5 | €4 -7 | €g -C1 -1 -C3 | €2
Cs | €6 | €7 €4 -C5 | -€2 | €3 -1 -C1
er | er|-eg | e5 | €4 | -e3 | -2 | e | -1
Fonte: Kecilioglu e Akkus (2015)

Com isso, os octonios utilizam a seguinte notagao:

7
p= Z Ds€s,
p=0

em que ps é o coeficiente real, com p € O, escrito na forma p = Re(p) + Im(p), onde
Re(p) = po representando a parte real e, Im(p) = Y'_, pses representando a parte

imaginaria. O conjugado de p é definido para todo p,q € O, como:

=p,(p+q) =p + .07 = p.

=l

A norma de p é definida por:

7
N,=pp=Dp=»_p..
s=0
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O inverso do octonion diferente de zero, com p € O, é dado por:

pi=L
Ny
Para todo p,q € O:
Npq = NpNy;,

(pg) ' =q 'p "

O ndo é comutativa, ndo associativa, mas é alternativa: p(pq) = p’q, (qp)p =

qp?, (pg)p = p(qp) := pyp.

Defini¢ao 39. Para n > 0, os octéonios de Padovan sao definidos por (TASYURDU;
AKPINAR, 2019):

7
OPn - Z PTL+SeS7

s=0

e o seu conjugado € dado por (TASYURDU; AKPINAR, 2019):

7
OP, = P, — > P, ..

s=1
Definigao 40. A férmula de recorréncia dos octonios de Padovan, é dada por (TASYURDU;
AKPINAR, 2019):

OPn = OPn72 + Opn737

onden > 3,n € N.

Teorema 55. A fungdo geradora dos octonios de Padovan, OF,, é dada por (TASYURDU;
AKPINAR, 2019):

1 7
————— > (Ps+ Pz + Po_g2®)e,.
1—a?—a3 =

g(OP,,x) =
Demonstracdo. De posse da funcao:

g(OP,,2) = OPy + OPyz + OPy2® 4+ ... + OPa" + ...

3

Pode-se realizar a multiplicacao dessa funcao por x? e 23, resultando:

172g(OP,,x) = OPyz* + OPy2® + OPyx* + ...+ OP,_o2™ + ...
3g(OP,, ) = OPyz® + OPy2* + OPyx® + ...+ OP,_32™ + ...



Capitulo 3. ESTUDO DO CAMPO EPISTEMICO-MATEMATICO: A GENERALIZACAO E

158 COMPLEXIFICACAO DA SEQUENCIA DE PADOVAN

Assim, realizando g(OP,,z) — 2*g(OP,,x) — 2*g(OP,, x), tem-se que:

(1—2*—2*)g(OP,,z) = OPy + OP,x + (OPy, — OPy)2* + (OPs — OP, — OPy)z® + . ..
(1—2%—2%)g(OP,,2) = OPy+ OPyz + (OPy, — OP)x?
1 7

Z(PS + Pypx + Po_y2%)e,.

9(OF,, ) = -2

]

Teorema 56. A formula de Binet dos octonios de Padovan, com n € Z, é dada por

(TASYURDU; AKPINAR, 2019):
OPF, = Ao,z + BBoxy + Cry,xy,

em que x1, %2, T3 SGo as raizes do polindmio caracteristico x® —x —1 =0,

($2 — 1)(1‘3 — 1) o ([L’l — 1)($3 — 1) o (1‘1 — 1)(1’2 — 1)
(w1 — @) (71 — $3)7B (m— 1) (s — 173)’0 (=) (s — a2)

o = 14 a1i + 23 + 27k + 2le + alie + 2%je + x ke,

A:

By =1+ @i + 23j + 25k + x5e + xdie + a5je + xlke,
Yo = 1+ x50 + 235 + T3k + 23e + adie + x5je + ike.

Demonstragio. Através da formula de Binet OF, = ax} + Sz} + vy} e da recorréncia dos
7
octonios de Padovan OPF,, = Z P, ses, com os valores iniciais OFy = 1+i+j+2k+2e+3ie+

s=0
4je+bke, OP; = 14+i42742k+3e+41e+5je+Tke e O Py, = 142i+2j+3k+4e+5ie+8je+9ke,

¢é possivel obter o seguinte sistema de equagoes:

a+ B+~ =1+1i+4 75+ 2k + 2e + 3ie + 4je + dke
axy + Pre +yrs =141+ 25 + 2k + 3e + 4ie + 5je + Tke
ar? + fa3 +yr: =1+ 2i + 25 + 3k + 4e + bie + 8je + ke

Resolvendo o sistema, tem-se que:
(14 2i + 2j + 3k + 4e + 5ie + 8je + ke) + (—xo — x3)(1 + i + 25 + 2k + 3 + die + 5je + Tke)
r] — 17 — 1123 + Tox3
N xow3(1l + i+ j + 2k + 2e + 3ie + 4je + 5Ske)

T? — 1129 — T123 + ToX3

)

(14 2i+2j + 3k + de + 5ie + 8je + Oke) + (—w1 — 3)(1 + i + 2j + 2k + 3 + die + 5je + The)
B= T3 — Toxy — T1T2 + T1T3
+z1x3(1+i+j+2k+2e+3ie+4je+5ke)
T3 — xow3 — 172 + T1T3
(14 2i 4 25 + 3k + 4e + bie + 8je + 9ke) + (—x1 — @2)(1 + ¢ + 2j + 2k + 3e + 4ie + 5je + Tke)
T3+ 1170 — T123 — T2T3
+xlxg(l+i+j+2k+2e+3ie+4je+5ke)
T3+ 21Ty — T1T3 — TaT3

)
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Através das relagoes de Girard: x1xox3 = 1,21+ 29+ 23 =0 € 2129 + X223+ 123 =
—1, e da féormula de Binet da SP (Teorema 13), é facil ver que:
(Tow2 — 12 — 23+ 1) 2., 3 4 5 6. 7
a= (01 — 20) (0 — 73) (1 + xi + 27 + 27k + xie + xlie + x7je + xike)
_ ((L’g - 1)(1’3 - ].)
(z1 — 22)(21 — 73)
= Al + 20 + 225 + 23k + 2te + 2%ie + 29je + xlke),
T3 — T — T3+ 1 , , , ,
[ = ((;23_ xl)l(xQ _3 333)) (14 m9i + 235 + 25k + x3e + x3ie + 25je + xlke)
_ (ZL’l — 1)(1‘3 — 1)
(z2 — 1)(22 — 73)

= B(1 + 91 + 235 + 25k + x3e + x3ie + 25je + xike),

1+ a0+ 225 + 23k + 2te + abie + 2%je + 27ke
1 1 1 1 1 1

(1 + @90 + 235 + 5k + T3¢ + whie + 25je + wike)

x .T _x _x +1 - . . .
v = ((;32_ xl)l(xg - %))(1 + 230 + 73] + 25k + x3e + a3ie + afje + xike)
= (1 — 1) (22 — 1)
(x5 — 21) (23 — 22)

= C(1+ x3i + 23j + 25k + z3e + xhie + x5je + xike).

(1 + 230 + 237 + 25k + T3¢ + Thie + a5je + vike)

Definindo o, = (1 + 213 + 225 + 23k + zje + xfie + 28je + xlke), B, = (1 + @91 +
23+ a3k + rie + adie+ aSje+ xlke) e v, = (1+xsi+2%j + a3k + wie + adie+ 25je + xlke),
conclui-se que:

o = AOQ,,B = Bﬁm’Y = 070'

O

Para analisar a propriedade da matriz geradora dos octonios de Padovan, sera

utilizada a matriz geradora, com n € N:

1 0]" [Pz Pus Puy
01 =1|P_1 P,y P,3|,paratodon > 5.
00 Pn—3 Pn—4 Pn—5

Q" =

— = O

Propriedade 16. Para n > 1 e n € N, a matriz geradora dos octonios de Padovan é

dada por:

orP, OP; OP,] fo 1 0|"[or, OP, OP,
Q" lop, oP, OP4| =11 0 1| |oP, OP, OP.,

OP, OP_, OP,| |1 0 0] |OP OP., OP
0P, 5 OP, 5 OP,_.,
—|0P,., OP, s OP,
OP,_; OP,_y OP,_;
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Demonstracao. Constatando a veracidade para n = 5, pelo principio da inducao finita:

or, or; or,] [o 1 0]’ [oP, oP, OP.,
Q" |OP_, OP_, OP_3| = 0 1| |OP., OP., OP_,
OP_, OP., OP.s 10 0| |OP5 OP, OP.

2 1 1| [or, oP, OP,

=12 2 1 OP,1 OP,Q OP,3
1 1 1/ |OP3 OP_, OP_

[20P_ 5+ OP_,+OP_3 20P_3+OP_y+OP_4 20P_4+OP_3+O0P_;
= |20P_3 4+ 20P_1 +OP_3 20P_35+20P_y+OP_y; 20P_,+20P_3+ OP_j
| OP_3 +OP_1+0OP.3 OP_3+0OP_+0OP, OP_4,+OP_3+O0P_;

0P, OP, OP,

= |OPy, OP; OB,

_OP2 OP, OPF,

Supondo a validade para qualquer n = k, k € N:

or., ors or.,] fo 1 0]"[or, orP, oOP.,
Q*lorP, OP, OP4| =11 0 1| |OP, OP, OP_,
OP_, OP., OP_s 100l |OPs OP, OP.
(OP,s OP,_5 OPy,
= |OP,., OP,y OP, s
OPi—3 OPFy—y4 OPFjs

Por fim, verifica-se a validade para n =k + 1:

OP., OP.; OP., o010 o1 o]lor, oP, OP,
Qk+1 OP,l OP,Q OP,3 = |1 O 1 1 O 1 OP,l OP,Q OP,g
OP_3 OP_, OP_; 1 00 1 0 0| |OP.3 OP_, OP_;

P.s Pos P4l [0 1 0][OP, OP4 OP,
— Pk—l Pk_Q Pk_3 -1 O 1 OP_1 OP_2 OP_3
Pk_g Pk_4 Pk_5 _1 0 0 OP_3 OP_4 OP_5

Pkfl Pk72 Pk OP,Q OP,3 OP,4
- Pk Pk—l Pk:—H OP_1 OP_2 OP_3
P,y P33 P,.| |OP_3 OP_, OP_;

OP,_, OP.., OP,
= | OF;, OPr1 OPFyy
OPFy—2 OPy5 OF,
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A matriz geradora @) utilizada como base para o estudo dos octénios de Padovan,
pode ser alterada por uma das seis matrizes validas de Padovan e, consequentemente a

sua matriz de bloco a qual estd sendo multiplicada, obtendo assim os termos dos octonios

de Padovan.
Algumas propriedades inerentes aos octonios de Padovan, serdao estudadas a seguir.

Teorema 57. A soma dos n primeiros termos octonios de Padovan é dada por:

n 7
Z OP,,=0PF,+0PFP,;1+ 0P, — <Z(PS + P+ PS+2)GS> )
m=1

s=0

Demonstragao. Utilizando a Definicao 40, pode-se obter a relagao:

OP, o =0PF, —0P,_s.
Logo,

Oplepg—OPO
OP220P4_OP1

OP320P5—OP2
OP4:OP6—OP3
OP5:OP7—OP4

OP,_3=0P,_, — OP,_4

OP, » = 0P, — OP,_,

OP,_1 = OPypi1 — OP,_,
OP, = OP,.s — OP,_,.

Realizando cancelamentos sucessivos, tem-se que:

ZOPm:OPn+OPn+1+OPn+2—OPO—Opl—OPQ
m=1

Atribuindo a Defini¢ao 39, tem-se que:

n 7
ZOPm:OPn+OPn+1+OPn+2_<Z(PS+PS+1+PS+2)QS>'
m=1

s=0

]

Teorema 58. A soma dos n primeiros termos pares dos octonios de Padovan € dada por:

n 7
Z OPyp = OPspy3 — (Z Ps+3es> .
s=0

m=1
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Demonstracao. Utilizando a Defini¢ao 40, tem-se OP, = OP,_o + OP,_3 < OP,_3 =

OP, — OP,_5, e de modo analogo a demonstracao anterior, tem-se que:

OPQZOP5—OP3
OP4:OP7—OP5

OPyp—o=0Ps,11 — 0Py,
OPsy, = OPspy3 — OPoyyg.

Resultando:

" OPyn = OPsuis — OP;
m=1

7
= OP2m = OP2n+3 - (Z Ps+3es> .
s=0
[

Teorema 59. A soma dos n primeiros termos impares dos octonios de Padovan, sdo
descritos por:

n 7
Z OPymy1 = OPppyg — <Z Ps+zes> .

m=0 s=0

Demonstracdo. Considerando apenas a relacao OP,,_3 = OP,—OP,,_5 e 0s termos impares,
realiza-se o somatorio e os cancelamentos desses termos com indice 2n, validando assim o

teorema. O

A seguir, sera analisado o comportamento dos termos com indices inteiros nao

positivos dos octonios de Padovan.

Definigao 41. Para todon > 0 en € N, a formula de recorréncia dos octonios de Padovan

para indice inteiro ndo positivo, é dada por (VIEIRA; ALVES; CATARINO, no prelo a):
Opfn — OP,n+3 - OP,n+1.

Definicao 42. Para todo n >0 e n € N, o octonion de Padovan, para indice inteiro nao

positivo, € definido pela equag¢io (VIEIRA; ALVES; CATARINO, no prelo a):

7
OP_n == Z P_n+ses.
s=0

Propriedade 17. A funcao geradora dos octéonios de Padovan para indice inteiro nao
positivo, € expressa por (VIEIRA; ALVES; CATARINO, no prelo a):

o B e
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Demonstracio. Realizando a multiplicacdo da funcao por z e 23, tem-se que:

g(OP_, ) = Z OP_,z" = OPy+ OP_jx + OP_s2®> + ...+ OP_,a" + . ..

n=0
2g(OP_,,x) = OPyx + OP_12° + OP 22 + ...+ OP_, 12" + ...

3g(OP_,,x) = OPyx® + OP_12* + OP_y2° + ... + OP_, 32" + ...

Baseado na equagao 23g(OP_,,x) — (zg(OP_,,x) + g(OP_,, x)), tem-se que:

(2 — 2 —1)g(OP_,,x) = —OPy — (OPy + OP_1)x — (OP_y + OP_,)2*

+(OPy —OP_y —OP_3)2* + ...+ (OP_, 35— OP_,, —OP_,_1)x" + ...

Considerando a férmula de recorréncia (Defini¢ao 39), pode-se obter:

(2 — 12— 1)g(OP_,,x) = —OPy — (OPy + OP_1)x — (OP_y + OP_,)2*

P - (i} Pses> - (Z?:(Ps + Ps_l)es> - (Z?:(PS_Q + ps_l)es> 932.

s=0 s=0

3 —x—1

Para analisar a matriz geradora () dos octonios de Padovan para indice inteiro nao

positivo, calcula-se a inversa da matriz base () estudada nesse projeto. Assim, tem-se que:

00 1 an72 an73 an74
0= Qin =110 0 =\|\P,1 P_,o P_,_3
01 -1 P—n—3 P—n—4 P—n—5

Propriedade 18. Para n >0 en € N, a matriz geradora dos octonios de Padovan, com
indice inteiro nao positivo, € dada por (VIEIRA; ALVES; CATARINO, no prelo a):
orP., OP_; oP.,| o !
0. OP,l OP,Q OP,3 = |1
OP_3 OP_4 OP_5 0

o 1] [or, OP4 OP,
o o| lop, orP, OP,
1 —1| |oPs OP, OP.;
oP., » OP., 5 OP., .,
= |oP.,, OP., o OP., 4
OP_,_3 OP_,_4 OP_,_;

Demonstracio. Averiguando a igualdade para n = 1, por meio do principio da inducgao
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finita:

OP_, OP_3 OP_y, 00 1
Y OP_1 OP_Q OP_3 =110 0 OP_1 OP_2 OP_3
OP_3 OP_, OP_; 01 —1 OP_35 OP_;, OP_;
P,y Py Pu||OP, OP; OP,
=|P.po1 Pyo P3| |OP_y OP_, OP_3
_P—n—3 P—n—4 P—n—5 OP—3 OP—4 OP—5
(OP_y OP_4 5 OP_,
- OP_k_l OP_k_Q OP_k_g .
0P s OP s OP s
Agora, verificando que seja valido para n = k + 1, tem-se:
- k
OP_, OP_3 OP_, 0 0 1 00 1 OP_, OP_3 OP_,
Qk+1 OP_1 OP_2 OP_g =110 0 1 0 0 OP_1 OP_Q OP_3
OP_3 OP_;, OP_; 01 -1 0 1 —1| |OP_3 OP_4, OP_4
(P Py Puslfo 0 1][or, OP,
- P,k,1 P,k,Q P,k,;g 10 0 OP,1 OP,Q
_P_k_g P,y P_k_5_ 01 -1 OP_3 OP_, OP_5
P Py Pos| [OP, OP; OP,
=Py Pyrg3 Py 4| |OPy OP, OP
P-4 Pps Pyg| |OP3 OP-4 OP_;
(OP__3 OP_iy OPjs
== OP_k_Q OP_k_g OP_k_4 .
0Py OP. 5 OP

OP_4
OP_,
OP_,

OP_,
OP_,
OP_;

OP_4
OP_,

OP_4
OP_3
OP_5

OP_3
OP_,
OP_4

OP_,
OP_,

OP._s
OP_,| .
OP._¢

Supondo a validade para qualquer n =k, k € N:

OP_,
OP_,
OP_;

OP_;
OP_,

_OP_1 —OP_3 OP5,—0OP_4 OP_3— 0P

0P,
OP_,
[

k
OP_, OP_3 OP_,
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Algumas propriedades inerentes aos octonios de Padovan com indice inteiro nao

positivo, serao analisadas a seguir.

Teorema 60. A soma dos n primeiros termos com indice inteiro ndao positivo dos octonios

de Padovan, sao expressos por (VIEIRA; ALVES; CATARINO, no prelo a):

n 7
Z OP—m = OP_n+3 + OP—n+2 + (Z(PS+1 + Ps+2)es> .
m=1

s=0

Demonstracao. Utilizando a relagao de recorréncia dos octonios de Padovan, com n € N,
tem-se que:
OP_n - OP_n+3 - Op_n+1.

Logo,

OP_, =0PFP, - OF,
OP_y=0P, — 0P,
OP_3=0F,—OP_,
OP_4,=0P_; —0OP_3

OP_,_5=0P_, —OP_,_,

OP_, 5 =0P_,., —OP_,_,

OP_,_, =OP_,,, — OP_,
OP_, = OP_,s5 — OP_,..1.

Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

ZOP_m:OP_n+3+OP_n+2+OP2+OP1.

m=1

Considerando os valores iniciais e a Definicao 40, conclui-se que:

n 7
> OP_,,=0P_ 5+ 0P 45+ (Z(PM + PM)eS) :
m=1

s=0

O

Teorema 61. A soma dos n primeiros termos pares, com indice inteiro ndao positivo, dos
octonios de Padovan é (VIEIRA; ALVES; CATARINO, no prelo a):

n 7
Z OP—2m = OP2n+3 - <Z Ps+1es> .
s=0

m=1
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Demonstragao. Utilizando a recorréncia OP_,, = OP_, .3 — OP_, 1, observa-se que
OP,QZOpl—Opfl
OP,4 - OP,1 - OP,3
OP_GZOP_g—OP_5

OP_9,_9=0P_3,11 —OP_9,;
OP—2n = OP—2n+3 - OP—2n+1'

Com isso, tem-se que:

Z OP_3,, = OP_9,43+OPF,

m=1

7
= OP—2m = OP—2n+3 + (Z Ps+les> .

s=0

]

De modo analogo como realizado para a demonstracao dos teoremas anteriores,
pode-se facilmente validar também este teorema, realizando os cancelamentos sucessivos

das operacoes algébricas.

Teorema 62. A soma dos n primeiros termos impares, com indice inteiro ndo positivo,
dos octonios de Padovan, sao expressos por (VIEIRA; ALVES; CATARINO, no prelo a):

n 7
> OP g1 =0P 9,15+ <Z Ps+28s> :

m=1 s=0

3.11 Sedenios de Padovan

Desenvolvida por Cayley—Dickson (BILGICI, 2017), os nimeros sedenios possuem
16 dimensoes, sendo entao denotada por S e aplicada em diversas areas da ciéncia, tais
como: gravidade linear e teoria eletromagnética. Os sedenios sdo niimeros hipercomplexos

e semelhantes aos quatérnios e octonios, estudados anteriormente.

Doravante, serao utilizados os elementos eg, €1, €, ..., €15, em que ey € o elemento

unitario e eq, ey, ..., €15 sdo as unidades imaginarias. Sendo entao o sedenion S escrito por:

15
S = Z a;e,
i=0
em que ag, a1, ..., 15 SA0 reais.

Imaeda e Imaeda (2000) definiram os sedenios como:

S = (01;02) S S, 01,02 € @,
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onde O é a algebra dos octonios sobre os reais. Assim, percebe-se que um sedenion é um

par ordenado de dois octonios, tendo o seu conjugado definido como S = (Oy; —03). O

produto de dois sedenios S; = (O1; O2) e Sy = (O3; O4) é dado por:

518y = (0105 4+ pO404; 0505 + 0,0,),

em que p = —1 e eg 0 parametro gerador.

Para i = ey, onde ¢ = 0,1,2,...,15, Cawagas (2004) construiu uma tabela de

multiplicagdo para a base de S, como mostra na Tabela 8.

Tabela 8 — Tabela de multiplicacao dos sedenios de S.

. 0 |1 2 3 4 5 6 7 8 |9 10 |11 |12 |13 |14 | 15
0 |0 |1 2 3 4 ) 6 7 8 19 10 |11 |12 |13 |14 | 15
171 -0 |3 -2 |5 -4 | -7 |6 9 [-8 |-11 10 [-13 |12 |15 |-14
2 12 -3 |-0 |1 6 7 -4 (-5 | 1011 |-8 |9 |-14|-15 |12 |13
3 |3 |2 -1 -0 |7 -6 |5 -4 |11 -10|9 -8 | -15 |14 | -13 | 12
4 |4 |5 |6 |-7T |-0 |1 2 3 12113 |14 |15 |-8 |-9 |-10|-11
5 |5 |4 -7 16 -1 (-0 |-3 |2 131-12 (15 |[-14 |9 -8 |11 |-10
6 |6 |7 4 -0 -2 |3 -0 |-1 |14 |-15|-12 |13 |10 |-11|-8 |9
7T |7 |6 |5 4 3 1-2 |1 -0 |15 (14 |-13|-12 |11 |10 |-9 |-8
8 [8 |9 [-10|-11|-12 |-13|-14 |-15|-0 |1 2 3 4 ) 6 7
9 |9 |8 -11 (10 |-13 112 |15 |-14 -1 |-O0 |-3 |2 -5 |4 7 -6
10|10 | 11 | 8 9 |-14]-15]12 |13 | -2 |3 -0 |-1 |6 |-7 |4 5
1111 ]-101|9 8 -15 114 |-13 (12 | -3 |-2 |1 -0 | -7 |6 -0 |4
1211213 |14 |15 |8 -9 |-10{-11]-4 1|5 6 7 -0 (-1 |-2 |-3
13113]-12 15 |-14 |9 8 11 |-10-5 |4 |7 -6 |1 -0 |3 -2
14 114 |-15|-12 13 |10 |-11 |8 9 -6 |-7 |4 |5 2 -3 -0 |1
151514 |-13|-12 11 |10 |-9 |8 -7 16 -5 |4 |3 2 -1 -0

Fonte: Bilgici (2017)

Definicao 43. Paran > 0, os sedenios de Padaovan sdo definidos por:

Definicao 44. A formula de recorréncia dos sedenios de Padovan, é dada por:

15

S.Pn = Z Pn+ses.

s=0

Spn = SPn72 + SPnfi’n

onden > 3,n € N.

Teorema 63. A funcdo geradora dos sedenios de Padovan, SP,, é descrita por:

g(SP,,z) =

15

_ [E?’ Z(Ps + Ps—i—lx + Ps—1w2)65~
s=0

1 —2? —
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Demonstracio. Dada a fungao:

g(SP,,x) = SPy+ SPx + SPyr* + ...+ SPa™ + ...

Realiza-se a multiplicacdo dessa funcao por z2 e 23, obtendo:

122g(SP,,x) = SPyx* + SPa® + SPyx* + ... + SPy_ sz + ...
23g(SP,,z) = SPyx® + SPia* + SPyx® + ...+ SP,_sa™ + ...

Com isso, pode-se realizar a operacao g(SP,,z) — 2?g(SP,,z) — 23g(SP,, z), re-

sultando:

(1—a*—2%g(SP,,x) = SPy + SPix + (SPy, — SPy)x* + (SPs — SP, — SPy)a® + ...
(1—a2*—2%g(SP,,2) = SPy + SPix + (SP, — SPy)a?

1 15

Z(Ps + Ps—l—lx + Ps—1x2)es-

(1 - 1’2 - .T3) s=0

g(SP,,x) =

Teorema 64. A formula de Binet dos sedenios de Padovan, com n € 7Z, é dada por:
SP, = Aagx] + BBxy + Cryay,

em que T1,Te, T3 sGo as raizes do polindmio caracteristico 23 —x — 1 =0,

(1 — 1)(x2 — 1)
(23 — 1) (03 — 22)

(1 —1)(w3 — 1)
(29 — 1) (2 — 73)

(zg —1)(w3 — 1)
(z1 — z2)(21 — 73)

15 15 15
s = ine& Bs - nges/)/s - nges-
s=0 s=0 s=0

O =

A: ’B:

Demonstragio. Através da férmula de Binet SP, = ax} + Bz} + vy} e da recorréncia

15 15
dos sedenios de Padovan SP, = Z P, ses, com os valores iniciais SFy = Z Py, SP, =
s=0 s=0
15 15
Z Pyiieg e SP, = Z P; 065, obtém-se o sistema de equagoes:
s=0 s=0
a+ [+ =15 Pe
7 - s=0 EAS)

axy + Bre +yry = 120 Payies
O‘x% + BZE% + 'ng = 2;5:0 Py o6
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Resolvendo o sistema, tem-se que:

(i Ps+2es> Ty — x3) (Z Ps+1es> + T3 <Z P es>

s=0
a = 5 ,
T{ — X1T2 — X1T3 + T2T3

15 15 15
(Z Ps+2es> + (—z1 — 3) <Z Ps+les> + 123 (Z Pses>

=0 =0 =0
6 _ s s s ’

X3 — Xow3z — 122 + T173

15 15 15
(Z Ps+2€s> + (=21 — 22) <Z Ps+les> + z122 <Z Pses>
s=0 s=0 s=0

2
T35+ T1Tg — T1X3 — T2X3

Utilizando as relacoes de Girard: z12003 = 1,21+ 29+ 23 = 0 € 21290+ X023+ 2123 =

—1, e da férmula de Binet da SP (Teorema 13), tem-se que:

(Ll'QLCQ — X9 — T3 + 1 ( — 1)(%3
_ xle s = x] Cs = A x] €s,
(1'1 — .1'2)(1’1 — 1'3 ;) ! ( xr1 — 1’2)(1'1 - -1'3 Z ! Z !
((L’lxg — x| — T3+ 1 - 1)(.T3
8= rie, = roes = BY xse,
(z2 — 1)(22 — T3) ;) ? (22 — Il)(@ ) Z ’ sz:%) ’
(1‘1272 — T — T2+ 1) s (ffl - 1)(372 &
= Taeg = ries = C )y x3e.
(3 — x1)(x3 — T2) 322% 3 (3 — x1) (3 — 22) Z 8 Sz:% i

15
Definindo o, = Z xies, Bs = Z Toes € Vs = Z x5€s, pode-se concluir que:
= = s=0

a = Aas, 8 = Bfs,v = Cs.

]

A matriz geradora dos sedenios de Padovan, sera estudada com base na matriz

geradora aprofundada no inicio desse projeto, em que n € N:
Pn—2 Pn—S Pn—4

10
0 1| =|P,.y P,.o P,_3|,paratodon >5.
0 0 Pn—3 Pn—4 Pn—5

Q" =

— = O

Propriedade 19. Paran > 1 en € N, a matriz geradora dos sedenios de Padovan é

dada por:

SP., SP., SP.,] fo 1 0] [sP, sP, SP.,

Q"|SP., SP, SP4| =11 0 1| |SP, SP, SP.
SP; SP., SP| |1 0 0] |SP; SP, SP

(sP, , SP, s SP, .

= |SP,., SP,» SP,;

SPu_s SPu_s SPis
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Demonstracao. Utilizando o principio da inducao finita, para verificar a igualdade para

n = b, tem-se:

sp, sps sl [o1 0]’ [sP, sP, sP.,
Q°|SP., SP, SP_s| = 0 1| |SP, SP., SP4
SPy SP., SP5| |1 0 0] |SP; SP, SP.

2 1 1] [sP, SPs SP.,

=12 2 1| |SP, SP, SP.,

11 1]||SPy SP, SP.

25P_ +2SP_1 + SP_g
| SP_2+ SP_1+S5P_3
'sp, Sp, Sp,

SP, SP; SP

SP, SP, SP

[2SP 54+ SP_ 1 +8SP.3 2SP 3+ SP 5+SP.4 2SP_ 4+ SP_ 3+ SP_5
28P_ 5 +2SP o+ SP_,
SP_ 3+ SP o+ SP_4

2SP_4+2SP_3+ SP_;
SP_4+SP_3+ SP_5

Dessa forma, supondo a veracidade para qualquer n = k, k € N, tem-se que:

sp, SPy sp,] [o 1 0]"[sp, sp.,
Q"|SpP., SP, SP.3| =11 0 1| |SP., SP.,
SP.; SP., SP5| |1 0 0] |SPs SP,
(SPy SPis SPiy

= |SPro1 SPio SPis

SPy_3 SPi_qa SPis

Assim, verifica-se que seja valido para n =k + 1:

spP.,
SP., SP.,
SPy SP_,

0 1 0
101
100

SP_,

SP_;
I Py1| [SP-3
SP,1 SPis SPy
SP, SP,1 SPy1
(SPy—2 SPe3 SPi

SP., SP, SP.,
Q1 |sp., SP., SP.,
SP., SP., SP._s

k
0 SP_g
1
0

o O =
1O = O

P4
Py_3

SP_;
SP_,
SP_4

P

SP_,
SP_4
SP_3

SP_4
SP_3
SP_;

SP_,
SP._,
SP_,

SP_3
SP_y SP_3
SP_, SP_;

SP_,
SP_3
SP_;

Vale salientar que pode-se utilizar qualquer uma das seis matrizes geradoras validas

de Padovan, alterando a matriz de bloco a qual esta sendo multiplicada.

]
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Doravante, serao discutidas algumas propriedades referentes aos sedenios de Pado-

vall.

Teorema 65. A soma dos n primeiros termos sedenios de Padovan é expressa por:

n 15
ZSPm:SPn+SPn+1+SPn+2_ (Z(P5+Ps+l+Ps+2)es>-

m=1 s=0

Demonstracao. Através da Definicao 44, obtém-se a relacgao:

SP, o=S8PF, —SP,_3.

Assim,

SP, = SP; — SP,
SP, = SP,— SP
SPy = SP; — SP,
SP, = SP; — SP;
SPy = SP; — SP

SP, 5= SP, 1 — SP,_,4

SP, = SP, — SP,_;

SP, | = SPyi1 — SPy_s
SP, = SPy.s — SP,_i.

Através de cancelamentos sucessivos, é facil ver que:

ZSPm:SPn+SPn+1+SPn+2—SPO—SP1—SPQ.

m=1

Com isso, de posse da Defini¢ao 43, tem-se que:

n 15
ZSPm:SPn+SPn+1+SPn+2_(Z(PS+PS+1+PS+2)65>-
m=1

s=0

]

Teorema 66. A soma dos n primeiros termos pares dos sedenios de Padovan € dado por:

n 15
> SPoy = SPayyz — <Z Ps+3€s> :
s=0

m=1
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Demonstracao. De posse da Definicao 44, tem-se SP, = SP, o + SP,_ 3 & SP,_3 =

SP, — SP,_5. Assim, de modo analogo & demonstracao anterior, é facil ver que:

SPQISP5—SP3
SP4:SP7—SP5

SP27L—2 = SP2n+1 - SP2n—1
SPQn = SP2n+3 - SPQn—i—l-

Com isso, obtém-se:

> SPoy = SPouys — SPy

m=1
15
- SPZm - SP2n+3 - (Z Ps+36s> .
s=0

O

Teorema 67. A soma dos n primeiros termos impares dos sedenios de Padovan, sdo
ETPressos por:

n 15
Z SPomi1 = SPopta — (Z Ps+26s> .

m=0 s=0

Demonstracio. Para demonstrar tal teorema, considera-se a relagao SP,_3 = SP, —
SP, 5 e os seus respectivos termos impares. Assim, realiza-se a soma desses termos e

posteriormente os cancelamentos com indice 2n. O

Doravante, sera analisado o comportamento dos termos com indices inteiros nao

positivos dos sedenios de Padovan.

Definicao 45. Para todon > 0 en € N, a formula de recorréncia dos sedenios de Padovan

para indice inteiro nao positivo, € dada por:
Spfn - SP,n+3 - SP,n+1.

Definicao 46. Para todo n >0 en € N, o sedenios de Padovan, para indice inteiro nao

positivo, € definido pela equagdo:

15
SP_n == ZP_,H_SGS.
s=0

Propriedade 20. Os sedenios de Padovan, possuem a sua fungdo geradora para indice

inteiro nao positivo expressa por:

- (z Pe) - (i’(g # P o (ipsz + P )

SP_,,x) = —= 3=0 =
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Demonstracio. Realizando a operacao multiplicativa da funcao por = e 23, tem-se que:

g(SP_, ;) = > SP_,a" = SPy+ SP_jx + SP_ox® + ...+ SP_,a" + ...

n=0

2g(SP_p, 1) = SPyx + SP_12* + SP_ox® + ...+ SP_,_ja" + ...
23g(SP_,,x) = SPyx® + SP_ja* + SP_ya® 4+ ...+ SP_,_sa" + ...

Baseado na equagao z2g(SP_,,x) — (xg(SP_,,x) + g(SP_,, 1)), tem-se que:

(2 — 2 —1)g(SP_,,x) = —SPy — (SPy+ SP_))x — (SP_o + SP_;)a*

+(SPy—SP.og—SP.3)x* +...+(SP_,,_3—SP_, —SP_,_1)a" + ...

Considerando a formula de recorréncia (Defini¢ao 43), pode-se obter:

(2 — 2 —1)g(SP_,,x) = —SPy — (SPy+ SP_1)x — (SP_y + SP_;)a?

15

SSPn) - (g% Pses> - (Z(Ps + Ps—1)€s> T — <§:(P5_2 + Ps—l)es> xQ.

s=0 s=0

3 —x—1

Para analisar a matriz geradora () dos sedenios de Padovan para indice inteiro nao
positivo, é calculada a matriz inversa da matriz base @) (ver Se¢ao 3.2.1). Assim, tem-se

que:

00 1 P—n—2 P—n—S P—n—4
0= Qin =110 0 =\|\P,1 P_,o P_,_3
01 -1 anf?) an74 anf5

Propriedade 21. Para n >0 en € N, a matriz geradora dos sedenios de Padovan, com

indice inteiro nao positivo, € dada por:

o 1]|"[sp, SP, SP,
0 0| [SP, SP, SP,
1 —1| |sP, SP, SP.,
(SP_ s SPns SP_p_4
=SP4 SP., 5 SP., 4
SP_y SP_,y SP,;

SP_o SP.3 SP_4
0. SP,l SP,Q SP,3 =
SP_3 SP_4, SP_;

o = O
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Demonstracao. Por meio do principio da inducao finita, para n = 1, verifica-se a igualdade:

0

k+1

SP_,
0. SP,1
SP_g

SP., SP.,
SP., SP_,
SP., SP_;

00 1]|[sP, SP, SP.,

10 0||SP, SP, SP4

0 1 —1] |SP; SP., SP.;

[ sp., SP., SP_.
SP_Q SP_3 SP—4

SP_,—SP.y SP,—SP., SP.;—SP.;
sp., SP., SP_.

SP., SP.s SP_,|.

SP_y SP.5 SP.

Assim, supondo que seja valido para qualquer n = k, k € N, tem-se:

SP_,
0|SP_,
SP_3

SP_3
SP_,
SP_,

SP_4
SP_3
SP_;

k

Logo, ¢ analisado que seja valido para n =k + 1:

SP_,
SP_4
SP_3

SP.y SP_,
SP., SP.,
SP., SP.s

00 1] [sP, SP, SP.,
=11 0 0 SP_l SP_Q SP_3
_0 1 -1 SP 3 SP_, SP_j
P,y P35 P4 |SP. SP; SP.,
=|\Ph1 Po P3| |SPy SP, SP_3
_anfB an74 an75 SP*B SP*4 SP*E')
(SP__y SP_j3 SP_s_4
= |SP 1 SP_j_5 SP_j_3
|SP 3 SP_jp_y SP_js
k
0 0 1 0 0 1 SP_, SP_3 SP_,
10 0| |10 0||SP, SP, SP,
01 —1| 0 1 —1||sPy SP, SP._
Py P Pou|fo o 1][sP, sP, SP,
P,k,1 P,k,Q P,k,;g 1 0 O SP,1 SP,Q SP,:),
_P_k_g P4 P_k_5_ _O 1 —1| |SP_3 SP_, SP_;
Py Py P s||SP. SP, SP.,
P9 P_j_3 P_j_4| |SP.y SPy SP_3
P-4 Pops Pyg| |SP3 SP.y SP
(SP_j_5 SP_y 4 SP_s
SP_y_o SP_j_3 SP_j_4

SP s SPs SPg
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A seguir serao estudadas algumas propriedades inerentes aos sedenios de Padovan

com indice inteiro nao positivo.

Teorema 68. A soma dos n primeiros termos com indice inteiro ndo positivo dos sedenios

de Padovan, sdo expressos por:

n 15
E:Sow:SRm%%dﬂlM2+(ZXK+VhHHkJ.
m=1

s=0

Demonstracao. Utilizando a relacao de recorréncia dos sedenios de Padovan, com n € N,
tem-se que:

SP_TL = SP_TL+3 - SP_n+1.
Logo,

SP_, = SP,— SP,
SP,=SP —SP,
SP_ 4= SP, — SP._,
SP_,=SP ,—SP.,

SP_, s=SP.,—SP_,_,

SP_ 5 =SP_p; —SP_y

SP_, =8P ,.0—SP_,
SP_, =SP i3 —SP_ i1

Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

Z SP_m:SP_n+3+SP_n+2+SP2+SP1.
m=1

Considerando os valores iniciais através da Recorréncia 43, conclui-se que:

n 15
Y SP_,, =8P i3+ SP_ s+ (Z(PS“ + Ps+2)es> .
m=1

s=0

O

Teorema 69. A soma dos n primeiros termos pares, com indice inteiro nao positivo, dos

sedenios de Padovan é:

n 15
Z SP—?m = SP2n+3 - (Z Ps+1es> .
s=0

m=1
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Demonstragao. Utilizando a recorréncia SP_, = SP_,,3 — SP_,1, observa-se que

SP_QZSP1—SP_1
SP_4:SP_1—SP_3
SP_GZSP_g—SP_5

SP—Qn—Z = SP—2n+1 - SP—Zn—l
SP_ 5, = SP_ 9543 — SP_on41.

Com isso, tem-se que:

Z SP_9py, = SP_9p13+ SP

m=1
15
=SSP 9 = SP g3+ <Z Ps+1es> .

s=0

O

De modo analogo como realizado para a demonstracao dos teoremas anteriores,
pode-se facilmente validar também este teorema, realizando os cancelamentos sucessivos

das operacoes algébricas.

Teorema 70. A soma dos n primeiros termos impares, com indice inteiro ndo positivo,

dos sedenios de Padovan, sdo expressos por:

n 15
Z SP_gm—1 = SP_gp40+ (Z Ps+2es> .

m=1 s=0

Para um melhor entendimento da anélise investigativa da histéria da SP, foi realizada
a construgao do campo epistémico-matematico do assunto abordado nesta pesquisa (ver
Apéndice E).
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4 UMA EXPERIENCIA DIDATICA: O
ESTUDO DO MODELO DE PADO-
VAN NO CURSO DE LICENCIA-
TURA

Aplicada no curso de Licenciatura em Matematica do IFCE, campus Fortaleza, na
disciplina de HM, este trabalho realizou o processo evolutivo matematico da SP, através
de uma transposicao didatica. Contudo, desenvolveu-se um estudo e aprofundamento do
campo epistémico-matematico, explorando a generalizacao e complexificacao da SP, diante
de uma abordagem epistemoldgica, cognitiva e didatica no campo de formacao inicial de

professores de Matematica.

Doravante, serao discutidas algumas situacoes didaticas compostas por situacoes-
problema, fundamentadas na TSD, analisando a metodologia empregada e as suas con-
cepgoes. Vale ressaltar, que serao analisados os possiveis comportamentos e solugoes
manifestados pelos discentes durante as discussoes das situagoes-problema, caracterizando

assim a fase de concepcao e analise a priori da ED.

4.1 Concepcoes das Situacoes Didaticas

Na fase anterior da ED, andlise prévia, a generalizacao e complexificacao da SP foi
desenvolvida no campo epistémico-matematico fundamentando a concepcao das situagoes-
problema. Durante esta etapa da ED, destaca-se a concepc¢ao das situacgoes didaticas onde
as variaveis sao definidas de acordo com uma perspectiva microdidatica para que haja
conexao entre os processos matematicos sobre a SP com as situagoes-problema propostas.
Uma situacao-problema é uma questao discursiva, porém com enunciados claros e objetivos,
em que o objetivo principal é utilizar de forma implicita os objetivos matematicos que visam
ser alcangados por meio da resolucao do problema (ALMOULOUD, 2016). Todavia, ressalta-
se a importancia de depois de desenvolvido o campo epistémico-matematico, referente
a0 processo evolutivo matematico da SP, com foco na generalizagao e complexificagao, é
necessario transforma-lo em contetdo a ser ensinado, visto que os contetidos discutidos no

capitulo anterior, sdo abordados na licenciatura de Matematica Pura.

Diante disso, a concepcao da situacao didatica deste trabalho, consta no processo
de generalizacao e complexificacdo da SP como um contetudo a ser ensinado em sala de

aula, formulando uma hipétese didatica em que refere-se ao desenvolvimento do processo
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indutivo do estudante para a generalizacao e complexificagao da SP, com o viés de investigar
e explorar os teoremas e propriedades desenvolvidos de forma inédita nesta pesquisa, diante
do contexto de ensino de HM e fundamentada na metodologia de pesquisa da ED em
associacao com uma metodologia de ensino que é a TSD. A escolha da disciplina de HM
foi bastante relevante, visto que esta associa-se a epistemologia dos conceitos matematicos

empregados na pesquisa, podendo assim enfatizar a evolugao algébrica da SP.

Revisitando os contetidos matematicos desenvolvidos no campo epistémico-matematico,
tem-se: relagoes recorrentes de Padovan, generalizagao do Modelo de Padovan, sequén-
cia (s, Sg, ...s,)-Z-dovan, Padovan Afim, relagoes recorrentes n-dimensionais, niimeros
gaussianos, duais, quatérnios, octonios e sedenios. Diante disso, foram selecionados os
seguintes contetdos: formula de Binet, forma matricial para os niimeros inteiros, Padovan
Afim, relagOes recorrentes bidimensionais, niimeros gaussianos e quatérnios. Assim, foram
elaboradas seis situagoes-problema inerentes a esses assuntos, norteando os estudantes

para o processo de generalizacao e complexificagdo da SP.

Ressalta-se ainda que esses conteudos foram selecionados por exigirem pouco
conhecimento matematico dos estudantes, pois as suas propriedades e teoremas sao
validados por meio de passos indutivos. Na proxima secao, analise a priori, sao propostas

situacoes-problema e analisado os possiveis comportamentos dos discentes.

4.2 Analise a Priori das Situacoes Didaticas

De acordo com a ED, nesta etapa sao descritas as escolhas e definidas as variaveis
para direcionar um plano de acao atendendo os objetivos da pesquisa. Partindo de uma
acao descritiva e preditiva visando prever o comportamento dos discentes em cada fase da
TSD elaboradas e, havendo um levantamento de algumas hipoteses didaticas relacionadas

as situagdes-problema, caracterizando assim uma analise preliminar.

Com o viés na exploracao da generalizacao e complexificacdo da sequéncia, foram
elaboradas seis situagoes-problema, referendadas nas defini¢oes estabelecidas anteriormente.
A escolha dos conteudos foi realizada com base nos conhecimentos prévios dos estudantes,
segundo as disciplinas apuradas como pré-requisito para cursar HM no curso de Licenciatura
em Matematica do IFCE. A quantidade das situa¢oes-problema propostas, deu-se apds

um planejamento de aula, visando atingir apenas uma parte do semestre.

Assim, iniciando com o processo de construcao dessa sequéncia, seguindo com alguns
teoremas e propriedades, sera investigado o processo de generalizacao e complexificacao,

relacionando com outros contetidos de matematica.

Situagao-problema (1): A SP a qual, o nome foi atribuido ao arquiteto italiano
Richard Padovan (1935 - ), nascido na cidade de Pidua (STEWART, 1996), é uma espécie
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de parente da SF, linear, recorrente, aritmética, e de numeros inteiros. Sendo a SP, uma
sequéncia de terceira ordem. Gérard Cordonnier (1907 — 1977) também desenvolveu alguns
estudos acerca destes nimeros, mais especificamente sobre o nimero pldstico (nimero

radiante), com isso a sequéncia também é conhecida como sequéncia de Cordonnier.

Definicao 47. Esta sequéncia possui a sequinte relag¢do de recorréncia com n € N:
Pn:Pn—2+Pn—37

> 3, onde {P,} é o n-ésimo termo da sequéncia e os primeiros termos sio: Py = P, =
P, =1.

Assim, os primeiros dez termos dessa sequéncia sao dados por: 1,1,1,2,2,3,4,5,7,9.

Seja P, a SP e a constante plastica definida como (SPINADEL; BUITRAGO, 2009):
. PnJrl
1 ~1~1, 32.
im iz WY ,

n—oo
n

Voet e Schoonjans (2012) descreveram o polinémio caracteristico dessa sequéncia,

como sendo um polinémio de terceiro grau, descrita por: v3 —x—1 =0, em que possuz duas

1_ 1 1_ /1 _ 1
raizes complexas e conjugadas, e uma raiz real r = \/ +/1— 27 \/ ,/ 27 ~1,32.

Com base nisso, dado o polinémio caracteristico da sequéncia e sendo 1 a raiz

real e «v, B as complexas conjugadas, respectivamente, podemos entdo escrever uma funcao
baseado nesses dados, em que seja possivel encontrar os termos dessa sequéncia sem utilizar

a recorréncia? (Formula de Binet).

Situacao de agdo: nesta primeira fase, os estudantes deverao ter em mente a
forma geral da férmula de Binet, dada por: f(n) = Az} + Asalh 4+ ... + A2, em que
Ay, Ag, ..., A, sd0 os coeficientes e x1, T9, ..., x, as raizes do polindmio caracteristico da
sequéncia (WITFORD, 1977). Assim, serd possivel estabelecer a formula variante de Binet

para a SP.

Situacao de formulacao: a partir da férmula obtida na fase anterior, os estudantes
deverdo buscar os valores dos coeficientes da férmula de Binet («, 8, ). Para isso, montarao
o sistema de equacgoOes lineares, inserindo os valores iniciais da sequéncia, definidos na

situacao-problema.

Situacao de validagdo: os estudantes deverao resolver o sistema de equacao linear
com trés variaveis, obtendo assim os valores dos coeficientes. Além disso, ja conhecendo os
valores das trés raizes da equacgao caracteristica, é possivel que sejam substituidos valores

para a variavel n, encontrando os termos da sequéncia sem utilizar a recorréncia.

Situacao de institucionalizacao: retomando o dominio da situacao, o docente devera
revelar aos estudantes o objetivo da atividade, sendo portanto, a determinacao da féormula

de Binet da SP. Por fim, o docente devera avaliar as respostas obtidas, esperando que
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encontrem a férmula variante de Binet em fungao das raizes (a, 8,1), sendo a ultima a

tunica solugao real, denominada de nimero pléastico. Contudo, P(n) = AY™ + Ba™ + C3",

_ (e=)(B-1) p_ @=1E=1) ~ _ (=1)(a=1)
em que A = 755 B = 0miems) C = mpa-a)-

Situagao-problema (2): Uma forma de obter qualquer elemento de uma sequéncia

linear e recursiva é através da matriz geradora (FALCON; PLAZA, 2007). Esta técnica
foi aplicada para a SF, e nesta atividade a mesma ideia serd aplicada para os nimeros
de Padovan. A SP possui uma matriz @ de ordem 3, a qual quando elevada a n-ésima

poténcia, pode-se obter os termos desta sem o cdlculo da recursividade.

A matriz geradora da SP, é dada por (SOKHUMA, 2013b):

010 Py Pos Poy
Para Q=11 0 1|, tem-se Q" = |P,_y P,_o P,_3|, para todon > 5.
1 00 Pn—S Pn—4 Pn—5

Com base nisso, encontre a matriz geradora da SP para os termos com indice

inteiro nao positivo da sequéncia.

Situacao de agdo: Realizando procedimentos mais imediatos, para obter a resolucao
dessa situacao-problema proposta, os estudantes devem entao calcular alguns termos com
base na recorréncia P, = P,,_o+ P,_3,n > 3 abordada na atividade anterior. Assim, devem
substituir o valor de n com ntimeros menores do que 3, obtendo os seguintes termos da
sequéncia P 1 =0,P y=1,P3=P 4,=0,P5s=1,P¢=—-1,P;,=1,P 3=0,P ¢g=
—1,P_19=2.

Situacao de formulacdo: Utilizando um esquema de natureza tedrica, contendo

um raciocinio mais elaborado, os estudantes tomam como base, conceitos matematicos

primordiais como QQ~! = I, calculando a matriz inversa (Q~! = ), e obtendo:

00 1 an72 an73 anfll
Parap=1{1 0 0 |,tem-se 0" = |P_,_1 P_,_o P_,_3|,n>0.
01 -1 P—n—3 P—n—4 P—n—5

Situagao de validacdo: Formalizando a linguagem utilizada nas etapas anteriores
da TSD e, de posse da matriz geradora, é realizada a devida demonstracao utilizando o
principio da inducao finita. Observa-se um certo cuidado ao realizar essa demonstracao,
visto que a matriz esta elevada a poténcia negativa, podendo o discente confundir-se em

algum passo do processo indutivo.

Situacdo de institucionalizagdo: Na etapa final, o docente mostra aos estudantes, a
intencao de encontrar uma generalizagao da matriz geradora para os nimeros de indice
inteiro nao positivo, realizando uma extensao dessa sequéncia para os indices inteiros
nao positivos. Vale salientar que esse assunto nao foi encontrado até entao na area de
Matematica Pura, fazendo com que os alunos realizem o processo de evolucao da sequéncia,

apresentando um certo grau de ineditismo.
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Situagao-problema (3): Baseado em trabalhos de Gulec e Taskara (2012), Civciv e
Tirkmen (2008) e, de acordo com a Tabela 9, sao representados os termos da sequéncia
(s1, 82 )-Padovan. Com isso, verifique se existe alguma relagao dessa tabela com os termos
(1,1,1,2,2,3,4,...). Caso exista, explique-a detalhadamente e determine alguns termos

dessa sequéncia.

Tabela 9 — Termos da sequéncia (s1, s2)-Padovan.

Bn

1

1

1

S1 + So

S1 + So

s1(81+ S2) + So
Fonte: Elaborado pela autora

g wlo~lols

E possivel obtermos wma matriz geradora para esta sequéncia estudada? Se sim,
demonstre-a (VIEIRA; ALVES; CATARINO, no prelo b).

Situacao de acdo: Com base na Tabela 9, é esperado que os estudantes relacionem os
termos dessa sequéncia apresentada com a SP, obtendo a relacao B, = s1B,_2+59B,_3,n >
3, com s1,s9 € Z e valores iniciais By = B; = By = 1, sendo possivel generalizar os

coeficientes da SP.

Situacao de formulacao: a matriz geradora deve ser obtida nesse momento, tendo
como base as matrizes estudadas anteriormente por Seenukul et al. (2015), Sokhuma
(2013b). Logo, tem-se que o operador é construido na primeira coluna da matriz, carregando
consigo os coeficientes da formula de recorréncia da sequéncia. As demais linhas e colunas
sao mantidas e, é necessaria a insercao de um vetor com os valores de inicializacao da

sequéncia, sendo portanto, multiplicado a esquerda da matriz. Por fim, a seguinte matriz

0 10
devera ser obtida: {1 1 1} s 0 1] = [Bg By Bl}. Ao elevar a n-ésima poténcia,
s 0 0
0 1 0]
tem-se que: [1 1 1] s1 0 1| = {BHQ B Bn}.
s 00

Situacao de validag¢do: a demonstracao deverd ocorrer por meio de indugao mate-
matica da matriz geradora, validando o teorema matematico estudado nessa atividade

proposta.

Situacao de institucionalizacao: durante essa fase, o docente apresentarda o processo
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de construcao de uma matriz geradora de uma sequéncia linear e recorrente, ressaltando a
importancia do vetor de inicializagdo. Com base na perspectiva da TSD, é entao apresentado
o modelo de generalizagdo da SP, visando a compreensao dos estudantes em relagdo aos

conteudos abordados.

Situac@o-problema (4): Segundo Harman (1981), podemos estabelecer a relagio
a+ bi, onde a e b sao termos de uma determinada sequéncia e, ¢ a unidade imagindria,
em que i2 = —1. Assim, de maneira semelhante como realizado nos trabalhos de Vieira,
Alves e Catarino (2019b), Oliveira, Alves e Paiva (2017) para outras sequéncias numéricas,
podemos aplica-la para a SP, utilizando a relacao P, = P,_o + P,_3i, com n € N.
Assim, com base na recorréncia unidimensional de Padovan, podemos entdo estabelecer
uma relagio bidimensional desta sequéncia: P(n,m) = P(n —2,m) + P(n — 3,m) e
P(n,m) = P(n,m —2) + P(n,m — 3).

Logo, utilizando os sequintes valores iniciais definidos: P(0,0) =1, P(1,0) =1, P(2,0) =
,P0,1)=1414P(0,2)=1+4,P(1,1) =1+, P(1,2) =144, P(2,1) =1+1,P(2,2) =
1+i em que P(0) = P(1) = P(2) = 1, P(—1) = 0, foi possivel obter as propriedades
P(n,0) = P(n) e P(0,m) = P(m) + P(m — 1)i. Com base nisso, é possivel estabelecer
uma relagao para os numeros na forma P(n,m), em que os dois inteiros, n,m € N?

Demonstre-a.

Situagdo de agdo: a partir das duas propriedades estabelecidas P(n,0) = P(n) e
P(0,m) = P(m) + P(m — 1)i, os estudantes devem perceber para a primeira propriedade,
o valor de m foi fixado como 0, e n foi variado. Na segunda propriedade o valor de n foi

fixado como 0 e m foi variado. Assim, devem seguir o mesmo raciocinio, fixando para o

valor 1. Logo: Fixando m =1 e variando n =0, 1,2, 3, .... Segue que:
P(n,1)=P(n—2,1)+ P(n—3,1):
P(3,1) = P(1,1)+ P(0,1) =2+ 2i = P(3) + P(3)i;
P(4,1) = P(2,1)+ P(1,1) =2+ 2i = P(4) + P(4)i;
P(5,1)=P(3,1)+ P(2,1) =3+ 3i = P(5) + P(5)i;
P(6,1) = P(4,1)+ P(3,1) =4+ 4i = P(6) + P(6)i;

P(n—3,1)=P(n—5,1)+ P(n—6,1) = P(n — 3) + P(n — 3)3;
Pn—2,1)=P(n—4,1)+ P(n—>5,1) = P(n —2) + P(n — 2)i;
Pn—-1,1)=Pn—-3,1)+ P(n—4,1)=P(n—1) + P(n — 1)3;
P(n,1)=P(n—2,1)+ P(n—3,1)
=Pn—-2)+Pn—2)i+P(n—3)+P(n—3)i
= P(n) + P(n)i

Obtendo P(n,1) = P(n) 4+ P(n)i.
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Fixando n =1 e variando m = 0,1,2,3,..., tem-se que:

P(1,m)=P(1,m—2)+ P(1,m — 3)

P(1,3) = P(1,1) + P(1,0) = 2 +i = P(3) + P(2)i;

P(1,4) = P(1,2) + P(1,1) = 2 + 2i = P(4) + P(3)i;

P(1,5) = P(1,3) + P(1,2) =3+ 2i = P(5) + P(4)i;

P(1,6) = P(1,4) + P(1,3) =4+ 3i = P(6) + P(5)i;
P(1,m—3)=P(1,m—5)+ P(1,m —6) = P(m — 3) + P(m — 4)3;
P(1l,m—2)=P(l,m—4)+ P(1,m —5) = P(m — 2) + P(m — 3)i;
Pl,m—1)=P(1,m—-3)+ P(l,m—4) = P(m —1) + P(m — 2)i;

P(1,m)=P(1,m —2)+ P(1,m — 3)

( P
(

Obtendo a propriedade P(1,m) = P(m) + P(m — 1)i.

Situacao de formulacao: Com base nas propriedades fornecidas, e nas calculadas,

os estudantes deverao perceber, de modo intuitivo, que para os dois inteiros, n,m € N,

os numeros na forma P(n, m) formam a relacao bidimensional: P(n, m) = (P(n)P(m)) +

(P(n)P(m — 1))i.

Situagao de validagao: a partir da relacao bidimensional generalizada dos ntiimeros

de Padovan, é possivel validar esta propriedade por meio segundo principio da inducao

finita sobre n ou m e fixando o valor do ntimero natural.

Situacao de institucionalizacao: ¢ o momento em que o docente verifica as resolugoes

dos estudantes e, revela o inicio do processo de complexificacdo da SP, obtendo as relagoes

bidimensionais destes niimeros, a partir da insercdo de uma unidade imaginaria.

Situagao-problema (5): Com base nos trabalhos de Pethe e Horadam (1986), Berz-

senyi (1977), em que € realizada uma representacao complexa dos nimeros de Fibonacci,

temos entao uma sequéncia, definida por Tasci (2018a) como nimeros gaussianos de
Padovan, com os wvalores iniciais GPy = 1,GP, =1+ 1,GP, =14+i,n >3 en € N.
Assim, tem-se que a sua formula de recorréncia é dada por: GP, = P, + P,_1t, sendo
descritos na forma: GP, = GP,_o + GP,_3.

Tasci (2018a) apresenta ainda as matrizes para os nimeros gaussianos de Padovan, como
sendo Q"U = M™, em que:

011 14i 14i 1 GP,.» GP.1 GP,
100,U=|14i 1 i|leM'=|GPy, GP, GP,,
010 1 i1 GP, GP,; GP,_,
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Diante disso, encontre a matriz geradora dos gaussianos de Padovan, para indices

inteiros mao positivos. Demonstre.

Situagdo de ag¢do: com base na recorréncia dos gaussianos de Padovan (GP, =
GP,_2+GP,_3) e os seus valores iniciais GPy = 1,GP; = 1 +1i, GP, = 1+1, os estudantes
deverao obter os termos com indice inteiro nao positivos, podendo ainda estabelecer uma

nova féormula de recorréncia para tal comportamento.

Situacao de formulagdo: tendo em vista a matriz geradora (Q, para o termos positivos
dessa sequéncia, os estudantes deverao calcular a inversa desta matriz, mantendo o formato
da matriz U. E interessante utilizar a propriedade QQ " = I, onde I é a matriz identidade.
Com isso, ao multiplicar a matriz inversa de () pela matriz U, serd obtida uma nova matriz
M com os respectivos valores dos niimeros gaussianos de Padovan com indice inteiro nao
positivo. Logo: Q71U = M.

01 0 1+i 144 1 GP_ .., GP_.,., GP.,
Ql'=p=100 1|, U=|14i 1 i|leM™"=|GP.,n GP, GP_,.|,
10 -1 1 i1 GP., GP_,., GP_,_,

comn>0eneN.

Situagdo de validacao: a demonstracao desta atividade, devera proceder por meio

do principio da inducao finita, validando assim o teorema obtido.

Situagdo de institucionalizacao: apos as resolucoes dos estudantes e a conferéncia
dessas por parte do docente, é entao revelada a intencao da atividade. Assim, trata-se dos
numeros gaussianos de Padovan, para indices inteiros nao positivos, generalizando essa
sequéncia para os numeros inteiros, dando assim, continuidade ao processo de complexifi-

cagao desta sequéncia.

Situacao-problema (6): Um quaternion € dado por uma extensao dos nimeros
complezos, desenvolvidos por William Rowan Hamilton (1805-1865), em que possui duas
estruturas quaternionicas, sendo elas: os quatérnios em R, possuindo componentes reais,
e 0s quatérnios complezros (biquatérnios) em C, possuindo varidveis complezas. Assim,
0s quatérnios sao compreendidos como somas formais de escalares com vetores usuais do
espago tridimensional, existindo quatro dimensoes (OLIVEIRA, 2018).

Contudo, baseado nos trabalhos de Tasci (2018b), Diskaya e Menken (2019), tem-se que

um quaternion de Padovan é definido, com n > 0,n € N,i? = j2 = k? = —1, pela equacio:

QPn:Pn+ipn+1+jpn+2+kpn+3-

Assim, a sua formula de recorréncia, com os valores iniciais QFPy =1+ 1+ j +
2k, QP =141+ 27+ 2k, QP =14 2i+ 25 + 3k, € definida por:

Qpn = QPnf2 + Qpnf?r
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A wista disso, utiliza-se a matriz geradora dos quatérnios de Padovan, através da
01 1] [Py Py Py
matriz, comn € N: Q" =11 0 0| = |P,_3 P,_o P,_4|,para todon = 5.
010 P,y P,3 P,s
Logo, paran > 1 en € N, temos que a matriz geradora do quaternion de Padovan € dada
por (TASCI, 2018b):
QP QP QR | [o 1 1]"[er QP QR] [QPu: QPun QP
QUIQPL QP QP =10 0| |[QPr QF QP_i|=|QFP.y1 QP QP

RPy QP1 QP 01 0] |QRF QP QP QP, QP,1 QF,
Diante disso, encontre a matriz geradora dos quatérnios de Padovan, para indices inteiros

nao positivos. Demonstre.

Situacao de acdo: considerando a férmula de recorréncia para a obtencao dos
quatérnios de Padovan positivos, os estudantes deverao calcular os termos para os niimeros
inteiros nao positivos, com indice inteiro nao positivos. Assim, deverao utilizar a recorréncia
QF, = QP,_s + QP,_3 e os seus respectivos termos iniciais QFy =141+ j + 2k, QP, =
141425 +2k,QP, =1+ 2i+ 2j + 3k.

Situacao de formulacao: visando obter a matriz geradora dos quatérnios de Padovan

para indices inteiros nao positivos, é necessario que seja calculada a inversa da matriz

geradora () desses ntmeros, fornecida na questao. Obtendo assim:

01 0" [Pz P Py
0= an =100 1 = P—n—3 P—n—2 P—n—4
I 0 -1 an74 anf?) anf5

Com isso, ao obter os termos desta sequéncia estimada na questao e, calculando a
inversa dessa matriz, tem-se que para n > 0 e n € N, a matriz geradora dos quatérnios de

Padovan, com indice inteiro nao positivo, é dada por:

QP QP QR o1 ol]'[er QP QR
0. |1QP QR QP | =10 0 1 QP QR QP
QR QP QP 10 -1 |QF QP QP
QP ni2 QP .y QP
= |QP-n1 QP, QP
| QP QP QP

Situagdo de validagdo: a veracidade ocorrera por meio do principio da inducgao

finita, demonstrando a forma matricial para os niimeros inteiros nao positivos.

Situagdo de institucionalizacao: o docente devera verificar as resolugoes obtidas,

apresentando aos estudantes a forma matricial dos quatérnios de Padovan, para indices
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inteiros nao positivos, generalizando essa sequéncia quaterniénica para os nimeros inteiros.

Com isso, ¢ finalizado o processo de complexificacao desta sequéncia.

4.3 Experimentacao

A fase da experimentagao ocorreu no IFCE, campus Fortaleza, no curso de Licenci-
atura em Matematica na disciplina de HM obrigatéria para o sexto semestre, em 2019.2 e
2020.1, com os oito estudantes matriculados nos referidos semestres. Esta pesquisa possui
o parecer aprovado pelo Comité de Etica em Pesquisa (CEP) (Anexo B), sendo entéo

disponibilizado o TCLE (Apéndice B) assinado pelos alunos participantes desta pesquisa.

Todavia, a aplicacao aconteceu durante duas semanas com cinco sessoes didaticas,
em ambos os semestres, com duracoes de duas horas cada aula, realizadas através de
situagoes didéaticas fundamentadas na TSD, em ambos os semestres. As situagoes-problema
propostas foram desenvolvidas por meio de listas de exercicios, onde posteriormente
ocorreram discussoes em grupos formados, visando a elaboracao de estratégias de solugoes

descritas no quadro branco e/ou papel.

No primeiro dia, foi apresentada a SP através dos fatos historicos e evolutivos
desta sequéncia, ressaltando o seu viés epistemoldgico-matematico. Nos demais dias, foram
discutidas as seis situagoes-problema propostas, objetivando analisar a evolucao deste
objeto matematico em estudo, com foco no processo de generalizagdo e complexificacao.
Para a coleta de dados, foram realizados alguns procedimentos, tais como: registros

fotograficos durante as producgoes, gravagao de audio dos depoimentos dos discentes.

No capitulo a seguir, os dados e resultados coletados durante a execucao da TSD

serao apresentados e discutidos, baseados nas produgoes mais relevantes desta pesquisa.
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5 ANALISES E DISCUSSOES DOS DA-
DOS

Na aplicacao é importante destacar possiveis correcoes e ajustes locais, sendo
indicados entao apenas alguns elementos que considera-se mais relevantes nesta pesquisa
durante o processo de experimentac¢ao (ALMOULOUD, 2007). Sobretudo, ressalta-se que apds
a experimentacao, existe um retorno para a analise a posteriori, avaliando e analisando os
resultados obtidos e explorando os dados para que haja uma contribui¢ao dos conhecimentos

didaticos durante a transmissao do conteudo.

A Figura 15 ilustra o processo histérico-evolutiva da SP para a abordagem de
generalizagdo e complexificacao. Assim, pode-se perceber que essa sequéncia vem evoluindo
0 seu processo histérico recentemente. A generalizagao é desenvolvida em trés partes,
sendo elas: representagao matricial, onde apresenta uma abordagem a partir da matriz
geradora de Padovan (SEENUKUL et al., 2015; SOKHUMA, 2013b) até a SP de ordem z
(VIEIRA; ALVES, 2019d); a sequéncia (s1, 82, ..., s(;—1))-Padovan, onde sao generalizados
os coeficientes da SP até a sequéncia de Z-dovan; e a SP afim, onde sao generalizados
os termos iniciais da SP (VIEIRA; ALVES, 2018). Para o processo de complexificagdo, é
realizada uma divisao em seis partes, a saber: as relagoes bi, tri e n-dimensionais, em
que sao inseridas unidades imaginédrias na SP de i (bidimensional) até a unidade pu,
(n-dimensional); os nimeros gaussianos de Padovan, desenvolvidos por Tasci (2018a) para
0s numeros positivos, esses nimeros utilizam a insercao da unidade imaginéria ¢, porém
neste trabalho foi realizada uma abordagem para os niimeros inteiros nao positivos; os
nimeros duais, apresentam o processo de complexificacao inserindo € que designa a unidade
dual; os quatérnios de Padovan representam os termos da sequéncia em quatro dimensoes,
sendo entdo desenvolvido por Tasci (2018b) para os nimeros positivos, porém neste
trabalho foram estudadas algumas propriedades até entdo nao encontradas na literatura, e
desenvolvida a sua extensao para os numeros inteiros nao positivos; os octonios e sedenios
sao respectivamente os numeros de Padovan em oito e dezesseis dimensoes, nao sendo

encontrado nenhum trabalho na literatura a respeito dos termos de Padovan.
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Figura 15 — Processo historico-evolutiva da SP.

PROCESSO HISTORICO-EVOLUTIVO DA SEQUENCIA DE
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Fonte: Elaborado pela autora

Visando realizar uma transposicao didatica sobre o processo de generalizacao e
complexificagdo dessa sequéncia, foram selecionados alguns conteidos para serem trabalha-
dos na fase de experimentacao dessa pesquisa, criando assim situagoes-didaticas. Diante

disso, a TSD foi utilizada para fundamentar a fase de experimentacao da ED.

Apébs a andlise a posteriori, é importante que haja uma validagao dos elementos
utilizados na fase de experimentacao da ED, comparando os resultados discutidos pelos
discentes, levantando possiveis questionamentos e analisando a evolugdo ou nao da enge-
nharia sugerida. As situacgoes-problema discutidas devem ser consideradas, como variaveis
micro didaticas, que segundo Almouloud (2016) essas sao “relativas a organizagao local da

sequéncia, isto é, a organizacdo de uma sessao ou de uma fase da experimentacao”.

Na préxima secao, sdo discutidas as fases da TSD durante o momento de aplicagdo
da resolucao das situagoes propostas, observando o comportamento dos estudantes a partir
de seus conhecimentos prévios. Essas atividades foram elaboradas para trabalhar o processo

historico-evolutiva dessa sequéncia e validar os seus teoremas e propriedades. Contudo,
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foi possivel perceber alguns obstaculos epistemolégicos existentes e entraves cognitivos
diante da dificuldade inicial dos estudantes em trabalhar com uma sequéncia de terceira
ordem. Ressalta-se que um obstaculo epistemolégico, segundo Rodrigues e Grubba (2012)
'sdo uma espécie de contrapensamento que podem surgir no momento da constituicao do

conhecimento ou numa fase posterior."

A seguir sao realizadas as observagoes e discussoes baseados nos registros armaze-
nados durante as aplicagoes, tendo enfoque na ED e na TSD, validando de forma interna

esta pesquisa.

5.1 Analise a Posteriori e Validacao Interna da Pesquisa

A validacao ocorreu com o desenvolvimento de situagoes didaticas, através de
atividades propostas, com o viés de instigar o lado investigativo do aluno, fornecendo
conhecimentos necessarios para as respectivas resolucoes, efetivando assim o contrato
didatico. Com isso, as situacoes-problema possibilitaram o entendimento e compreensao
de contetidos inerentes ao processo de generalizacao e complexificacao da SP, discutindo-as

de acordo com as variaveis didaticas.

As variaveis sao selecionadas de acordo com o modo das questoes propostas, direcio-
nando o estudante a compreender uma parte do processo de generalizacao e complexificagao
da SP, iniciando com a féormula de Binet, dada por uma férmula fechada para determinar
os termos da SP. Dando continuidade a esse processo, foi entdao analisada a compreensao
em torno da extensao da sequéncia para os nimeros inteiros, em sua forma matricial. E por
fim do processo de generalizagao, foi investigada a generalizacao dos coeficientes da formula
de recorréncia dos nimeros de Padovan. Para o processo de complexificagao, foi entao
examinada as relagoes bidimensionais, inserindo unidades imaginarias nessa sequéncia.
Seguindo com um novo conjunto numérico conhecido como quatérnios, adaptando para
os niumeros de Padovan. Durante a fase de validacao, foi utilizado, em muitas vezes, o
método de inducao matemaética para validar os teoremas e propriedades, visto que esse é

um método de demonstragao conhecido pela turma.

A aplicacao teve inicio com a distribuigdo da lista e orientando aos alunos que
interagissem entre si. Assim, conforme Oliveira (2018) os estudantes irdo buscar “sistema-
tizar uma estratégia de resolucao para, em seguida, formular argumentos que possam ser
validados posteriormente”. Os registros foram realizados através de gravacoes de audios e

fotos.

A situacao-problema 1, tem por objetivo estabelecer a férmula variante de Binet
para a SP, apresentando inicialmente o conceito da férmula de Binet segundo Witford
(1977) para sequéncias lineares recursivas e os estudos referentes a SP, dando uma base

tedrica aos estudantes para resolverem a atividade proposta. Durante a coleta de dados
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desta questao, constatou-se que os alunos sentiram dificuldade na elaboragao e resolucao
de sistemas lineares com trés equagoes, porém no decorrer da atividade conseguiram chegar

a resolucao correta.

Assim, na Figura 16, verifica-se a fase da agdo e formulagdo acontecendo com
o Aluno A, onde este consegue montar o sistema linear a partir da formula de Binet
geral dada pela equagao P, = Az} + Bx§ + Cx%, percebendo a existéncia de trés raizes
e coeficientes de acordo com o seu polindémio caracteristico. Contudo, ao substituir os
valores iniciais da sequéncia nessa féormula variante de Binet, pode-se chegar ao sistema

apresentado pelo Aluno A.

Ressalta-se que, pelo fato do polinémio caracteristico possuir raizes complexas e
extensas, o aluno optou por determinar os coeficientes em funcao das suas respectivas

raizes, denotadas de x1, x5 e x3, de forma a facilitar os calculos.

Figura 16 — Fase da Ac¢ao e Formulacao pelo Aluno A - Férmula variante de Binet.

Fonte: Dados da pesquisa

Tendo como objetivo demonstrar a formulagao, na Figura 17, é possivel verificar a
validagao da situagao proposta pelo Aluno B. A resolucao desse sistema deu-se pelo método
de Cramer, obtendo a resolugao apresentada abaixo. Assim, percebe-se na institucionali-
zagao, que o objetivo dessa atividade foi alcangado, validando a conjectura apresentada

pelos alunos durante as demais fases.
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Figura 17 — Fase da Validagdo pelo Aluno B - Formula variante de Binet.

Fonte: Dados da pesquisa

Na situacao-problema 2 é apresentada aos alunos a matriz geradora de Sokhuma
(2013b) de ordem 3, para a SP, propondo aos estudantes que obtenham uma nova matriz
geradora, de mesma ordem, para os termos inteiros nao positivos da sequéncia. Diante
disso, tem-se na Figura 18 o inicio da agdo acontecendo, onde o Aluno D substituiu os

valores de n da defini¢cao da recorréncia original da sequéncia.

Figura 18 — Fase da Agao pelo Aluno D - Matriz geradora de Padovan para os niimeros
inteiros nao positivos da sequéncia.

Fonte: Dados da pesquisa
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A formulacao dessa situacao, teve inicio com o célculo da matriz inversa, dada pela
relacao algébrica QQ~! = I, como mostrada na Figura 19 pelo Aluno C, onde realizando

a multiplicacao dessas matrizes, pode-se chegar a matriz inversa.

Figura 19 — Fase da Formulacao pelo Aluno C - Matriz geradora de Padovan para os
nimeros inteiros nao positivos da sequéncia.

Fonte: Dados da pesquisa

Dando continuidade ao processo de formulacao, o Aluno D concluiu a obtencao da
matriz inversa e dos termos gerados da SP (ver Figura 20), visto que os demais estudantes
encontraram dificuldade em visualizar os termos obtidos na matriz ), com os termos nao
positivos SP. Porém o Aluno D conseguiu compreender e explicar para os demais colegas,

o comportamento dessa matriz ao ser elevada a n-ésima poténcia.

Figura 20 — Continuagao da Fase da Formulacao pelo Aluno D - Matriz geradora de
Padovan para os niimeros inteiros nao positivos da sequéncia.

Fonte: Dados da pesquisa

A validacao foi obtida por meio do principio da inducao finita, discutida e proposta
pelos alunos, tendo o devido cuidado com a matriz inversa, assim os estudantes conseguiram

demonstrar a validade desta propriedade, selecionando a resolugao do Aluno B para
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apresentacao neste trabalho, onde o mesmo denominou a matriz Q! de p, como mostrado

na Figura 21.

Figura 21 — Fase da Validacao pelo Aluno B - Matriz geradora de Padovan para os niimeros
inteiros nao positivos da sequéncia.
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Fonte: Dados da pesquisa

Finalizando essa atividade com a institucionalizacao, foi possivel obter a matriz

inversa da SP para os termos inteiros nao positivos e demonstrada anteriormente.

A situacao-problema 3, encerra o processo de generalizacao da SP, em que foram
generalizados os coeficientes da sequéncia. Pode-se entao, identificar a fase da agdo na
Figura 22, onde o Aluno G, compara essa sequéncia coma SP, e assim consegue estabelecer
a sua respectiva formula de recorréncia, percebendo a insercao das variaveis, si, So nos

coeficientes.

Figura 22 — Fase da agdo pelo Aluno G — Generalizacdo dos coeficientes da recorréncia de
Padovan.
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Fonte: Dados da pesquisa
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Na fase de formulagao, foi possivel obter a forma matricial dessa sequéncia, de
acordo com a matriz geradora de Padovan e com o vetor de inicializagao estudado na
primeira situacao-problema. Assim, o Aluno H, conseguiu compreender que a primeira
coluna da matriz geradora traz consigo os valores dos coeficientes da férmula de recorréncia,

como mostrado na Figura 23.

Figura 23 — Fase da formulacao pelo Aluno H - Generalizacao dos coeficientes da recorréncia
de Padovan.

Fonte: Dados da pesquisa

Na Figura 24, temos o Aluno D, utilizando o passo indutivo matemaético, dando
inicio ao processo de validacao da matriz. Ressalta-se que o primeiro passo da validagao

para n = 1, foi realizado pelo Aluno H, ao obter a matriz (ver Figura 23).

Figura 24 — Fase da validagao pelo Aluno D - Generalizacao dos coeficientes da recorréncia
de Padovan.

Fonte: Dados da pesquisa

Por fim, tem-se o Aluno D, na Figura 25, realizando a continua¢ido do processo de
validagao, onde é verificado a veracidade para n = k + 1. Contudo, é possivel validar o
teorema apresentado com carater de ineditismo na literatura e em artigos de Matematica

Pura, referentes aos niimeros de Padovan.
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Figura 25 — Finalizacdo da fase da validagao pelo Aluno D - Generalizagao dos coeficientes
da recorréncia de Padovan.
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Fonte: Dados da pesquisa

A aplicagao do processo de complexificacao da sequéncia, foi realizada de forma
online, uma vez que as aulas presenciais foram suspensas, devido a pandemia do novo
coronavirus (COVID-19). Contudo, o estudo prosseguiu com o auxilio da plataforma do
Google Meet, sendo este recurso de facil acesso e disponibilizado de forma gratuita a
partir do més de maio deste ano vigente. Dessa forma, foram criadas salas de reunioes, e
firmado um acordo de convivéncia, estabelecendo algumas regras, tais como: em relagao
ao uso do microfone ser dado somente quando os participantes estiverem discutindo as
resolugoes, evitando ruidos; a utilizacao da camera ser obrigatéria somente no momento
das discussoes, para que nao seja sobrecarregada a conexao dos demais; ao necessitar falar,
escrever uma mensagem no chat, autorizando assim a liberacao do microfone; e, utilizar
folhas de rascunhos para as resolugbes das questoes, evitando rasuras. Assim, os registros
foram realizados por meio de gravagoes de video e fotos da tela do computador. Ressalta-se
que os estudantes discutiam as resoluc¢oes obtidas por meio da plataforma utilizada, além de
explicar a sua respectiva resolucao aos demais. Pode-se observar na Figura 26, o momento
em que um estudante discute a sua solug¢ao com os demais participantes, ressaltando a

auséncia de dois estudantes neste momento.

Figura 26 — Aula pelo Google Meet.
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Fonte: Dados da pesquisa

Destaca-se que foram realizadas cinco aulas online, com o tempo de duracao de
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duas horas, contando com a participacao de todos os alunos matriculados, uma vez que
o IFCE disponibilizou chips com dados méveis e tablets para aqueles que nao possuiam
acesso a internet. Logo, temos que na situagao-problema 4, é apresentada a relagao de
recorréncia da SP, com a insercao da unidade imaginaria 4, fornecendo ainda os seus valores
iniciais na forma bidimensional, bem como duas propriedades. Assim, temos nas Figuras 27
e 28, a fase da agao acontecendo pelo Aluno E e pelo Aluno G, respectivamente, obtendo
mais duas propriedades tais como: P(n,1) = P(n)+ P(n)i e P(1,m) = P(m)+ P(m — 1)i.

Figura 27 — Fase da agao pelo Aluno E - Relagbes Bidimensionais de Padovan.

Fonte: Dados da pesquisa

Figura 28 — Finalizacdo da fase da agdo pelo Aluno G - Relagbes Bidimensionais de
Padovan.

Fonte: Dados da pesquisa

Durante a fase da formulagao, os estudantes puderam generalizar a relacao bidi-
mensional de Padovan, obtendo a férmula P(n,m) = P(n)P(m) + P(n)P(m — 1)i. Logo,
na Figura 29, observou-se a fase da validagao pelo Aluno A, onde é utilizado o segundo
principio da inducao finita, para demonstrar a veracidade da resolugao. Percebemos assim
que foi fixado o valor de n, utilizando as propriedades ja encontradas e, variado o valor de

m.
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Figura 29 — Fase da validagdo pelo Aluno A - Relagdes Bidimensionais de Padovan.

Fonte: Dados da pesquisa

Na situacao-problema 5, tem-se a continuacao do processo de complexificagao,
onde sao estudados os niimeros gaussianos de Padovan, com base no trabalho de Tasci
(2018a). Desse modo, é investigada a extensao dessa sequéncia complexa para os nimeros
inteiros nao positivos, explorando a sua forma matricial. Contudo, temos a fase da agao
acontecendo pelo Aluno C (ver Figura 30), onde sdo obtidos os termos gaussianos de

Padovan inteiros nao positivos.

Figura 30 — Fase da agao pelo Aluno C - Ntumeros gaussianos de Padovan.

Fonte: Dados da pesquisa

Contudo, foi entao calculada a matriz inversa da matriz geradora (), permanecendo
com a férmula Q"U = M™, fornecida para a obtengao da forma matricial dos gaussianos

de Padovan positivos. Destaca-se que pelo fato dessa situacao-problema ser aplicada de
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forma online, os estudantes optaram por calcular a inversa da matriz geradora () por
meio de softwares e/ou sites de seu dominio, facilitando o calculo. Logo, tem-se na Figura
31, a matriz inversa desenvolvida pelo Aluno G no software excel, utilizando o comando

matriz.inverso, retornando a inversa de uma determinada matriz.

Figura 31 — Fase da formulacao pelo Aluno G - Numeros gaussianos de Padovan.
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Fonte: Dados da pesquisa

Assim, a partir do calculo dos termos gaussianos de Padovan, obtido na fase da acao,
foi possivel alcangar a sua forma matricial, enfatizando a igualdade dos termos matriciais
na diagonal segundéria. Logo, pode-se visualizar na Figura 32 o momento em que o Aluno
E discute a forma matricial com os demais colegas, formalizando a sua resolu¢ao. Contudo,
a matriz M foi obtida de forma intuitiva, utilizando o LibreOffice como facilitador dos
calculos. Destaca-se ainda que para o calculo do produto Q™U, contou-se com o auxilio de
sites, uma vez que a matriz U contém nimeros complexos e, os estudantes ndo conheciam

outro programa para realizar a operacao matematica.

Figura 32 — Continuacao da fase da formulagao pelo Aluno E - Niimeros gaussianos de
Padovan.
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Fonte: Dados da pesquisa

Na fase da validacao, foi possivel demonstrar a forma matricial desenvolvida,
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utilizando o principio da indugao finita, conforme realizada pelo Aluno D (ver Figura
33). Percebe-se ainda que o Aluno D denominou a matriz inversa de @) pela notagao ¢,

facilitando o processo demonstrativo.

Figura 33 — Fase da validagao pelo Aluno D - Nimeros gaussianos de Padovan.

Fonte: Dados da pesquisa

Por fim, a situagao-problema 6, aborda a algebra quaternionica, estudando os qua-
térnios de Padovan. Assim, sao inseridas unidades imagindrias nessa sequéncia, estudando
o processo de complexificagao desses niimeros, fundamentada no trabalho de Tasci (2018b).
Diante disso, foi explorada a forma matricial e o comportamento desses termos inteiros
nao positivos, analisando os nimeros inteiros nao positivos. Logo, tem-se a fase da agao
acontecendo pelo Aluno G, visualizada na Figura 34, onde sao calculados os quatérnios de

Padovan com indices inteiros nao positivos.

Figura 34 — Fase da agao pelo Aluno G - Quatérnios de Padovan.

Fonte: Dados da pesquisa
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Apds o calculo dos termos dessa sequéncia para os niimeros inteiros nao positivos, o
Aluno E percebeu que a matriz geradora é a mesma utilizada para o célculo dos gaussianos,
estudada na situagao-problema anterior. Sendo assim foi empregada a matriz inversa de )
de Padovan, calculada por meio de recursos tecnologicos de livre escolha, visando favorecer
a resolucao desta atividade proposta. Dessa forma, tem-se a fase da formulacao pelo Aluno
E, na Figura 35, com a matriz inversa de ) multiplicada pela matriz dos quatérnios,
alcangando assim a forma matricial dos quatérnios de Padovan com indices inteiros nao

positivos.

Figura 35 — Fase da formulagao pelo Aluno E - Quatérnios de Padovan.

Fonte: Dados da pesquisa

Finalizando a situacao-problema 6, tem-se a fase da validacao, em que o Aluno H
(ver Figura 36), utiliza o principio da indugao finita, demonstrando a veracidade da forma

matricial do quatérnios de Padovan com indice inteiro nao positivo.

Figura 36 — Fase da validacao pelo Aluno H - Quatérnios de Padovan.

Fonte: Dados da pesquisa
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Nesta secao foi feita uma andlise e discussao das resolugoes das situagdes-problema
propostas aos estudantes do curso de Licenciatura em Matematica e, ainda categorizadas
de acordo com a Tabela 10. Foi realizada uma comparagao entre as fases de andlise a priori
e a posteriori baseado nos dados coletados durante a experimentacao, validando portanto
esta pesquisa. Vale salientar que essa validacao ocorreu de forma interna, visto que foram
analisadas apenas as producoes observadas neste trabalho. A fase de institucionalizacao da
TSD, tem grande importancia durante essa validacao, visto que é nesta etapa que acontece
a comprovacao do entendimento e construgdo dos conceitos matematicos vistos em sala de

aula.

No decurso das resolugoes das situacoes-problema, os obstaculos epistemologicos
e cognitivos foram identificados, observando a dificuldade dos estudantes em formular
algumas propriedades matematicas, bem como a sua validagao. Esse fato é evidenciado
quando determinado aluno relata através da frase "nao sei utilizar o principio da inducao
finita". Porém, esses obstaculos foram superados com a troca de informacoes entre os

demais estudantes.

Na Tabela 10, observa-se ainda a institucionalizagao dos conceitos matematicos
abordados nas atividades propostas, em torno do processo de generalizacao. Com isso, na
primeira situagao-problema, foi possivel estabelecer a féormula variante de Binet, iniciando
os estudos sobre SP, observando uma certa dificuldade na resolugao de sistema de equacao
linear com trés equagoes. Na segunda situacao-problema foi possivel realizar uma extensao
da sequéncia para os numeros inteiros nao positivos, estabelecendo a sua forma matricial
a partir da matriz geradora base, a fim de obter os termos da sequéncia, sem necessitar
conhecer os seus termos anteriores. Na terceira situacao-problema, foi realizada uma
comparagao da SP com outros ntimeros sequenciais, observando assim a generalizac¢ao
dos coeficientes da recorréncia de Padovan, denominada neste trabalho de sequéncia

(81, s2)-Padovan.
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Tabela 10 — Categorizagao das resolugoes das situagoes-problema propostas referentes a

generalizacao.
Situagao-problema 1
Acdo Busca nos conhecimentos prévios sobre
a formula variante de Binet fechada.
Formulagao Construcao do sistema de equagao linear.
Validacdo Resolu(;ép do sistema de equagzjxo para obt'erAlgé‘o
dos coeficientes com base nas raizes do polinémio.
Institucionalizacio Estabelecimento da Formula variante de
Binet da SP (P, = Az} + Ba} + Cz%).
Situacao-problema 2
Acao Obtengao dos termos inteiros nao positivos da SP.
. Construcao da forma matricial da extensao da SP para
Formulacao , o . o 1
os nimeros inteiros nao positivos, com base em QQ~ = 1.
Validaco Valida(;éio da rpatriz geradora para os termoNS com indices
inteiros nao positivos da sequéncia por indu¢ao matematica.
Estabelecimento da forma matricial da SP negativa,
em que Q! = p. Logo:
00 1
Institucionalizagao Para g =110 0,
01 -1
P_n_g P_n_g P—n—4
tem-se 0" = |P_,.1 P, o P_, 3|,n>0.
P,s3s P,4 P.,_5
Situacao-problema 3
Acdo Estabelecimento da recorréncia generalizada dos coeficientes
comparando-a com a SP.
Formulacao Construgao da forma matricial da sequéncia com coeficientes generalizados.
Validagao Validagao da matriz por meio do principio da inducao finita.
Forma matricial da sequéncia (s, sg)-Padovan
com coeficientes generalizados
Institucionalizacao 0 1 0]"
11 1] |s1 0 1| =[Bua Bua Bl
S9 0 0

Fonte: Elaborado pela autora

Ja na Tabela 11, é entao realizada uma institucionalizacao referente ao processo de

complexificacdo dos nimeros de Padovan, evidenciados nas atividades discutidas. Contudo,

na quarta situagao-problema, foi obtida a relagao bidimensional da sequéncia, de forma

generalizada, inserindo apenas uma unidade imaginaria. A quinta situacao-problema,

estudou a matriz geradora dos nimeros gaussianos de Padovan para indices inteiros

nao positivos. E por fim, na sexta situagao-problema, com base na matriz geradora dos

quatérnios de Padovan, investigou-se a sua forma matricial generalizada, obtendo assim os

indices inteiros nao positivos.
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Tabela 11 — Categorizagao das resolugoes das situagoes-problema propostas referentes a

complexificagao.
Situagao-problema 4
Acao Obtencgao de novas propriedades variando n, m.
. Determinacao da forma bidimensional de Padovan,
Formulacao

com a insercao da unidade imagindria 7.

Validagao

Validacao da forma generalizada bidimensional da SP,
por meio do segundo principio da indugao finita.

Institucionalizagao

Relacao bidimensional de Padovan generalizada
(P(n,m) = P(n)P(m) + P(n)P(m — 1)i).

Situacao-problema 5

Acao

Obtengao dos termos inteiros nao positivos
dos ntimeros gaussianos de Padovan.

Formulacao

Construcao da forma matricial da extensao dos gaussianos
de Padovan para os niimeros inteiros nao positivos.

Validagao

Validagao da matriz geradora dos gaussianos de Padovan, para
os termos com indices inteiros nao positivos por indugao matematica.

Institucionalizacao

Forma matricial dos gaussianos de Padovan
para indices inteiros nao positivos, tem-se que:
QU =M.
01 0
Assim: Q" '=p=10 0 1
10
GP —n+1

1+i 144 1
U= |14+i 1 i|le
1 1 i1

GP_io GP_,
GP.,... GP., GP.,..

GP_, GP_,_, GP_,_

M = ,comn>0eneN.

Situacao-problema 6

Acao

Obtencao dos termos inteiros nao positivos
dos quatérnios de Padovan.

Formulacao

Construgao da forma matricial dos quatérnios de Padovan
para indices inteiros nao positivos.

Validacao

Validagao da matriz geradora dos quatérnios de Padovan, para
os termos com indices inteiros nao positivos por inducao matemaética.

Institucionalizacao

Forma matricial dos quatérnios de Padovan
para indices inteiros nao positivos, com:
01 01" [P,as P,y P
00 1| =|P,3 P, P, 4.
1 0 —1] P.,4 P.,s3 P.,_;
Assim, tem-se que:

01 0]1"[QP

0=Q"=

QP QP QF QP QR

0|QP QFy QP_i| =

00 1| QP

QFy QP
Qp—n+2
= QP—n-‘rl

QP_,

QP
QP—n+1
QP
Qp—n—l

10 —1| QP
QP_,

QR QP
QP_; QP

QP_, 1|,comn>0eneN.

QP—n—Z

Fonte: Elaborado pela autora
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Ressaltamos que algumas desvantagens em coletar os dados de forma online, tais
como: o compartilhamento de tela do recurso utilizado ser permitido somente por um
participante de cada vez, uma vez que os estudantes nao puderam compartilhar as suas
telas, de modo simultadneo para que fossem visualizadas as suas respectivas solugoes;
ocorreu oscilagao da conexao de rede, de alguns estudantes, em determinados momentos,
ocorrendo a entrada e saida dos usuarios da sala de reunioes; e, um atraso em analisar
as solugoes dos estudantes, devido a maneira online de como os dados foram coletados,

necessitando verificar a resolucdo de cada usuario de maneira remota.

Por fim, foi possivel considerar alguns pontos positivos, com a utilizacao da ferra-
menta, sendo portanto a mais importante, o fato de ser possivel dar continuidade a coleta
de dados, nao prejudicando o andamento da pesquisa. Vale ainda destacar, que apenas
um estudante nao continuou a participar da pesquisa durante a pandemia, informando
que nao havia computador e nem celular disponivel e para utilizar o determinado recurso
computacional, enviando portanto as suas solugoes via WhatsApp. Contudo, foi possivel

finalizar a fase de experimentacao e validagao, nao havendo prejuizo para a pesquisa.
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6 Consideracoes Finais

Tendo em vista os objetivos tracados na pesquisa, e seguindo as orientacoes didatico-
metodolégicas fundamentadas na ED e da TSD, foi realizada, durante a primeira etapa
deste projeto, uma andlise preliminar (prévias) do objeto matemadtico, através de um
resgate de alguns artigos cientificos recentemente publicados, bem como o estudo de obras

especificas que trazem algumas narrativas historicas relativas a SP.

Sobre esta fundamentagao, é pertinente destacar que o desenvolvimento do projeto
permitiu realizar uma discussao pormenorizada de trabalhos, publicados em periddicos de
Matematica Pura, que abordam o processo de generalizagdo da SP e a sua complexificacao,
sistematicamente negligenciada por livros de HM consultados, ressaltando a auséncia do
contetido de SP.

Nesse sentido, a partir do levantamento e analise bibliografica, foi catalogado e
organizado um conjunto de modelos visando realizar, de forma inédita neste trabalho,
a generalizacao e complexificacdo da SP, com foco para a matriz geradora generalizada,
generalizacao dos valores iniciais e dos coeficientes, com a sequéncia (s1, S, ..., S(z—1))-Z-
dovan, formula de Binet, algumas rela¢ées n-dimensionais, niimeros gaussianos, quatérnios,
entre outros topicos matematicos. Assim, foi possivel realizar uma anélise do desenvolvi-
mento matematico de generalizacao e complexificacdo da SP alcancando os dois primeiros

objetivos especificos da pesquisa.

Nessa perspectiva matematica, foram selecionados os conteiidos da féormula de
Binet, extensao para os niimeros inteiros nao positivos e a sequéncia (1, s2)-Padovan para
o processo de generalizacao. Para a complexificagao da sequéncia, foram selecionados os
conteudos: relacoes bidimensionais, niimeros gaussianos e quatérnios de Padovan. Assim,
foi realizada uma transposicao do assunto para o contexto didatico-cognitivo, ressaltando
o seu modelo historico e permitindo uma discussao dos conceitos e relagoes matematicas.
Contudo, essa pesquisa foi aplicada na disciplina de HM, no curso de Licenciatura em

Matematica do IFCE, apds uma minuciosa andlise da matriz curricular.

Entretanto, existe uma resisténcia dos docentes e discentes em relacao ao estudo
das relagoes matematicas e suas conjecturas nas aula de HM, visto que muitas vezes sao
estudados apenas a biografia dos matematicos e os seus respectivos periodos historicos em
que foram desenvolvidas as definicbes matematicas. Porém, esse estudo é contraditorio ao
que se reflete na matriz curricular do curso de Licenciatura em Matematica, negligenciando
0 processo evolutivo epistemologico-matematico de novas relagbes matematicas, como
apresentado em livros dessa disciplina, em que nao discute propriedades matematicas
recentes (OLIVEIRA, 2018).
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Durante a aplicacao das atividades propostas, alguns obstaculos epistemolégicos
foram diagnosticados em relacao a formulacao das propriedades matematicas e o seu
processo de validacao. Esse, portanto, foram superados por meio de interagoes entre os

demais estudantes participantes da pesquisa.

As construgoes matemadticas, vistas de forma inéditas neste trabalho, permitiu
superar alguns obstaculos epistemologicos, criando conceitos mateméaticos até entao nao
conhecidos para essa sequéncia estudada. Com isso, observa-se nesta pesquisa, o surgimento
da generalizagao da ordem da sequéncia, dos seus valores iniciais e dos coeficientes da
formula de recorréncia. Percebe-se também o surgimento dos quatérnios, octonios e sedenios,

sendo uma extensao dos nimeros complexos.

A ED em associacao com a TSD serviu como um aporte teérico para nortear os
percursos metodoldgicos desta pesquisa (ver Apéndice E), contribuindo para a drea de
enisno e para a area de matematica, compreendendo a SP e o seu processo de generalizacao
e complexificacao. Vale ressaltar que a generalizacao da sequéncia foi dada em torno da sua
ordem de extensao, obtendo a construcao da sua forma matricial, polindomio caracteristico,
funcao geradora e féormula de Binet. Os valores iniciais também foram generalizados,
sendo chamada de Padovan Afim. Os coeficientes da recorréncia finalizam o processo de
generalizagao, estabelecendo a sua matriz geradora, férmula de Binet, funcao geradora e
polinémio caracteristico. O processo de complexificagdo deu inicio, neste trabalho, com
a insercao de unidades imaginarias, destacando assim as relagoes recorrentes bi, tri e n-
dimensionais. Esse processo seguiu com os nimeros gaussianos, duais, quatérnios, octonios

e sedenios, permitindo alcancar o primeiro objetivo especifico deste trabalho.

Diante da microengenharia didatica e transposicao didatica, ¢ importante destacar
que a sequéncia foi estudada criando situagoes de ensino com base na TSD, e analisadas e
discutidas por meio de situagoes-problema de contetidos selecionados previamente, visando
compreender o processo historico-evolutiva da SP e, atingindo os dois tltimos objetivos

especificos desta pesquisa.

Destaca-se ainda a contribuicao do arquiteto Richard Padovan para este trabalho,
uma vez que este foi o criador da sequéncia, a qual foi objeto de estudo desta pesquisa.
Diante disso, pode-se verificar que a ideia da SP aplicada a arquitetura proporcionou um
desdobramento e repercussao na area matematica e em outros campos, tais como na area
de ensino. E importante ressaltar ainda que, por nio ser um matemético, Padovan nao
pode realizar mais colaboracoes para o desenvolvimento deste projeto, conforme conversa

via e-mail com o proprio autor, o qual encontra-se vivo até a presente data.

A utilizacao do recurso computacional permitiu facilitar a busca pelas raizes dos
polindémios caracteristicos, assim como a sua visualizagao em 3D por meio do fractal de
Newton, através da ferramenta do Google Colab (ver Apéndice F). Foi possivel ainda

aproximar esta sequéncia com objetos existentes na natureza, por meio desta técnica de
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visualizacao, facilitando assim o processo de ensino deste contetido. Para trabalhos futuros,
pode-se realizar um aprofundamento em torno dos fractais de Newton, como forma de

visualizacao da SP, bem como a aplicagdo desta sequéncia em outras areas.

E importante ressaltar que ocorreram algumas limitacoes durante a pesquisa,
destacando o fato de que nem todos os alunos conseguiram resolver todas as situacoes-
problema propostas. Porém com o auxilio dos outros sujeitos participantes, foi possivel
discutir essas atividades, havendo um entendimento e compreensao dos membros que nao
haviam conseguido resolvé-las, dando continuidade ao processo. De fato, é consideravel
ainda apresentar algumas dificuldades oriundas da aplicagdo remota, onde alunos nao
puderam participar das aulas devido a perca de conexao, revisando o contetido na aula

posterior.

Por fim, a presente pesquisa permitiu a oportunizar os estudantes, professores em
formacao inicial, ampliar os seus conhecimentos mateméaticos na area de sequéncias lineares
e recorrentes, mais especificamente na SP, através de relagbes matematicas estudadas
com carater de ineditismo. Contudo, espera-se que essa dissertacao sirva como suporte
para outros trabalhos que buscam explorar matematicamente assuntos nao triviais, com
aporte na TSD, e que nao sao estudados em curso de formacao inicial de professores de

matematica.

Ressalta-se ainda a perspectiva de pesquisa futura contando com a contribuicao de
pesquisadores oriundos de Portugal, a saber: professora doutora Paula Maria Machado
Cruz Catarino, professora doutora Anabela Maria Ferreira Borges Varela Rodrigues e

professor doutor Paulo José Martins Vasco.






209

Referéencias

AARTS, J.; FOKKINK, R.; KRUIJTZER, G. Morphic numbers. Nieuw Archief voor
Wiskunde, v. 5, n. 2, p. 56-58, 2001.

ALMOULOUD, S. A. Fundamentos da Didatica da Matemdtica. 3. ed. [S.1.]: Sao Paulo:
Editora UFPR, 2007.

ALMOULOUD, S. A. Modelo de ensino/aprendizagem baseado em situagoes-problema:
aspectos tedricos e metodolégicos. REVEMAT - Revista Eletronica de FEducagdo
Matemdtica - Floriandpolis (SC), v. 11, n. 2, p. 109-141, 2016.

ALMOULOUD, S. A.; COUTINHO, C. de Queiroz e S. Engenharia didatica: caracteristicas
e seus usos em trabalhos apresentados no gt-19/anped. REVEMAT - Revista Eletronica
de FEducacao Matemdtica, v. 3, n. 6, p. 6277, 2008.

ALMOULOUD, S. A.; SILVA, M. J. F. da. Engenharia didatica: evolucao e diversidade.
Revemat: Revista Eletronica de Educacao em Matemdtica, Floriandpolis, v. 7, n. 2, p.
22-52, 2012.

ALVES, C. M. F. S. J. Fractais: conceitos bdsicos, representacoes graficas e aplicacoes ao
ensino nao universitdrio. Dissertacao (Mestrado), 2007.

ALVES, F. R. V. Uma discussao de artigos envolvendo propriedades da sequéncia de
fibonacci apoiada na tecnologia. Anais do VI HTEM, p. 1-17, 2013. Disponivel em:
<http://htem2013.dm.ufscar.br/anais/anais do_vi_htem_ ufscar 2013.html>.

ALVES, F. R. V. Analise preliminar e analise a priori: Situagoes didaticas envolvendo a
nocao de integrais multiplas. Reportes de Investigacion, p. 1-9, 2014.

ALVES, F. R. V. Sobre a evolugao historica do modelo de fibonacci: a classe das fungoes
hiperbodlicas de fibonacci. Revista Vydia Educacao, v. 35, p. 133-148, 2015. Disponivel em:
<http://periodicos.unifra.br/index.php/VIDYA>.

ALVES, F. R. V. Didatica de matematica: seus pressupostos de ordem epistemoldgica,
metodolégica e cognitiva. Interfaces da Educagio, Paranaiba, v. 7, n. 21, p. 131-150,
2016a.

ALVES, F. R. V. Engenharia didatica (anélises preliminares e andlise a priori): o caso das
equagoes diferenciais de segunda ordem. Ensino de Ciéncias e Tecnologia em Revista, n. 2,
p. 1-22, 2016b.

ALVES, F. R. V. Engenharia didatica: implicagbes para a pesquisa no ambito do ensino
em analise complexa - ac. Ciéncia e Natura, v. 38, n. 2, p. 694-715, 2016¢.

ALVES, F. R. V. Mestrado (académico) em ensino de ciéncias e matemética: A proposta
do instituto federal do ceard (ifce). Revista Contezto & Educagao, n. 105, p. 305-340, 2018.

ALVES, F. R. V.; CATARINO, P. M. M. C. Engenharia didatica de formacao
(edf): Repercussoes para a formagao do professor de matematica no brasil. Educagdo
Matemdatica em Revista - RS, v. 2, n. 18, p. 121-137, 2017. Disponivel em:
<http://sbemrs.org/revista/index.php/2011 1 /article/viewFile/304/222>.


http://htem2013.dm.ufscar.br/anais/anais_do_vi_htem_ufscar_2013.html
http://periodicos.unifra.br/index.php/VIDYA
http://sbemrs.org/revista/index.php/2011_1/article/viewFile/304/222

210 Referéncias

ALVES, F. R. V.; MARINHO, M. R. M. Engenharia didatica no contexto da transicao
complexa do calculo-tce: o caso da série de laurent. Revista Eletronica de Investigacion en
FEducacion en Ciencias, v. 12, n. 2, p. 63-89, 2017.

ALVES, F. R. V.; NETO, H. B. A existéncia de sequéncia de fibonacci no campo dos
inteiros: uma atividade de investigacao apoiada nos pressupostos da sequéncia fedathi.
Boletim Gepem, n. 59, p. 135-140, 2011. Disponivel em: <http://www.ufrrj.br/SEER/
index.php?journal=gepemé&page=article&op=view&path%5B%5D=64>.

ALVES, F. R. V. et al. Engenharia didatica para o ensino da sequéncia de padovan: Um
estudo da extensdo para o campo dos nimeros inteiros. In: Ensino de Ciéncias e Educacao
Matemadtica 3. Ponta Grossa, PR: Atena Editora, 2019. v. 3, cap. 2, p. 10-18.

ARTIGUE, M. Ingénierie didactique. Recherches en Didactique des Mathématiques, v. 9,
n. 3, p. 281-308, 1988.

ARTIGUE, M. et al. Ingenieria Didactica en Educacion Matemdtica: Un esquema para la
investigacion y la innovacion en la ensenanza y el aprendizaje de las matemdticas. [S.1.]:
Bogota: Grupo Editorial Iberoamericano, 1995.

ASTOLFI, J. P. El trabajo didactico de los obstéaculos, en el corazén de los aprendizajes
cientificos. Ensenanza de las Ciencias, v. 12, n. 2, p. 206-216, 1994.

BACANI, J.; RABAGO, J. F. On generalized fibonacci numbers. Applied Mathematical
Sciences, v. 9, n. 52, p. 2595-2607, 03 2015.

BACHELARD, G. A Formacgdo do Espirito Cientifico:contribuicdo para uma psicandlise
do conhecimento - tradug¢io Esteia dos Santos Abreu. 5* reimpressao. ed. [S.1.]: Rio de
Janeiro: Contraponto, 1996.

BAGUR, B. The Padovan Sequence in Menorca. 2014. Disponivel em: <https://
themathematicaltourist.wordpress.com/2015/05/25 /the-padovan-sequence-in-menorca/
>.

BERGLUND, J. Analyzing the galois groups of fifth-degree and fourth-degree polynomials.
Undergraduate Review, v. 7, p. 22-28, 2011.

BERZSENYI, G. Gaussian fibonacci numbers. The Fibonacci Quarterly, v. 15, p. 233-236,
1977.

BILGICI, G. Fibonacci and lucas sedenions. Journal of Integer Sequences, v. 20, p. 1-11,
2017.

BJ6RCK, A.; PEREYRA, V. Solution of vandermonde systems of equations. Mathematics
of Computation, v. 112, n. 24, p. 893-903, 1970.

BROUSSEAU, G. La problématique et I’enseignement de la mathématiques. In:
COMPTES RENDUS DE LA XXVIIIE REENCONTRE ORGANISéE PAR LA
COMMISSION INTERNATIONALE POUR L’ETUDE ET L’AMéLIORATION DE
L’ENSEIGNEMENT DES MATHEMATIQUES.LOUVAIN-LA-NEUVE. [S.1], 1976. p.
101-117.

BROUSSEAU, G. D’un probléme a I’étude & priori d’une situation didactique. Deuzxiéme
Ecole d’Eté de Didactique des mathématiques, Olivet, p. 39-60, 1982.


http://www.ufrrj.br/SEER/index.php?journal=gepem&page=article&op=view&path% 5B%5D=64
http://www.ufrrj.br/SEER/index.php?journal=gepem&page=article&op=view&path% 5B%5D=64
https://themathematicaltourist.wordpress.com/2015/05/25/the-padovan-sequence-in-menorca/
https://themathematicaltourist.wordpress.com/2015/05/25/the-padovan-sequence-in-menorca/
https://themathematicaltourist.wordpress.com/2015/05/25/the-padovan-sequence-in-menorca/

Referéncias 211

BROUSSEAU, G. Fondements et méthodes de la didactique des mathématiques.
Recherchesen Didactiquedes Mathématiques, v. 7, n. 2, p. 33—115, 1986a.

BROUSSEAU, G. Theorisation des phénomeénos d”enseignement des mathématiques. Tese
(Doutorado) — These détat, Univesité de Bordeaus I, 1986b.

BROUSSEAU, G. Theory of didactical situations in mathematics. [S.1.]: Dordrecht:
Kluwer, 1997.

BROUSSEAU, G. Educacion y didéatica de las matematicas. Fducacion Matemdtica, v. 12,
n. 1, p. 5-38, 2000.

BROUSSEAU, G. Theory of Didactical Situationsin Mathematics Didactique de
Mathématiques, 1970-1990. 19. ed. [S.1.]: Mathematics Education Library, 2002.

BROUSSEAU, G. Introducdao ao estudo das situagoes diddticas: conteidos e métodos de
ensino. [S.1.]: Sdo Paulo: Atica, 2008.

BURTON, A. Newton’s method and fractais. [S.1.]: Technical manuscript, Whitman
College, 2009.

CARREIRA, A. S.; ANDRADE, C. A. D. Geometria a vdrias dimensoes — Fractais. [S.1.]:
Faculdade de Ciéncias, Universidade de Lisboa, 1999.

CATARINO, P. M. M. C. Bicomplex k-pell quaternions. Computational Methods and
Function Theory, v. 19, n. 3, p. 1-12, 2018.

CATARINO, P. M. M. C. k-pell, k-pell-lucas and modified k-pell sedenions.
Asian-FEuropean Journal of Mathematics, v. 12, n. 2, 2019.

CAWAGAS, R. E. On the structure and zero divisors of the cayley-dickson sedenion
algebra. Discussiones Mathematicae - General Algebra and Applications, v. 24, p. 251-265,
2004.

CERDA-MORALES, G. The (s,t)-padovan and (s,t)-perrin matrix sequences. Submetid,
p. 1-9, fev 2017. Disponivel em: <https://www.researchgate.net/publication/313344447>.

CERECEDA, J. L. Binet’s formula for generalized tribonacci numbers. International
Journal of Mathematical Education in Science and Technology, v. 46, p. 1-9, 04 2015.

CHEVALLARD, Y. La transposicion diddctica: del saber sabio al saber ensenado. [S.1.]:
Buenos Aires: Aique, 1998.

CIVCIV, H.; TGRKMEN, R. On the (s,t)-fibonacci and fibonacci matrix sequences. Ars
Combin, n. 87, p. 161-173, 2008.

CLAUDIO, D. M.; MARINS, J. M. Cdlculo Numérico Computacional — Teoria e Prdtica.
[S.1.]: Sdo Paulo: Atlas, 2000.

CLIFFORD, M. A. Preliminary sketch of bi-quaternions. Proceedings of the London
Mathematical Society, v. 4, p. 381-395, 1871.

DISKAYA, O.; MENKEN, H. On the split (s,t)-padovan and (s,t)-perrin quaternions.
International Journal of Applied Mathematics and Informatics, v. 13, p. 25-28, 2019.


https://www.researchgate.net/publication/313344447

212 Referéncias

ERCOLANO, J. Matrix generators of pell sequences. The Fibonacci Quarterly, v. 17, n. 1,
p. 71-77, feb. 1979.

FALCON, S.; PLAZA, A. On the fibonacci k-numbers. Chaos, Solitons & Fractals, v. 32,
n. 5, p. 1615-1624, 2007.

FAMILTON;, J. Quaternions: A History of Complex Noncommutative Rotation Groups in
Theoretical Physics. Tese (Doutorado) — Columbia University, 2015.

FERREIRA, R. de C. Nimeros Mdrficos. Dissertagao (Mestrado) — Mestrado Profissional
em Matematica - Universidade Federal da Paraiba, Joao Pessoa, 2015.

GOMES, C. A.; OLIVEIRA, O. R. B. de. O teorema de cayley-hamilton. IME-USP-
Oswaldo Rio Branco de Oliveira, p. 1-11, 2019.

GULEC, H. H.; TASKARA, N. On the (s,t)-pell and (s,t)-pell-lucas sequences and their
matrix representations. Applied Mathematics Letters, n. 25, p. 1554-1559, 2012.

HARE, K.; PRODINGER, H.; SHALLIT, J. Three series for the generalized golden mean.
Fibonacci Quarterly, v. 52, p. 307-313, 2014.

HARMAN, C. J. Complex fibonacci numbers. The Fibonacci Quarterly, v. 19, p. 82-86,
1981.

HORADAM, A. F. Quaternion recurrence relations. Ulam Quarterly, v. 2, p. 23-33, 1993.

HORN, R. A.; JOHNSON, C. R. Topics in Matriz Analysis. [S.1.]: Cambridge University
Press, 1994.

HUNTLEY, H. E. A divina propor¢io: Um ensaio sobre a Beleza na Matemdtica.
Tradugio Luis Carlos Ascéncio Nunes. [S.].]: Editora da Universidade de Brasilia, 1985.

IMAEDA, K.; IMAEDA, M. Sedenions: algebra and analysis. Applied Mathematics and
Computation, v. 115, p. 7788, 2000.

INTERNATIONAL, I. M. Les anciens membres de I'IMI. 2019. Acesso: 10-Fevereiro-2019.
Disponivel em: <https://www.metapsychique.org/les-anciens-membres-de-limi/>.

KANTOR, I.; SOLODOVNIKOV, A. S. Hypercomplex Numbers - An Elementary
Introduction to Algebras Translated by A. Shenitzer. [S.1.: s.n.], 1989.

KARATAS, A.; HALICI, S. Horadam octonions. Analele stiintifice ale Universitatii
Ovidius Constanta, v. 25, n. 3, p. 97-106, 2017.

KECILIOGLU, O.; AKKUS, I. The fibonacci octonions. Advances in Applied Clifford
Algebras, v. 25, n. 1, p. 151-158, 2015.

KNOPP, K. Theory and Applications of Infinite Series. [S.1.]: Dover Publications Inc.,
Nova Iorque, EUA, 1990.

KOSHY, T. Fibonacci and Lucas Numbers with Applications. Wiley-

Interscience, 2001. ISBN 0471399698. Disponivel em: <https://www.amazon.
com/Fibonacci- Lucas-Numbers- Applications-Thomas/dp/04713996987Subscriptionld=
0JYNINVWG651KCA56C102&tag=techkie-20&linkCode=xm2&camp=2025&creative=
165953&creative ASIN=0471399698> .


https://www.metapsychique.org/les-anciens-membres-de-limi/
https://www.amazon.com/Fibonacci-Lucas-Numbers-Applications-Thomas/dp/0471399698?SubscriptionId=0JYN1NVW651KCA56C102&tag=techkie-20&linkCode=xm2&camp=2025&creative=165953&creativeASIN=0471399698
https://www.amazon.com/Fibonacci-Lucas-Numbers-Applications-Thomas/dp/0471399698?SubscriptionId=0JYN1NVW651KCA56C102&tag=techkie-20&linkCode=xm2&camp=2025&creative=165953&creativeASIN=0471399698
https://www.amazon.com/Fibonacci-Lucas-Numbers-Applications-Thomas/dp/0471399698?SubscriptionId=0JYN1NVW651KCA56C102&tag=techkie-20&linkCode=xm2&camp=2025&creative=165953&creativeASIN=0471399698
https://www.amazon.com/Fibonacci-Lucas-Numbers-Applications-Thomas/dp/0471399698?SubscriptionId=0JYN1NVW651KCA56C102&tag=techkie-20&linkCode=xm2&camp=2025&creative=165953&creativeASIN=0471399698

Referéncias 213

LABORDE, C. Affronter la complexité des situations didatiques d’apprentissage des
mathématiques en classe: défis et tentatives. Didaskalia, n. 1, p. 97-112, 1997.

LLORCA-BOF1i, J.; MADRIGAL, J. J. Van der laan and messiaen’s creative freedom
from a system. ACE: Architecture, City and Environment, v. 14, n. 40, p. 275296, 2019.

LOPES, A. R. C. Conhecimento escolar: ciéncia e cotidiano. [S.l.]: Rio de Janeiro:
EdUERJ, 1999. 236 p.

MANGUEIRA, M. C. dos S. et al. The hybrid numbers of padovan and some identities.
Annales Mathematicae Silesianae, Sciendo, Berlin, n. 0, p. 000010247820200019, 2020.
Disponivel em: <https://content.sciendo.com/view/journals/amsil/ahead-of-print/
article-10.2478-amsil-2020-0019/article-10.2478-amsil-2020-0019.xml>.

MARGOLINAS, C. Connaissance et savoir des distinctions frontalieres? Sociologie et
didactiques: vers une transgression des frontiéres, Lausanne, Suisse, p. 1-39, 2012.

MAROHNIC, L.; STRMECKI, T. Plastic number: Construction and applications.
Advanced Research in Scientific Areas, p. 3—7, dec 2012.

MELZER, E. E. M. A teorias de chevallard e fleck: Relagdes entre a transposicao
didética e o trafego de pensamentos. In: EDUCERE- XII CONGRESSO NACIONAL DE
EDUCA¢aO. [S.1], 2015. p. 460-474.

MEYER, A. R.; RUBINFELD, R. Generating functions. In: MATHEMATICS FOR
COMPUTER SCIENCE - COURSE NOTES - MASSACHUSETTS INSTITUTE OF
TECHNOLOGY. [S.L], 2005. p. 1-13.

MONNEROT-DUMAINE, A. The Fibonacci Word fractal. [S.1.]: Hal - archives-ouvertes,
24 pages, 25 figures, 20009.

OLIVEIRA, G. P.; ARAUJO, P. B. Uma abordagem para o ensino de lugares geométricos
com o geogebra. Revista Eletronica de Educagcdo Matemdatica — REVEMAT, v. 7, n. 2, p.
209-222, 2012.

OLIVEIRA, R. R. de. Engenharia Diddtica sobre o Modelo de Complezificacdo
da Sequéncia Generalizada de Fibonacci:Relacoes Recorrentes N-dimensionais e
Representagoes Polinomiais e Matriciais. Dissertacao (Mestrado) — Mestrado Académico

em Ensino de Ciéncias e Matematica - Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia
do Estado do Ceara (IFCE), 2018.

OLIVEIRA, R. R. de; ALVES, F. R. V.; PAIVA, R. E. B. Identidades bi e tridimensionais
para os numeros de fibonacci na forma complexa. C.(Q).D.-Revista Eletronica Paulista de
Matemdtica, v. 11, n. 2, p. 91-106, 2017.

OLIVEIRA, R. R. de; ALVES, F. R. V.; SILVA, S. A. da. Uma proposta de atividades com
enfoque na teoria das situagoes didaticas: identidades bi e tridimensionais fibonaccianas.
Caminhos da Educagio Matemdtica em Revista (Online), v. 9, n. 3, p. 1-13, 2019.

OLIVEIRA, R. R. de et al. Engenharia didatica: Anéalises prévias e a priori para a
concepgao de um objeto de aprendizagem (investigacao). In: A VOZ DOS PROFESSORES
DE C&T - ENCONTRO INTERNACIONAL - UTAD PORTUGAL. [S.1.], 2018.


https://content.sciendo.com/view/journals/amsil/ahead-of-print/article-10.2478-amsil-2020-0019/article-10.2478-amsil-2020-0019.xml
https://content.sciendo.com/view/journals/amsil/ahead-of-print/article-10.2478-amsil-2020-0019/article-10.2478-amsil-2020-0019.xml

214 Referéncias

PADOVAN, R. Dom Hans van der Laan: modern primitive. [S.l.]: Amsterdam,
Architecture & Natura Press, 1994.

PADOVAN, R. Dom hans van der laan and the plastic number. Nezxus Network Journal,
v. 4, p. 181-193, 01 2002.

PAIS, L. C. Diddtica da Matemdtica: uma andlise da influéncia francesa. 2* ed. ed. [S.1.]:
Belo Horizonte: Auténtica, 2002.

PAIS, L. C. Diddtica da Matemdtica: uma andlise da influéncia francesa. 3. ed. [S.1]: Belo
Horizonte: Auténtica, 2011.

PERRIN-GLORIAN, M. J.; BELLEMAIN, P. M. B. L’ingenierie didactique entre
recherche et ressource pour I'enseignement et la formation desmaitres. In: I SEMINaRIO
LATINO-AMERICANO DE DIDATICA DA MATEMATICA - LADIMA. 2016. p.
1-51. Disponivel em: <http://ladima.tuseon.com.br/uploads/file_ manager /source/
d7322ed717dedflebde6e52a37ea7bed /oficinas/ CONFER % C3%8 ANCIA %203%20-%
20FRANC%C3%8AS.pdf>.

PETHE, S.; HORADAM, A. F. Generalized fibonacci gaussian numbers. Bulletin of the
Australian Mathematical Society, v. 33, p. 3748, 1986.

REES, E. L. Graphical discussion of the roots of a quartic equation. The American
Mathematical Monthly, v. 2, n. 29, p. 51-55, 1992.

RODRIGUES, H. W.; GRUBBA, L. S. Bachelard e os obstaculos epistemoldgicos a
pesquisa cientifica do direito. Sequéncia: FEstudos Juridicos e Politicos, v. 33, n. 64, p.
307-333, 2012.

SANTOS, A. A. dos. Engenharia Diddtica sobre o Estudo e Ensino da Formula de
Binet como modelo de generalizagdo e extensao da Sequéncia de Fibonacci. Dissertacao
(Mestrado) — Mestrado Académico em Ensino de Ciéncias e Matematica - Instituto
Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceara (IFCE), 2017.

SANTOS, A. dos; ALVES, F. R. V. A engenharia didatica em articulagdo com a teoria
das situagoes didaticas como percurso metodologico ao estudo e ensino de matematica.
Acta Scientiae, v. 19, n. 3, p. 447-465, maio/jun 2017.

SANTOS, J. H. R.; BONILLA, H. Organografia das fanerogamas. 2003. Monografia
Universidade do Estado do Ceara - UECE.

SEENUKUL, P. et al. Matrices which have similar properties to padovan q -matrix and
its generalized relations. Sakon Nakhon Rajabhat University Journal of Science and
Technology, v. 7, n. 2, p. 90-94, 2015.

SHOHAM, M. On grassmann’s products and clifford’s dual unit. In: INTERNATIONAL
SYMPOSIUM ON HISTORY OF MACHINES AND MECHANISMS PROCEEDINGS
HMM 2000. [S.1.], 2000. p. 173-180.

SILVA, 1. C. da. Recorréncias: uma abordagem sobre sequéncias recursivas para aplicagoes
no Ensino Médio. Dissertacao (Mestrado) — Mestrado Profissional em Matemaética -
Universidade de Brasilia, 2015.


http://ladima.tuseon.com.br/uploads/file_manager/source/d7322ed717dedf1eb4e6e52a37ea7bcd/oficinas/CONFER%C3%8ANCIA%203%20-%20FRANC%C3%8AS.pdf
http://ladima.tuseon.com.br/uploads/file_manager/source/d7322ed717dedf1eb4e6e52a37ea7bcd/oficinas/CONFER%C3%8ANCIA%203%20-%20FRANC%C3%8AS.pdf
http://ladima.tuseon.com.br/uploads/file_manager/source/d7322ed717dedf1eb4e6e52a37ea7bcd/oficinas/CONFER%C3%8ANCIA%203%20-%20FRANC%C3%8AS.pdf

Referéncias 215

SOKHUMA, K. Matrices formula for padovan and perrin sequences. Applied Mathematical
Sciences, v. 7, n. 142, p. 7093-7096, 2013a.

SOKHUMA, K. Padovan g-matrix and the generalized relations. Applied Mathematical
Sciences, v. 7, p. 2777-2780, 01 2013b.

SOYKAN, Y. Generalized pell-padovan numbers. Asian Journal of Advanced Research
and Reports, v. 11, n. 2, p. 828, 2020.

SPINADEL, V. M. W. de; BUITRAGO, A. R. Towards van der laan’s plastic number in
the plane. Journal for Geometry and Graphics, v. 13, n. 2, p. 163-175, 2009.

STEWART, I. Tales of a neglected number. Mathematical Recreations - Scientific
American, v. 274, p. 102-103, 1996.

Sa, L. S. C.; SPREAFICO, E. V. P. Sobre um novo método de inversao de matrizes de
vandermonde para solucao de recorréncias lineares homogéneas de ordem superior. Revista
Eletronica da Sociedade Brasileira de Matemdtica, v. 8, n. 1, p. 64-72, 2020.

TAHER, R. B.; RACHIDI, M. Solving some generalized vandermonde systems and inverse
of their associate matrices via new approaches for the binet formula. Applied Mathematics
and Computation, v. 290, p. 267-280, 2016.

TAS, S.; KARADUMAN, E. The padovan sequences in finite groups. Chiang Mai Journal
of Science, v. 41, p. 456-462, 09 2014.

TASCI, D. Gaussian padovan and gaussian pell-padovan sequences. Communications
Faculty of Sciences University of Ankara-Series A1 Mathematics and Statistics, v. 67, p.
82-88, 2018a.

TASCI, D. Padovan and pell-padovan quaternions. Journal of Science and Arts, v. 42,
n. 1, p. 125-132, 2018b.

TASYURDU, Y.; AKPINAR, A. Padovan and pell-padovan octonions. Proceedings of
International Conference on Mathematics and Mathematics Education (ICMME 2019), v.
11(Special Issue), p. 114-122, 2019.

TEIXEIRA, P. J. M.; PASSOS, C. C. M. Um pouco da teoria das situacoes didaticas
(tsd) de guy brousseau. Zetetiké-FE/Unicamp, v. 21, n. 39, p. 155-168, 2013.

TEODORO, M. M.; AGUILAR, J. O método de Newton e fractais. Dissertagao (Mestrado)
— Mestrado Profissional em Matemaética - Universidade Federal de Sao Joao del-Rei, 2015.

VERRET, M. Le temps des études. [S.1.]: Paris: Honoré Champion, 1975.

VIEIRA, R. P. M.; ALVES, F. R. V. Sequéncia padovan afim e as suas propriedades.
Revista Thema, v. 15, n. 4, p. 12691276, 2018.

VIEIRA, R. P. M.; ALVES, F. R. V. Explorando a sequéncia de padovan através de
investigagao histérica e abordagem epistemolégica. Boletim Gepem, v. 74, p. 161-169,
2019a.

VIEIRA, R. P. M.; ALVES, F. R. V. Identidades tribonacci. Revista Sergipana de
Matemdtica e Educacao Matemdtica, n. 1, p. 216-226, 2019b.



216 Referéncias

VIEIRA, R. P. M.; ALVES, F. R. V. Os ntiimeros duais de padovan. Revista de Matemdatica
da UFOP - RMAT, v. 2, p. 52-61, 2019c.

VIEIRA, R. P. M.; ALVES, F. R. V. Propriedades das extensoes da sequéncia de padovan.
Reuvista Eletronica Paulista de Matemdtica, v. 15, p. 24-40, 2019d.

VIEIRA, R. P. M.; ALVES, F. R. V. Sequences of tridovan and their identities. Notes on
Number Theory and Discrete Mathematics, v. 25, n. 3, p. 185-197, 2019e.

VIEIRA, R. P. M.; ALVES, F. R. V. Engenharia didatica e a sequéncia de padovan e
tridovan: uma analise preliminar e a priori. UNION - Revista Iberoamericana de Educacion
Matemdtica, v. 16, n. 59, p. 227-251, 2020.

VIEIRA, R. P. M.; ALVES, F. R. V.; CATARINO, P. M. M. C. Alternative views of some
extensions of the padovan sequence with the google colab. Anale. Seria Iformatica, XVII,
n. 2, p. 266-273, 2019a.

VIEIRA, R. P. M.; ALVES, F. R. V.; CATARINO, P. M. M. C. Relacoes bidimensionais
e identidades da sequéncia de leonardo. Revista Sergipana de Matemdtica e Educagdo
Matemdatica, n. 2, p. 156-173, 2019b.

VIEIRA, R. P. M.; ALVES, F. R. V.; CATARINO, P. M. M. C. Sequéncia matricial
(s1,52,83)-tridovan: aspectos historicos e propriedades. C.Q.D.-Revista Eletronica Paulista
de Matemadtica, v. 16, p. 100-121, 2019c.

VIEIRA, R. P. M.; ALVES, F. R. V.; CATARINO, P. M. M. C. Uma exploracao da
sequéncia de padovan num curso de licenciatura em matematica. Indagatio Didactica,
v. 11, n. 4, p. 261-279, 2019d.

VIEIRA, R. P. M.; ALVES, F. R. V.; CATARINO, P. M. M. C. A historical analysis
of the padovan sequence. International Journal of Trends in Mathematics Education
Research, v. 3, n. 1, p. 812, 2020.

VIEIRA, R. P. M.; ALVES, F. R. V.; CATARINO, P. M. M. C. A extensao dos octdnios
de padovan para inteiros nao positivos. Revista Eletronica Paulista de Matemadtica, p. 1-8,
no prelo a.

VIEIRA, R. P. M.; ALVES, F. R. V.; CATARINO, P. M. M. C. Uma engenharia didatica
no processo de investigacao da generalizagao da sequéncia de padovan: uma experiéncia
em um curso de licenciatura. Revista de Ensino de Ciéncias e Matemadtica - Acta Scientiae
Ulbra, no prelo b.

VOET, C.; SCHOONJANS, Y. Benidictine thought as a catalist for 20tm century
liturgical space: the motivation behind dom hans van der laan s aesthetic church

arquitectury. Proceeding of the 2nd international conference of the Europa Architetural
History of Network, p. 255261, 2012.

WILSON, E. Pascal’s triangle. The Scales of Mt. Meru, p. 1-18, 1993.

WITFORD, A. K. Binet’s formula generalized. the fibonacci quarterly. The Fibonacci
Quarterly, v. 15, n. 1, p. 21, 1977.

YILMAZ, N.; TASKARA, N. Matrix sequences in terms of padovan and perrin numbers.
Journal of Applied Mathematics, p. 1-7, 2013.



Referéncias 217

ZIERLER, N. Linear recurring sequences. Journal of the Society for Industrial and
Applied Mathematics, v. 7, n. 1, p. 31-48, march 1959.






Apéndices






221

APENDICE A - Estrutura da Pesquisa
baseada em Engenharia Didatica em

associacao com a Teoria das Situacoes

Didaticas

Epistemologia

Metodologia de Pesquisa Matematica

A 4

Engenharia Didatica (Artigue)

Y Y

Sequéncia de
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Cordonnier

Engenharia Didéatica
Cléssica

Y

\ 4

Analise Preliminar Teoria de Ensino
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Concepcéo e Andlise a

g priori Y
Situacdo de
Formulagéo
N Experimentagéo \ 3y Teoria das Situagbes |€——
Didaticas (Brousseau) Situacéo de
Validagéo
Andlise a posteriorie
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—> externa) - Situa}géq de
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Fonte: Elaborado pela autora
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APENDICE B - Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido

[ INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
INSTITUTO FEDERAL DO ESTADO DO CEARA - IFCE
PRO-REITORIA DE PESQUISA, POS-GRADUAGAO E INOVAGAO
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM ENSINO DE CIENCIAS E
MATEMATICA - PGECM

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESLCARECIDO
“Engenharia Didatica (ED): o caso da Sequéncia de Padovan ou Cordonnier”
Pesquisadora: Renata Passos Machado Vieira
Orientador: Dr. Francisco Regis Vieira Alves

1. Identificagao

Vocé estad sendo convidado a participar como voluntario de uma pesquisa de
tema: “Engenharia Didatica (ED): o caso da Sequéncia de Padovan ou Cordonnier”
pesquisado pela aluna Renata Passos Machado Vieira. Este documento nominado de
termo de consentimento livre e esclarecido, visa assegurar os seus direitos como
participante, sendo elaborado em duas vias, uma que devera ficar com vocé e a outra
com a pesquisadora.

Leia atentamente todo o documento, caso haja dividas favor comunicar a
pesquisadora para que essas sejam sanadas. Vocé podera leva-lo para casa, a fim de
ler com mais calma e tranquilidade, consultando os seus familiares quando necessario.
Nao havera nenhum tipo de penalidade, caso ndo concorde em participar ou retirar a
sua autorizagdo em qualgquer momento.

2. Justificativa e objetivos

Justifica-se esta pesquisa no fato de que livros de Histéria da Matematica
apresentam discussfes superficiais sobre os conceitos matematicos e as relagdes
oriundas da Sequéncia de Padovan.

Objetivo geral:
Averiguar os comportamentos e obstéaculos epistemoldgicos surgidos a partir da
aplicacéo das situacdes didaticas projetadas para o ensino da sequéncia de
Padovan e seu modelo de generalizacdo, comparando-as com as previsées
iniciais.

Objetivos Especificos:

a. ldentificar possiveis percursos metodologicos para o ensino da
sequéncia de Padovan e seu modelo de generalizagéo;

b. Examinar se a estrutura axiomatica e epistemoldgica natural do objeto
matematico: sequéncia de Padovan, bem como seu modelo de
generalizagdo, com o objetivo de identificar as necessidades de
procedimentos de transposicéo didatica ao longo do desenvolvimento
do assunto proposto.

3. Procedimentos

Participando do estudo vocé sera convidado a:

Rubrica do pesquisador: Rubrica do participante:

Péagina 1 de 4
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. INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
INSTITUTO FEDERAL DO ESTADO DO CEARA - IFCE
PRO-REITORIA DE PESQUISA, POS-GRADUACAO E INOVACAO
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENSINO DE CIENCIAS E
MATEMATICA - PGECM

v’ Participar da pesquisa que sera aplicada em forma de aulas com duracéo
de noventa (90) minutos, no Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e
Tecnologia do Estado do Ceara, campus Fortaleza.

v A previséo de inicio das aulas de aplicacéo é de:

v' As aulas serdo registradas através de fotos, gravagdes de Audio e
anotacdes das producgdes dos participantes.

v' Serdo aplicados questionarios, com situagGes-problema propostos de
forma de lista de exercicios, com tempo de noventa (90) minutos para as
respostas.

v' Os dados coletados serdo utilizados somente para a pesquisa e 0S
resultados serdo mostrados através de revistas especializadas na area de
investigagcdo e/ou encontros cientificos e na dissertacdo do Programa de
Pés-Graduagédo em Ensino de Ciéncias e Matematica, promovido pelo
Instituto Federal de Educagéo, Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceara
(PGECM/IFCE) no campus Fortaleza, sem expor a identificacdo dos
participantes.

4. Desconfortos e Riscos

Vocé nao deve participar deste estudo, caso venha sentir-se constrangido com
algum dos procedimentos anteriormente citados, tendo a liberdade de deixar de
participar do estudo em qualquer momento, sem haver nenhum prejuizo para a sua
conduta.

5. Beneficios

Os participantes terdo a oportunidade de participar de situagdes didaticas
possibilitando aos discentes da Licenciatura em Matematica desenvolver uma
concepgao epistemoldgica da Histéria da Matematica através de estudos de defini¢des,
teoremas e propriedades matematicas inerentes a Sequéncia de Padovan
(Cordonnier). Assim, contribuirdo com a formagao inicial dos professores.

6. Acompanhamento e Assisténcia

O participante tem a garantia ao acesso, em qualquer etapa do estudo para
esclarecimentos de eventuais davidas na instituicdo em que vocé estuda. Para maiores
informagdes nosso contato é (85) 9 99108052, e-mail: re.passosm@gmail.com.

7. Sigilo e Privacidade

Vocé tem a garantia de que a sua identidade sera mantida em sigilo e nenhuma
informacdo sera dada a terceiros que ndo faca parte da equipe de pesquisadores.
Durante a divulgacéo dos resultados desse estudo, 0 seu nome néo seré revelado.

Rubrica do pesquisador: Rubrica do participante:
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8. Ressarcimento e Indenizagdo

N&o existirdo despesas para o participante em qualquer fase da pesquisa e
também o mesmo nao recebera nenhuma remuneracao para participar do estudo. Vocé
terad garantia ao direito de indenizacédo caso algum dos itens anteriores seja violado.

9. Contato

Em caso de duvidas sobre a pesquisa, vocé podera entrar em contato com a
pesquisadora Renata Passos Machado Vieira pelo celular (85) 9 99108052 ou pelo e-
mail: re.passosm@gmail.com. Em caso de duvidas e reclamag¢Bes sobre a sua
participacéo, além de questbes de éticas do estudo, vocé devera entrar em contato com
a secretaria do Comité de Etica e Pesquisa (CEP) do IFCE, das 8h as 12h e das 13h
as 17h, localizada na Rua Jorge Dumar, n° 1703, Jardim América, no IFCE Reitoria,
Fortaleza-CE, 60410-426, fone: (85) 34012332, e-mail: cep@ifce.edu.br

10.Observagdes Finais

Ao assinar este termo, o participante concorda voluntariamente em participar
desta pesquisa e permite o registro de fotos, audios e anotagdes de suas produgdes
durante a aplicacéo da pesquisa, desde que possa retirar seu consentimento a qualquer
momento sem penalidade ou prejuizos de qualquer natureza.

11.Consentimento Livre e Esclarecido

Apos ter recebido esclarecimentos sobre a natureza da pesquisa, seus objetivos,
métodos, beneficios previstos, potenciais de riscos e o incbmodo que esta possa
acarretar, aceito participar e declaro estar recebendo uma via original deste documento
assinada pelo pesquisador e por mim, tendo todas as folhas por nos rubricadas:

Nome do(a) participante:

e-mail (opcional):

(Assinatura do participante ou nome e assinatura do seu RESPONSAVEL LEGAL)

Data: / /

Rubrica do pesquisador: Rubrica do participante:
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. INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
INSTITUTO FEDERAL DO ESTADO DO CEARA - IFCE
PRO-REITORIA DE PESQUISA, POS-GRADUACAO E INOVACAO
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENSINO DE CIENCIAS E
MATEMATICA - PGECM

Responsabilidade do Pesquisador:

Asseguro ter cumprido as exigéncias da resolugcdo 466/2012 CNS/MS e
complementares na elaboracdo do protocolo e na obtencdo deste Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido. Asseguro também, ter explicado e fornecido uma
via deste documento ao participante. Informo que o estudo foi aprovado pelo CEP
perante o qual o projeto foi apresentado e pela CONEP, quando pertinente.
Comprometo-me a utilizar o material e os dados obtidos nesta pesquisa exclusivamente
para as finalidades previstas neste documento ou conforme o consentimento dado pelo
participante.

Pesquisadora,

Renata Passos Machado Vieira

Fortaleza, de de

Rubrica do pesquisador: Rubrica do participante:
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APENDICE C - Matrizes Geradoras Q

de Tridovan validas

Sendo os valores iniciais da sequéncia de Tridovan iguais a: Py = 1, P31) =

0, P32y = P33y = 1, existem vinte e quatro matrizes validas de ordem 4, sendo uma ja

exposta na subsec¢ao 3.2.2. Assim, seguem as outras vinte e trés, com n € N:

Matriz 1. Para Q3 =

Ps(n)
QSL _ P3(n71)
P3(p_9)
(P3(n—2) + P3(n—3))
n = 95.

(P3(n—1) + P3(n—2))

01 0 1
1 0 0 O
, tem-se
01 0 0
0 1 1 0
P31y P39
Py P33
P3_1) P3(p_y)

(P3(n—4) + P3(n—s))

Demonstracao. Aplicando o principio da indugao, tem-se que:

Para n = 5, tem-se:

o O = O
—_ = O
_ o o O

Py 5
Pyyy
Py 3

(Ps3(3) + Ps(2))

5

D= NN
W N N
— = = N

1
1
0
1

o O O =

Ps6)

Py 5

P
(P3(4) + Ps3(3))

Assim, a igualdade é valida.

Ps3)

Ps(2)

P
(P3(1) + P3(0))

P3(n—1)

Ps,_
3(n=2) , para todo

P3(p_3)

(P3(n—3) + P3(n—1))

Psa)

Ps(3)

Ps2)
(Ps(2) + P3(1))

Supondo que seja valido para qualquer n = k, k € N, tem-se que:

r k

o O = O
= = O =
_ o o O
S O O

P )
P31y
Py

(P3(k—2) + P3(x—3))

P3(k+1)
Py,
P3g_1y
(P3(r—1) + P3(k—2))

P3(p—2)

Py, _3)

Py, _y)
(P3(j—1) + P3(k—5))

P3(x—1)

P35, _9)

Py, _3)
(P3(k—3) + P3(r—1))
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Agora, verificando que seja valido para n = k + 1, tem-se:

b7 = Q5Qs
- k
01 0 1 01 0 1
Jt oo oo [t 0o o0
o1 00| |01 00
0 1 1 0 01 1 0
Py P41y P3(i—2) P31y 010
_ Py Py P33 P51 _9) 100
Py _g) Ps_1y P3(1,_4) Py _3) 010
|(Pak—2) + Pas—3))  (Pae—1) + Pae—2))  (Pak—a) + P3e—s5)) (Pae—3) + Pae—a))| [0 1 1
P31y Pyy + Py—2) + Py—1) Psg_1y Py
_ P31y Psg_1) + P3—3) + P3(—2) P3(1,_2) Py_1y
P31y P339y + P3(—4) + P31—3) P3(1,_3) P35, _9)
| P3(k—1) + P3r—2) P3y + P3g—1) P33y + P3(—g)y P3r—2) + P3(x—3)
P31y Ps(+2) P3(x—1) Py,
_ Py P41y P3(k—2) P3g—1y
P31y Py Py, _3) P31 _2)
|(P3k—1) + Pak—2))  (Par) + Pae—1))  (Pak—3) + Pas—a))  (Par—2) + P3(—3))
O
0110
. 1 000
Matriz 2. Para Q)3 = , tem-se
0101
01 00
Psn) P3(ny1) P3(n_1) P3(n—2)
o — P31y Psn) P3(n—2) P3(n3)
3 )
(P3(n—2) + P3(n-3)) (P3n-1) + Psn—2)) (P3(n-3) + P3n—1)) (Pstn-1) + P3(n—s))
P3(n—9) Py 1y P33 P34y

para todo n > 5.

Demonstracao. Baseado nisso, as demais matrizes validas poderao ser demonstradas

utilizando o mesmo principio utilizado na matriz C.

Matriz 3. Para Q)3 = , tem-se

— = =) O
_ O O O
o O O =
o = O O

o O O =
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P3(n) PB(nfB)
o = P31y P3(n—1)
P3nt1) Ps(n—2)
(P3(n-1) + Pagn-2)) (P3(n-1) + P3(n—5))
n>=»o
0001
1 000
Matriz 4. Para Q3 =
1100
1 010
Py P33
on — Psn—1) Ps(n—a)
’ (P3(n—1) + P3(n—2)) (P3(n—1) + P3(n_5))
P311) P3(_9)
n=>5
0010
1 001
Matriz 5. Para Q3 =
1100
1 000
P3(n) P32y
o — (Ps(n-1) + P3(n—2)) (P3(n—3) + P3(n—4))
’ Pnt1) P3(n—1)
P3(n—1) P3(n—3)
n>=>s
01 00
1 001
Matriz 6. Para (3 =
1000
1 010
Py Ps(p 1)
P P,
Qr = 3(n+1) 3(n)
P3p 1) P3(p_9)
(P3(n—1) + P3(n—2)) (P3(n—2) + P3(n_3))
todo n > 5.

Matriz 7. Para (3 =

_ = = O

= o O O

o O = O

o O O =

PB(nfl)

P3(p_9)

Psn)

(P3(n—2) + P3(n_3))

, tem-se

P3(n—2)

P3(,_3)

(P3(n—3) + P3(n—1))

PB(nfl)

, tem-se

P3(p 1)

(P3(n—2) + P3(n—3))

Py

P3(n—2)

, tem-se

, tem-se

P3(n—3)
PB(n72)
P3(p_y)

(P3(n—4) + P3(n—5))

PB(n72)
P3(p_3)
P3(p_1)

(P3(n—3) + P3(n—1))

P3(n—1)
P3(n—2)

(PS(n—Q) + PS(n—S))

P3(n)

P3(,_3)

(P3(n—4) + P3(n_s))

P3(_9)
P3(n—4)

P3(n—2)
PB(nfl)
P3(p_3)

,para todo

, para todo

, para todo

, para

(P3(n—3) + P3(n—1))
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P P3(_2) P35 _3) P3(p_1)
Py 1y + Pag Payy s + Py Payy_sy + Psg Payy o + Py
n_ (P3(n—1) + P3(n-2))  (Ps(n-3) + Ps(n-1)) (Pan—a) + P3n—s5)) (P3n—2) + P3(n—3)) ,para todo
P3(_1) Pyn_3) Pyn_g Pyn_2)
P3nq1) P3_1) P3(n_2) P3p)
n>=>5s
01 00
0010
Matriz 8. Para Q3 = , tem-se
01 01
1 100
P35 _y) P35, 1) P35, _9) P35, _3)
o = P35, _3) Ps )y Ps(p 1) P35 _9) | para
P35 _9) P3(pi1) Ps )y P3(p_1)

(P3(n—a) + P3(n—s5)) (P3(n-1) + P3(n-2)) (P3(n-2) + P3(n-3)) (P3(n—3) + P3(n—21))

todo n > 5.
0110
0001
Matriz 9. Para Q3 = , tem-se
0100
1100

(P3(n—3)y + P3(n—1))  (P3(n-1) + P3n—2)) (P3(n—a) + Ps(n-s)) (P3n—2) + P3(n—3))

or = P35 _9) Ps P35 _3) P3(p_1) . para
P3(p_3) P3(p_1) P3(p_y) P35 _2)
P3n_1) P3(n+1) P3(n—2) P3 )
todo n > 5.
01 00
0 001
Matriz 10. Para Q5 = , tem-se
1 100
01 10
P3(n_q) P31y P3(n_3) P3(n_2)
on = P35 _3) P3 )y P3(p_3) P3(_1) , para
(P3(n—a) + P3(n—5)) (P3(n-1) + P3(n—2)) (P3(n-3) + Ps(n—a)) (P3(n—2) + P3(n-3))
P3(_2) P3(n11) P3(n—1) Py

todo n > 5.
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Matriz 11. Para Q3 =

(P3(n—3) + P3(n_4))

0101
0010
1100
0100

(P3(n-1) + P3(n—2))

, tem-se

(P3(n—2) + P3(n_3))

(P3(n—4) + P3(n—s5))

or = Py _9) Py P3_1) P33 . para
P3( 1) Pspq1) Py P35, _9)
P33 P31y P32y P3(n_q)
todo n > 5.
0011
0010
Matriz 12. Para Q3 = , tem-se
1 00 0
0110
P P32y P3(nt1) P3(n—1)
Qn = P32y P3(n_g) P31y P3(n_3) para todo
P3( 1) P35, _3) Py P35, _9)
(P3(n—2) + P3(n-3)) (P3(n-a) + B3n—s5)) (Pan-1) + P3n—2)) (Pa(n—3) + P3(n-1))
n=>s
0110
0011
Matriz 13. Para Q5 = , tem-se
1 000
0010
Py Ps( 1) P3(p11) P3(p_9)
n | (P3n—2) + P3n=3)) (P3(n—3) + P3(n—s1)) (P3n—1) + P3(n—2)) (P3(n—a) + P3n_s))
Qs = para
Py 1) Py —9) Py P33
P35, _9) P3(,_3) P3( 1) P3(y_y)
todo n > 5.
0010
1 010
Matriz 14. Para Q3 = , tem-se
00 01
0110
P3(p_y) P3(p_3) P3p_1) P3(p_9)
n (P3(n—a) + P3(n—s5)) (P3(n-3) + P3tn—1)) (P3n-1) + P3(n—2)) (P3(n—2) + P3(n-3))
Q3 , para
P33 P32y P P31y
P32y P31y P31y P3(n)
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todo n > 5.

Matriz 15. Para (03 = , tem-se

el =
o = O O
—_ O =
oS O O =

(P3(n—3) + P3(n—1))  (P3(n—2) + P3(n-3)) (P3(n—1) + P3(n-2)) (P3(n—a) + P3(n—s5))

Psr_ Pa, Psn Psn
n = 3(n—1) 3(n) 3(n+1) 3(n—2) ,para todo
P3(r—2) P3(—1) P3p) Pyn_3)
P3(n_3) Py P31y Py
n=>5
0011
1 0 01
Matriz 16. Para Q3 = , tem-se

00 01
0100

(P3(n—3) + P3(n—1)) (P3(n-2) + P3(n—3)) (P3(n-a) + Ps(n—s)) (P3(n—1) + P3(n—2))

Qg — P3(71,—1) PB(n) P3(n—2) P3(n+1) , para
P3(n_3) P3(n—2) P3(n—q) P31y
P3(p—3) P3(_1) P35 _3) P3 )y
todo n > 5.
0 001
1 001
Matriz 17. Para (03 = , tem-se
01 01
0010
P3(n_q) P3(n_3) P3(n_2) P31y
n | (Psgn—ay + P3n_s))  (Psn—3) + Psn—1)) (P3(n—2) + P3(n—3)) (P3n—1)+ P3n—2))
Qs = , para
P35 _9) P3(_1) P3 )y P3(i1)
P35 _3) P3(p_2) P3(_1) P3 )y
todo n > 5.
Matriz 18. Para (03 = , tem-se

— o O O
o = O O
—_ O =
o O = O
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PB(n74) PB(n72)
o = P3n—2) Psn)
Py _3) P3_1)
(P3(n—a) + P3(n—s5)) (P3(n—2) + P3(n_3))
todo n > 5.
0110
0010
Matriz 19. Para Q3 =
00 01
1 010
(Ps(n-3) + P3(n—1)) (P3(n—a) + P3(n—5))
Qn = P3(p_3) P3(p_y)
Py _9) Py _3)
P3( 1) P35, _9)
todo n > 5.
0011
00 01
Matriz 20. Para Q3 =
0101
1 000
P3 P3(p—9)
Qr = P3(p—9) P3(_y)
s (Ps(n—2) + P3(n—3)) (P3(n—a) + P3(n—s5))
P3(p 1) P35, _3)
n = o.
0101
0011
Matriz 21. Para Q5 =
00 01
1 000
P3(n) P3(n—1)
n | (Pstn—2) + P3n—3)) (P3(n—3) + P3(n—a))
Qs = Ju s
3(n—2) 3(n—3)
P3_1) P3(p9)

todo n > 5.

P31y P33
P. Py,
3(n+1) 3(n—1) , para
Py P3(p_9)
(P3(n-1) + P3(n—2)) (P3(n—3) + P3(n—u1))
, tem-se
(Ps(n—1) + P3(n—2)) (P3(n—2) + P3(n—3))
Py Py
3(n—1) 3(n—2) para
Py P3_1)
P31y P3(n)
, tem-se
P31y P3nt1)
P, Py,
3(n=3) 3(n-1) ,para todo
(P3(n—3) + P3(n—1)) (P3(n-1) + P3(n-2))
P35, _9) Py
, tem-se
P3(n—2) P3(n+1)
Psp_ Psp Ps Psp
(Ponsy + Pons) - (Pt + Poun)) |
P3(p_y) P3_1)
P35 _3) Py
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00 01
0011
Matriz 22. Para Q3 = , tem-se
1 001
01 00
P3(p_y) P3(p_3) P35 _3) P3_1)
o = P3(_2) P3 ) P3n_1) P31y . para
(P3n—a) + P3(n—s)) (P3(n—2) + P3(n=3)) (P3(n—3) + Pan—a)) (P3tn—1) + P3(n—2))
P35, _3) P3(p 1) P35, _9) Ps
todo n > 5.
0101
00 01
Matriz 23. Para Q3 = , tem-se
1 001
0010
(P3(n—3) + P3(n—1)) (P3(n—a) + P3tn—5)) (P3n-2) + P3(n=3)) (P3(n—1) + P3(n—2))
n— P3(n_3) P3(n_g) P32y P31y para todo
P3(n_1) Ps(n—2) Psn) P3n1)
P32 P3(n_3) P3(n—1) P3(n)
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APENDICE D - Algumas Matrizes

Geradoras Q de Tetradovan validas

Tendo em vista que a quantidade de matrizes validas, de ordem 5, da sequéncia

de Tetradovan sao 120, neste apéndice serao mostradas apenas 6, com n € N, e sendo os

termos iniciais da sequéncia descritos como: Py = 1, Py1) = 0, Pyo) = Pyz) = 1, Pya) = 2.

Além disso, seja Q4(7,j) o termo da matriz ()4, representado por i a linha e j a coluna,

nas demais matrizes abaixo.

0100

1 010

Matriz 1. Para Q, = [1 0 0 0

1 000

1 001

Q4(L,1) Qa(1,2) Qu(1,3) Qu(L,
Q4(2,1) Qu(2,2) Qu(2,3) Qu(2,

Qy = Q4(371) Q4(3a2) Q4(373> Q4(37
Qa(4,1) Qu(4,2) Qu(4,3) Qa(4,
(Q4(5,1) Qu(5,2) Qu(5,3) Qul5,

Q1(1,1) = Py,

Q1(1,2) = Pyn-1),

Q1(1,3) = Pyn—2),

Q1 (1,4) = Pyp-a),

Q1(1,5) = Pyn-3),

Q1(2,1) = Pigny1),

Q1(2,2) = Pan),

Q1(2,3) = Pan-1),

QZ(Z 4) = P4(7'L—3)7

Q4(2,5) = Pyn-2),

Q1(3,1) = Pyn-1) + Pin-2) + Pan-3),
Q% (3,2) = Pyn—2) + Pin—3) + Pyn—us),
Q1(3,3) = Pyn-3) + Pan—1) + Pagn—s),

, tem-se

, para todon > 7.
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+ Pytn—e) + Pan—r),
+ Pin—s5) + Pin—6),

Y
I
Y
Y

— o~ o~~~

D N N N N

2(3’ ):P4

(375):P4

n
4

T T
& & &8 & &
<t ~<f <t <t ~<f
AL AL A AR
+ + + + +
T T T T
2 2 2 = =
<t <t <t <# <t
AL A A A A
| | I
~
— N < o
Yo Yo S Yo S Yo S VoY
N N e N N
S S S S S

Demonstracao. Pelo principio da inducao, tem-se que:

Para n =7, tem-se:

Q4<171> Q4(172) Q4(173) Q4(174) Q4(175)

Qa(2,1) Qu(2,2) Qa(2,3) Qa(2,4) Qu(2,5)

Qa(4,1) Qu(4,2) Qa(4,3) Qu(4,4) Qu(4,5)

Q4<571> Q4(572) Q4(5a3) Q4(574) Q4(575)

N M AN~ X
o B R
RIS S I B
< M~ © ™M
o
~ S o < -
I
===
o o o o -
o —H o o o
— O o © O
S A —~H o~
Il
e <t
&

= Q4(3’1) Q4(372) Q4(373) Q4(374) Q4(375)

Sendo os elementos expressos por:

~ o~ o~~~ o~~~ o~~~

F N NN N N

AN A
L | | | N

AN N /N N N /N

< 0 — AN M <F 10

SO
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» xS Z

<t A A A

AL A A A

+ + + + S
T =9 DESEEONCIC)
<t A A A <t A AT AT A
A A ARy AL A A A A
+ +++ _ _ _ _ _+ + + + +
b ¥ o n Tk I oo b oo
F AT AT AT AT AT AT AT A A AT AT AT A
AR AL AR R AR R R AR AN
| | | | | | | O | |
AN N N N N N N N N N N N N/
AN N <F O A NN M < 0o — AN M F o
A I I T T T T T T T = T T~ T T~ )
N e e e e e e T T T N N N
AT L L A N~ N~ N~ LR~ LN~ AN~ LR VR~ LB
CHACHCHCHACHGCHCACHGCHEGC GGG QY

Supondo que seja valido para qualquer n = k, k € N, tem-se que:

Q4(1’1) Q4(172) Q4(1’3) Q4(174) Q4(175)

Qa(2,1) Qu(2,2) Qa(2,3) Qu(2,4) Qu(2,5)

Qa(4,1) Qu(4,2) Qa(4,3) Qu(4,4) Qu(4,5)

Q4(5,1) Q4(5,2) Qu(5,3) Qa(5,4) Qu(5,5)

— Q4(3,1) Q4(3,2) Q4<3,3) Q4(3,4) Q4(3,5)

01000
101 00

10000
10010

Q=11 00 0 1

Sendo os elementos expressos por:

Y
Y
Y
Y
Y

~ o~ o~ o~ o~

TTYT 9

S

<t At AT AT A

AL AL A AR

+ + + + +

awyew

S

<t A AT AT A

AL AL A AR

o .t + +F
- 77781 :78779%7¢%1%
T T R T T S T S5
<t AT AT AT AT AT AT AT AT A A AT AT AT A
AL AL A A A A ARy R R R R R R AR
1 1 1 1 1 1 | E | | |
AN N N N N N N N N N N N N N/
— AN N <f 1O —~ N M <Ff 1O — NN M <F 0
— = = H =4 N NN NN oo
N N e e e T T T T N N N N N
t < <
S
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I
Y
I
I

—~ o~ o~ o~ o~

—_ =~ ~—  ~—

~ ~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

— = = = = — =~~~ —

Py
Py
Py
Py
Py
Py
Py
Py
Py
Py

Q4(5,1)
Q4(5,2)
Q4(5,3)
Qu(5,4)
Q4(5,5)

do que seja valido para n = k + 1, tem-se:

= QiQu

k+1
4

01000

10100
10001

10000

10010

' o ~ o o
o o o o —
o - o o o
—_ o o o o
(an) — — — —
' o ~ o o
o o o o —
o - o o o
- o o o o
(an) — — — —

Q4(1,1) Q4(1,2) Q4(1,3) Qu(1,4) Q4(1,5)

Q4(2,1) Q4(2,2) Q4(2,3) Q4(2,4) Qu4(2,5)

Qa(4,1) Qa(4,2) Q4(4,3) Qu(4,4) Qu(4,5)

Qa(5,1) Q4(5,2) Qu(5,3) Qu(5,4) Qu(5,5)

2(1,4) - Q4(1,5)

4(2,4)

4(1,3)

Qy(1,1)  @4(1,2)

4(2,5)

1(2,2) Q4(2,3)

2(2,1)

1(3,3) Q4(3,4) Q4(3,5)

4(3,2)

2(4,4) Q4(4,5)
1(5,4) Q4(5,5)

4(4,3)

Q4(4,1) Q4(4,2)

4(5,2) Q4(5,3)

2(5,1)

= |@a(3,1) Qu(3,2) Qu(3,3) Qu(3,4) Qu(3,5)

= |Q4(3,1)

Realizando a operagao matematica, encontra-se que:

k—1) T Pag—2) + Par—a) + Par—3) = Papt1),

—_ = = =~ — — —

=P
Py
£y
Py
Py
Py
Py
Py

AN N N N N N N N
— N MM <F O —A NN M
N = —~4 4 —~ AN A A
~— N N N N N~ N
ST ST ST ST T T T T
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P4(k72)7

@4(2,4)

P4(k—1)7

@4(2,5)

Py + Pag—1) + Pag—2),

Pyr—2) + Pyr—3) + Pyp—a) + Pa—3) + Pag—ay + Pyr—s) + Pap—s) + Par—o) +

(3,1)

Py—7) + Pyg—ay + Pa—s) + Pag—o)

!
4

P4(k))

+ Pyr—a)

Y
Y
Y
Y

~ o~ o~ o~ o~

— —  —  ~—  ~—

~ o~ o~ o~ o~

— —  —  ~—  ~—

+ Pau—3) + Pyr—3) + Pa—a) + Par—s) + Pag—6) + Pae—a)y + Pap—s) =

~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

k—1) T Pyr—2),
+ P,
+ P,
+ Py

— = = = = —  —  —  —  — T~ —

Py
Py
Py
Py
Py
Py
Py
Py
Py
Py

N SN N N N N N N N /N N SN N N
AN N <F o~ NN M <f 0 - —+ [\ I IR S U ()
TG T R S R o T )
P N N N N - N N R~ ~— ~—
I RAEERENSESES ES RS ES S RS RN s R N

SO RO CC

<]

0

=

<)

+=
o O O —HA O
o —H O O O
— o O O O
o O +H O O
O = =

I

<f

&

<

~

<

[l

N

N

o

~

)

-

Q4(1’1) Q4(172) Q4(1’3) Q4(174) Q4(175)

Q4(271> Q4(272) Q4<273> Q4(274) Q4(275)

Qa(4,1) Qu(4,2) Qa(4,3) Qu(4,4) Qu(4,5)

Q4(5,1) Qu(5,2) Qu(5,3) Qa(5,4) Qu(5,5)

Qf = |Qu4(3,1) Qu(3,2) @u(3,3) Qu(3,4) Q4(3,5)|, para todon >T.

Onde os termos sao representados por:

(17 1) - P4(n)a

n
4

(17 2) = P4(n—2)7

(1,3)

n
4

P4(n—1)7

n
4
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~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

I N N N N N Nt

Y
Y
Y
Y
Y

~ o~ o~ o~ o~

™ 0 < © -
DR
ST T
+ 4+ + + +
N ¥ » v T
ERCRE
ST
+ 4+ + + +
— m o < 0
LoLoLiL s
A
TR T
= N m T e

n
4
n
4
n
4
n
4
n
4

Y
Y
9
Y
Y

~ o~ o~ o~ o~

_ =~ — —

Py
Py
Py
Py
Py

)

(

(4,1)
(4,2)
(4: 4)
(4,9)

n
4
n
4
n
4
n
4
n
4

Demonstracao. Utilizando o principio da indugao finita como realizado na Matriz 1, pode-se

demonstrar essa e as demais matrizes transcritas no decorrer deste apéndice.

00100
1 0001

1 1 0 0 0], tem-se

10000
1 0010

Matriz 3. Para (), =

Qa(1,1) Qu(1,2) Qa(1,3) Qa(1,4) Qu(1,5)

Q4(2’1> Q4(272) Q4(273) Q4(274) Q4(275)

Q4(4,1) Q4(4,2) Q4(4,3) Q4(4,4) Q4(4,5)

Q4(5a1) Q4(572) Q4(573) Q4(574) Q4(575)

QZL = Q4<37 1) Q4(372) Q4(373) Q4(374) Q4(375) , para todo n 2 7.
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Onde os termos sao representados por:

Y
Y
Y
I
Y

—~ o~ o~ o~ o~

Y
Y
Y
Y
I

—~ o~ o~~~

I N N N N N

T TT

£ £ &£ &£ &

I AT AT AT AT

ARy ARy RA

+ + + +F

TT TSR

E £ &£ & &

I AT AT AT AT

ARy ARy RA
S+ +
N N - R N N NS
N e R [ A I S
f £ &£ &£ £ & &£ &£ &£ &g =
I F AT AT AT AT AT AF AT AF AT
ARy AR AR R AR R R A
L | | | | | |
e T T T N s T T T T e
AN N <t 0O A AN M <t 1O —~ AN
— - o= = NN N NN
N N T T N T T N N N
S €< €< €< &< &< &< &< n4nQAn4

T T 9N

E & & & &

<t <t <t <t <t

AR AL AR
o + 4+ + + +
FYTRERTTREREY
< < < < < < I < < I < <
<t ~<f <t <t <t ~f <t <t ~f <t <t ~<f
(AU U A D QU A D o D QT A D D QT A D ol
| 1 {1 | | R | R | B |
N N N N N N N N N N /N N
T N T Yo R R S Vo TR o)
I T T T T T T T R = T T T Y~ i Yo
N N o e e e e N N N N S~—

n
4
n
4
n
4
n
4
n
4
n
4
n
4
n
4
n
4
n
4
n
4
n
4

<]

0

=

<]

+—
oS - O O O
— O O O O
o O O +H O
o O +H O O
O = = o

I

<f

.

<

—~

<

[al

<

N

o

~

+~

=

Q4(1’1) Q4(172) Q4(1’3> Q4(174) Q4(175)

Q4(2,1) Q4(2,2) Q4(2,3) Q4(2,4) Q4(2,5)

Qa(4,1) Qu(4,2) Qa(4,3) Qu(4,4) Qu(4,5)

Q4(5,1) Q4(5,2) Qu(5,3) Qa(5,4) Qu(5,5)

Qi = |Qu4(3,1) Qu(3,2) @u(3,3) Qu(3,4) Q4(3,5)|, para todon >T.
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Onde os termos sao representados por:
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Q4(1,1) Q4(1,2) Q4(1,3) Q4(1,4) Q4(1,5)

Q4(2,1) Q4(2,2) Q4(2,3) Q4(2,4) Q4(2,5)

Qa(4,1) Qu(4,2) Q4(43) Qu(4,4) Qu(4,5)

Q4(571> Q4(572) Q4<573> Q4<574) Q4(5>5)

QZ = Q4(37 1) Q4(37 2) Q4(3a 3) Q4(374) Q4(37 5) , para todo n 2 7.

Onde os termos sao representados por:
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Q4(1,1) Q4(1,2) Q4(1,3) Qa(1,4) Q4(1,5)

Q4(2,1) Q4(2,2) Q4(2,3) Q4(2,4) Q4(2,5)

Q4(471> Q4(4’ 2) Q4(473) Q4(474) Q4(475)

Q4(5,1) Q4(5,2) Qu(5,3) Qa(5,4) Qu(5,5)

QZ = Q4(3a 1) Q4(372) Q4(373) Q4(374) Q4(375) , para todo n 2 7.

Onde os termos sao representados por:

~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

Y
Y
I
Y
Y

~ o~ o~ o~ o~

_ =~ — —

—~

Y
Y
Y
Y
Y

~ o~ o~ o~ o~

™ >~ o < W0
DR
ST
+ + + + +
N T v wm T
ECRE
ST
+ 4+ + + +
= B Y N =
Loroiotos

N N N N N N e

Py
Py
Py
Py
Py

(3, 1)
1(3,2)
1(3,3)
i(3,4)
1(3,5)

Py
Py
Py
Py
Py

(5,1)
(5,2)
(5,3)
(5,4)
(5,9)

n
4
n
4
n
4
n
4
n
4



APENDICE E - Campo

245

Epistemico-Matematico da Sequéncia de

Padovan ou Cordonnier

Periodo Histérico: Idade

Moderna

2° Guerra Mundial

Gerard Cordonnier

—>1

Experimentos com
pedras e materiais
de construgdo

Reconstrucéo de
igrejas

—>|

Trabalho com o
numero irracional:
Haans Van der Laan

Y

(1907-1977)

Y

Sequéncia de Padovan ou

Cordonnier

_ | Sequéncia "prima"

Richard Padovan

Matematico
francés

Trabalho
inacabado -
—p-| nimero
radiante e

niimero de ouro

(1935-?)

Arquiteto
italiano

Le Corbusier:
| Mies e De Stijl
(2002)

Representagéo

geométrica

de Fibonacci

Sequéncia:
{1,1,1,2,2,345/7,...}

—»-

Recorréncia:
P(0)=P(1)=P(2)=1
P(n)=P(n-2)+P(n-3), onde
n pertence aos nimeros
naturais

Fonte: Elaborado pela autora

Po6lindmio Caracteristico:
x3-x-1=0
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APENDICE F - Fractal de Newton como
forma de visualizacao alternativa de

sequéncias lineares e recorrentes

O presente estudo foi baseado no trabalho de Vieira, Alves e Catarino (2019a), o
qual realizaram uma forma de visualizar as extensoes da SP, investigando as raizes dos

seus respectivos polindmios caracteristicos.

O método de Newton é bastante conhecido para realizar o calculo de aproximagoes
sucessivas dos zeros polinomiais, podendo convergir rapidamente, caso a iteragao tenha
inicio préximo da raiz desejada. Porém quando a iteracao comeca longe da raiz desejada,
deve-se tomar bastante cuidado para nao ocorrer erros nesse método (TEODORO; AGUILAR,
2015).

Exemplificado no trabalho de Teodoro e Aguilar (2015), em que transforma o

polinémio dessa sequéncia numa funcao, construindo assim o seu grafico. Assim, aplica-se

f(z)

a férmula do método de Newton, f(z) =x — @)

e decide-se o valor inicial para comecar

as iteragoes para obter a raiz.

Os fractais apresentam grande importancia na area de investigacao matematica
podendo assumir uma infinidade de formas e dificeis conclusoes para elas (BURTON, 2009).
Segundo Carreira e Andrade (1999), os fractais caracterizam-se por possuir pelo menos
uma das seguintes propriedades: a) auto-semelhanga — onde um pedago do fractal é similar
ao restante da figura; b) complexidade infinita — apresentando um nimero infinito de
interagbes no fractal; ¢) dimensao fractal — diferente da geometria euclidiana, nem sempre

o fractal possui a dimensao inteira, podendo ser fracionaria.

Esses fractais podem ser classificados ainda segundo a forma como sao gerados
(ALVES, 2007): a) fractais definidos por uma relagado de recorréncia em cada ponto do
espago, verificando se a sequéncia tende ou nao para o infinito; b) fractais aleatérios que
sao gerados por processos estocasticos; ¢) ponto fixo de um sistema de fungoes iteradas,

onde o conjunto de fungoes sao aplicados de forma sucessivas.

A aplicagao dos fractais é realizada de acordo com a modelagem dos objetos
comparando com a sua geometria fractal, considerando diversos fatores de aproximacao,
dependendo do seu grau de exatidao. Esses fractais podem ser aplicados em diversas éareas,
destacando a area da matematica, sendo possivel analisar algumas sequéncias lineares e

recorrentes.
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Como toda sequéncia possui um polinémio caracteristico variando de acordo com
a sua ordem, tornando-se necessario o calculo de obtencao de suas respectivas raizes.
Sendo assim, uma das maneiras de se conhecer a raiz de uma equacao matematica de uma
sequéncia linear e recorrente, pode ser através do método fractal de Newton, onde é possivel
visualizar as raizes com esse recurso computacional, e ainda, diagnosticar aplicagoes em

diversas areas, tais como ciéncias da natureza e fisica.

Um exemplo é o caso da SF, em que no trabalho de Monnerot-Dumaine (2009) é
construido o seu fractal e analisados os seus resultados criando propriedades e padroes
de acordo com a figura formada. Com a utilizacdo do fractal de Newton como forma
de visualizagao alternativa de sequéncias lineares e recorrentes, pode-se analisar as suas
raizes e diagnosticar a sua aplicacdo no cotidiano, pois muitas vezes sao conjecturadas
férmulas e definicoes matematicas dessas sequéncias, sem conhecer a sua real aplicacio
e visualizacao. O fractal de Newton é, portanto, uma arte fractal em que transforma as

func¢des matematicas numa midia podendo ser imagens, musicas e animagoes.

Doravante, é realizado esse método com a ferramenta do Google Colab para a
SP, Tridovan e Tetradovan, bem como realizadas algumas discussoes dos seus respectivos

fractais gerados.

Google Colab é uma ferramenta gratuita hospedada pela Google, sendo entao
executada na nuvem. Esse recurso permite realizar simulagoes computacionais com suporte
para Python e algumas bibliotecas ja instaladas, sendo entao salvos os arquivos no Drive e

o processo de configuragao realizado de forma facil e rapida.

A escolha dessa ferramenta para computacao matematica foi fundamentada pelo
fato desse software ser gratuito, de facil manuseio, além de possuir hospedagem na nuvem.
Com isso, as imagens das fungoes serao geradas a partir desse recurso computacional. As
figuras plotadas e apresentadas mais adiante, caracterizam-se como fractais feitos através

de uma recorréncia em cada ponto do seu espaco.

Assim, foi desenvolvido o cddigo na linguagem Phyton para plotar os fractais de
acordo com o método de Newton e com a equacao caracteristica da sequéncia, sendo entao

mostrados nas figuras abaixo, e analisadas de acordo com as suas bolsas e l6bulos.

Para a funcao da SP (f(z) = 2® — 2 — 1), tem-se o seguinte fractal de Newton
gerado, como mostrado na Figura 37. Assim, nota-se a existéncia de trés lo6bulos, um
mais central e dois mais laterais. Esses lobulos representam as raizes da funcao, onde
tracando uma linha horizontal, representando o eixo x do plano cartesiano, verifica-se
que apenas um esta nessa posi¢cao. Assim, visualizamos a existéncia de apenas uma raiz
real, sendo aproximadamente 1,32. Na linha vertical, eixo ¥y, nota-se a existéncia de dois
l6bulos, representando as raizes complexas. A cor alaranjada na parte central de cada

l6bulo, representa o valor exato da raiz e, as outras cores em volta dos 16bulos representam
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a quantidade de iteracoes. Com isso, quanto mais distante do lébulo laranja, mais distante

estara do valor da raiz da funcao.

Figura 37 — Fractal de Newton da SP.

Fonte: Elaborado pela autora

De acordo com o método de Newton realizado nessa aplicagao, destaca-se a realiza-
¢ao de seis iteragoes para encontrar as raizes. Assim, analisando a figura pode-se notar
que existem oito variacoes de cores em cada l6bulo, sendo essas a quantidade maxima
de iteragoes existentes até encontrar o valor da raiz que esta localizado no 16bulo de cor

laranja.

Os trés tragos apresentados na Figura 37, mostram a descontinuidade da raiz,
limitando para qual raiz ird tender, dependendo do chute inicial. E importante ainda
destacar que o intervalo inserido no cédigo em Phyton para plotar o fractal de Newton foi

[-10,10], realizando assim a busca pelas raizes dessa fungao.

Uma visualizacao em 3D do fractal de Newton de Padovan é mostrada na Figura
38, destacando que as trés raizes agora sao representadas pelas montanhas, onde quanto
mais no topo, mais proximo esta do valor da raiz, e quanto mais na base, mais distante
do valor da raiz. A escala ao lado da figura, mostra a proximidade com as raizes, onde
quando mais voltado para a cor alaranjada, mais perto estd do valor da raiz. E possivel

navegar com o mouse em cima das montanhas, mostrando os valores na tela.

Com isso, diante dessa perspectiva, pode-se perceber a existéncia de trés eixos, onde
os eixos x e y mostram os valores das iteragoes para obter a raiz. Na Figura 38, tem-se o
valor x = 1,311155 e y = —0,0978474, em que o valor de y estd bem proximo de zero, nao

existindo parte imaginaria, ja o valor de z é dado por aproximadamente 1,32, conhecido
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como nimero plastico (discutido nesta pesquisa). O eixo z representa a proximidade com
o valor exato da raiz, onde tem-se o valor z = 249,975, em que de acordo com a escala
ao lado, os valores acima de 260 estao mais préximos do lébulo laranja, portanto mais

proximo do valor correto.

Figura 38 — Fractal de Newton da SP em 3D.
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Fonte: Elaborado pela autora

Antes de analisar o fractal de Newton da sequéncia de Tridovan, sera realizado
um breve estudo sobre a razao de convergéncia dessa extensao. Pode-se perceber, como
mostrado na Tabela 12, que realizando a divisao de um termo pelo o seu anterior, essa

nova sequéncia converge para o valor 1,46. Assim, percebe-se que:

P3n
lim —) ~ 1 46.

Tabela 12 — Analise da convergéncia entre os termos vizinhos de Tridovan.

n | Py | At Py | —pt
01 |0 8 |8 | 137
1[0 A 9 |11 1,54
21 |1 1017|1411
301 |2 1124 |15

12 |1 1236 | 1,44
512 |2 1352 | 1,48
6|4 |125 |14|77 |145
715 |16 |15|112 | 1,46

Fonte: Elaborado pela autora
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Contudo, a equagdo dessa sequéncia como vista no Teorema 16 (z* — 22—z —1 = 0),
possui quatro raizes, duas complexas, uma real positiva e outra real negativa. Ressalta-se
que a raiz real positiva possui valor de aproximadamente 1,46, que é o mesmo valor da

razao de convergéncia entre os termos vizinhos dessa sequéncia.

Com isso, construindo o fractal de Newton dessa sequéncia, a partir de sua funcao
(f(z) = 2* — 2 — 2 — 1), tem-se, como mostrado na Figura 39, a existéncia de quatro
tragos, gerados a partir da ramificacao do trago central encontrado no fractal de Padovan
(ver Figura 37). Verifica-se ainda a presenga de quatro lébulos, sendo portanto tracado uma
linha horizontal na imagem, e verificada a existéncia de duas raizes reais. Observa-se que
uma esta ao lado esquerdo e a outra ao lado direito, sendo a primeira a raiz real negativa
e, a segunda a raiz real positiva. Esta tltima representa, portanto, o valor aproximado de
1,46. As demais que estao localizadas no eixo vertical, sdo as raizes complexas. Percebe-se
ainda uma diminuicdo do lébulo laranja e o aumento de cores, existindo mais iteragoes até

obter os valores exatos das raizes.

Figura 39 — Fractal de Newton da sequéncia de Tridovan.

Fonte: Elaborado pela autora

A sua representagao em 3D do fractal é mostrada na Figura 40, analisando as
suas quatro raizes representadas pelas montanhas, de modo andlogo como realizado para
a SP. Contudo, é notavel destacar a busca pela raiz real, onde tem-se os valores de
xr =1,46771, y = —0,0978474 e z = 249, 975. De acordo com esses valores, percebe-se que
y ¢ aproximadamente inexistente, nao existindo portanto a parte imaginaria, e z estd bem

préximo da escala laranja (valor 260). Para o valor de x, é possivel notar a sua aproximacao
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com o valor de convergéncia entre os termos vizinhos da sequéncia, dado por 1, 46.

Figura 40 — Fractal de Newton da sequéncia de Tridovan 3D.
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Fonte: Elaborado pela autora

Para a construcgao do fractal de Newton da sequéncia de Tetradovan, serd analisada
a sua razao de convergéncia entre os termos vizinhos dessa sequéncia. Analisando de
forma similar como realizado para os nimeros de Tridovan, pode-se estabelecer a razao de

convergéncia entre os termos vizinhos de acordo com a Tabela 13.

Tabela 13 — Andlise da convergéncia entre os termos vizinhos de Tridovan.

n | Py | Py | —pt
01 |0 8§ [10 |16
REE 9 [16 |15
21 |1 10|24 | 15416
311 |2 11|37 | 1,5405
12 |15 |12]57 |1,5263
53 |133 |13|87 |15d
6|4 | L75 | 14134 | 1,529
77 [142 |15]205 | 153

Fonte: Elaborado pela autora

Portanto, pode-se estabelecer que:

Py,
limM

n—00 A(n)

~ 1,53.

A equacgao dessa sequéncia, como estudada no Teorema 20, possui cinco raizes, sendo
quatro complexas e uma real, onde essa raiz real apresenta o valor de aproximadamente

1,53, o mesmo valor da razao de convergéncia entre os termos vizinhos desta sequéncia.
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Algumas propriedades inerentes a esses nimeros foram estudadas no trabalho de Vieira e
Alves (2019d).

Por fim, tem-se a construgao do fractal Tetradovan a partir de sua fungao (f(z) =
2% — 2% — 2> — z — 1), sendo representado pela Figura 41. Nota-se a presenca de cinco
tracos, limitando a descontinuidade das raizes. Esse fractal apresenta ainda cinco 16bulos,
representando as raizes da funcdo. Analisando-as através de um traco horizontal no centro
da imagem, verifica-se a existéncia de apenas uma raiz real e as demais que estao fora
desse eixo sao as raizes complexas. Essa raiz real, apresenta o seu valor aproximado como
sendo 1,53, podendo ser encontrado através da analise da Figura 41. Nota-se ainda a

diminuicao do lébulo laranja.

Figura 41 — Fractal de Newton da sequéncia de Tetradovan.

Fonte: Elaborado pela autora

A visualizagdo do fractal em uma perspectiva 3D, é mostrada na Figura 42,
onde é realizada uma andlise das suas cinco raizes representadas pelas montanhas. Com
isso, durante a busca pelo valor da raiz real, nota-se os valores de x = 1,506849, y =
—0,01956947 e z = 249, 975. Assim, percebe-se a aproximacao da variavel x com o valor
1,53, visto anteriormente como sendo uma solucao real e a razao de convergéncia entre os

termos vizinhos desta sequéncia.
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Figura 42 — Fractal de Newton da sequéncia de Tetradovan 3D.

x: 1.506849
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Fonte: Elaborado pela autora

Inserindo as figuras dos fractais no plano cartesiano, podemos estimar o valor das
raizes, verificando que as cores mais distantes da cor laranja serao os valores mais distantes
dos valores das raizes. Ja os valores mais préximos do 16bulo de alaranjado, serdo os mais
proximos de zero, ou seja, mais proximos dos valores das raizes da func¢ao. Esse processo
de busca em grade pela raiz, l6bulos, representa o método de Newton. Assim, realizando as
substitui¢oes sucessivas a fim de encontrar a raiz da funcao e, com a utilizagao do recurso

computacional Google Colab, facilita o calculo e obtenc¢ao das raizes.

Diante dessa analise, pode-se estabelecer um certo padrao de crescimento dos
tragos, onde inicialmente existem trés, sendo um central e dois laterais, em que a partir
das extensoes, esse trago central ird se dividir, transformando-o em dois. Quando nao
existe o trago central, significa que este ja foi dividido na extensao anterior, aparecendo

novamente na préxima extensao da sequéncia.

Os lobulos representam as raizes da funcao, verificando ainda as suas raizes reais
e complexas ao tracar uma linha horizontal no centro da imagem. Assim, os l6bulos
localizados no eixo horizontal representarao as raizes reais, e os localizados no eixo vertical,

as raizes complexas.

Trazendo os fractais de Newton da SP, Tridovan e Tetradovan para os objetos
existentes na natureza, pode-se notar semelhancas desses com flores vistas numa perspectiva
de cima para baixo, em que os seus lobulos representam as pétalas e sépalas. Com isso, o
fractal de Newton da SP representa uma flor trimera, com trés pétalas e trés sépalas; o
fractal de Newton da sequéncia de Tridovan, representa uma flor tetramera com quatro
pétalas e quatro sépalas; e o fractal de Newton da sequéncia de Tetradovan uma flor

pentdmera, com cinco pétalas e cinco sépalas (SANTOS; BONILLA, 2003).

Observa-se a semelhanca com a flor geranio, variando de acordo com as suas
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pétalas. Percebe-se na Figura 43 essa flor com quatro pétalas, com os cantos arredondados,
aproximando-se de uma elipse. E importante notar ainda as alternincia de cores das
flores, conforme acontece nos l6bulos das figuras anteriormente discutidas. Essa espécie
pertence a um grupo de ervas de pequeno arbusto do género Geranium e Pelargonium,
conhecida também como sardinheiras. Reunindo cerca de 300 espécies, essas flores sao
encontradas nas regides temperadas e tropicais de altitude, das quais varias sao cultivadas

como ornamentais ou para extracao de tanino e tinturas.

Figura 43 — Flor geranio.

Fonte: Retirada do site Pixabay

Vale ressaltar que essas figuras geradas pelo Google Colab apresentam uma forma
de visualizacao, podendo ainda serem vistas por um outro angulo diferente desse mostrado

no trabalho.
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ANEXO A - Matriz Curricular do Curso
de Licenciatura em Matematica do

nstituto Federal de Educacao, Ciéncia e
Tecnologia do Ceara (IFCE)

. INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA DO CEARA
DIRETORIA DE ENSINO
i Matrizes Curriculares
. . !Tf:mm FEDERAL
Mat
3908 - Licenciatura em Matematica IV (2012/1) l
Curso.
01402 - Licenciatura em Matem tica l
Nivel i Reg ituaga Per. Letivo Inicial7C.H. Disciplinas
Superior Periodo Nao-seriado Matriz em Vigor 201211 Tsono T
Per. Componentes Curriculares Co-Requisitos Carga .
Cédigo Descrigao Nucleo|OPT| Hab. [Cred, Horaria Pré-requisitos
1 01.402.01  |GEOMETRIA PLANA E CONSTRUGOES GEOMETRICAS COM | N| 57 | 4 0 80
1 0140202 |MATEMATICA DISCRETA COM |N | 57 | 4 0 80
1 01.402.03  |MATEMATICA ELEMENTAR CoM | N | 57 | 4 0 80
1 01.402.04  |HISTORIA DA EDUCAGAO NO BRASIL CoM | N | 57 | 2 0 40
1 01.402.05  |COMUNICAGAO E LINGUAGEM CoM | N[ 57 | 3 0 60
1 01.402.06 | INICIAGAO A FILOSOFIA CoM | N[ 57 | 3 0 60
2 0140207  |CALCULO| com | N[ 57 | 4 0 80 Pt
2 01.402.08  |LABORATORIO DE ENSINO DE MATEMATICA CoM | N[ 57 | 2 0 40
2 01.402.09  |MATEMATICA ELEMENTAR Il COM |N| 57 | 4 0 80 R
2 0140210 |FUNDAMENTOS SOCIOFILOSGFICOS DA EDUCAGAO coM [N | 57 | 4 0 80
2 01.402.11 _ |PSICOLOGIA DO DESENVOLVIMENTO coM | N[ 57 | 2 0 40
2 0140212 |LIBRAS coM | N[ 57 | 2 0 40
2 01.402.13  |METODOLOGIA DO TRABALHO CIENTIFICO| CoM | N | 57 | 2 0 40
3 01.402.14  |ALGEBRA LINEAR CoM | N| 57 | 4 0 80 pricos
3 01.402.15  |CALCULON CoM | N[ 57 | 4 0 80 praczor
3 01.402.16 | INFORMATICA APLICADA AO ENSINO DA MATEMATICA CoM | N[ 57 | 4 0 80 oA OTOTaz07
3 01.402.17 _ |PROJETOS SOCIAIS CoM | N | 57 | 2 0 40
3 01.402.18  |POLITICAS EDUCACIONAIS CoM | N[ 57 | 3 0 60
3 01.402.19 _ |PSICOLOGIA DA APRENDIZAGEM COM | N| 57 | 3 0 60 =

13/01/2014 11:01 Pagina: 1
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INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA DO CEARA
DIRETORIA DE ENSINO
. Matrizes Curriculares
[ e
4 01.40220  [CALCULO NI com [N] 57 [ 4 0 80 o027+ 0140275
4 0140221  |GEOMETRIA ESPACIAL E PROJETIVA com N[ 57 [ 4 0 80 0140201010274
4 0140222  [METODOLOGIA DO ENSINO DA MATEMATICA com N[ 57 [ 4 0 80 0140208+ 01402 %
4 01.402.23  [TEORIA DOS NUMEROS com N[ 57 [ 4 0 80 0140202
4 0140224  [DIDATICA GERAL| com N[ 57 [ 4 0 80
5 0140225  |CALCULO IV com N[ 57 [ 4 0 80 0140220
5 0140226  [ESTRUTURAS ALGEBRICAS com N[ 57 [ 4 0 80 o0z 002z
5 01.40227  |CURRICULOS E PRATICAS EDUCATIVAS coM N[ 57 | 3 0 60
5 01.402.28  |MECANICA NENTONEANA com N[ 57 [ 4 0 80 0140275
5 0140229  [ESTAGIO| com N[ 57 [ 5 0 100
6 0140230  |EDOE SERES com N[ &7 [ 4 0 80
6 01.402.31 HISTORIA DA MATEMATICA COM [N | 57 [ 4 0 80 0140201+ 01.402.15 0140223
6 01.402.32  |ELETRICIDADE E MAGNETISMO com N[ 57 [ 4 0 80 0140225+ 0140228
6 01.402.33  [ESTAGIOII com [N[ 57 [ 8 0 160
7 01.402.34 CALCULO NUMERICO COM [N | 57 [ 4 0 80 0140220
7 01.402.35  |FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA| com N[ 57 [ 4 0 80 0140225 +01402.30
7 01.402.36  |METODOLOGIA DO TRABALHO CIENTIFICO I com N[ 57 [ 2 0 40 040275
7 01.402.37  [ESTAGIOINI com N[ s7 [ 7 0 140
7 01.402.38  [OPTATIVA 71 com [s| &7 [ 3 0 60
8 01.402.39  [INTRODUGAO A ANALISE com N[ 57 [ 4 0 80
8 01.402.40  |PROBABILIDADE E ESTATISTICA com N[ 57 [ 4 0 80 014020201402 %5
8 01.402.41  [PROGRESSOES E MATEMATICA FINANCEIRA com [N[ 57 [ 3 0 60
8 01.402.42  [OPTATIVA 81 com [s| &7 [ 4 0 80
8 01.402.43  [TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO com [N 57 | 2 0 40
Créd. Carga Horéria
Cédigo Sigla Basica Obrig. Estagio  Optativa_Eletiva AL Comp. Proj. Final_Min. Créd.|
57 57 DISC. BASICAS - LICENCIATURA EM MATEMATICA sm 0 0 0 0 0
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ANEXO B - Parecer do Comité de Etica

em Pesquisa

INSTITUTO FEDERAL DE
EDUCAGAO, CIENCIA E Wm
TECNOLOGIA DO CEARA

PARECER CONSUBSTANCIADO DO CEP

DADOS DO PROJETO DE PESQUISA

Titulo da Pesquisa: Engenharia Didatica (ED): o caso da Sequéncia de Padovan ou Cordonnier
Pesquisador: Renata Passos

Area Tematica:

Versdo: 1

CAAE: 11713719.6.0000.5589

Instituicdo Proponente: INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA DO CEARA
Patrocinador Principal: Financiamento Proprio

DADOS DO PARECER

NUmero do Parecer: 3.314.835

Apresentacao do Projeto:

O projeto propde uma metodologia de ensino levando em consideragdo a engenharia didatica na sequencia
de Padovan ou Cordonnier para alunos do curso de licenciatura em matematica do IFCE
CAMPUS/FORTALEZA. O trabalho apresenta boa fundamentacéo para o que propde e é importante para
dar subsidios aos futuros docentes.

Objetivo da Pesquisa:

Objetivo Primario:

retratar os elementos de estudo referentes a generalizagdo da sequéncia de Padovan, promovendo a
identificacéo, descri¢éo e exploragdo do modelo de Padovan oriundos de uma agéo investigativa e indutiva.

Objetivo Secundario:

(i) analisar o desenvolvimento histérico e epistemolégico matematico da sequéncia de Padovan e da sua
generalizacéo;

(i) analisar as matrizes e funcdes geradoras da sequéncia de Padovan e o caso da generalizagéo;

(iii) analisar e desenvolver os quaternions e octonions de Padovan e a sua generalizacao;

(iv) escrever as situagdes didaticas envolvendo os contetidos desenvolvidos acerda da sequéncia de
Padovan.

Enderego: Rua Jorge Dumar, n® 1703

Bairro: Jardim América CEP: 60.410-426

UF: CE Municipio: FORTALEZA

Telefone: (85)3401-2332 E-mail: cep@ifce.edu.br
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4L INSTITUTO FEDERAL DE
==- EDUCAGAO, CIENCIA E %"WM S
—1- TECNOLOGIA DO CEARA

Continuag&o do Parecer: 3.314.835

Avaliagdo dos Riscos e Beneficios:
RISCOS:

O trabalho cita como riscos o constrangimento dos alunos. No entanto, o TCLE deixa claro que serdo feitos
fotos, videos e &udios durante as aulas, além disso cita que os dados seréo publicados, mas garante o sigilo
e gue nenhuma informacéo sera dada a terceiros que néo faga parte da equipe de pesquisadores.Durante a
divulgacéo dos resultados desse estudo, o nome dos envolvidos ndo sera revelado.

NO TCLE também esté garantido o ressarcimento das despesas diretamente decorrentes da participa¢éo na
pesquisa e a indenizagéo pelos danos resultantes desta, nos termos da
Lei.

Assim sendo, o TCLE deixa bem claro sobre como serédo obtidos utilizados os dados. Entdo ao assinar esse
documento o estudante concordo inclusive com a realizag&o de fotos, videos e audios.

BENEFICIOS:

Os participantes terdo a oportunidade de participar de situag6es didatica possibilitando aos discentes da
Licenciatura em Matemaética desenvolver um concepgéo epistemoldgica da Histdria da Matematica através
de estudos de definigdes teoremas e propriedades matematicas inerentes a Sequéncia de Padovan
(Cordonnier). Assim, contribuirdo com a formacdao inicial dos professores.

Comentarios e Consideracdes sobre a Pesquisa:
O trabalho é interessante, pois propde formas de ensinar o assunto buscando melhor compreenséo pelos
alunos (futuros docentes) e assim facilita a reproducédo dessas informagfes na sala de aula.

Consideragdes sobre os Termos de apresentagdo obrigatoria:
Estéo claros e ndo apresentam incoeréncias que inviabilizam a aprovagédo do trabalho.

Recomendagdes:
Sem recomendagdes.

Enderego: Rua Jorge Dumar, n® 1703

Bairro: Jardim América CEP: 60.410-426
UF: CE Municipio: FORTALEZA
Telefone:  (85)3401-2332 E-mail: cep@ifce.edu.br
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4L INSTITUTO FEDERAL DE
==. EDUCAGAO, CIENCIA E %‘:WM S
—1- TECNOLOGIA DO CEARA

Continuagéo do Parecer: 3.314.835

Conclus6es ou Pendéncias e Lista de Inadequagdes:
Sem inadequagdes ou pendéncias.

Este parecer foi elaborado baseado nos documentos abaixo relacionados:

Tipo Documento Arquivo Postagem Autor Situacédo
Informagdes Bésicas| PB_INFORMACOES_BASICAS_DO_P | 11/04/2019 Aceito
do Projeto ROJETO 1324263.pdf 14:34:47
TCLE/ Termos de |TCLEmaiordeidade.pdf 11/04/2019 |Renata Passos Aceito
Assentimento / 14:18:06
Justificativa de
Auséncia
Projeto Detalhado / |projeto_de_pesquisa_renata.pdf 11/04/2019 |Renata Passos Aceito
Brochura 14:15:29
Investigador
Outros declaracaodecompromisso.pdf 10/04/2019 |Renata Passos Aceito
23:01:04

Outros declaracaogarantiaderegresso.pdf 10/04/2019 |Renata Passos Aceito
23:00:38

Declaragédo de termodeautorizacao.pdf 10/04/2019 |Renata Passos Aceito

Instituicéo e 22:59:07

Infraestrutura

Folha de Rosto folhaderosto.pdf 10/04/2019 |Renata Passos Aceito
22:58:04

Orgamento orcamento.pdf 10/04/2019 |Renata Passos Aceito
22:54:38

Cronograma planejamento.pdf 10/04/2019 |Renata Passos Aceito
22:54:23

Situagao do Parecer:

Aprovado

Necessita Apreciagdo da CONEP:
Né&o

FORTALEZA, 09 de Maio de 2019

Assinado por:
PAULO HENRIQUE NOBRE PARENTE
(Coordenador(a))

Endereco: Rua Jorge Dumar, n° 1703

Bairro: Jardim América

UF: CE Municipio: FORTALEZA
Telefone:  (85)3401-2332 E-mail: cep@ifce.edu.br

CEP: 60.410-426
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Continuagéo do Parecer: 3.314.835
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