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RESUMO

Redes neurais topológicas (topological neural networks, TNNs) compreendem uma classe de

redes neurais capazes de processar dados com estrutura relacional, como grafos, complexos sim-

pliciais e complexos celulares. De modo similar às redes neurais para grafos, TNNs normalmente

empregam camadas de passagem de mensagem onde elementos da entrada (e.g., nós e faces) atua-

lizam suas representações com base nas representações de seus vizinhos topológicos. Para tarefas

preditivas em grafos, essa etapa de passagem de mensagem é precedida por um procedimento

não-supervisionado (i.e., definido a priori) de lifting (elevação ou levantamento), no qual grafos

de entrada são transformados em objetos relacionais de ordem superior (e.g., hipergrafos). Apesar

do sucesso inicial das TNNs, esses modelos sofrem de duas limitações cruciais, que pretendemos

aliviar com este trabalho: o alto custo computacional da etapa de passagem de mensagem e a

natureza não-supervisionada de liftings. Para aliviar o custo de TNNs, este trabalho investiga

o efeito de removermos não-linearidades em TNNs para complexos simpliciais, o que torna

possível pré-computarmos o processo de passagem de mensagem. O modelo linear resultante,

chamado de SimpleXCN, demonstrou desempenho preditivo comparável às TNNs enquanto

permitiu uma redução de até 25% no tempo de execução e uma diminuição de até 50% no uso

de memória, com a utilização de até 10 vezes menos parâmetros. Além disso, este trabalho

propõe ∂lift (DiffLift), uma nova abordagem para aprendizado de elevações de grafos para

hipergrafos, complexos celulares e complexos simpliciais, habilitando aprendizagem de ponta

a ponta (end-to-end learning) para TNNs em tarefas sobre grafos. De maneira geral, ∂lift utiliza

representações de vértices para identificar e parametrizar distribuições sobre células de ordem

superior candidatas à inclusão. Isso resulta em um modelo escalável, que pode ser facilmente

integrado a qualquer TNN. Nos experimentos, o ∂lift superou métodos de lifting existentes em

múltiplos benchmarks de classificação de grafos e nós, com ganhos de até 45% em acurácia.

Palavras-chave: Redes neurais para grafos. Aprendizado profundo topológico. Elevação di-

ferenciável.



ABSTRACT

Topological neural networks (TNNs) comprise a class of neural networks capable of processing

data with relational structure, such as graphs, simplicial complexes, and cellular complexes.

Akin to graph neural networks, typical TNNs employ message-passing layers where each

element of the input (e.g., nodes or cells) updates its representation based on those of its

topological neighbors. For predictive tasks on graphs, this message-passing step is preceded by

an unsupervised (i.e., defined a priori) lifting procedure, in which input graphs are transformed

into higher-order relational objects (e.g., hypergraphs). Despite the initial success of TNNs, these

models suffer from two crucial limitations, which we aim to alleviate with this work: the high

computational cost of the message-passing step and the unsupervised nature of graph liftings.

To alleviate the cost of TNNs, this work investigates the effect of removing nonlinearities in

TNNs for simplicial complexes, which makes it possible to pre-compute the message-passing

process. The resulting linear model, called SimpleXCN, demonstrated predictive performance

comparable to TNNs while allowing for a reduction of up to 25% in runtime and a reduction

of up to 50% in memory usage, using up to 10 times fewer parameters. Furthermore, this

work proposes ∂lift (DiffLift), a new approach for learning liftings from graphs to hypergraphs,

cellular complexes, and simplicial complexes, enabling end-to-end learning for TNNs in graph

tasks. In general, ∂lift uses vertex representations to identify and parameterize distributions over

higher-order cells that are candidates for inclusion. This results in a scalable model that can be

easily integrated into any TNN. In experiments, ∂lift outperformed existing lifting methods on

multiple graph and node classification benchmarks, with accuracy gains of up to 45%.

Keywords: Graph Neural Networks. Topological Deep Learning. Differentiable Lifting.
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1 INTRODUÇÃO

À medida que os dados se tornam mais interconectados, as abordagens tradicionais de

aprendizado de máquina mostram suas limitações, o que levou ao desenvolvimento de Redes

Neurais para Grafos (GNNs) e, subsequentemente, Redes Neurais Topológicas (TNNs) para

lidar com interações de alta ordem. Apesar de seu potencial, essa área enfrenta dois obstáculos

principais: o elevado custo computacional associado à passagem de mensagem em estruturas

topológicas e a predominância de métodos de elevação (lifting) de grafos que são estáticos e não

supervisionados, nem sempre sendo ideais para a tarefa em questão. Em resposta a essas lacunas,

esta dissertação apresenta duas contribuições centrais: o SimpleXCN, um modelo linear para

complexos simpliciais que reduz o custo computacional mantendo um desempenho competitivo,

e o ∂lift (DiffLift), um framework diferenciável que aprende a mapear grafos para domínios de

ordem superior de forma integrada ao treinamento do modelo. Este capítulo introduz a aplicação

da inteligência artificial a dados com estruturas complexas e multidimensionais. Por fim, são

detalhados os objetivos específicos, a produção científica resultante e a estrutura dos capítulos

que compõem a dissertação.

1.1 Motivação e Visão Geral

Nos últimos anos, diversas áreas do conhecimento têm sido impactadas pelos avanços

sem precedentes em inteligência artificial (IA) / aprendizado de máquina (machine learning,

ML). De modo simples, ML é uma subárea da IA que permite que computadores aprendam

a partir de dados, identificando padrões e tomando decisões com base em algoritmos que se

aprimoram ao longo do tempo (ALPAYDIN, 2014).

O impacto de ML na sociedade moderna é inegável. Ele transformou a forma como as

empresas operam, como os governos tomam decisões, e até mesmo como indivíduos interagem

com a tecnologia no dia a dia. Sistemas de recomendação (YING et al., 2018; GAO et al.,

2022), como os usados por plataformas de streaming de vídeo e música, dependem fortemente

de ML para oferecer conteúdo personalizado. Além disso, ML desempenha um papel crucial

em áreas críticas como a saúde, onde algoritmos são usados para prever doenças (KAVITHA

et al., 2021; SUN; SUN; ZHAO, 2022), identificar padrões em exames médicos, e até mesmo

sugerir tratamentos personalizados (ZHANG; SHI; WANG, 2023). Na indústria financeira, ML

é utilizado para detectar fraudes (LIU et al., 2020; ALARFAJ et al., 2022), prever flutuações de

mercado e otimizar portfólios de investimento (PAIVA et al., 2019; MA; HAN; WANG, 2021).
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Diversos sistemas reais, como redes sociais (FREEMAN, 2004), redes de transporte

(RAHMANI et al., 2023) e proteínas (JHA; SAHA; SINGH, 2022), exibem estruturas relacionais

complexas que descrevem a conexão e interação entre os componentes do sistema. Uma forma

comum de representar tais estruturas é por meio de grafos — objeto matemático composto por

conjuntos de vértices e arestas (links entre os vértices). Naturalmente, a ausência de uma ordem

canônica para os vértices/arestas, as simetrias que grafos podem codificar e a forte interdepen-

dência entre os dados desses sistemas limitam a utilização de modelos clássicos de aprendizado

de máquina para dados relacionais. Por exemplo, redes neurais do tipo perceptron multicamadas

(multilayer perceptron, MLP) operam sobre entradas com estrutura tabular fixa e normalmente as-

sumem que os dados são amostras independentes e identicamente distribuídas de uma distribuição

de probabilidade alvo desconhecida (SHALEV-SHWARTZ; BEN-DAVID, 2014).

A área de aprendizado profundo geométrico (BRONSTEIN et al., 2021) é a espinha

dorsal por trás de recentes esforços bem-sucedidos para analisar e modelar dados com estrutura

relacional. Em particular, redes neurais para grafos (graph neural networks, GNNs) (SCAR-

SELLI et al., 2009) têm levado a avanços em diversas áreas como design de antibióticos (JIANG

et al., 2021), sistemas de recomendação (YING et al., 2018), tradução automática (WU et al.,

2020; BASTINGS et al., 2017), simulação de sistemas físicos (SANCHEZ-GONZALEZ et al.,

2020) e redes sociais (SHARMA et al., 2024).

Apesar do recente sucesso de GNNs, esses modelos exploram exclusivamente interações

entre pares de entidades, potencialmente negligenciando relações de alta ordem relevantes

para a tarefa de interesse. Além disso, GNNs possuem expressividade limitada pelo teste de

isomorfismo de Weisfeiler-Lehman (WL), conhecido também como algoritmo de refinamento de

cor (WEISFEILER; LEMAN, 1968). Nesse contexto, a área de aprendizado profundo topológico

(topological deep learning, TDL) emerge como a nova fronteira do conhecimento no que se

refere à aprendizagem de representações para dados relacionais (PAPAMARKOU et al., 2024).

Principais representantes de TDL, as redes neurais topológicas (topological neural

networks, TNNs) (BODNAR et al., 2021a; HENSEL; MOOR; RIECK, 2021) são modelos

baseados em passagem de mensagem que processam dados com estruturas relacionais de ordem

superior, indo além de grafos. Assim, TNNs não só generalizam GNNs (i.e., toda GNN pode ser

considerada uma TNN) mas também fornecem um arcabouço notacional para modelos neurais

que operam sobre dados em diferentes domínios, incluindo complexos simpliciais (BODNAR et

al., 2021b), complexos celulares (BODNAR et al., 2021a) e hipergrafos (HUANG; YANG, 2021).

Como contrapartida ao poder representacional superior das TNNs, a lacuna de complexidade
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computacional entre TNNs e GNNs aumenta à medida que a ordem do domínio relacional

aumenta — decorrente da passagem de mensagens entre estruturas de ordem superior.

Para utilizarmos TNNs em tarefas preditivas em grafos, os grafos de entrada devem ser

inicialmente submetidos a um procedimento responsável por mapeá-los para o domínio no qual

a TNN opera, um processo conhecido como elevação ou levantamento (lifting). Métodos de

elevação podem explorar tanto a conectividade quanto os atributos do grafo (e.g., atributos de

vértices) para obter estruturas relacionais de ordem superior. Alguns exemplos incluem elevação

por cliques (BODNAR et al., 2021b), onde um complexo simplicial é produzido com base nos

cliques no grafo de entrada, e elevação por ciclos (HAJIJ et al., 2022b), que detecta ciclos para

obter as células de dimensão 2 de um complexo celular.

Surpreendentemente, apesar do alto impacto da operação de elevação nas TNNs, a

maioria dos métodos de elevação é não-supervisionada e, portanto, não é informada pela tarefa

em questão, o que pode levar a escolhas subótimas. Até o momento, elevação diferenciável só

foi explorada no contexto de complexos celulares (BATTILORO et al., 2024).

1.2 Hipóteses de Pesquisa

A partir destas lacunas identificadas, as seguintes hipóteses de pesquisa guiaram o

desenvolvimento deste trabalho:

• Hipótese 1: É possível reduzir significativamente o custo computacional das redes neurais

topológicas por meio da simplificação de suas arquiteturas, preservando ou mantendo

competitivo o desempenho em tarefas de classificação.

• Hipótese 2: Métodos de elevação aprendíveis e supervisionados podem superar abor-

dagens estáticas, produzindo estruturas de ordem superior mais adequadas às tarefas de

aprendizado.

Nesse contexto, esta dissertação investiga estratégias para lidar com duas limitações de

TNNs para tarefas em grafos: i) o alto custo computacional do processo de mensagem de ordem

superior e ii) a natureza estática / não-supervisionada dos métodos de elevação existentes.

Mais especificamente, este trabalho propõe o SimpleXCN um modelo linear para

complexos simpliciais, que reduz o custo computacional ao remover as não-linearidades entre

as camadas de uma SCN (YANG; SALA; BOGDAN, 2022). Apesar de sua simplicidade,

SimpleXCN é competitivo com TNNs para complexo simplicial populares (como SCNs
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e SCCNs) para tarefas de classificação de nós, além de reduzir significativamente o uso de

memória, o número de parâmetros e o tempo de execução por época.

Além disso, a segunda parte deste trabalho apresenta o ∂lift (DiffLift), uma estrutura

geral de elevação diferenciável e aprendível de ponta a ponta, aplicável a diversos domínios,

como hipergrafos, complexos simpliciais e complexos celulares. Esse método utiliza uma

abordagem probabilística para amostrar células candidatas de tamanhos adaptativos. Ou seja,

utiliza distribuições parametrizadas sobre células usando representações de nós derivados de

modelos neurais para grafos — por exemplo, GNNs ou Graph Transformers (RAMPÁŠEK et al.,

2022). Para cada célula candidata, sua representação (embedding) é calculada e uma rede MLP

é aplicada para estimar a probabilidade de uma célula ser ou não incluída na estrutura de saída.

Nossos resultados mostram que ∂lift supera consistentemente os métodos de elevação

não supervisionados em quase todos os benchmarks de classificação de grafos, alcançando

desempenho superior em 22 de 24 experimentos, frequentemente por uma margem substancial.

Esses ganhos são robustos em todas as arquiteturas de TNNs avaliadas.

1.3 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver arquiteturas de TNNs escaláveis e aprendí-

veis de ponta a ponta, avançando o estado da arte em redes topológicas de alta ordem para tarefas

preditivas em grafos. Para alcançar este objetivo, elencamos os seguintes objetivos específicos:

• Avaliar o impacto de camadas não-lineares no desempenho preditivo de redes neurais

topológicas.

• Analisar experimentalmente o desempenho computacional das abordagens propostas em

tarefas de predição a nível de grafo e nó.

• Desenvolver um método de elevação diferenciável para diferentes domínios topológicos,

demonstrando os benefícios de tornar o processo de elevação aprendível e “supervisio-

nado”.

• Comparar o desempenho do método de elevação diferenciável com abordagens tradicionais

de elevação em tarefas de classificação de nós e de grafos.
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1.4 Produção Científica

Durante este projeto de mestrado, os seguintes trabalhos científicos foram submetidos ou

publicados:

• FRANCO, Jorge; DUARTE, Gabriel; NIKITIN, Alexander V.; PONTI, Moacir A.;

MESQUITA, Diego; SOUZA, Amauri H. Differentiable Lifting for Topological Neu-

ral Networks. Submetido a: Thirty-Ninth Annual Conference on Neural Information

Processing Systems (NeurIPS 2025), 2025, San Diego, EUA.

• DUARTE, Gabriel; ARRUDA, Tamara; MESQUITA, Diego; SOUZA, Amauri H..

2024. Simplifying Simplex Convolutional Networks. In: SYMPOSIUM ON KNO-

WLEDGE DISCOVERY, MINING AND LEARNING (KDMILE), 12. , 2024, Belém/PA.

Anais. Porto Alegre: Sociedade Brasileira de Computação, 2024 . p. 137-144.

1.5 Estrutura da Dissertação

Com a Introdução, a dissertação apresentada é dividida em 6 capítulos. No Capítulo 2, é

apresentada uma base teórica sobre domínios relacionais. No Capítulo 3, são expostos alguns

métodos de elevação e algumas das principais redes neurais topológicas propostas na literatura. O

Capítulo 4 descreve a formulação do método SimpleXCN para reduçao do custo computacional

de redes neurais para complexos simpliciais. O Capítulo 5 apresenta o método ∂lift, com sua

formulação geral para elevação de grafos para hipergrafos e complexos de células. Além disso

são relatadas as configurações experimentais e as bases de dados para avaliação do método

proposto. Finalmente, no Capítulo 6, é apresentada a conclusão.
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2 DOMÍNIOS TOPOLÓGICOS E RELACIONAIS

Este capítulo aborda conceitos de topologia necessários para entender redes neurais topo-

lógicas. A ênfase está na definição dos diferentes domínios topológicos que servem como entrada

para essas redes. Mais especificamente, vamos sucintamente apresentar grafos, hipergrafos,

complexos simpliciais, complexos celulares e complexos combinatórios.

2.1 Espaços Topológicos

Neste trabalho, estamos interessados em problemas cujos dados estão estruturados como

espaços topológicos. Seja X um conjunto não vazio. Uma topologia T em X é uma coleção de

subconjuntos de X (chamados de conjuntos abertos) que satisfaz as seguintes propriedades:

1) ∅ e X pertencem a T ;

2) A união arbitrária de subconjuntos de T pertence a T ;

3) A interseção finita de subconjuntos de T pertence a T .

O par ordenado (X, T ) é denominado espaço topológico (MUNKRES, 2018, p. 74). Quando a

topologia está subentendida, utilizamos somente X para se referir ao espaço topológico.

Um outro conceito básico que vamos utilizar a seguir é o de homeomorfismo entre espaços

topológicos. Sejam (X, TX) e (Y, TY ) dois espaços topológicos. Uma função f : X → Y é

chamada de homeomorfismo se satisfizer as seguintes condições:

1) f é bijetiva;

2) f é contínua, ou seja, a imagem de qualquer conjunto aberto de X é um conjunto aberto

em Y ;

3) f−1 (a função inversa de f ) é contínua.

Quando tal função existe, dizemos que X e Y são homeomorfos (MUNKRES, 2018, p. 103).

Intuitivamente, um homeomorfismo é uma transformação que distorce o espaço sem rasgar ou

colar, preservando as propriedades topológicas essenciais, como conectividade e número de

buracos (holes).



23

2.2 Grafos

Grafos são estruturas de dados com a capacidade de representar redes complexas do

mundo real, compostas por objetos e suas relações. Formalmente, um grafo não-direcionado é

definido como uma tupla G = (V,E), onde vi ∈ V representa um vértice, e E é um conjunto

de pares não-ordenados de vértices distintos — chamados de arestas (HAMILTON, 2020). Um

grafo é geralmente representado por uma matriz de adjacência A, em que ai,j = 1 significa haver

uma aresta eij que conecta vi e vj , e 0 caso contrário. A matriz diagonal de graus D de G é

formada pelos elementos di,i
.
=
∑

j ai,j , onde di,i denota o grau do nó vi (BARABÁSI, 2013).

Além disso, a matriz Laplaciana de G é dada por ∆ = D − A, e sua versão norma-

lizada é definida como ∆̃ = D−1/2∆D−1/2. Essas matrizes são fundamentais para GNNs,

uma vez que são utilizadas como operadores de difusão em grafos. Ainda nesse contexto,

é muito comum utilizarmos matrizes de adjacências normalizadas com self-loops, i.e., Ã =

(D + I)−
1
2 (A + I)(D + I)−

1
2 , em que I é a matriz identidade (KIPF; WELLING, 2016). O

conjunto de vizinhos de um nó v em G é denotado por N (v) = {u ∈ V : {v, u} ∈ E}.

2.2.1 Hipergrafos

Um hipergrafo é uma estrutura de dados que generaliza os grafos, permitindo que

as arestas (ou hiperarestas) conectem múltiplos vértices simultaneamente. Formalmente, um

hipergrafo é definido como uma tupla (V,E) , onde E é um conjunto de subconjuntos não vazios

de V , representando as hiperarestas. Ou seja, cada e ∈ E é um subconjunto de V que pode

conter dois ou mais vértices (HAJIJ et al., 2022b).

2.3 Complexos Simpliciais

Complexos simpliciais também generalizam a ideia de grafos. Formalmente, um complexo

simplicial abstrato sobre um conjunto de vértices V é um conjunto K de subconjuntos de V

(chamados símplices ou simplexos) tal que, para todo σ ∈ K e todo τ ⊂ σ não-vazio, temos

que τ ∈ K. Seja σ um símplice (ou simplex), então seus subconjuntos não-vazios τ ⊂ σ são

chamados de faces, e σ é uma coface de τ (VIRK, 2022, p. 37). A dimensão de um símplice

é igual à sua cardinalidade menos 1, e a dimensão de um complexo simplicial é a dimensão

máxima de seus símplices. Além disso, utilizamos K(i) para denotar o subconjunto de símplices

de dimensão i de K.
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Exemplo 2.1. Seja V = {0, 1, 2, 3}. A seguinte família de subconjuntos de V

K = {{0}, {1}, {2}, {3}, {0, 1}, {1, 2}, {2, 3}, {3, 0},

{0, 1, 2}, {0, 1, 3}, {0, 2, 3}, {1, 2, 3}, {0, 1, 2, 3}}

forma um complexo simplicial de dimensão 3.

Note que todo grafo pode ser visto como um complexo simplicial de dimensão 1. Em

particular, considere o grafo G = (V,E), onde V = {0, 1, 2} e E = {{0, 1}, {1, 2}}. Nesse

caso, G corresponde ao complexo simplicial K = {{0}, {1}, {2}, {0, 1}, {1, 2}}.

Podemos ainda definir uma relação de fronteira (boundary relation) ≺ para símplices.

Em particular, dizemos que τ ≺ σ se, e somente se, τ ⊂ σ e não existe nenhum símplice δ tal

que τ ⊂ δ ⊂ σ (BODNAR et al., 2021b). No Exemplo 2.1, temos que os vértices {0} e {1}

estão na fronteira da aresta {0, 1}.

2.4 Complexos Celulares

Complexos celulares generalizam a ideia de complexos simpliciais (HATCHER, 2002)

através da construção mais flexível de espaços topológicos por meio de células de dimensões

variadas. A Figura 1 ilustra um complexo celular regular. Note que enquanto símplices de

dimensão 2 devem possuir três vértices, células de dimensão 2 em um complexo celular podem

conectar um número arbitrário de vértices.

Figura 1 – Ilustração de um complexo celular, e os homeomorfismos correspondentes
ϕi a três bolas fechadas de diferentes dimensões no complexo.

Fonte: (BODNAR et al., 2021a)

Formalmente, segundo Bodnar et al. (2021a), um complexo celular regular é um espaço

topológico X com uma partição {Xσ}σ∈PX
de subespaços Xσ de X chamados células, tal que
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1. Para cada ponto x ∈ X , existe uma vizinhança aberta (conjunto aberto) de x que intersecta

um número finito de células.

2. Para todos σ, τ ∈ PX , a interseção Xτ ∩Xσ (onde Xσ é o fecho de Xσ) é não-vazia se, e

somente se, Xτ ⊆ Xσ. Esta condição implica que a interseção de duas células Xτ e Xσ só

ocorre se Xτ estiver contido no fecho de Xσ. O fecho é composto pela célula Xσ juntamente

com todos os seus limites (ou fronteiras, bordas).

3. Cada célulaXσ é homeomorfa a RDσ , para algum valor deDσ, que é chamado de a dimensão

de Xσ;

4. Para todo σ ∈ PX , existe um homeomorfismo ϕ de uma bola fechada em RDσ para Xσ, de

modo que a restrição de ϕ à parte interior da bola seja um homeomorfismo sobre Xσ.

É importante notar que as condições (2) e (4) impõem uma estrutura de conjunto parcial-

mente ordenado (poset) sobre o conjunto PX . Mais especificamente, dizemos que τ ≤ σ se, e

somente se, Xτ ⊆ Xσ, onde Xσ é o fecho de Xσ. Essa relação de ordem reflete como as células

de dimensão inferior estão contidas nas de dimensão superior e forma o poset das faces de X .

Intuitivamente, isso significa que as células do complexo são organizadas de maneira

hierárquica: células de dimensão inferior (como vértices) estão "abaixo"das células de dimensão

superior (como faces), e essa relação de inclusão determina como as células se conectam entre si

para formar o complexo de células.

A condição de regularidade (4) adiciona mais detalhes a essa estrutura, introduzindo a

relação de fronteira ≺. Dizemos que σ ≺ τ se σ < τ e não existe nenhuma célula δ tal que

σ < δ < τ , onde o símbolo < denota a versão estrita da relação de ordem.

Essa relação de fronteira descreve como as células se "tocam"ou se "encostam". Por

exemplo, no caso de um cubo, os vértices formam as bordas das arestas, e as arestas formam

as bordas das faces. A relação de fronteira captura essas interações e conexões entre as células,

organizando a topologia do complexo. Portanto, toda a informação topológica sobre X está

codificada na estrutura de poset de PX , e a relação de fronteira nos permite entender como as

células estão relacionadas umas às outras no espaço topológico.

2.5 Complexos combinatórios

Complexos combinatórios (CCs) buscam definir objetos que contemplem tanto estruturas

hierárquicas (como complexos celulares e simpliciais) quanto estruturas relacionais mais gerais,

como hipergrafos. Ao invés de uma hierarquia rígida entre as células, os CCs permitem uma
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Figura 2 – Exemplos de domínios topológicos e relacionais.
Complexo SimplicialGrafo Complexo Celular Complexo CombinatórioHipergrafo

Fonte: De autoria própria.

organização mais flexível, estabelecendo uma relação de ordem (ou ranking) entre elas. Mais

especificamente, um complexo combinatório (CC) (HAJIJ et al., 2022b) é uma tupla (V,K, rk),

onde V é um conjunto finito, K ⊆ 2V \ ∅ é um conjunto de células e rk : K → Z≥0 é uma

função de ordenação, tal que:

1. Para todo v ∈ V , temos que v ∈ K;

2. Para todas as células σ, σ′ ∈ K, se σ ⊆ σ′, então rk(σ) ≤ rk(σ′).

Note que os CCs exigem apenas a propriedade de preservação da ordem na condição (2)

ao mesmo tempo que permitem flexibilidade para acomodar estruturas não hierárquicas, como

hipergrafos. A Figura 2 ilustra as estruturas relacionais mais populares em TDL.

2.6 Atributos

Neste trabalho, consideramos estruturas relacionais equipadas com features ou atributos.

Seja K um conjunto de células ou hiperarestas de um domínio relacional. A versão com atributos

de K é uma tupla (K, x) em que x : K → Rd atribui um vetor de caraterísticas x(σ) a cada

célula σ. Daqui em diante, designamos as caraterísticas de σ por xσ.

2.7 Estruturas de Vizinhança

Podemos explorar as relações de fronteira (ou funções de ordenação) para especificar vi-

zinhos locais para cada célula. Em particular, Bodnar et al. (2021b) introduzem quatro estruturas

de vizinhança N : fronteira, co-fronteira, adjacência superior e adjacência inferior.

A vizinhança do tipo fronteiraNB(σ) de uma célula σ é o conjunto de todos os elementos

τ que pertencem à fronteira de σ, ou seja:

NB(σ) = {τ : τ ≺ σ}.

A vizinhança de co-fronteiraNC(σ) de um elemento σ é o conjunto de todos os elementos
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τ tal que σ pertence a sua fronteira, ou seja:

NC(σ) = {τ : σ ≺ τ}.

A adjacência superior N↑(σ) de um elemento σ é o conjunto de todos os elementos τ

que estão relacionados a σ por meio de algum elemento δ, de tal forma que τ ≺ δ e σ ≺ δ.

Em termos simples, é a relação de adjacência de σ em direção "acima"ou para "dimensões

superiores", onde existe uma conexão comum a σ e τ em uma célula δ, ou seja:

N↑(σ) = {τ : ∃δ tal que τ ≺ δ, σ ≺ δ}.

A adjacência inferior N↓(σ) de um elemento σ é o conjunto de todos os elementos τ que

estão relacionados a σ por meio de algum elemento δ, de tal forma que δ ≺ τ e δ ≺ σ. Ou seja,

σ e τ são “conectados” por um elemento comum que é “inferior” a ambos:

N↓(σ) = {τ : ∃δ tal que δ ≺ τ, δ ≺ σ}.

Exemplo 2.2. Seja um complexo K composto pelas seguintes células {{0}, {1}, {2}, {0, 1}

, {0, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2}} e σ = {0, 1}. Nesse caso, temos que :

NB(σ) = {{0}, {1}}, (2.1)

NC(σ) = {{0, 1, 2}}, (2.2)

N↑(σ) = {{0, 2}, {1, 2}}, (2.3)

N↓(σ) = {{0, 2}, {1, 2}}. (2.4)

Análogos dessas vizinhanças e outras estruturas também podem ser obtidos por meio de

funções de ordenação (HAJIJ et al., 2022b).

Uma noção instrumental para utilizar essas estruturas é a de matrizes de incidência, uma

vez que elas são utilizadas para definir estruturas de vizinhança e Laplacianas de Hodge (GOLD-

BERG, 2002). Formalmente, para toda dimensão (ou rank) r > 1, Br ∈ {−1, 0, 1}Nr−1×Nr é tal

que (Br)ij é ±1 se o (r)-símplice j é coface do (r − 1)-símplice i e 0 caso contrário. A escolha

do sinal das entradas não-zero é arbitrária e tipicamente dependente da aplicação.

2.8 Cadeias, Operadores de Fronteira e Ciclos

Nesta seção serão abordadas algumas noções básicas de topologia algébrica. Para simpli-

ficar a exposição, consideramos complexos simpliciais abstratos equipados com coeficientes no

corpo finito Z/2Z = {0, 1}.
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O espaço das n-cadeias é o espaço vetorial formado por todas as somas formais dos

símplices de dimensão n de um complexo simplicial abstrato K. Formalmente, seja n ≥ 0 e

K(n) = {σ ∈ K : dim(σ) = n},

o n-esqueleto de K, ou seja, o conjunto dos símplices de dimensão n. As n-cadeias de K são o

conjunto Cn(K) cujos elementos possuem a forma

c =
∑

σ∈K(n)

ϵσσ, (2.5)

onde para todo σ ∈ K(n), ϵσ ∈ Z/2Z representa o coeficiente associado ao símplice σ (VIRK,

2022, p. 85).

Sejam c e c′ duas n-cadeias. A soma de duas cadeias (c+ c′) e o produto de uma cadeia por um

escalar (λc) são respectivamente definidos por

c+ c′ =
∑

σ∈K(n)

(ϵσ + ϵ′σ)σ, (2.6)

λc =
∑

σ∈K(n)

(λ · ϵσ)σ, (2.7)

onde as operações de soma e multiplicação são realizadas módulo 2, isto é, na aritmética do

corpo Z/2Z.

Definimos a fronteira de um n-simplex σ, denotada por ∂nσ, como a soma de seus

(n− 1)-símplices constituintes, isto é,

∂nσ =
∑

τ⊂σ:|τ |=|σ|−1

τ, (2.8)

onde a soma é feita módulo 2 e a notação τ ⊂ σ indica que τ é uma face de σ de dimensão

imediatamente inferior.

Esse operador de fronteira se estende linearmente aos espaços de cadeias. Em particular,

o operador de fronteira ∂n é uma função linear ∂n : Cn(K) → Cn−1(K) que é definida pela

seguinte equação:

∂nc = ∂n

 ∑
σ∈K(n)

ϵσσ

 =
∑

σ∈K(n)

ϵσ∂nσ. (2.9)

Um fato fundamental na topologia algébrica é que a composição de operadores de

fronteira consecutivos é nula, ou seja,

∂n−1 ◦ ∂n = 0 para todo n ≥ 1. (2.10)
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Dessa forma, as imagens dos operadores ∂n estão contidas nos núcleos (kernel) dos

operadores ∂n−1. Isto permite definir o conjunto dos n-ciclos de K que é o núcleo do operador

de fronteira ∂n,

Zn(K) = ker ∂n = {c ∈ Cn(K) : ∂nc = 0}. (2.11)

Exemplo 2.3. Considere o complexo simplicial K = {{v0}, {v1}, {v2}, {v0, v1}, {v1, v2},

{v2, v0}. Esse complexo forma um ciclo triangular de arestas. A 1-cadeia

c = {v0, v1}+ {v1, v2}+ {v2, v0}, (2.12)

obtida somando formalmente as três arestas é um exemplo de 1-ciclo em K. De fato, aplicando

o operador de fronteira ∂1 a c, obtemos:

∂1(c) = ∂1({v0, v1}) + ∂1({v1, v2}+ ∂1({v2, v0}) = (v0 + v1) + (v1 + v2) + (v0 + v2). (2.13)

Agrupando os termos iguais e lembrando que a soma é feita módulo 2, cada vértice aparece

duas vezes na expressão acima. Assim, ∂1(c) = 2v0 +2v1 +2v2 = 0 em Z/2Z. Como ∂1(c) = 0,

concluímos que c ∈ Z1(K), isto é, c é um ciclo de dimensão 1.
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3 REDES NEURAIS TOPOLÓGICAS

Este capítulo apresenta as principais arquiteturas de redes neurais topológicas, incluindo

redes neurais para grafos. Além disso, serão discutidos os métodos mais populares de elevação

de grafos para domínios relacionais de ordem superior.

3.1 Elevando Grafos a Objetos de Ordem Superior

A maioria dos benchmarks para avaliação de TNNs compreende tarefas preditivas em

grafos. Para que seja possível aplicar TNNs a esses problemas, é necessário um processo de

transformação conhecido como elevação (lifting), que mapeia grafos para domínios topológicos

de ordem superior (TELYATNIKOV et al., 2024; HAJIJ et al., 2022b; BERNÁRDEZ et al.,

2024). Esse processo de elevação pode ser pré-definido com base em características estruturais,

como proximidade de nós, presença de ciclos, ou aprendido diretamente dos dados (BATTILORO

et al., 2024; KAZI et al., 2022).

Um lifting é um mapeamento lift : G→ T do espaço de grafos com atributos, G, para

um domínio alvo, T, tal que G ∼=G G
′ implica que lift(G) ∼=T lift(G′), onde ∼=T denota a relação

de isomorfismo no domínio T. Uma lista de diferentes tipos de liftings pode ser encontrada em

Telyatnikov et al. (2024).

3.1.1 Elevação por Cliques

O conjunto de cliques em um grafo G é dado por

Cl(G) = {c ⊆ V (G) : u ̸= v ∈ c =⇒ {u, v} ∈ E(G)},

isto é, cada elemento de Cl(G) é um subgrafo completo de G. Os k-cliques de G são elementos

de Cl(G) de tamanho k, para k > 1, e são denotados por Clk(G). Formalmente, a operação de

elevação por k-cliques é dada por

liftclique,k(G) = V (G) ∪
k⋃

i=2

Cli(G), (3.1)

sendo V (G) o conjunto de vértices do grafo. Note que a inclusão de todas as cliques de tamanho

menor ou igual a k garante a propriedade de fechamento por inclusão necessária a um complexo

simplicial (qualquer face de uma face pertence também ao complexo).
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3.1.2 Elevação por Ciclos

A ideia da elevação por ciclos é identificar elementos em uma base de ciclos no grafo de

entrada e usar o conjunto de vértices em cada ciclo como uma célula de dimensão 2 do complexo

celular resultante.

Consideremos somas módulo 2 para vértices e arestas. Seja ∂1 o operador de fronteira

para arestas do grafo G, ou seja, ∂1({u, v}) = {u}+ {v} para qualquer aresta {u, v} ∈ E(G).

Os ciclos de G são dados por

L(G) =

{
l ⊆ E(G) :

∑
e∈l

∂1(e) = 0

}
.

Uma base cíclica de G é uma coleção mínima de ciclos tal que qualquer ciclo em G

possa ser escrito como soma desses ciclos, isto é, o menor conjunto B ⊆ L tal que, para todo

l ∈ L, exista um subconjunto B′ ⊆ B com

l =
∑
b∈B′

b.

A função de elevação por ciclos é

liftcycle(G) = V (G) ∪ E(G) ∪ {V (b) : b ∈ B(G)}, (3.2)

sendo V (b) o conjunto de vértices do ciclo b, e {V (b) : b ∈ B(G)} é o conjunto das células de

dimensão 2.

3.1.3 Elevação por k-saltos

A vizinhança de k-saltos de um nó v ∈ V (G) é definida por

Nk[v] = {u ∈ V (G) : dist(u, v) ≤ k}, (3.3)

sendo dist(u, v) a distância do caminho mais curto no grafo G, medida pelo número de arestas

no caminho. Para construir o hipergrafo de k-saltos H a partir de G, forma-se uma hiperaresta

para cada nó v ∈ V (G) baseada em sua vizinhança de k-saltos:

liftk-hop(G) = {Nk[v] : v ∈ V (G)}.

O parâmetro k controla a abrangência das vizinhanças incluídas como hiperarestas, com

valores maiores de k incorporando progressivamente nós mais distantes.
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3.1.4 Elevação por k Vizinhos mais Próximos

A elevação k-NN (nearest neighbors) constrói hiperarestas identificando os k vizinhos

mais próximos com base nas características dos nós (espaço de features). Para cada nó, forma-se

uma hiperaresta que inclui o próprio nó e seus k vizinhos mais próximos.

3.1.5 Elevação por Kernel

A elevação por kernel é um procedimento que constrói hiperarestas baseado em medidas

de similaridade derivadas de kernels aplicados aos nós do grafo. Esses kernels podem ser

definidos de três formas:

i) Sobre a estrutura do grafo

ii) sobre as características dos nós, ou

iii) como uma composição que incorpora conjuntamente ambas as informações.

Para um nó de referência v, calcula-se a similaridade entre v e todos os demais nós v′

usando uma função de kernel. Uma hiperaresta é então formada selecionando uma fração fixa

(tipicamente 0,5) dos nós mais similares a v segundo o kernel escolhido. Esse processo é repetido

para cada nó para construir o conjunto de hiperarestas.

Os kernels podem ser definidos nas seguintes formas: sobre nós Kg(v, v
∗), sobre caracte-

rísticas Kx(x, x
∗), ou sobre nós e características conjuntamente C(K(x, x∗, v, v∗)), onde C é

uma função de composição válida. Kernels sobre características são calculados por kernels RBF

ou exponenciais (DUVENAUD, 2014), enquanto kernels sobre grafos podem ser calculados por

kernels de temperatura ou Matérn (SCHÖLKOPF; SMOLA, 2002; BOROVITSKIY et al., 2021;

NIKITIN et al., 2022).

3.1.6 Differentiable Cell Complex Module

Battiloro et al. (2024) propuseram uma camada inovadora composta por vários módulos,

sendo o Differentiable Cell Complex Module (DCM) o elemento central para a inferência de

topologia latente. O DCM começa amostrando o 1-esqueleto do complexo celular latente por

meio do α-Differentiable Graph Module (α-DGM). Em seguida, identifica polígonos — que

representam interações de ordem superior — ao detectar ciclos no grafo amostrado, utilizando o

Polygon Inference Module (PIM). Para uma explicação detalhada dos módulos α-DGM e PIM,
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remetemos o leitor à Seção 3 de (BATTILORO et al., 2024). A topologia inferida é então usada

em uma rede de passagem de mensagem de complexo celular, operando nos níveis de nó e aresta.

Toda a arquitetura é treinada de forma ponta a ponta.

3.1.7 Elevação de Atributos (features)

Em geral, atributos são definidos somente para os nós do grafo. Assim, na elevação de

grafos para objetos de ordem superior, é necessário definir como os atributos dos vértices serão

propagados para obter atributos das células de dimensão maior que 0.

Seja σ uma célula/simplex de dimensão maior que 0. Na abordagem mais comum,

chamada aqui de lifting de soma, o valor de x(σ) (vetor de features de σ) é dado pela soma

das features dos elementos na vizinhança de fronteira de σ, i.e., x(σ) =
∑

τ∈NB(σ) x(τ). Assim,

features de células de dimensão arbitrária podem ser obtidas recursivamente a partir das features

dos vértices do grafo.

3.2 Redes Neurais Topológicas

Redes neurais topológicas (topological neural networks, TNNs) generalizam redes para

grafos ao estender sua aplicação para estruturas de ordem superior, como complexos simpliciais

e complexos celulares. A seguir, serão discutidas redes neurais para grafos e suas extensões

topológicas, com ênfase em variantes populares e projetadas para complexos simpliciais e

complexos celulares.

3.2.1 Redes Neurais para Grafos

De modo similar às redes convolucionais para imagens, redes neurais para grafos (graph

neural networks, GNNs) (SCARSELLI et al., 2009; XU et al., 2019) combinam sequencial-

mente operações de filtragem local, não linearidade e, opcionalmente, pooling para capturar

representações do grafo em cada camada. No paradigma dominante, GNNs aprendem por meio

de um mecanismo de passagem de mensagem, no qual as mensagens vetoriais são trocadas entre

os nós e atualizadas como redes neurais (HAMILTON; YING; LESKOVEC, 2017).

A cada iteração/camada ℓ da GNN, aplicamos uma função de agregação Agg que recebe

como entrada o conjunto de embeddings dos nós na vizinhança de cada nó v ∈ V , N (v), e

gera uma mensagem m
(ℓ)
v com base nessas informações agregadas da vizinhança de v. Em

seguida, aplicamos uma função de atualização Upd que recebe m(ℓ)
v e o embedding de v na
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camada anterior. Matematicamente, o processo de passagem de mensagem pode ser descrito

recursivamente como

m(ℓ)
v = Agg(ℓ)({h(ℓ−1)

u : u ∈ N (v)}), ∀v ∈ V, (3.4)

h(ℓ)v = Upd(ℓ)(h(ℓ−1)
v ,m(ℓ)

v ), ∀v ∈ V, (3.5)

onde Upd é uma função arbitrária diferenciável (por exemplo, uma rede MLP) e Agg é uma

função arbitrária invariante à ordem. Além disso, temos que h(0)v = xv ∀v ∈ V . A Figura 3

ilustra o processo de passagem de mensagem em GNNs.

Figura 3 – Visão geral de como um vértice agrega mensagens de sua vizinhança
local. O modelo agrega mensagens dos vizinhos de A (ou seja, E, F e
D) e, por sua vez, as mensagens vindas desses vizinhos são baseadas
em informações agregadas de suas respectivas vizinhanças, e assim por
diante. Esta visualização mostra uma versão de duas camadas de um
modelo de passagem de mensagens.
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3.2.1.1 Graph Convolutional Network (GCN)

O modelo Graph Convolutional Network (GCN, (KIPF; WELLING, 2016)) foi provavel-

mente o principal responsável por popularizar GNNs, possivelmente devido à sua simplicidade.

A função Agg da GCN é uma soma ponderada dos vizinhos do nós u ∈ N (v), de maneira

que o embedding do nó u recebe peso inversamente proporcional ao produto das raízes de

du = |N (u)|+ 1 e dv = |N (v)|+ 1. Já a função Upd consiste em somar o embedding de cada
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nó v dividido por dv com a mensagem proveniente de seus vizinhos e aplicar uma camada linear

seguida de uma função de ativação ψ (tipicamente uma função Rectified Linear Unit, RELU).

Esse processo pode ser escrito como:

m(ℓ)
v =

∑
u∈N (v)

1√
dudv

h(ℓ−1)
u ∀v ∈ V, (3.6)

h(ℓ)v = ψ

((
1

dv
h(ℓ−1)
v +m(ℓ)

v

)
Θℓ

)
∀v ∈ V, (3.7)

onde Θℓ ∈ Rdℓ×dℓ+1 é uma matriz de parâmetros/pesos. Vale ressaltar que as equações acima

podem ser concisamente representadas por H(ℓ) = ψ
(
ÃH(ℓ−1)Θℓ

)
. Note que GCNs utilizam

uma única matriz de pesos por camada, e de forma geral, o processamento é bem parecido com

o de uma rede neural MLP, com a principal diferença sendo a etapa de difusão de embeddings de

nós no grafo através da multiplicação por Ã.

3.2.1.2 Simple Graph Convolution (SGC)

O modelo simple graph convolution (SGC) (WU et al., 2019) consiste em uma simplifi-

cação da GCN. Note que podemos expandir a recursão da GCN para obter

H(ℓ) = ψ
(
Ãψ
(
· · ·ψÃ

(
ÃXΘ(1)

)
Θ(2) . . .

)
Θ(ℓ)

)
. (3.8)

Para reduzir o custo computacional das GCNs, o modelo SGC remove as não linearidades

entre as camadas da GCN. Como resultado, é possível colapsar os parâmetros do modelo com L

camadas em uma única matriz Θ = Θ(1)Θ(2) · · ·Θ(L). Desta forma, a função de atualização para

calcular a matriz de representações do SGC é definida como:

H = ÃLXΘ. (3.9)

Surpreendentemente, o modelo SGC mostrou desempenho igual ou superior às GCNs para a

tarefa de classificação de nós, mas é mais eficiente e possui menos parâmetros ajustáveis.

3.2.1.3 Graph Isomorphism Network (GIN)

Xu et al. (2019) exploram o fato de que o processo de passagem de mensagem se

assemelha fortemente a uma heurística para detecção de isomorfismo em grafos chamada de teste

de Weisfeiler-Lehman (WL) (WEISFEILER; LEMAN, 1968). Nessa heurística, inicializamos os

nós de ambos os grafos que queremos verificar com cores que representam seus atributos (ou

uma cor padrão, caso atributos de nó não estejam disponíveis). Nos passos seguintes do teste
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WL, verificamos se os multisets de cores relativos a cada grafo são idênticos. Caso positivo, os

nós atualizam suas cores em paralelo, aplicando uma função de HASH que toma como entrada a

sua cor e o multiset com as cores de seus vizinhos. Caso contrário, o teste para indicando que os

grafos não são isomórficos. Se os multisets não mudam entre duas iterações, o algoritmo encerra

com resultado inconclusivo.

Note que a função HASH age de maneira análoga à composição das funções AGG e UPD

em uma GNN, com a restrição de que HASH é uma função injetiva. Intuitivamente, então, basta

que a composição UPD ◦ AGG seja injetiva para que uma GNN seja tão poderosa quanto o teste

WL. A fim de alcançar esse objetivo, graph isomorphism networks (GINs) (XU et al., 2019)

usam a seguinte implementação de passagem de mensagem:

m(ℓ)
v =

∑
u∈N (v)

h(ℓ−1)
u ∀v ∈ V, (3.10)

h(ℓ)v = MLP(ℓ)
(
(1 + ϵ(ℓ))h(ℓ−1)

v +m(ℓ)
v

)
∀v ∈ V, (3.11)

onde MLP(ℓ)(·) representa um perceptron multicamada. Se os atributos iniciais de cada nó

forem do tipo one-hot encodings, então podemos fazer h(0)v = xv; caso contrário, utilizamos

h
(0)
v = MLP(xv). O primeiro caso acontece pois a soma de vetores one-hot já é injetiva. O

embedding final de cada nó após a última camada é h(L).

Utilizando h(L) para tarefas de predição. No contexto de aprendizado em grafos, neste trabalho,

estamos principalmente interessados em tarefas preditivas a nível de nó e grafo:

• Classificação de nós: Essa tarefa envolve a determinação da categoria ou classe de cada

nó em um grafo, sendo útil para problemas como a identificação de comunidades em

redes sociais ou a classificação de documentos em redes de citações acadêmicas (KIPF;

WELLING, 2016).

• Classificação de grafo: Trata-se da tarefa de classificar uma característica discreta ou

contínua de um grafo ou subgrafo. A previsão de características de grafos é particularmente

útil em áreas onde cada entidade é representada por um grafo separado, e.g., classificação

de propriedades de moléculas (XU et al., 2019).

As subseções acima descreveram como extrair embeddings para cada nó, condensando

informação sobre a estrutura do grafo ao redor do mesmo. Quando estamos interessados em

classificar ou prever uma propriedade de um nó v ∈ V , usamos seu embedding final h(L)v como

entrada para uma rede neural feedforward (e.g., MLP) para obter predições da variável de saída.
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É importante ressaltar que as GNNs são treinadas de maneira supervisionada (end-to-end). Ou

seja, tanto os parâmetros da GNN quanto da rede feedforward são treinados de maneira conjunta,

propagando gradientes a partir de uma função de perda supervisionada (e.g., entropia cruzada

ou erro quadrático médio). No caso em que queremos classificar ou prever uma propriedade

do grafo G, combinamos os embeddings (h
(L)
v )v∈V de todos os seus nós usando uma função

invariante a permutação (também chamada de pooling ou readout) para obter um embedding

h
(L)
G para o grafo. Novamente, usamos h(L)G como entrada para uma rede feedforward que produz

as predições do nosso modelo.

3.2.2 Redes de Passagem de Mensagem de Alta Ordem

Devido ao fato de o poder expressivo das GNNs baseadas em message passing ser,

no máximo, equivalente ao do teste de Weisfeiler–Leman de 1-cor (1-WL), tais redes não

conseguem, em geral, resolver certas tarefas nos grafos — por exemplo, detectar ou contar

estruturas locais como triângulos ou cliques — sem recorrer a extensões arquiteturais. Essa

limitação inerente tem motivado o desenvolvimento de modelos mais expressivos, explorando,

por exemplo, redes neurais topológicas (TNNs) (BODNAR et al., 2021b), features aleatórias

(SATO; YAMADA; KASHIMA, 2021) e codificações estruturais/posicionais (LI et al., 2020;

YOU; YING; LESKOVEC, 2019).

Como as GNNs, a maioria das TNNs emprega mecanismos de passagem de mensagens

para obter representações de nível de célula (PAPILLON et al., 2023). Em particular, seja (Ni)i

uma sequência finita de estruturas de vizinhança, que representam as interações entre os elemen-

tos no espaço relacional. Na sua forma geral, começando com h0σ = xσ para todas as células σ,

onde xσ é o vetor de características associado à célula σ, uma TNN de passagem de mensagens

(BODNAR et al., 2021a) calcula recursivamente o estado das células em camadas sucessivas. O

cálculo das mensagens mℓ
i,σ para cada célula σ é dado pelos seguintes multiconjuntos:

mℓ
i,σ =


{{ϕℓ,i(h

ℓ
τ , h

ℓ
σ, h

ℓ
δ) : τ ∈ Ni(σ), δ ∈ NB(σ, τ)}}, se Ni = N↓

{{ϕℓ,i(h
ℓ
τ , h

ℓ
σ, h

ℓ
δ) : τ ∈ Ni(σ), δ ∈ NC(σ, τ)}}, se Ni = N↑

{{ϕℓ,i(h
ℓ
τ , h

ℓ
σ) : τ ∈ Ni(σ)}}, caso contrário.

(3.12)

onde NC(σ, τ) = NC(σ) ∩ NC(τ) e NB(σ, τ) = NB(σ) ∩ NB(τ). Além disso, a função ϕℓ,i

representa o cálculo das mensagens entre as células τ , σ e δ, dependendo do tipo de vizinhança

envolvida, seja ela inferior (N↓), superior (N↑) ou baseadas em fronteira. A atualização do estado
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das células hℓσ na camada ℓ para a camada seguinte ℓ+ 1 é:

hℓ+1
σ = φ

(
hℓσ,
⊗
i

Aggℓ
(
mℓ

i,σ

))
(3.13)

onde hℓσ é a representação da célula σ na camada ℓ. A operação de agregação
⊗

combina as

mensagens de diferentes vizinhanças e a função de agregação Aggℓ aplica uma agregação sobre

as mensagens recebidas de todas as células vizinhas. A função φ é responsável por atualizar a

representação da célula, geralmente utilizando uma rede neural do tipo MLP.

3.2.2.1 Simplex Convolutional Network (SCN)

O modelo SCN (YANG; SALA; BOGDAN, 2022) é um método de aprendizado de

representação para complexos simpliciais. Ele pode ser visto como uma extensão natural do

modelo GCN, onde a difusão no grafo com a matriz de adjacência normalizada é substituída por

adjacências baseadas em Laplacianas de Hodge.

Para matriz de fronteira B com ranking r > 0, denotamos por ∆r = BT
r−1Br−1 +BrB

T
r

a matriz Laplaciana de Hodge de dimensão r. A matriz de adjacência correspondente com

self-loops adicionados é dada por Ar = ∆r +2INr . Também definimos as matrizes de adjacência

normalizadas como Ãr = D
−1/2
r ArD

−1/2
r para r = 0 . . . R, onde (Dr)ii =

∑
j(Ar)ij é a matriz

diagonal de graus para os r-símplices. Na camada ℓ e para a dimensão r, a saída da camada do

SCN é dada por:

H(ℓ)
r = ψ(ÃrH

(ℓ−1)
r W (ℓ)

r ) (3.14)

com H
(0)
r = Xr — a matriz Xr contém os atributos dos símplices de dimensão r ao longo das

linhas. Para a tarefa de classificação de nós é aplicada uma camada de readout feita recursiva-

mente sobre a saída calculada para cada dimensão. Seja ZR = H
(L)
R , realizamos o readout de

dimensões superiores para inferiores da seguinte forma:

Zr−1 =
[
ψ(BrZrΘ

(1)
r ) ∥ H(L)

r−1

]
Θ(2)

r para 1 ≤ r ≤ R (3.15)

onde Θ
(1)
r e Θ

(2)
r são matrizes de parâmetros, ψ(·) uma função de ativação não linear e ∥ a

operação de concatenação. Por fim, a predição para nós é dada por

Y0 = softmax(Z0Θ0) (3.16)

Em que Θ0 mapeia os vetores-linha de Z0 para RC0 com C0 denotando o número de classes para

os 0-símplices.
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Na literatura também é proposta uma variante chamada de simplicial complex convolutio-

nal networks (SCCN) que considera troca de mensagem entre símplices de dimensões adjacentes

(HAJIJ et al., 2022a). Nesse caso, SCCN utiliza uma matriz de adjacência completa A dada por

A =


αA0 βB0 0

βBT
0 αA1 βB1

0 βBT
1 αA2

 (3.17)

A matriz A tem as matrizes de r-adjacência Ar na diagonal principal e as matrizes de

incidência Br nas diagonais superiores e inferiores. As variáveis α e β são parâmetros ajustáveis.

A matriz Ar captura relações dentro da mesma dimensão, enquanto Br mostra conexões entre

um r-simplex e um (r − 1)-simplex que é uma face do r-simplex. O SCCN usa a operação

convolucional na matriz de adjacência completa A conforme a Equação 3.14.

3.2.2.2 CW Networks (CWN)

Bodnar et al. (2021a) propõem um framework geral para passagem de mensagem em

complexos celulares, denominado CW networks (CWNs). Dentre os modelos propostos, cell

isomorphism networks (CINs) seguem um desenho arquitetural baseado em GINs (XU et al.,

2019). Em particular, CINs empregam

mℓ+1
B (σ) = MLPℓ

B,r(σ)

(1 + ϵ1)h
ℓ
σ +

∑
τ∈NB(σ)

hℓτ

 (3.18)

mℓ+1
↑ (σ) = MLPℓ

↑,r(σ)

(1 + ϵ2)h
ℓ
σ +

∑
τ∈N↑(σ)

∑
δ∈NC(σ)∩NC(τ)

MLPℓ
r(σ)(h

ℓ
δ ∥ hℓτ )

 (3.19)

hℓ+1
σ = MLPℓ

upd

(
mℓ+1

B (σ) ∥mℓ+1
↑ (σ)

)
, (3.20)

onde ϵ1, ϵ2 são constantes, MLPℓ
B,r(σ) e MLPℓ

↑,r(σ) são MLPs de duas camadas, e MLPℓ
upd e

MLPℓ
r(σ) são camadas densas seguidas por funções de ativação do tipo ReLU.

Para tarefas de predição a nível de complexo, as representações finais das células são

combinadas usando uma camada de readout (por exemplo, média ou soma) antes de passar por

um “cabeça” de classificação (por exemplo, MLP).

3.2.2.3 Cell Complex Neural Networks (CXN)

Hajij, Istvan e Zamzmi (2020) também exploram redes de passagem de mensagem para

complexos celulares. A abordagem proposta é muito similar ao modelo CWN — comparativa-
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mente CXNs utilizam um número menor de estruturas de vizinhança. Em particular, em uma das

variantes de CXNs1, dado um rank r, o processo de passagem de mensagem é dado por:

hℓ+1
σ =


ReLU

(
γσh

ℓ
σΘ

ℓ
0 +

∑
τ∈N↑(σ)

γσ,τh
ℓ
τΘ

ℓ
0

)
, se r(σ) = 0

ReLU
(∑

τ∈NB(σ) h
ℓ
τΘ

ℓ
2

)
, se r(σ) = 2

h0σ, se r(σ) = 1

(3.21)

onde γσ e γσ,τ são coeficientes que ajustam a influência das células vizinhas na célula alvo —

podem ser aprendidos (como mecanismo de atenção) ou fixos (como em GCNs).

3.2.2.4 Unified Framework for Graph and Hypergraph Neural Networks (UniGNN)

UniGNN (HUANG; YANG, 2021) denota uma classe de modelos que visa generalizar

GNNs para hipergrafos. Ela permite que qualquer GNN possa ser aplicada a hipergrafos. Mais

especificamente, UniGNN emprega duas agregações. Seja Ev = {e ∈ E|v ∈ e} conjunto

de hiperarestas incidentes no vértice v onde E é o conjunto de hiperarestas. Então, UniGNN

recursivamente computa:

mℓ
e = ϕ1({hℓu}u∈e) ∀e ∈ E (3.22)

hℓ+1
v = ϕ2(h

ℓ
v, {mℓ

e}e∈Ev) ∀v ∈ V (3.23)

onde ϕ1 e ϕ2 denotam funções de agregação invariantes à ordem. É possível mostrar que

UniGNNs generalizam GNNs (HUANG; YANG, 2021).

1 Ver <https://github.com/pyt-team/TopoModelX/blob/main/topomodelx/nn/cell/ccxn_layer.py>

https://github.com/pyt-team/TopoModelX/blob/main/topomodelx/nn/cell/ccxn_layer.py
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4 ACELERANDO REDES CONVOLUCIONAIS PARA COMPLEXOS SIMPLICIAIS

As redes neurais topológicas (TNNs) têm mostrado grande potencial na modelagem de

dados que possuem uma estrutura de relacionamentos complexas, como grafos e complexos sim-

pliciais. No entanto, uma das principais limitações dessa abordagem está no custo computacional

elevado associado ao treinamento dessas redes. A necessidade de manipular múltiplas dimensões

e grandes matrizes de propagação torna o treinamento dessas redes extremamente intensivo em

termos computacionais, o que limita sua aplicabilidade em cenários com grandes conjuntos de

dados ou com estruturas topológicas de alta ordem.

Neste contexto, a proposta deste capítulo é apresentar uma versão simplificada e linear

das redes convolucionais para complexos simpliciais (SCN), chamada de simple simplex convo-

lutional network ou SimpleXCN. Além disso, o objetivo é de reduzir o custo computacional

associado ao treinamento dessas redes.

4.1 Simple simplex convolutional network (SimpleXCN)

O SimpleXCN adota uma abordagem similar à apresentada no SGC (WU et al., 2019),

onde as não-linearidades são removidas para obtermos modelos lineares. Simplificando o SCN,

SimpleXCN remove as não-linearidades entre as camadas intermediárias e colapsa as matrizes

de pesos/parâmetros em uma única matriz Θr para cada dimensão do complexo simplicial —

reduzindo substancialmente o número de parâmetros a serem aprendidos. Além disso, tratamos as

matrizes utilizadas na propagação como hiper-parâmetros. Ou seja, assuma que Sr é uma matriz

de propagação (ou de difusão) de dimensão r. Então, podemos escolher Sr = ∆r (Laplaciana

de Hodge), Sr = Ar = ∆r + 2INr (adjacência) ou Sr = Ãr = D
−1/2
r ArD

−1/2
r (adjacência

normalizada).

Seguindo o modelo SCN, a propagação entre células de diferentes dimensões ocorre

separadamente, seguido por uma etapa de down-lifting. Considere um complexo simplicial de

dimensão R = 2 e uma SCN com L = 1 camada. Então, a representação a nível de nó obtida é:

H(1)
r = ψ(ÃrXrW

(1)
r ) (4.1)

Z0 =

ψ(B1 [ψ(B2H
(1)
2︸︷︷︸
Z2

Θ
(1)
2 )∥H(1)

1 ]Θ
(2)
2

︸ ︷︷ ︸
Z1

Θ
(1)
1 ) ∥ H(1)

0

Θ
(2)
1 , (4.2)



42

em que Θℓ ∈ Rdℓ×dℓ+1 é uma matriz de parâmetros/pesos ajustáveis e ∥ denota a operação de

concatenação. Removendo todas as não-linearidades, obtemos

Z0 =
[
B1[B2Ã2X2W

(1)
2 Θ

(1)
2 ∥Ã1X1W

(1)
1 ]Θ

(2)
2 Θ

(1)
1 ∥ Ã0X0W

(1)
0

]
Θ

(2)
1 , (4.3)

Z0 =
[
[B1B2Ã2X2W

(1)
2 Θ

(1)
2 ∥B1Ã1X1W

(1)
1 ]Θ

(2)
2 Θ

(1)
1 ∥ Ã0X0W

(1)
0

]
Θ

(2)
1 , (4.4)

e colapsando as matrizes de parâmetros em uma matriz Θ0, temos:

Z0 =
[
B1B2Ã2X2 ∥ B1Ã1X1 ∥ Ã0X0

]
Θ0. (4.5)

Com isso, podemos agora generalizar essa abordagem para diferentes matrizes de difusão

Sr e qualquer dimensão r. Para obtermos representações dos símplices de dimensão r, primeiro

calculamos o resultado SL
r′Xr′ de L passos de difusão de X̃r′ para toda ordem r′, incluindo r.

Então, concatenamos às features
(
SL
r Xr

)
σ

do r-símplice σ pós-difusão as somas das features

de todas as cofaces de σ, também após difusão e separadas por ordem. Finalmente, obtemos os

logits para classificação do r-símplice σ usando uma transformação linear Θr. De modo geral, o

processo pode ser descrito sucintamente para todos os símplices de dimensão r como:

Zr =

[(∥∥∥∥R
m=r+1

(
m∏

j=r+1

Bj

)
SL
mXm

)∥∥∥∥SL
r Xr

]
Θr, (4.6)

onde R é a dimensão do maior símplice do complexo simplicial. Para classificação de nós

computamos Y0 = softmax(Z0).

4.2 Experimentos e Resultados

Nesta seção serão detalhados o setup experimental, as etapas de pré-processamento apli-

cadas, as configurações da arquitetura das redes neurais, a métrica de avaliação e os conjuntos de

dados utilizados para avaliar o SimpleXCN. A avaliação empírica se concentra no desempenho

de redes neurais convolucionais para complexos simpliciais para classificação de nós. Serão

apresentados e discutidos os resultados quanto à acurácia, e ao desempenho computacional de

forma empírica.

4.2.1 Conjuntos de Dados

Para a análise, foram considerados oito bancos de dados provenientes de benchmarks

amplamente utilizados, sendo quatro deles representações de redes de citações: Cora, Citeseer,

Pubmed e DBLP (YANG; COHEN; SALAKHUDINOV, 2016; BOJCHEVSKI; GüNNEMANN,
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2018). Nestes casos, os nós representam artigos acadêmicos, enquanto as arestas indicam as

citações entre os mesmos. As características dos nós são representadas por vetores de bag of

words, e os rótulos dos nós correspondem aos tópicos acadêmicos dos artigos associados. Além

disso, foram utilizados outros quatro bancos de dados caracterizados por conter heterofilia:

Amazon-ratings, onde os nós representam produtos e as arestas conectam produtos, frequente-

mente comprados juntos; Minesweeper é um conjunto de dados sintético onde o grafo é uma

grade regular de 100× 100, cada nó está conectado a oito nós vizinhos, e a tarefa é prever quais

desses nós são minas; Questions é baseado em um site de perguntas e respostas, onde os nós

representam usuários, e uma aresta conecta dois nós se um usuário respondeu à pergunta do

outro. A tarefa é prever quais usuários permaneceram ativos no site (PLATONOV et al., 2023).

Cada banco de dados foi dividido na proporção de 50% para os dados de treinamento, 25% para

validação e 25% para teste. A Tabela 1 apresenta as propriedades dos conjuntos de dados.

Tabela 1 – Propriedades dos conjuntos de dados. É apresentada a quantidade apro-
ximada de nós, arestas, características e classes para cada conjunto de
dados. Também descrevemos como os dados são distribuídos entre os
conjuntos de teste, validação e treinamento. A proporção de divisão para
cada conjunto de dados: metade dos dados é usada para treinamento, 25%
é usada para validação, e 25% é usada para teste.

Conjuntos de dados #Vertices #Arestas # Características #Classes Treino% Validação% Teste%
Cora ∼ 2, 7K ∼ 10K 1, 433 7 50 25 25

Citeseer ∼ 3, 3K ∼ 9K 3, 703 6 50 25 25
Minesweeper ∼ 10, 0K ∼ 39K 7 2 50 25 25

DBLP ∼ 17, 7K ∼ 105K 1, 639 4 50 25 25
Pubmed ∼ 19, 7K ∼ 88K 500 3 50 25 25

Amazon-ratings ∼ 24, 5K ∼ 93K 300 5 50 25 25
Questions ∼ 48, 9K ∼ 153, 5K 301 2 50 25 25

4.2.2 Configuração Experimental

Para a comparação de desempenho, foram escolhidos os modelos SCN e SCCN (YANG;

SALA; BOGDAN, 2022), pois eles estendem diretamente a abordagem da GCN, proporcionando

um cenário ideal para a realização de experimentos com um método de simplificação semelhante

ao do SGC. Todos os modelos foram treinados com pelo menos duas camadas de convolução.

Também foi realizado um grid search utilizando o Optuna (AKIBA et al., 2019) para encontrar os

melhores hiperparâmetros. Definimos o espaço de busca para a taxa de aprendizado (de 0.001 a

0.01) com passo de 0.001, o decaimento de pesos entre (0, 5e-4, 5e-6) e a ordem de elevação (2),

considerando apenas triângulos. Especificamente para o SimpleXCN, definimos um intervalo
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de (2 a 7) para o grau de propagação.

Para as implementações, foi utilizado o framework TopoBenchmarkX (PYT-TEAM,

2024), que fornece todos os recursos necessários para calcular o complexo simplicial através da

elevação por clique e da elevação de features via projeção (Projection Sum). Para cada conjunto

de dados, o SimpleXCN foi executado por 5 vezes.

4.2.3 Resultados

A análise dos resultados apresentados na Tabela 2 revela que, embora o SimpleXCN

não seja consistentemente o melhor modelo em todas as métricas, ele se mantém competitivo,

apresentando um bom desempenho em relação aos outros métodos, SCN e SCCN. A média e o

desvio padrão das acurácias mostram uma variação de desempenho entre os diferentes conjuntos

de dados, indicando que não há uma arquitetura que se destaque de forma clara e definitiva.

Tabela 2 – A comparação de várias arquiteturas em múltiplos bancos de dados. Cada
entradas da tabela apresenta a média e o desvio-padrão das acurácias.
Apesar de não ter uma melhora significativa o SimpleXCN é competi-
tivo comparativamente com as outras duas arquiteturas, embora seja bem
mais simples.

SCN SCCN SimpleXCN

Cora 86.3± 1.2 85.9± 0.3 86.1± 0.6
Citeseer 73.3± 1.7 73.0± 1.1 73.9± 1.6
PubMed 87.2± 0.4 86.5± 0.6 86.9± 0.7
DBLP 82.0± 0.2 82.9± 0.9 81.9± 0.3

Amazon-ratings 46.9± 0.3 44.7± 0.9 42.4± 0.7
Minesweeper 89.5± 0.3 89.8± 0.3 87.4± 0.3

Questions 65.1± 2.4 68.5± 2.5 68.0± 0.7

O SimpleXCN, apesar de ser uma arquitetura mais simples, apresenta um desempenho

notável em comparação com o SCN e o SCCN, mostrando que sua simplicidade não compromete

sua capacidade de entrega. Por exemplo, no conjunto de dados Cora, o SimpleXCN obteve

uma acurácia de 86.1± 0.6, ficando apenas ligeiramente atrás do SCN, que obteve 86.3± 1.2.

Em outros casos, como no Citeseer, o SimpleXCN obteve 73.9± 1.6, superando o SCN, que

teve 73.3± 1.7.

Com o objetivo de avaliar se as diferenças observadas entre as acurácias do SimpleXCN

e das outras arquiteturas são estatisticamente significativas, foi realizado o teste de Wilco-

xon (WILCOXON, 1945) — um método não-paramétrico para comparação de duas amostras

pareadas.
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Tabela 3 – Os resultados do teste de Wilcoxon, comparando as acurácias do
SimpleXCN a dois métodos distintos, SCN e SCCN. São mostrados em
diversos conjuntos de dados: Cora, Citeseer, PubMed, DBLP, Amazon,
Question e Minesweeper. Este teste foi utilizado para verificar se existem
diferenças estatisticamente significativas entre as acurácias.

Cora Citeseer PubMed DBLP Amazon Questions Minesweeper

SCN
Statistic 3.0 5.0 2.0 7.0 0.0 2.0 0.0
p-value 0.4652 0.6250 0.1875 1.0000 0.0625 0.1875 0.0625

SCCN
Statistic 3.0 7.0 5.0 2.0 0.0 6.0 0.0
p-value 0.4652 1.0000 0.6250 0.1875 0.0625 0.8125 0.0625

Tabela 4 – Comparação de tempo por iteração entre as arquiteturas. Foram realizados
testes em quatro conjuntos de dados que contêm o maior número de nós
e arestas; esses conjuntos também foram escolhidos porque, devido à
elevada quantidade desses atributos, é mais fácil evidenciar diferenças
de desempenho entre as arquiteturas. Nota-se que houve uma redução
significativa no tempo de execução do conjunto Questions.

SCN SCCN SimpleXCN

DBLP 0.49 seg/it 0.60 seg/it 0.47 seg/it
PubMed 0.11 seg/it 0.11 seg/it 0.11 seg/it

Questions 1.41 seg/it 1.52 seg/it 0.28 seg/it
Amazon 0.27 seg/it 0.26 seg/it 0.21 seg/it

Os resultados que estão presentes na Tabela 3, indicam que, em geral, não há diferenças

estatisticamente significativas nos conjuntos de dados analisados. A maioria dos p-valores está

acima de 0,05, sugerindo que as diferenças observadas podem ser atribuídas ao acaso e não

representam um efeito real significativo. Apenas alguns conjuntos de dados apresentaram p-

valores próximos ao limiar de significância, indicando uma tendência marginal para diferenças,

mas sem evidência suficiente para rejeitar a hipótese nula com um nível de confiança padrão.

Porém, é importante destacar que o objetivo principal do SimpleXCN não é ser o

modelo com melhor desempenho, mas sim ser mais leve e escalável. Portanto, mesmo que o

SimpleXCN não consiga superar consistentemente os outros modelos em termos de acurácia,

ele pode ser mais adequado para cenários com limitações de recursos computacionais ou a

necessidade de lidar com grandes volumes de dados.

Foram realizados experimentos focados no desempenho computacional de forma em-

pírica, utilizando uma GPU RTX4060. Neste teste, mediu-se o pico de memória alocada, o

número de parâmetros e o tempo médio de execução por época para cada arquitetura. Para esses

experimentos, selecionamos alguns dos conjuntos de dados com maior quantidade de nós, arestas

e features, permitindo assim destacar de forma mais evidente a relação entre o desempenho e a
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complexidade dos dados. Os resultados são mostrados nas Tabelas 4 e 5.

Tabela 5 – O número total de parâmetros para cada arquitetura e o pico de memória
alocada para sua execução são apresentados.

SCN SCCN SimpleXCN

DBLP 173 K / 1.29 GB 178 K / 1.29 GB 22.9 K / 1.11 GB
PubMed 64.3 K/ 0.46 GB 69.3 K / 0.46 GB 5.5 K / 0.31 GB

Questions 45.2 K / 4.98 GB 50.1 K / 4.98 GB 2.4 K / 0.61 GB
Amazon 45.2 K/ 0.99 GB 50.1 K / 0.98 GB 5.1 K / 0.40 GB

Pode-se observar uma redução clara, que chega a ser de 10 vezes no número de parâme-

tros e, consequentemente, uma redução significativa no uso de memória, que chega a ser de 50%.

Essa redução, evidenciada pelas tabelas acima, é particularmente notável no conjunto de dados

Questions. Isso ocorre porque esse conjunto possui a maior quantidade de nós e arestas, o que,

durante o processo de lifting, resulta na formação de um número maior de cliques. Consequente-

mente, são geradas matrizes de incidência e Laplacianas de Hodge maiores para representar a

estrutura do complexo simplicial. Isso proporciona um cenário favorável, evidenciando a redução

tanto no tempo de execução quanto no número de parâmetros.
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5 LIFTING DIFERENCIÁVEL

Nesta seção, será apresentado o ∂lift (lido como DiffLift), uma estrutura geral para

aprender funções de elevação de grafos para estruturas de ordem superior. A Seção 5.1 fornece

uma descrição iterativa do método, permitindo o aprendizado de estruturas de ordem cada vez

mais altas. As Subseções 5.1.1 e 5.1.3 utilizam ∂lift para elevação de grafo para hipergrafo e

grafo para complexo de celulares, respectivamente.

5.1 Formulação Geral

Consiste em determinar quais células de ordem superior devem ser adicionadas a um

grafo de entrada G, de forma a satisfazer as restrições do domínio alvo. Para isso, foi proposta a

seguinte formulação.

∂lift : Formulação geral para elevações diferenciáveis de grafos

Entrada: Grafo G = (V,E, x), domínio alvo T, e dimensão máxima Dmax.

Passo 1: Calcular as incorporações dos nós. Use uma GNN arbitrária para calcular

uma representação vetorial (embedding) zv para cada nó v ∈ V . Esta GNN pode ser um

modelo pré-treinado ou aprendido de ponta a ponta. Defina a dimensão do domínio atual

como D = 1.

Passo 2: Selecionar células candidatas. Dadas as representações dos nós {zv}v∈V ,

defina um conjunto de células candidatas C ⊆ 2V de dimensão D. Para cada célula C ∈ C,

calcule uma representação zC =
⊕

v∈C zv, onde
⊕

é uma função de agregação invariante

a permutações. Observe que o procedimento exato para definir células candidatas depende

do domínio alvo T, pois os candidatos devem respeitar possíveis restrições de hierarquia

entre células.

Passo 3: Aceitar/rejeitar células candidatas. Aplique uma rede neural ϕ (por exemplo,

uma MLP) que define uma probabilidade de aceitação ϕ(zC) para cada célula candidata

C. Finalmente, gere uma amostra yC de uma distribuição de Bernoulli com parâmetro

ϕ(zC), indicando se a célula C é aceita ou não. O domínio resultante é então dado por

V ∪ E ∪ {C ∈ C : yC = 1 com yC ∼ Ber(ϕ(zC))}.
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Passo 4: Verificação de término. Se D = Dmax, pare; caso contrário, D ← D + 1 e

retorne ao Passo 2.

O ∂lift é aprendido de ponta a ponta, utilizando o estimador straight-through (BENGIO;

LÉONARD; COURVILLE, 2013) para propagar gradientes através das amostras no Passo 3.

Para hipergrafos, assumimos que as hiperarestas possuem dimensão um, fazendo com que o ∂lift

pare assim que chega ao Passo 4. Observamos que os Passos 2 e 3 são os únicos dependentes do

domínio. A seguir, é explicado como esses passos podem ser adaptados a domínios específicos.

5.1.1 Lifting de Grafo para Hipergrafo

Passo 1. De forma similar a formulação geral do ∂lift: utilizamos uma GNN arbitrária para

calcular uma representação zv para cada nó v ∈ V , mantendo a dimensão inicial D = 1.

Passo 2. Suponha que desejamos aprender uma hiperaresta para cada nó. Para cada nó v,

definimos uma hiperaresta candidata C(v) como um conjunto S ⊆ V que contém exatamente kv

nós, escolhidos de acordo com a seguinte condição:

C(v) =

{
S ⊆ V : |S| = kv e ∀w /∈ S, dist(zw, zv) ≥ max

u∈S
dist(zu, zv)

}
,

sendo dist(zu, zv) a distância Euclidiana entre as representações vetoriais zu e zv dos nós u e

v, respectivamente. A condição garante que, para cada nó w que não está em S, a distância

dist(zw, zv) será sempre maior ou igual à maior distância entre v e os nós presentes em S. Isso

implica que os nós em S são os kv nós mais próximos de v, e quaisquer nós adicionais não

podem ser mais próximos de v do que os nós já selecionados.

Para permitir tamanhos adaptativos de hiperarestas, kv é amostrado de acordo com uma

distribuição de probabilidade parametrizada por uma função zv de v. Mais especificamente,

definimos o vetor de probabilidade πv, de dimensão kmax − kmin + 1, tal que:

πv ∝ exp ◦MLP(zv), (5.1)

sendo MLP uma rede neural de múltiplas camadas aplicada à representação zv, e exp ◦ denota

a aplicação da função exponencial aplicada ao resultado da rede neural de multi-camadas. Em

seguida, fazemos kv ∼ Categorical(πv), ou seja, kv é amostrado a partir de uma distribuição

categórica com probabilidade dada por πv. Os valores kmin e kmax definem os limites inferior e

superior para kv, respectivamente.
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Figura 4 – Duas iterações do ∂lift para complexos de células. Na primeira iteração,
calculamos a representações através de uma GNN para cada nó u, zu, em
que estas representações são utilizadas para delimitar as células candidatas
de 1 dimensão. Especificamente, consideramos o equivalente das células
de aresta que conectam u a cada um de seus ku vizinhos mais próximos no
espaço de representações, onde ku é uma variável aleatória parametrizada
por zu. Uma função é aplicada sobre o conjunto de representações dos
nós dentro de cada célula para calcular suas probabilidades de aceitação.
A partir da segunda iteração, usamos a elevação por ciclos no nosso com-
plexo de células aumentado para gerar células candidatas, cujas probabili-
dades de aceitação são calculadas de forma semelhante ao primeiro passo.
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Passo 3. É definida a probabilidade de aceitação (ou seja, de bv = 1) para C(v) como uma

função dos embeddings dos nós em C(v). Mais especificamente, bv é dado por:

bv ∼ Ber(Ψ({{zu : u ∈ C(v)}})), (5.2)

onde Ψ é aprendível e mapeia de multiconjuntos (ou seja, Ψ é invariável à ordem) de elementos

em Rd para (0, 1).

5.1.2 Elevação de Características (Feature Lifting)

Cada hiperaresta aceita C(v) recebe um vetor de características xC(v) calculado como

uma operação de multiconjunto sobre {{xu : u ∈ C(v)}}. Especificamente, utilizamos uma

projeção de soma escalada:

xC(v) =
1

kv

∑
u∈C(v)

xu, ∀v tal que bv = 1. (5.3)

5.1.3 Elevação de Grafo para complexo de células

Por razões computacionais, o procedimento de elevação para complexos de células é

divido em dois casos (modificando somente o Passo 2 e Passo 3). Uma visão geral do método

de elevação proposto de grafo para complexo de células está representado na Figura 4.
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5.1.3.1 Caso D = 1: Aprendendo arestas

Passo 1. Novamente utilizamos uma GNN arbitrária para calcular uma representação zv para

cada nó v ∈ V , mantendo a dimensão inicial D = 1.

Passo 2. De forma similar à elevação de grafo para hipergrafo, para cada nó v, é amostrada um

tamanho de vizinhança kv e um conjunto C(v) ⊆ V \ {v} contendo os nós associados aos kv

vizinhos mais próximos de v é definido no espaço de representações (embeddings).

Passo 3. Construímos as arestas candidatas (células de 1-dimensão) considerando cada par

(v, v′) e sua probabilidade de aceitação é definida (ou seja, de bv,v′ = 1) como uma função das

representações de v e v′.

Especificamente, fazemos bv,v′ ∼ Ber (Ψ({{zv, zv′}})), onde Ψ é uma função invariável à

ordem. Ao final desta iteração, o complexo de células obtido é dado por:

K1 = V ∪ E ∪ {{v, v′} : v ∈ V, v′ ∈ C(v) com bv,v′ = 1}. (5.4)

Quanto ao feature lifting, a projeção de soma escalada é aplica, de forma idêntica ao caso do

hipergrafo.

5.1.3.2 Caso D ≥ 2: Aprendendo células D-dimensões

Para selecionar células candidatas de dimensão arbitrária, precisa-se ter noção de ciclos

n-dimensões de um complexo de células. Seja Cn(K) os n-ciclos do complexo de células K,

equipados com a estrutura de espaço vetorial Z/2Z. Também seja ∂n : Cn(K)→ Cn−1(K) o a

função de fronteira linear de K. Então, os n-ciclos de K são dados por Zn(K) = ker(∂n) (ver

Seção 2.8, pág 28).

Passo 2. Seja KD−1 o complexo de células no final da iteração D − 1. É selecionada uma base

para o conjunto de ciclos (D − 1)-dimensões ZD−1(K
D−1) em KD−1 para servir como células

candidatas. Uma base de ciclos é uma coleção mínima de ciclos tal que qualquer ciclo pode ser

escrito como uma soma módulo-2 dos ciclos na base.

Passo 3. Seja C o conjunto de ciclos (D−1)-candidatos do Passo 2. A definição da probabilidade

de aceitação de C ∈ C (ou seja, bC = 1) usando um modelo DeepSet (ZAHEER et al., 2017)

sobre o multiconjunto de representações {{zv}}v∈C de todos os nós v em C. O complexo de

células obtido nesta iteração é então:

KD = KD−1 ∪ {C ∈ C : bC = 1}. (5.5)
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Para simplificação, novamente, as características das células D-dimensões são obtidas

através da elevação de projeção de soma.

Observação 5.1. Apesar da generalidade do ∂lift, nos experimentos, são considerados apenas

complexos de células 2-dimensionais (Dmax = 2) e utiliza-se o algoritmo de (PATON, 1969),

disponível em bibliotecas como NetworkX (HAGBERG; SCHULT; SWART, 2008), para iden-

tificar ciclos básicos 1-dimensionais em grafos. Isso se deve principalmente ao fato de que

implementações atuais de TNNs para complexos de células só suportam objetos 2-dimensionais

— por exemplo, veja TopoBenchmarkX (TELYATNIKOV et al., 2024).

Observação 5.2. Uma versão determinística do ∂lift pode ser feita usando um limiar de

probabilidade, ou seja, simplesmente definimos bC = 1[Ψ(·) > γ] com, por exemplo, γ = 0.5,

para todas as células candidatas C.

5.2 Experimentos e Resultados

Nesta seção, o ∂lift é avaliado em duas tarefas complementares: classificação de grafos e

classificação de nós. O ∂lift é comparado com esquemas de elevação amplamente utilizados para

hipergrafos e complexos de células. Também são relatados resultados em diferentes TNNs dentro

de cada um desses domínios. Os experimentos foram realizados utilizando implementações

desenvolvidas com as bibliotecas PyTorch (PASZKE et al., 2017) e PyTorch Geometric (FEY;

LENSSEN, 2019), e executados em clusters de alto desempenho compostos por unidades de

processamento gráfico (GPUs) dos modelos NVIDIA A100 e V100.

5.2.1 Classificação de grafos

5.2.1.1 Conjuntos de dados

O desempenho do método foi avaliado em seis conjuntos de dados de benchmark ampla-

mente utilizados para previsão de propriedades moleculares: NCI1, NCI109, MUTAG, MOLHIV,

PROTEINS e ZINC (KERSTING et al., 2016; DWIVEDI et al., 2023; HU et al., 2020). Esses

conjuntos de dados são benchmarks padrão na literatura para avaliar a eficácia de modelos

baseados em grafos (DWIVEDI et al., 2023; TELYATNIKOV et al., 2024). Todas as tarefas são

problemas de classificação binária, com exceção do ZINC, que é uma tarefa de regressão.

Os conjuntos de dados NCI1, NCI109, PROTEINS e MUTAG fazem parte do TUData-

sets (KERSTING et al., 2016) — uma coleção de conjuntos de dados amplamente utilizada como
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benchmark em tarefas de aprendizado sobre grafos, onde cada grafo representa uma molécula;

ou seja, os nós correspondem aos átomos e as arestas, às ligações químicas. Consequentemente,

os rótulos codificam os tipos de átomos e ligações. Também utilizamos os conjuntos ZINC-12K

e MOLHIV (HU et al., 2020), benchmarks populares para previsão de propriedades moleculares.

As estatísticas de cada conjunto de dados são apresentadas na Tabela 6.

Tabela 6 – Estatísticas dos conjuntos de dados para tarefas em nível de grafo. É
apresentado a quantidade de grafos, classes, média de nós e arestas por
grafo, além da porcentagem dividida para treino, validação e teste.

Conjunto de Dados #Grafos #Classes Média #Nós Média #Arestas Treino% Val% Teste%
MUTAG 188 2 17.93 19.79 80 10 10

PROTEINS 1113 2 39.06 72.82 80 10 10
NCI1 4110 2 29.87 32.30 80 10 10

NCI109 4127 2 29.68 32.13 80 10 10
ZINC 12000 – 23.16 49.83 Divisão Pública

MOLHIV 41127 2 25.5 27.5 Divisão Pública

5.2.1.2 Baselines

O ∂lift foi comparado com quatro métodos de elevação de grafos: lifting de ciclos, lifting

de k-hops (k-saltos), lifting de k-vizinhos mais próximos (k-NN), e lifting de kernel. Entre esses,

o lifting de ciclos é a estratégia mais amplamente adotada para liftings de grafo para complexo de

células e se tornou o padrão em praticamente todas as TNNs que operam em complexos de células

(TELYATNIKOV et al., 2024; BODNAR et al., 2021a). De forma similar, o lifting de k-hops é a

abordagem predominante para construir hipergrafos a partir de grafos e frequentemente é o único

método considerado em benchmarks recentes, como (TELYATNIKOV et al., 2024). O lifting de

k-NN também foi considerado, pois ele compartilha semelhanças com a abordagem proposta

devido ao uso de k-NN. Finalmente, considerou-se o lifting de kernel, uma das abordagens mais

bem-sucedidas no desafio ICML TDL (BERNÁRDEZ et al., 2024). Notavelmente, essa escolha

de baselines abrange métodos de lifting baseados em conectividade (lifting de ciclos e k-hops),

características (k-NN lifting) e tanto conectividade quanto características (lifting de kernel).

5.2.1.3 Configuração da avaliação

Inicialmente para os conjuntos de dados ZINC e MOLHIV, foram utilizadas as divisões

de dados públicas de treino/validação/teste, e para os conjuntos de dados restantes, utilizamos

uma divisão aleatória de 80/10/10%. Selecionamos duas classes de TNNs de domínios diferentes:

redes neurais baseadas em complexos celulares — entre elas, a CW Network (CWN) (BODNAR
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et al., 2021a) e a Cell Complex Neural Network (CXN) (HAJIJ; ISTVAN; ZAMZMI, 2020) — e

redes para hipergrafos, provenientes do framework unificado para redes neurais de grafos e hiper-

grafos (Unified Framework for Graph and Hypergraph Neural Networks — UniGNN) (HUANG;

YANG, 2021). Nos experimentos realizados, utilizamos as versões integradas da Graph Iso-

morphism Network (GIN) (XU et al., 2019) e da Graph Convolution Network II (GCNII) (CHEN

et al., 2020) ao framework UniGNN, denominadas, respectivamente, UniGIN e UniGCNII.

Os hiperparâmetros (incluindo taxa de aprendizado, otimizador, tamanho do lote, largura,

profundidade, e outros) utilizados foram os mesmos reportados no TopoBenchmarkX para CWN,

CXN e UniGCNII em NCI1, NCI109, MUTAG, Proteins, ZINC (TELYATNIKOV et al., 2024) e

estão reportados na Tabela 7. Como o TopoBenchmarkX não reporta os hiperparâmetros ótimos

para UniGIN, utilizamos os mesmos hiperparâmetros usados para o UniGCNII.

Tabela 7 – Principais hiperparâmetros presentes no TopoBenchmarkX para CWN,
CXN e UniGCNII.

Hiperparâmetro Valor / Range
Otimizador Adam.
Taxa de aprendizado {0.01, 0.001}
Tamanho do lote (batch size) {128, 256}
Camadas ocultas {32, 64, 128}
Número de camadas {1,2,3,4}
Dropout {0.25, 0.5}
k_max {3,5,7,9,11}
Weight decay 0
Épocas 200
Early stopping 50

Para a base de dados MOLHIV, que não está presente no TopoBenchmarkX, foram

utilizadas redes com 2 camadas ocultas, com taxa de aprendizado selecionada entre os valores

{10−2, 5× 10−3 e 5× 10−3}, e a dimensão (número de neurônios ocultos em cada camada) foi

fixada em 64.

Para a otimização dos hiperparâmetros do ∂lift, escolhemos entre duas GNNs distintas —

Graph Transformer (RAMPÁŠEK et al., 2022) e Graph Isomorphism Network—com dimensões

de embeddings de {32, 64, 128}, e {2, 3} camadas ocultas. Além disso, buscamos por valores

ótimos de kv considerando kmax ∈ {3, 5, 7, 9, 11}. Escolhemos também k em {3, 5, 7, 9} para

o lifting k-NN. Para a elevação baseada em kernel, escolhemos os valores de temperatura

igualmente espaçados entre 0.1 e 9.6, com incrementos de 0.5.

Todos os modelos foram treinados por 200 épocas, com parada antecipada (early stop-

ping) após 50 épocas sem melhoria na acurácia de validação. Três testes foram realizados
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independentemente para calcular a média e o desvio padrão das métricas de desempenho. Os

hiperparâmetros ótimos foram selecionados com base na acurácia de validação.

Reportamos a média e o desvio padrão das métricas de desempenho (MAE ↓ para ZINC,

AUC ↑ para MOLHIV, e acurácia ↑ para todas as outras bases) para três execuções independentes.

Tabela 8 – Classificação de grafos: ∂lift vs liftings estáticos. O melhor modelo para
cada conjunto de dados/TNN está destacado em negrito. Para qualquer
TNN fixa e conjunto de dados, ∂lift é melhor que os liftings estáticos em
90% dos casos, oferecendo uma melhoria de desempenho de até 45%.

Domínio TNN Elevação NCI1↑ NCI109↑ MOLHIV↑ MUTAG↑ PROTEINS↑ ZINC↓

Grafo
GCN - 74.45±1.05 76.46±1.03 74.99±1.09 64.91±4.96 70.18±1.35 0.87±0.01

GIN - 76.89±1.75 76.90±0.80 70.76±2.46 80.70±2.48 72.50±2.31 0.62±0.01

Celular
CWN

Ciclo 76.93±1.18 76.71±1.34 70.15±3.98 66.67±12.41 69.05±2.95 0.46±0.01

∂lift 79.81±0.40 80.55±0.50 75.37±0.80 85.96±4.96 70.54±3.34 0.17±0.00

CXN
Ciclo 72.02±1.69 75.01±0.62 69.17±1.20 61.40±2.48 70.83±1.52 0.79±0.02

∂lift 82.08±1.50 82.57±0.40 74.83±1.96 84.21±4.30 69.94±2.10 0.17±0.01

Hipergrafo

UniGCN2

k-viz. 72.70±0.52 72.01±1.55 50.72±1.06 61.40±2.48 72.92±1.11 0.66±0.02

k-NN 71.78±0.20 68.60±0.93 57.73±6.84 64.91±2.48 73.51±0.42 1.10±0.01

kernel 73.80±0.94 72.64±0.40 57.07±10.32 63.16±8.59 73.21±0.73 0.79±0.02

∂lift 77.45±1.88 75.30±1.10 69.32±1.62 89.47±4.30 73.51±0.84 0.56±0.03

UniGIN

k-viz. 65.50±1.99 66.97±7.25 63.49±9.55 64.91±2.48 71.43±0.73 1.15±0.01

k-NN 72.83±1.09 70.14±1.48 52.34±3.21 59.65±4.96 72.62±1.52 1.10±0.02

kernel 60.50±1.26 66.59±1.49 49.60±0.07 57.89±4.30 66.67±1.83 1.45±0.02

∂lift 64.88±1.09 79.74±0.23 72.04±0.88 66.67±6.56 73.81±1.52 1.01±0.05

5.2.1.4 Resultados

A Tabela 8 mostra que o ∂lift é o operador de lifting com melhor desempenho em mais

de 90% das combinações TNN/conjunto de dados, tanto para complexos de células quanto para

hipergrafos. Notavelmente, o ∂lift resultou em uma melhoria na acurácia média de até ≈ 45%

em comparação com os liftings estáticos utilizando a mesma TNN. Para CWN e UniGCNII, o

∂lift supera os liftings estáticos em todos os conjuntos de dados. Nos conjuntos de dados NCI109

e ZINC, o ∂lift é consistentemente melhor que os liftings estáticos, estando próximo do SOTA

(estado da arte) nesses conjuntos de dados, e supera outros métodos de aprendizado profundo

topológicos, como os modelos propostos em Papillon et al. (2025) e Immonen, Souza e Garg

(2023). Também foi observado que as TNNs têm um desempenho melhor do que as GNNs. No

geral, esses resultados validam a eficácia da proposta.
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5.2.1.5 Impacto da escolha da GNN no desempenho

Aqui o objetivo é avaliar quão sensível é a abordagem à escolha da GNN. Para isso,

os resultados foram reportados usando GIN (XU et al., 2019) e GPS (Graph Transformer)

(RAMPÁŠEK et al., 2022).

A Tabela 9 indica que escolher GNNs que são capazes de gerar representações latentes

de nós mais ricas e informativas leva a melhores resultados no ∂lift. Em particular, o modelo

GPS apresenta desempenho superior ao GIN na maioria dos conjuntos de dados. Uma possível

explicação para essa observação é a maior expressividade do GPS, que se beneficia da incorpora-

ção de codificações posicionais (positional encoding). Notavelmente, em complexos de células e

no conjunto de dados ZINC, o GPS permite reduzir o MAE de 0,46 para 0,17.

Tabela 9 – Efeito da GNN escolhina no desempenho do ∂lift. Os resultados sugerem
que o poder expressivo da escolha das GNNs tem um impacto direto no
desempenho do ∂lift. Exceto para MOLHIV e NCI1, o GPS leva a um
desempenho melhor do que o GIN em geral.

TNN GNN NCI1↑ NCI109 ↑ MOLHIV ↑ MUTAG↑ Proteins↑ ZINC↓

CWN
GPS 79.81±0.40 80.55±0.50 64.31±5.32 87.72±2.48 70.54±3.34 0.17±0.00

GIN 81.59±0.80 78.69±1.43 75.37±0.80 82.46±2.48 71.13±2.76 0.46±0.00

CXN
GPS 79.97±0.61 82.57±0.40 65.58±4.42 84.21±4.30 69.94±2.10 0.17±0.01

GIN 81.35±2.29 79.98±1.01 72.25±3.23 77.19±2.48 67.86±2.19 0.43±0.01

UniGCN2
GPS 78.67±1.46 74.50±1.16 68.22±2.38 89.47±4.30 73.81±0.42 0.56±0.03

GIN 75.38±1.39 74.98±1.12 68.73±2.05 64.91±6.56 73.51±0.84 0.63±0.01

UniGIN
GPS 66.42±1.79 79.74±0.23 68.32±3.12 66.67±6.56 72.32±0.73 1.01±0.05

GIN 64.40±0.41 78.53±0.69 68.86±3.05 70.18±6.56 72.02±3.74 1.12±0.26

5.2.2 Classificação de Nós

5.2.2.1 Conjuntos de dados

Para classificação de nós, o ∂lift foi avaliado em quatro conjuntos de dados: Cora,

Citeseer (YANG; COHEN; SALAKHUDINOV, 2016), Texas e Wisconsin (ROZEMBERCZKI;

ALLEN; SARKAR, 2020). Desses conjuntos de dados, dois são homofílicos (Cora e Citeseer) e

dois são heterofílicos (Texas e Wisconsin). As estatísticas dos conjuntos de dados podem ser

encontradas na Tabela 10.
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Tabela 10 – Estatísticas para os conjuntos de dados utilizados para classificação de
nós. São apresentados o número de nós, arestas, características (features),
classes, e quantidade de nós para treino, validação e teste.

Conjuntos de Dados #Nós #Arestas #Features #Classes #Treino #Val #Teste
Cora 2708 5429 1, 433 7 1, 208 500 1, 000

Citeseer 3327 4732 3, 703 6 1, 827 500 1, 000
Texas 183 309 1703 5 87 59 37

Wisconsin 251 499 1703 5 120 80 51

5.2.2.2 Baselines

O método proposto (para domínios de células) também foi comparado com a abordagem

aprendível de (BATTILORO et al., 2024), chamada Differentiable Cell Complex Module (DCM),

que foi originalmente avaliada em tarefas de classificação de nós. Para isso, considerou-se o ∂lift

combinado com CWN. Também foram inclusos os resultados de CWNs com lifting de ciclos.

Além disso, também consideramos as mesmas baselines de TNN para hipergrafos conforme a

Subseção 5.2.1.

5.2.2.3 Configuração da avaliação

Para todos os conjuntos de dados realizamos uma divisão aleatória para treino, validação

e teste com uma proporção de 60/20/20%. De forma similar aos experimentos de classificação de

grafos, os hiperparâmetros para as arquiteturas foram os mesmos utilizados em (TELYATNIKOV

et al., 2024) para os conjuntos de dados (Cora e Citeseer) que estavam disponíveis. Para o

Winsconsim e Texas, foi utilizada 1 camada oculta da TNN com as mesmas configurações (Taxa

de aprendizagem, dimensão das features) definidas na Subseção 5.2.1.3 com decaímento de

peso de 5 × 10−6. A respeito da tarefa de otimização dos hiperparâmetros para as operações

de elevação (lifting), foi utilizada a mesma descrita na Subseção 5.2.1.3. A acurácia média e o

desvio padrão são reportados em três execuções independentes.

Tabela 11 – Comparação do DCM e ∂lift na classificação de nós. O ∂lift alcança o
melhor desempenho médio em todos os conjuntos de dados (lado direito)
e supera significativamente o DCM nos conjuntos de dados heterofílicos.

TNN Lifting Cora Citeseer Texas Wisconsin Avg

DCM - 80.73± 0.33 77.90± 0.80 56.76± 6.62 73.86± 1.85 72.31
CWN Cycle 74.80± 0.08 75.83± 0.90 63.06± 7.75 80.39± 4.24 73.52
CWN ∂Lift 80.17± 1.59 72.83± 2.15 80.18± 3.37 77.78± 3.70 77.74
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Tabela 12 – Comparação do ∂lift e dos baselines de lifting estáticos para hipergrafos
na classificação de nós. O ∂lift supera todos os liftings estáticos em
média, nos conjuntos de dados selecionados para classificação de nós.

TNN Lifting Cora Citeseer Texas Wisconsin Avg

UniGCN2

k-hop 86.03± 0.63 78.40± 0.36 66.67± 6.74 69.28± 5.62 75.09
k-NN 74.00± 0.65 18.17± 0.05 70.27± 3.82 79.74± 2.45 60.54
kernel 29.93± 1.33 18.07± 0.21 57.66± 7.75 57.52± 10.42 40.79
∂Lift 81.93± 1.11 78.03± 0.91 69.37± 2.55 73.20± 5.62 75.63

UniGIN

k-hop 78.73± 0.66 74.47± 1.72 65.77± 9.19 58.82± 5.77 69.44
k-NN 62.00± 1.08 19.33± 0.48 65.77± 1.27 73.20± 4.03 55.07
kernel 40.93± 2.52 18.53± 0.61 58.56± 7.09 51.63± 4.03 42.41
∂Lift 84.23± 0.53 77.97± 0.45 63.96± 6.37 63.40± 4.03 72.39

5.2.2.4 Resultados

A Tabela 11 compara o ∂lift com o DCM e o lifting de ciclos. O método desenvolvido

alcança as maiores acurácias em dois dos quatro conjuntos de dados e o melhor desempenho

médio entre os conjuntos de dados. Em particular, o ∂lift obteve uma média de 77,74, comparado

com 73,52 do segundo melhor método (lifting de ciclos). Nos conjuntos de dados Texas e

Wisconsin, os conjuntos heterofílicos, o ∂lift supera o DCM por uma grande margem.

A Tabela 12 relata os resultados dos métodos de lifting para redes neurais de hipergrafo.

Comparado ao k-hop, a abordagem proposta é melhor em conjuntos de dados heterofílicos, mas

pior em conjuntos homofílicos para o UniGCN2. Além disso, a Tabela 12 mostra que o ∂lift

leva a uma acurácia média melhor do que outros liftings estáticos. Esses resultados indicam que

o ∂lift é uma abordagem mais adaptável para a tarefa de classificação de nós, oferecendo uma

solução mais eficiente em comparação com os métodos convencionais, em diferentes cenários.
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6 CONCLUSÃO

Na primeira metade desta dissertação, foi apresentado o SimpleXCN, que apesar das

simplificações, demonstrou-se competitivo em diversos conjuntos de dados, mantendo um

desempenho próximo ou equivalente às arquiteturas mais complexas como SCN e SCCN. Os

resultados experimentais indicam que, embora não haja uma arquitetura claramente superior,

o SimpleXCN demonstrou ser uma alternativa computacionalmente eficiente. As análises

estatísticas sugerem que as diferenças entre os métodos não são estatisticamente significativas

na maioria dos casos, reforçando a viabilidade do SimpleXCN como uma solução prática e

eficiente para a classificação de nós.

É importante considerar que a operação de elevação (lifting) tem permanecido ampla-

mente não supervisionado e agnóstico à tarefa, o que pode levar à construção de representações

topológicas subótimas para o aprendizado subsequente. Na segunda parte deste trabalho foi

apresentado o ∂lift (DiffLift), um método de elevação diferenciável. Em um conjunto abrangente

de benchmarks e arquiteturas de TNNs, o ∂lift consistentemente superou os métodos tradicionais

de lifting não supervisionado, demonstrando o benefício de tornar o processo de lifting aprendível

e informado pela tarefa.

6.1 Principais achados

A partir dos experimentos e análises apresentados ao longo desta dissertação, destacam-se

os seguintes resultados principais:

• O SimpleXCN provou ser uma alternativa computacionalmente eficiente para redes

convolucionais em complexos simpliciais: redução significativa no tempo de execução

por iteração, menor consumo de memória e número reduzido de parâmetros, mantendo

desempenho competitivo em tarefas de classificação de nós.

• O ∂lift (DiffLift) mostrou-se capaz de aprender procedimentos de elevação que melhoram

o desempenho de TNNs em múltiplos benchmarks, frequentemente superando liftings

estáticos (por exemplo, ganhos reportados de até 45% em determinados cenários de

classificação de grafos). Os resultados são robustos em diferentes arquiteturas de TNNs e

em tarefas tanto de classificação de grafos quanto de nós.



59

6.2 Limitações

Para domínios de hipergrafos, o ∂lift pode criar hiperarestas candidatas e decidir se deve

mantê-las de maneira embarrassingly parallel, o que torna o ∂lift especialmente eficiente em

termos de computação para este domínio. No entanto, para complexos de células, é preciso

calcular uma base de ciclos para gerar células candidatas, o que pode ter um custo cúbico em

relação ao número de nós no grafo de entrada. Nesse caso, pode-se reduzir o número de células

candidatas ao, por exemplo, regularizar as variáveis kv ou deslocar sua distribuição para zero. No

entanto, desenvolver algoritmos mais eficientes para identificação de candidatos em domínios

hierárquicos é uma direção clara de melhoria para trabalhos futuros.

Os ganhos observados em benchmarks podem não se replicar de forma idêntica em

domínios muito distintos (p.ex., redes biológicas muito esparsas ou nuvens de pontos 3D com

ruído). Avaliações adicionais em conjuntos de dados de aplicação real são necessárias.

O caráter probabilístico do ∂lift e a grandeza das estruturas geradas dificultam a interpre-

tação direta das razões pelas quais certas células/hiperarestas são selecionadas — trabalho futuro

em explicabilidade ajudaria adoção prática.

6.3 Potenciais aplicações

As contribuições propostas abrem caminho para diversas aplicações práticas, podendo

ser utilizadas para exploração de grupos e padrões de co-interação (cliques, ciclos) para melhorar

recomendações e detectar comunidades. Modelagem de interações multicomponentes (p.ex.,

complexos proteicos), onde relações de ordem superior são cruciais. Além de que pode ser

estendido para outros domínios topológicos, como nuvens de pontos, tornando-o aplicável a

tarefas de mapeamento 3D.

6.4 Direções para trabalhos futuros

Os trabalhos futuros devem se concentrar em abordar os desafios computacionais do

∂lift e escalá-lo para lidar com grafos maiores. Outra direção promissora é explorar o lifting

diferenciável em grafos dinâmicos ou temporais, onde as estruturas topológicas evoluem ao

longo do tempo. Além disso, integrar o ∂lift com estratégias de pré-treinamento poderia gerar

informações a priori topológicas generalizáveis para diferentes tarefas.
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