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RESUMO

Redes neurais topoldgicas (topological neural networks, TNNs) compreendem uma classe de
redes neurais capazes de processar dados com estrutura relacional, como grafos, complexos sim-
pliciais e complexos celulares. De modo similar as redes neurais para grafos, TNNs normalmente
empregam camadas de passagem de mensagem onde elementos da entrada (e.g., nds e faces) atua-
lizam suas representacdes com base nas representa¢des de seus vizinhos topoldgicos. Para tarefas
preditivas em grafos, essa etapa de passagem de mensagem € precedida por um procedimento
ndo-supervisionado (i.e., definido a priori) de lifting (elevacio ou levantamento), no qual grafos
de entrada sdo transformados em objetos relacionais de ordem superior (e.g., hipergrafos). Apesar
do sucesso inicial das TNNs, esses modelos sofrem de duas limitagdes cruciais, que pretendemos
aliviar com este trabalho: o alto custo computacional da etapa de passagem de mensagem e a
natureza nao-supervisionada de liftings. Para aliviar o custo de TNNs, este trabalho investiga
o efeito de removermos nao-linearidades em TNNs para complexos simpliciais, o que torna
possivel pré-computarmos o processo de passagem de mensagem. O modelo linear resultante,
chamado de SimpleXCN, demonstrou desempenho preditivo compardvel as TNNs enquanto
permitiu uma reducgdo de até 25% no tempo de execugdo e uma diminuicao de até 50% no uso
de memoria, com a utilizagdo de até 10 vezes menos parametros. Além disso, este trabalho
propoe Olift (DiffLift), uma nova abordagem para aprendizado de elevac¢des de grafos para
hipergrafos, complexos celulares e complexos simpliciais, habilitando aprendizagem de ponta
a ponta (end-to-end learning) para TNNs em tarefas sobre grafos. De maneira geral, Jlift utiliza
representacdes de vértices para identificar e parametrizar distribui¢cdes sobre células de ordem
superior candidatas a inclusdo. Isso resulta em um modelo escalavel, que pode ser facilmente
integrado a qualquer TNN. Nos experimentos, o 0lift superou métodos de lifting existentes em

multiplos benchmarks de classificagdo de grafos e nds, com ganhos de até 45% em acurécia.

Palavras-chave: Redes neurais para grafos. Aprendizado profundo topolégico. Elevacao di-

ferenciavel.



ABSTRACT

Topological neural networks (TNNs) comprise a class of neural networks capable of processing
data with relational structure, such as graphs, simplicial complexes, and cellular complexes.
Akin to graph neural networks, typical TNNs employ message-passing layers where each
element of the input (e.g., nodes or cells) updates its representation based on those of its
topological neighbors. For predictive tasks on graphs, this message-passing step is preceded by
an unsupervised (i.e., defined a priori) lifting procedure, in which input graphs are transformed
into higher-order relational objects (e.g., hypergraphs). Despite the initial success of TNNs, these
models suffer from two crucial limitations, which we aim to alleviate with this work: the high
computational cost of the message-passing step and the unsupervised nature of graph liftings.
To alleviate the cost of TNNs, this work investigates the effect of removing nonlinearities in
TNNs for simplicial complexes, which makes it possible to pre-compute the message-passing
process. The resulting linear model, called SimpleXCN, demonstrated predictive performance
comparable to TNNs while allowing for a reduction of up to 25% in runtime and a reduction
of up to 50% in memory usage, using up to 10 times fewer parameters. Furthermore, this
work proposes Olift (DiffLift), a new approach for learning liftings from graphs to hypergraphs,
cellular complexes, and simplicial complexes, enabling end-to-end learning for TNNs in graph
tasks. In general, Jlift uses vertex representations to identify and parameterize distributions over
higher-order cells that are candidates for inclusion. This results in a scalable model that can be
easily integrated into any TNN. In experiments, Jlift outperformed existing lifting methods on

multiple graph and node classification benchmarks, with accuracy gains of up to 45%.

Keywords: Graph Neural Networks. Topological Deep Learning. Differentiable Lifting.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 — Ilustracdo de um complexo celular, e os homeomorfismos correspondentes

¢; a trés bolas fechadas de diferentes dimensdes no complexo. . . . . . .. 24
Figura2 — Exemplos de dominios topoldgicos e relacionais. . . . . . . . . . ... ... 26
Figura 3 — Visao geral de como um vértice agrega mensagens de sua vizinhanga local. . 34
Figura 4 — Duas iteracdes do Olift para complexos de células. . . . . . . ... ... .. 49



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 — Propriedades dos conjuntos de dados utilizados nos experimentos do SimpleXCN. 43
Tabela 2 — Comparacdo do SimpleXCNcom outras arquiteturas para complexos sim-

pliciais em multiplos bancosde dados. . . . . . . ... .. ... ... ... 44
Tabela 3 — Osresultados do teste de Wilcoxon, comparando as acurdcias do SimpleXCN

a dois métodos distintos, SCN e SCCN. . .. ... ... ... ....... 45
Tabela 4 — Comparagdo de tempo por iteragdo entre o SimpleXCNe outras arquiteturas 45
Tabela 5 — O nudmero total de parametros para cada arquitetura e o pico de memoria

alocada para sua execugdo sdo apresentados. . . . . . . ... ... L 46
Tabela 6 — Estatisticas dos conjuntos de dados para tarefas em nivel de grafo. . . . . . 52

Tabela 7 — Principais hiperpardmetros presentes no TopoBenchmarkX para CWN, CXN

eUniGCNII . . . . . . .o 53
Tabela 8 — Classificagdo de grafos: Olift vs liftings estaticos. . . . . . ... ... ... 54
Tabela 9 — Efeito da GNN escolhina no desempenho do Olift. . . . . .. ... ... .. 55
Tabela 10 — Estatisticas para os conjuntos de dados utilizados para classificacdo de nés. . 56
Tabela 11 — Comparacdo do DCM e 0Olift na classificagdodends. . . . . ... ... .. 56

Tabela 12 — Comparagdo do Olift e dos baselines de lifting estaticos para hipergrafos na

classificacdiodends. . . . . . . . . ... 57



LISTA DE SIGLAS

AUROC  Area under the ROC curve

CNN Convolutional Neural Networks
CWN CW Networks

CXN Cellular Complex neural networks
DCM Differentiable Cell Complex Module
DGM Differentiable Graph Module)

GCN Graph Convolutional Network
GCNII Graph Convolution Network I1

GIN Graph Isomorph Network

GNN Graph Neural Network

GPS Graph Transformer

GPU Graphics Processing Unit
IA Artificial Intelligence
kNN K-nearest neighbors

ML Machine Learning

MLP Multilayer Perceptron
PIM Polygon Inference Module
RBF Radial Basis Function

RNN Recurrent Neural Network
SCCN Simplicial Complex Convolutional Network

SCN Simplex Neural Network
SGC Simple Graph Convolution
SNN Simplicial Neural Networks
STE Straight Through Estimator
TDL Topological Deep Learning
TNN Topological Neural Network

UniGNN Unified Framework for Graph and Hypergraph Neural Networks



LISTA DE SIMBOLOS

Pertence

Para todo

Existe

Grafo

Conjunto de Vértices

Inclusdo ou subconjunto em teoria dos conjuntos

Produto Cartesiano

Conjunto dos niimeros reais

Conjunto de Arestas

Matriz de Adjacéncia

Conjunto dos vizinhos de « em um grafo

Conjunto de elementos pertencentes a vizinhanca de fronteira
Conjunto de elementos pertencentes a vizinhanga de co-fronteira
Conjunto de elementos pertencentes a adjacéncia superior
Conjunto de elementos pertencentes a adjacéncia inferior
Matriz Laplaciana

Simplexo ou Célula

Carateristicas da Célula o

Complexo Simplicial ou Celular

Operador da funcao de fronteira (Boundary)

Dominio do espago de grafos

Dominio de um espago topoldgico

Kernel dos operadores de fronteira



Matriz de Incidéncia ou Matriz de Fronteira (Boundary)
Notagdo para os inteiros médulo 2
Conjunto de cliques em um grafo G
Camada

Saida

Fungdo de ativacio

Representacdo de uma rede neural de passagem de mensagem

Operagdo de agregagcao que combina as mensagens de diferentes vizinhancas

Funcao de agregacdo invaridvel a permutacdes
Matriz de parametros (pesos) aprendiveis
Concatenagao

Multiconjunto

Dimensao(ranking) de uma simplexo (ou célula)
Matriz de propagacao (ou de difusdo) de dimensao r
Funcdo de perda

Distribui¢cdo de Bernoulli

Conjunto de células

Representacdo vetorial (embedding) para um né v

Representacdo vetorial (embedding) para uma célula c



1.1
1.2
1.3
14
1.5

21
2.2
2.2.1
23
24
2.5
2.6
2.7
2.8

3.1
3.1.1
3.1.2
3.1.3
3.1.4
3.1.5
3.1.6
3.1.7
3.2
3.2.1
3.2.1.1
3.2.1.2
3.2.1.3
3.2.2

SUMARIO

INTRODUCAO . . . ottt et e e e ettt e e e et 17
Motivacdoe VisaoGeral . . . . . . ... ... ... Lo 17
Hipotesesde Pesquisa . . . . . . . ... ... ... ... ......... 19
Objetivos . . . . . . . . . e 20
Producao Cientifica . . . . . ... ... ... ... . ... ......... 21
Estruturada Dissertacdo . . . . . . . ... ... ... ... .. ... 21
DOMINIOS TOPOLOGICOS ERELACIONAIS . . . . .. ....... 22
Espacos Topolégicos . . . . . . ... ... ... .. ... ..., 22
Grafos . . . . . . .. 23
Hipergrafos . . . . . . . . . . . . . .. 23
Complexos Simpliciais . . . . . ... ... ... ... .. ......... 23
Complexos Celulares . . . . . . ... ... ... ... ... ........ 24
Complexos combinatérios . . . . . ... ... ... ... ......... 25
Atributos . . ... 26
Estruturas de Vizinhanca . . . . .. ... ... ... ........... 26
Cadeias, Operadores de Fronteirae Ciclos . . . . . . ... ... ... .. 27
REDES NEURAIS TOPOLOGICAS . . . . ... ...cvvuen. .. 30
Elevando Grafos a Objetos de Ordem Superior . . . . . . ... ... .. 30
Elevacdo por Cliques . . . . . . . . .. .. .. ... ... ... ..... 30
Elevacao por Ciclos . . . . . . . . . ... ... .. ... .. ... . 31
Elevagdo por k-saltos . . . . . . . . ... ... .. ... ... ... 31
Elevacado por k Vizinhos mais Proximos . . . . . . .. ... ... ..... 32
Elevagdo por Kernel . . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 32
Differentiable Cell Complex Module . . . . . . . . ... ... ....... 32
Elevacdo de Atributos (features) . . . . . . . . . .. . ... ... ..... 33
Redes Neurais Topologicas . . . . . .. ... ... ............ 33
Redes Neurais para Grafos . . . . . . . . ... .. .. ... ........ 33
Graph Convolutional Network (GCN) . . . . . . . . . . . ... ... .... 34
Simple Graph Convolution (SGC) . . . . . . . . . .. . .. ... 35
Graph Isomorphism Network (GIN) . . . . . . . . .. .. ... ... .... 35

Redes de Passagem de Mensagem de Alta Ordem . . . . . . . . ... ... 37



3.2.2.1
3.2.2.2
3.2.2.3
3.2.2.4

4.1
4.2
4.2.1
4.2.2
4.2.3

5.1
5.1.1
512
5.1.3
5.1.3.1
5.1.3.2
5.2
5.2.1
5.2.1.1
5212
52.1.3
52.14
5.2.1.5
522
52.2.1
52.2.2
5223
5224

6.1
6.2

Simplex Convolutional Network (SCN) . . . . . . . . . ... ... ..... 38
CW Networks (CWN) . . . . . . . e e e e e e 39
Cell Complex Neural Networks (CXN) . . . . . . . . . . ... ... .... 39

Unified Framework for Graph and Hypergraph Neural Networks (UniGNN) 40
ACELERANDO REDES CONVOLUCIONAIS PARA COMPLEXOS

SIMPLICIAIS . . . . ittt e et ettt ettt e 41
Simple simplex convolutional network (SimpleXCN) . ... ... ... 41
Experimentos e Resultados . . . . . ... ... ... ........... 42
Conjuntosde Dados . . . . . . . . .. ... .. ... .. ... ... ..., 42
Configuracao Experimental . . . . . . . . . . ... ... ... ....... 43
Resultados . . . . . . . . .. .. 44
LIFTING DIFERENCIAVEL . . . . .. oottt e ieeennn . 47
Formulacdo Geral . . .. ... ... ... .. ... ... ... ... 47
Lifting de Grafo para Hipergrafo . . . . . . . . . .. ... ... ...... 48
Elevagdo de Caracteristicas (Feature Lifting) . . . . . ... ... ..... 49
Elevacado de Grafo para complexo de células . . . . . . . . ... ..... 49
Caso D = 1: Aprendendo arestas . . . . . . . . . .. .. .. ... ..... 50
Caso D > 2: Aprendendo células D-dimensoes . . . . . ... ... .... 50
Experimentos e Resultados . . . . . . ... ... ... .......... 51
Classificacdo de grafos . . . . . . . . . ... ... ... ... .. ..., 51
Conjuntos dedados . . . . . . . . ... . 51
Baselines . . . . . . . . 52
Configuracdo da avaliacdo . . . . . . . . . . . . .. .. ... 52
Resultados . . . . . . . . . . e 54
Impacto da escolha da GNN no desempenho . . . . . ... ... ...... 55
Classificac@ode Nos . . . . . . . . .. . .. . .. .. ... 55
Conjuntos dedados . . . . . . . . . ... 55
Baselines . . . . . . . . . . e 56
Configuragcdo da avaliacdo . . . . . . . . . . .. ... .. 56
Resultados . . . . . . . . . . . 57
CONCLUSAO .. ...ttt ittt i 58
Principaisachados . . . . . . . ... ... ... ... .. ... ..., 58

Limitacoes . . . . . . . . . . . .. 59



6.3
6.4

Potenciais aplicacoes . . . . . . . ... ... L oL

Direcées para trabalhos futuros . . . . . . . ... ...

REFERENCIAS



17
1 INTRODUCAO

A medida que os dados se tornam mais interconectados, as abordagens tradicionais de
aprendizado de maquina mostram suas limitagdes, o que levou ao desenvolvimento de Redes
Neurais para Grafos (GNNs) e, subsequentemente, Redes Neurais Topoldgicas (TNNs) para
lidar com interag¢des de alta ordem. Apesar de seu potencial, essa drea enfrenta dois obstaculos
principais: o elevado custo computacional associado a passagem de mensagem em estruturas
topoldgicas e a predominancia de métodos de elevacao (lifting) de grafos que sdo estaticos e ndo
supervisionados, nem sempre sendo ideais para a tarefa em questdo. Em resposta a essas lacunas,
esta dissertacdo apresenta duas contribui¢des centrais: 0 SimpleXCN, um modelo linear para
complexos simpliciais que reduz o custo computacional mantendo um desempenho competitivo,
e o Olift (DiffLift), um framework diferencidvel que aprende a mapear grafos para dominios de
ordem superior de forma integrada ao treinamento do modelo. Este capitulo introduz a aplicagdo
da inteligéncia artificial a dados com estruturas complexas e multidimensionais. Por fim, sio
detalhados os objetivos especificos, a producdo cientifica resultante e a estrutura dos capitulos

que compdem a dissertacao.

1.1 Motivacao e Visao Geral

Nos dltimos anos, diversas dreas do conhecimento tém sido impactadas pelos avangos
sem precedentes em inteligéncia artificial (IA) / aprendizado de médquina (machine learning,
ML). De modo simples, ML € uma subdrea da IA que permite que computadores aprendam
a partir de dados, identificando padrdes e tomando decisdes com base em algoritmos que se
aprimoram ao longo do tempo (ALPAYDIN, 2014).

O impacto de ML na sociedade moderna € inegdvel. Ele transformou a forma como as
empresas operam, como os governos tomam decisoes, € até mesmo como individuos interagem
com a tecnologia no dia a dia. Sistemas de recomendacgdo (YING et al., 2018; GAO et al.,
2022), como os usados por plataformas de streaming de video e miusica, dependem fortemente
de ML para oferecer conteiddo personalizado. Além disso, ML desempenha um papel crucial
em areas criticas como a saude, onde algoritmos sao usados para prever doencas (KAVITHA
et al.,2021; SUN; SUN; ZHAO, 2022), identificar padroes em exames médicos, e até mesmo
sugerir tratamentos personalizados (ZHANG; SHI; WANG, 2023). Na inddstria financeira, ML
¢ utilizado para detectar fraudes (LIU et al., 2020; ALARFAIJ et al., 2022), prever flutuacdes de
mercado e otimizar portfélios de investimento (PAIVA et al., 2019; MA; HAN; WANG, 2021).
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Diversos sistemas reais, como redes sociais (FREEMAN, 2004), redes de transporte
(RAHMANI et al., 2023) e proteinas (JHA; SAHA; SINGH, 2022), exibem estruturas relacionais
complexas que descrevem a conexao e interacao entre os componentes do sistema. Uma forma
comum de representar tais estruturas € por meio de grafos — objeto mateméatico composto por
conjuntos de vértices e arestas (links entre os vértices). Naturalmente, a auséncia de uma ordem
canOnica para os vértices/arestas, as simetrias que grafos podem codificar e a forte interdepen-
déncia entre os dados desses sistemas limitam a utilizagdo de modelos classicos de aprendizado
de maquina para dados relacionais. Por exemplo, redes neurais do tipo perceptron multicamadas
(multilayer perceptron, MLP) operam sobre entradas com estrutura tabular fixa e normalmente as-
sumem que os dados sdo amostras independentes e identicamente distribuidas de uma distribui¢do
de probabilidade alvo desconhecida (SHALEV-SHWARTZ; BEN-DAVID, 2014).

A drea de aprendizado profundo geométrico (BRONSTEIN et al., 2021) € a espinha
dorsal por trds de recentes esfor¢os bem-sucedidos para analisar e modelar dados com estrutura
relacional. Em particular, redes neurais para grafos (graph neural networks, GNNs) (SCAR-
SELLI et al., 2009) t€ém levado a avancos em diversas dreas como design de antibidticos (JIANG
et al., 2021), sistemas de recomendacao (YING et al., 2018), tradugdo automatica (WU et al.,
2020; BASTINGS et al., 2017), simulagdo de sistemas fisicos (SANCHEZ-GONZALEZ et al.,
2020) e redes sociais (SHARMA et al., 2024).

Apesar do recente sucesso de GNNs, esses modelos exploram exclusivamente intera¢des
entre pares de entidades, potencialmente negligenciando relacdes de alta ordem relevantes
para a tarefa de interesse. Além disso, GNNs possuem expressividade limitada pelo teste de
isomorfismo de Weisfeiler-Lehman (WL), conhecido também como algoritmo de refinamento de
cor (WEISFEILER; LEMAN, 1968). Nesse contexto, a drea de aprendizado profundo topolégico
(topological deep learning, TDL) emerge como a nova fronteira do conhecimento no que se
refere a aprendizagem de representacdes para dados relacionais (PAPAMARKOU et al., 2024).

Principais representantes de TDL, as redes neurais topoldgicas (topological neural
networks, TNNs) (BODNAR et al., 2021a; HENSEL; MOOR; RIECK, 2021) sao modelos
baseados em passagem de mensagem que processam dados com estruturas relacionais de ordem
superior, indo além de grafos. Assim, TNNs ndo s6 generalizam GNNss (i.e., toda GNN pode ser
considerada uma TNN) mas também fornecem um arcabouco notacional para modelos neurais
que operam sobre dados em diferentes dominios, incluindo complexos simpliciais (BODNAR et
al.,2021b), complexos celulares (BODNAR et al., 2021a) e hipergrafos (HUANG; YANG, 2021).

Como contrapartida ao poder representacional superior das TNNs, a lacuna de complexidade
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computacional entre TNNs e GNNs aumenta a medida que a ordem do dominio relacional
aumenta — decorrente da passagem de mensagens entre estruturas de ordem superior.

Para utilizarmos TNNs em tarefas preditivas em grafos, os grafos de entrada devem ser
inicialmente submetidos a um procedimento responsavel por maped-los para o dominio no qual
a TNN opera, um processo conhecido como elevagdo ou levantamento (lifting). Métodos de
elevacdo podem explorar tanto a conectividade quanto os atributos do grafo (e.g., atributos de
vértices) para obter estruturas relacionais de ordem superior. Alguns exemplos incluem elevagdo
por cliqgues (BODNAR et al., 2021b), onde um complexo simplicial € produzido com base nos
cliques no grafo de entrada, e elevacdo por ciclos (HAJ1J et al., 2022b), que detecta ciclos para
obter as células de dimensdo 2 de um complexo celular.

Surpreendentemente, apesar do alto impacto da operacdo de elevacdo nas TNNs, a
maioria dos métodos de elevacdo € ndo-supervisionada e, portanto, ndo € informada pela tarefa
em questao, o que pode levar a escolhas subétimas. Até o momento, elevagdo diferencidvel s

foi explorada no contexto de complexos celulares (BATTILORO et al., 2024).

1.2 Hipéteses de Pesquisa

A partir destas lacunas identificadas, as seguintes hipdteses de pesquisa guiaram o

desenvolvimento deste trabalho:

* Hipdtese 1: E possivel reduzir significativamente o custo computacional das redes neurais
topoldgicas por meio da simplificagdo de suas arquiteturas, preservando ou mantendo

competitivo o desempenho em tarefas de classificagao.

* Hipdtese 2: Métodos de elevacdo aprendiveis e supervisionados podem superar abor-
dagens estdticas, produzindo estruturas de ordem superior mais adequadas as tarefas de

aprendizado.

Nesse contexto, esta dissertacao investiga estratégias para lidar com duas limita¢des de
TNNs para tarefas em grafos: ) o alto custo computacional do processo de mensagem de ordem
superior € 7¢) a natureza estatica / ndo-supervisionada dos métodos de elevacdo existentes.

Mais especificamente, este trabalho propde o SimpleXCN um modelo linear para
complexos simpliciais, que reduz o custo computacional ao remover as ndo-linearidades entre
as camadas de uma SCN (YANG; SALA; BOGDAN, 2022). Apesar de sua simplicidade,

SimpleXCN € competitivo com TNNs para complexo simplicial populares (como SCNs



20

e SCCNs) para tarefas de classificacdo de nds, além de reduzir significativamente o uso de
memoria, o nimero de parametros e o tempo de execucao por época.

Além disso, a segunda parte deste trabalho apresenta o Jlift (DiffLift), uma estrutura
geral de elevacdo diferencidvel e aprendivel de ponta a ponta, aplicavel a diversos dominios,
como hipergrafos, complexos simpliciais e complexos celulares. Esse método utiliza uma
abordagem probabilistica para amostrar células candidatas de tamanhos adaptativos. Ou seja,
utiliza distribui¢des parametrizadas sobre células usando representacdes de nds derivados de
modelos neurais para grafos — por exemplo, GNNs ou Graph Transformers (RAMPASEK et al.,
2022). Para cada célula candidata, sua representacdo (embedding) é calculada e uma rede MLP
€ aplicada para estimar a probabilidade de uma célula ser ou ndo incluida na estrutura de saida.

Nossos resultados mostram que Jlift supera consistentemente os métodos de elevagao
nao supervisionados em quase todos os benchmarks de classificacdo de grafos, alcangcando
desempenho superior em 22 de 24 experimentos, frequentemente por uma margem substancial.

Esses ganhos s@o robustos em todas as arquiteturas de TNNs avaliadas.

1.3 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver arquiteturas de TNNs escaldveis e aprendi-
veis de ponta a ponta, avangando o estado da arte em redes topoldgicas de alta ordem para tarefas

preditivas em grafos. Para alcancar este objetivo, elencamos os seguintes objetivos especificos:

* Avaliar o impacto de camadas nao-lineares no desempenho preditivo de redes neurais

topoldgicas.

* Analisar experimentalmente o desempenho computacional das abordagens propostas em

tarefas de predig¢do a nivel de grafo e no.

* Desenvolver um método de elevacao diferencidvel para diferentes dominios topolégicos,
demonstrando os beneficios de tornar o processo de elevacdo aprendivel e “supervisio-

nado”.

* Comparar o desempenho do método de elevacao diferencidvel com abordagens tradicionais

de elevacdo em tarefas de classificacdo de nds e de grafos.
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1.4 Produciao Cientifica

Durante este projeto de mestrado, os seguintes trabalhos cientificos foram submetidos ou

publicados:

* FRANCO, Jorge; DUARTE, Gabriel; NIKITIN, Alexander V.; PONTI, Moacir A.;
MESQUITA, Diego; SOUZA, Amauri H. Differentiable Lifting for Topological Neu-
ral Networks. Submetido a: Thirty-Ninth Annual Conference on Neural Information

Processing Systems (NeurIPS 2025), 2025, San Diego, EUA.

* DUARTE, Gabriel; ARRUDA, Tamara; MESQUITA, Diego; SOUZA, Amauri H..
2024. Simplifying Simplex Convolutional Networks. In: SYMPOSIUM ON KNO-
WLEDGE DISCOVERY, MINING AND LEARNING (KDMILE), 12., 2024, Belém/PA.
Anais. Porto Alegre: Sociedade Brasileira de Computagdo, 2024 . p. 137-144.

1.5 Estrutura da Dissertacao

Com a Introducio, a dissertacdo apresentada € dividida em 6 capitulos. No Capitulo 2, é
apresentada uma base tedrica sobre dominios relacionais. No Capitulo 3, sdo expostos alguns
métodos de elevacdo e algumas das principais redes neurais topoldgicas propostas na literatura. O
Capitulo 4 descreve a formulagdo do método SimpleXCN para redugao do custo computacional
de redes neurais para complexos simpliciais. O Capitulo 5 apresenta o método 0lift, com sua
formulacdo geral para elevacao de grafos para hipergrafos e complexos de células. Além disso
sdo relatadas as configuracdes experimentais e as bases de dados para avaliacdo do método

proposto. Finalmente, no Capitulo 6, é apresentada a conclusao.
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2 DOMINIOS TOPOLOGICOS E RELACIONAIS

Este capitulo aborda conceitos de topologia necessarios para entender redes neurais topo-
l16gicas. A énfase estd na definicdo dos diferentes dominios topoldgicos que servem como entrada
para essas redes. Mais especificamente, vamos sucintamente apresentar grafos, hipergrafos,

complexos simpliciais, complexos celulares e complexos combinatorios.

2.1 Espacos Topolégicos

Neste trabalho, estamos interessados em problemas cujos dados estdo estruturados como
espagos topoldgicos. Seja X um conjunto ndo vazio. Uma topologia T em X é uma colegdo de

subconjuntos de X (chamados de conjuntos abertos) que satisfaz as seguintes propriedades:
1) e X pertencema T,
2) A unido arbitraria de subconjuntos de 7 pertence a 7T ;
3) A intersec¢do finita de subconjuntos de 7 pertence a 7.

O par ordenado (X, 7)) é denominado espaco topoldgico (MUNKRES, 2018, p. 74). Quando a
topologia estd subentendida, utilizamos somente X para se referir ao espacgo topolédgico.

Um outro conceito basico que vamos utilizar a seguir € o de homeomorfismo entre espacos
topoldgicos. Sejam (X, Tx) e (Y, Ty ) dois espagos topoldgicos. Uma fungdo f : X — Y é

chamada de homeomorfismo se satisfizer as seguintes condi¢des:
1) f é bijetiva;

2) f é continua, ou seja, a imagem de qualquer conjunto aberto de X é um conjunto aberto

emY;
3) f~! (afungdo inversa de f) é continua.

Quando tal funcdo existe, dizemos que X e Y sdo homeomorfos (MUNKRES, 2018, p. 103).
Intuitivamente, um homeomorfismo € uma transformacao que distorce o espaco sem rasgar ou
colar, preservando as propriedades topoldgicas essenciais, como conectividade e nimero de

buracos (holes).



23

2.2 Grafos

Grafos sao estruturas de dados com a capacidade de representar redes complexas do
mundo real, compostas por objetos e suas relagdes. Formalmente, um grafo ndo-direcionado é
definido como uma tupla G = (V, E), onde v; € V representa um vértice, e £/ ¢ um conjunto
de pares nao-ordenados de vértices distintos — chamados de arestas (HAMILTON, 2020). Um
grafo é geralmente representado por uma matriz de adjacéncia A, em que a; ; = 1 significa haver
uma aresta e;; que conecta v; e v;, € 0 caso contrdrio. A matriz diagonal de graus D de G é
formada pelos elementos d; ; = > | ;@i g, onde d; ; denota o grau do né v; (BARABASI, 2013).

Além disso, a matriz Laplaciana de G é dada por A = D — A, e sua versao norma-
lizada ¢ definida como A = D~Y2AD~'/2, Essas matrizes sdo fundamentais para GNNs,
uma vez que sdo utilizadas como operadores de difusdo em grafos. Ainda nesse contexto,
é muito comum utilizarmos matrizes de adjacéncias normalizadas com self-loops, i.e., A =
(D + I)"2(A+ I)(D + I)"2, em que I é a matriz identidade (KIPF; WELLING, 2016). O

conjunto de vizinhos de um né v em G é denotado por N'(v) = {u € V : {v,u} € E}.
2.2.1 Hipergrafos

Um hipergrafo € uma estrutura de dados que generaliza os grafos, permitindo que
as arestas (ou hiperarestas) conectem miultiplos vértices simultaneamente. Formalmente, um
hipergrafo é definido como uma tupla (V, E) , onde E' é um conjunto de subconjuntos ndo vazios
de V, representando as hiperarestas. Ou seja, cada e € £ € um subconjunto de V' que pode

conter dois ou mais vértices (HAJIJ et al., 2022b).

2.3 Complexos Simpliciais

Complexos simpliciais também generalizam a ideia de grafos. Formalmente, um complexo
simplicial abstrato sobre um conjunto de vértices V' € um conjunto K de subconjuntos de V'
(chamados simplices ou simplexos) tal que, para todo ¢ € K e todo 7 C ¢ ndo-vazio, temos
que 7 € K. Seja o um simplice (ou simplex), entdo seus subconjuntos ndo-vazios 7 C o sao
chamados de faces, e o0 € uma coface de 7 (VIRK, 2022, p. 37). A dimensao de um simplice
¢ igual a sua cardinalidade menos 1, e a dimensao de um complexo simplicial é a dimensao
mdxima de seus simplices. Além disso, utilizamos K;) para denotar o subconjunto de simplices

de dimensao ¢ de K.
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Exemplo 2.1. Seja V' = {0, 1,2, 3}. A seguinte familia de subconjuntos de V'

K ={{0}, {1}, {2}, {3}, {0, 1}, {1, 2}, {2,3}, {3, 0},
{0,1,2},{0,1,3},{0,2,3},{1,2,3},{0,1,2,3}}

forma um complexo simplicial de dimensdo 3.

Note que todo grafo pode ser visto como um complexo simplicial de dimensao 1. Em
particular, considere o grafo G = (V, E),onde V = {0,1,2} e E = {{0,1},{1,2}}. Nesse
caso, G corresponde ao complexo simplicial X' = {{0}, {1}, {2},{0,1},{1,2}}.

Podemos ainda definir uma relagdo de fronteira (boundary relation) < para simplices.
Em particular, dizemos que 7 < o se, e somente se, 7 C ¢ e ndo existe nenhum simplice ¢ tal
que 7 C § C 0 (BODNAR et al., 2021b). No Exemplo 2.1, temos que os vértices {0} e {1}

estdo na fronteira da aresta {0, 1}.

2.4 Complexos Celulares

Complexos celulares generalizam a ideia de complexos simpliciais (HATCHER, 2002)
através da construcao mais flexivel de espacos topoldgicos por meio de células de dimensdes
variadas. A Figura 1 ilustra um complexo celular regular. Note que enquanto simplices de
dimensao 2 devem possuir trés vértices, células de dimensao 2 em um complexo celular podem
conectar um nimero arbitrario de vértices.

Figura 1 — [lustracdo de um complexo celular, e os homeomorfismos correspondentes
¢; a trés bolas fechadas de diferentes dimensdes no complexo.

O.

Fonte: (BODNAR et al., 2021a)

Formalmente, segundo Bodnar et al. (2021a), um complexo celular regular € um espaco

topoldgico X com uma particdo { X, },cp, de subespagos X, de X chamados células, tal que
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1. Para cada ponto x € X, existe uma vizinhanca aberta (conjunto aberto) de = que intersecta
um ndmero finito de células.

2. Paratodos 0,7 € Py, a intersecao X, N X, (onde X, é o fecho de X,) é ndo-vazia se, e
somente se, X, C X,. Esta condi¢io implica que a intersecio de duas células X, e X, sé
ocorre se X, estiver contido no fecho de X,,. O fecho é composto pela célula X, juntamente
com todos os seus limites (ou fronteiras, bordas).

3. Cada célula X, é homeomorfa a RP~, para algum valor de D,,, que é chamado de a dimenséo
de X,;

4. Paratodo o € Py, existe um homeomorfismo ¢ de uma bola fechada em R?~ para X,, de
modo que a restri¢do de ¢ a parte interior da bola seja um homeomorfismo sobre X, .

E importante notar que as condigdes (2) e (4) impdem uma estrutura de conjunto parcial-
mente ordenado (poset) sobre o conjunto Py. Mais especificamente, dizemos que 7 < o se, e
somente se, X. C X, onde X, é o fecho de X,. Essa relacdo de ordem reflete como as células
de dimensao inferior estdo contidas nas de dimensao superior e forma o poset das faces de X.

Intuitivamente, isso significa que as células do complexo sdo organizadas de maneira
hierarquica: células de dimensao inferior (como vértices) estdo "abaixo"das células de dimensdo
superior (como faces), e essa relagdo de inclusdo determina como as células se conectam entre si
para formar o complexo de células.

A condicao de regularidade (4) adiciona mais detalhes a essa estrutura, introduzindo a
relacdo de fronteira <. Dizemos que 0 < 7 se 0 < T e ndo existe nenhuma célula ¢ tal que
o < ¢ < 1, onde o simbolo < denota a versdo estrita da relagdo de ordem.

Essa relagdo de fronteira descreve como as células se "tocam"ou se "encostam". Por
exemplo, no caso de um cubo, os vértices formam as bordas das arestas, e as arestas formam
as bordas das faces. A relacio de fronteira captura essas interagdes e conexoes entre as células,
organizando a topologia do complexo. Portanto, toda a informacgdo topolégica sobre X esta
codificada na estrutura de poset de Py, e a relacdo de fronteira nos permite entender como as

células estao relacionadas umas as outras no espago topoldgico.

2.5 Complexos combinatérios

Complexos combinatérios (CCs) buscam definir objetos que contemplem tanto estruturas
hierarquicas (como complexos celulares e simpliciais) quanto estruturas relacionais mais gerais,

como hipergrafos. Ao invés de uma hierarquia rigida entre as células, os CCs permitem uma
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Figura 2 — Exemplos de dominios topoldgicos e relacionais.
Grafo Complexo Simplicial Complexo Celular Hipergrafo Complexo Combinatorio

iAo Jw F A

Fonte: De autoria prépria.

organiza¢ao mais flexivel, estabelecendo uma relagdo de ordem (ou ranking) entre elas. Mais
especificamente, um complexo combinatério (CC) (HAJ et al., 2022b) é uma tupla (V, K, rk),
onde V' € um conjunto finito, K C 2V \ 0 é um conjunto de células e rk : K — Z>( é uma
funcdo de ordenacio, tal que:

1. Paratodov € V, temos que v € K;

2. Para todas as células 0,0’ € K, se 0 C o', entdo rk(o) < rk(o”’).

Note que os CCs exigem apenas a propriedade de preservacdo da ordem na condicao (2)

ao mesmo tempo que permitem flexibilidade para acomodar estruturas nao hierarquicas, como

hipergrafos. A Figura 2 ilustra as estruturas relacionais mais populares em TDL.

2.6 Atributos

Neste trabalho, consideramos estruturas relacionais equipadas com features ou atributos.
Seja K um conjunto de células ou hiperarestas de um dominio relacional. A versdo com atributos
de K é uma tupla (K, z) em que z : K — R? atribui um vetor de carateristicas z(c) a cada

célula 0. Daqui em diante, designamos as carateristicas de o por x,.

2.7 Estruturas de Vizinhanca

Podemos explorar as relagdes de fronteira (ou fungdes de ordenacao) para especificar vi-
zinhos locais para cada célula. Em particular, Bodnar et al. (2021b) introduzem quatro estruturas
de vizinhanga : fronteira, co-fronteira, adjacéncia superior e adjacéncia inferior.

A vizinhanga do tipo fronteira N’z (o) de uma célula o é o conjunto de todos os elementos

T que pertencem a fronteira de o, ou seja:
Np(o)={r:7 <0}

A vizinhanga de co-fronteira N (o) de um elemento o é o conjunto de todos os elementos
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T tal que o pertence a sua fronteira, ou seja:
Ne(o)={r:0=<7}.

A adjacéncia superior N; (o) de um elemento o é o conjunto de todos os elementos 7
que estdo relacionados a o por meio de algum elemento 6, de tal forma que 7 < d e 0 < 0.
Em termos simples, é a relacdo de adjacéncia de o em direcdo "acima'"ou para "dimensdes

superiores”, onde existe uma conexao comum a ¢ e 7 em uma célula ¢, ou seja:
Ni(o)={r:3F0talque T < §,0 < &}.

A adjacéncia inferior V| (¢') de um elemento o é o conjunto de todos os elementos 7 que
estdo relacionados a o por meio de algum elemento 9, de tal forma que 6 < 7 e J < o. Ou seja,

o e 7 sdo “conectados” por um elemento comum que € “inferior” a ambos:
Ni(o)={r:30talque d < 7,0 < o}.

Exemplo 2.2. Seja um complexo K composto pelas seguintes células {{0}, {1}, {2}, {0, 1}
,{0,2},{1,2},{0,1,2}} e 0 = {0, 1}. Nesse caso, temos que :

Ng(o) = {{0}, {1}}, 2.1)
Ne(o) = {{0,1,2}}, (2.2)
Ni(o) = {{0,2}, {1, 2}}, (2.3)
Ni(o) = {{0,2},{1,2}}. (2.4)

Andlogos dessas vizinhancas e outras estruturas também podem ser obtidos por meio de
funcdes de ordenacdo (HAJLJ et al., 2022b).

Uma nocdo instrumental para utilizar essas estruturas € a de matrizes de incidéncia, uma
vez que elas s@o utilizadas para definir estruturas de vizinhanga e Laplacianas de Hodge (GOLD-
BERG, 2002). Formalmente, para toda dimenséo (ou rank) r > 1, B, € {—1,0, 1}¥r-1*Nr ¢ ta]
que (B,);; ¢ £1 se o (r)-simplice j é coface do (r — 1)-simplice 7 e 0 caso contrario. A escolha

do sinal das entradas ndo-zero € arbitréria e tipicamente dependente da aplicacao.

2.8 Cadeias, Operadores de Fronteira e Ciclos

Nesta secdo serdo abordadas algumas nocdes basicas de topologia algébrica. Para simpli-
ficar a exposicdo, consideramos complexos simpliciais abstratos equipados com coeficientes no

corpo finito Z /27 = {0, 1}.
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O espacgo das n-cadeias € o espaco vetorial formado por todas as somas formais dos

simplices de dimensao n de um complexo simplicial abstrato K. Formalmente, sejan > 0 e
K(n) = {0 e K: dim(a) = n},

o n-esqueleto de K, ou seja, o conjunto dos simplices de dimensdo n. As n-cadeias de K sdo o
conjunto C,,(K') cujos elementos possuem a forma
c= Y €0, (2.5)
oEK ()
onde para todo o € K(,), €, € Z/2Z representa o coeficiente associado ao simplice o (VIRK,
2022, p. 85).
Sejam c e ¢’ duas n-cadeias. A soma de duas cadeias (¢ + ') e o produto de uma cadeia por um

escalar (Ac) sdo respectivamente definidos por

c+c = Z (€5 + €)0, (2.6)
O’GK(n>

Ae= )" (A€o, 2.7)
O'GK(n)

onde as operagdes de soma e multiplicagdo sdo realizadas médulo 2, isto €, na aritmética do
corpo Z/27.

Definimos a fronteira de um n-simplex o, denotada por J,0, como a soma de seus
(n — 1)-simplices constituintes, isto &,

O =Y T (2.8)
TCo|r|=|o|-1

onde a soma € feita médulo 2 e a notagdo 7 C ¢ indica que 7 € uma face de o de dimensao
imediatamente inferior.

Esse operador de fronteira se estende linearmente aos espacos de cadeias. Em particular,
o operador de fronteira 0,, € uma funcdo linear 0, : C,,(K) — C,_1(K) que é definida pela

seguinte equagao:

Onc = 0, Z €0 | = Z €50,0. (2.9)

UEK(n) UEK(n)
Um fato fundamental na topologia algébrica € que a composicdo de operadores de

fronteira consecutivos € nula, ou seja,

Op-100, =0 paratodon > 1. (2.10)
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Dessa forma, as imagens dos operadores J,, estdo contidas nos nticleos (kernel) dos
operadores 0, _;. Isto permite definir o conjunto dos n-ciclos de K que é o niicleo do operador

de fronteira 0,
Zn(K) =ker0, = {c € C,(K) : 0,c = 0}. (2.11)

Exemplo 2.3. Considere o complexo simplicial K = {{vo},{v1},{v2},{vo,v1}, {v1,02},

{va, vo}. Esse complexo forma um ciclo triangular de arestas. A 1-cadeia

c = {vo,v1} + {v1,v2} + {v2, v0}, (2.12)

obtida somando formalmente as trés arestas é um exemplo de 1-ciclo em K. De fato, aplicando

o0 operador de fronteira 0y a ¢, obtemos:
61(0) = 61({1)0, Ul}) + 81({1}1, 1)2} + 81({1)2, Uo}) = (UO + Ul) -+ (Ul + UQ) —+ (?}0 + Ug). (213)

Agrupando os termos iguais e lembrando que a soma é feita modulo 2, cada vértice aparece
duas vezes na expressao acima. Assim, 0y(c) = 2vg + 2v1 + 2vy = 0 em Z/27.. Como 0, (c) = 0,

concluimos que ¢ € Z1(K), isto é, ¢ é um ciclo de dimensdo 1.
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3 REDES NEURAIS TOPOLOGICAS

Este capitulo apresenta as principais arquiteturas de redes neurais topoldgicas, incluindo
redes neurais para grafos. Além disso, serdo discutidos os métodos mais populares de elevagcdao

de grafos para dominios relacionais de ordem superior.

3.1 Elevando Grafos a Objetos de Ordem Superior

A maioria dos benchmarks para avaliagdo de TNNs compreende tarefas preditivas em
grafos. Para que seja possivel aplicar TNNs a esses problemas, € necessario um processo de
transformacao conhecido como elevacao (lifting), que mapeia grafos para dominios topolégicos
de ordem superior (TELYATNIKOV et al., 2024; HAJIJ et al., 2022b; BERNARDEZ et al.,
2024). Esse processo de elevacdo pode ser pré-definido com base em caracteristicas estruturais,
como proximidade de nds, presencga de ciclos, ou aprendido diretamente dos dados (BATTILORO
etal.,2024; KAZI et al., 2022).

Um lifting € um mapeamento lift : G — T do espago de grafos com atributos, G, para
um dominio alvo, T, tal que G =¢ G’ implica que lift(G) =7 lift(G’), onde =1 denota a relagdo
de isomorfismo no dominio T. Uma lista de diferentes tipos de liftings pode ser encontrada em

Telyatnikov et al. (2024).
3.1.1 Elevagdo por Cliques
O conjunto de cliques em um grafo GG € dado por
Cl(G)={cCV(G):u#vec = {u,v} € E(G)},

isto é, cada elemento de C'(G) € um subgrafo completo de GG. Os k-cliques de GG sdo elementos
de CI(G) de tamanho k, para k > 1, e sdo denotados por Cl;(G). Formalmente, a operagdo de

elevacdo por k-cliques é dada por
k
lifterique s (G) = V(G) U | CL(G), (3.1)
=2

sendo V() o conjunto de vértices do grafo. Note que a inclusdo de todas as cliques de tamanho
menor ou igual a k garante a propriedade de fechamento por inclusdo necessaria a um complexo

simplicial (qualquer face de uma face pertence também ao complexo).
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3.1.2 Elevagdo por Ciclos

A ideia da elevacgdo por ciclos € identificar elementos em uma base de ciclos no grafo de
entrada e usar o conjunto de vértices em cada ciclo como uma célula de dimensao 2 do complexo
celular resultante.

Consideremos somas moédulo 2 para vértices e arestas. Seja 0; o operador de fronteira
para arestas do grafo G, ou seja, 0, ({u,v}) = {u} + {v} para qualquer aresta {u,v} € E(G).

Os ciclos de G sao dados por

L(G) = {z CE(G):) di(e) = 0} .

e€l
Uma base ciclica de G' € uma colecao minima de ciclos tal que qualquer ciclo em G
possa ser escrito como soma desses ciclos, isto €, o menor conjunto B C L tal que, para todo

[ € L, exista um subconjunto B’ C B com

[=> b

beB’

A funcdo de elevacgao por ciclos é
lifteyee (G) = V(G) U E(G) U{V(b) : b € B(G)}, (3.2)

sendo V'(b) o conjunto de vértices do ciclo b, e {V(b) : b € B(G)} é o conjunto das células de

dimensao 2.
3.1.3 Elevagao por k-saltos

A vizinhanga de k-saltos de um né v € V(@) é definida por
Ni[v] = {u € V(G) : dist(u,v) < k}, (3.3)

sendo dist(u, v) a distdncia do caminho mais curto no grafo GG, medida pelo nimero de arestas
no caminho. Para construir o hipergrafo de k-saltos H a partir de G, forma-se uma hiperaresta

para cada né v € V() baseada em sua vizinhanca de k-saltos:
lifty hop (G) = {Ni[v] : v € V(G)}.

O parametro k controla a abrangéncia das vizinhancas incluidas como hiperarestas, com

valores maiores de k incorporando progressivamente nds mais distantes.
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3.1.4 Elevacdo por k Vizinhos mais Proximos

A elevacdo k-NN (nearest neighbors) constréi hiperarestas identificando os k& vizinhos
mais proximos com base nas caracteristicas dos nds (espago de features). Para cada nd, forma-se

uma hiperaresta que inclui o préprio né e seus k vizinhos mais proximos.
3.1.5 Elevagdo por Kernel

A elevacdo por kernel é um procedimento que constrdi hiperarestas baseado em medidas
de similaridade derivadas de kernels aplicados aos n6s do grafo. Esses kernels podem ser

definidos de trés formas:
i) Sobre a estrutura do grafo
1) sobre as caracteristicas dos nds, ou
1ii) como uma composi¢do que incorpora conjuntamente ambas as informacdes.

Para um nd de referéncia v, calcula-se a similaridade entre v e todos os demais nés v’
usando uma func¢do de kernel. Uma hiperaresta € entdo formada selecionando uma fracao fixa
(tipicamente 0,5) dos nds mais similares a v segundo o kernel escolhido. Esse processo € repetido
para cada n6 para construir o conjunto de hiperarestas.

Os kernels podem ser definidos nas seguintes formas: sobre nés K (v, v*), sobre caracte-
risticas K, (z, z*), ou sobre nds e caracteristicas conjuntamente C'(K (z, z*,v,v*)), onde C' é
uma funcdo de composi¢do valida. Kernels sobre caracteristicas sdo calculados por kernels RBF
ou exponenciais (DUVENAUD, 2014), enquanto kernels sobre grafos podem ser calculados por
kernels de temperatura ou Matérn (SCHOLKOPF; SMOLA, 2002; BOROVITSKIY et al., 2021;
NIKITIN et al., 2022).

3.1.6 Differentiable Cell Complex Module

Battiloro et al. (2024) propuseram uma camada inovadora composta por varios médulos,
sendo o Differentiable Cell Complex Module (DCM) o elemento central para a inferéncia de
topologia latente. O DCM comeca amostrando o 1-esqueleto do complexo celular latente por
meio do a-Differentiable Graph Module («-DGM). Em seguida, identifica poligonos — que
representam interacdes de ordem superior — ao detectar ciclos no grafo amostrado, utilizando o

Polygon Inference Module (PIM). Para uma explicacdo detalhada dos médulos a-DGM e PIM,
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remetemos o leitor a Secdo 3 de (BATTILORO et al., 2024). A topologia inferida € entdao usada
em uma rede de passagem de mensagem de complexo celular, operando nos niveis de no e aresta.

Toda a arquitetura € treinada de forma ponta a ponta.
3.1.7 Elevagdo de Atributos (features)

Em geral, atributos sao definidos somente para os nés do grafo. Assim, na elevacado de
grafos para objetos de ordem superior, é necessario definir como os atributos dos vértices serdo
propagados para obter atributos das células de dimensao maior que 0.

Seja 0 uma célula/simplex de dimensao maior que (. Na abordagem mais comum,
chamada aqui de lifting de soma, o valor de z(o) (vetor de features de o) é dado pela soma
das features dos elementos na vizinhanga de fronteira de o, i.e., (o) = 3 cx (,) 2(7). Assim,
features de células de dimensdo arbitrdria podem ser obtidas recursivamente a partir das features

dos vértices do grafo.

3.2 Redes Neurais Topologicas

Redes neurais topoldgicas (topological neural networks, TNNs) generalizam redes para
grafos ao estender sua aplicag@o para estruturas de ordem superior, como complexos simpliciais
e complexos celulares. A seguir, serdo discutidas redes neurais para grafos e suas extensoes
topoldgicas, com énfase em variantes populares e projetadas para complexos simpliciais e

complexos celulares.
3.2.1 Redes Neurais para Grafos

De modo similar as redes convolucionais para imagens, redes neurais para grafos (graph
neural networks, GNNs) (SCARSELLI et al., 2009; XU et al., 2019) combinam sequencial-
mente operagdes de filtragem local, ndo linearidade e, opcionalmente, pooling para capturar
representacdes do grafo em cada camada. No paradigma dominante, GNNs aprendem por meio
de um mecanismo de passagem de mensagem, no qual as mensagens vetoriais sdo trocadas entre
os nos e atualizadas como redes neurais (HAMILTON; YING; LESKOVEC, 2017).

A cada iteragdo/camada ¢ da GNN, aplicamos uma funcédo de agregacao Agg que recebe
como entrada o conjunto de embeddings dos nés na vizinhanga de cadané v € V, N (v), e

¢ . ~ .
gera uma mensagem mg,) com base nessas informagdes agregadas da vizinhanga de v. Em

seguida, aplicamos uma fun¢ado de atualizagdo Upd que recebe mt e o embedding de v na
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camada anterior. Matematicamente, o processo de passagem de mensagem pode ser descrito

recursivamente como

mg)f) = Agg(@({hy*l) U € N(U)}), Yo eV, (3.4)
hg)f) — Upd(é)(hfffl), mg)), Yo eV, (3.5)

onde Upd é uma funcdo arbitraria diferencidvel (por exemplo, uma rede MLP) e Agg € uma
~ EPI . N o 1 0 .
func¢do arbitraria invariante a ordem. Além disso, temos que hq(J ) = x, Vv e V.AFigura3
ilustra o processo de passagem de mensagem em GNNss.
Figura 3 — Visdo geral de como um vértice agrega mensagens de sua vizinhanga
local. O modelo agrega mensagens dos vizinhos de A (ou seja, E, F' e
D) e, por sua vez, as mensagens vindas desses vizinhos sdo baseadas
em informacdes agregadas de suas respectivas vizinhancas, e assim por

diante. Esta visualizacdo mostra uma versdao de duas camadas de um
modelo de passagem de mensagens.
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Fonte: De autoria prépria.

3.2.1.1 Graph Convolutional Network (GCN)

O modelo Graph Convolutional Network (GCN, (KIPF; WELLING, 2016)) foi provavel-
mente o principal responsdvel por popularizar GNNs, possivelmente devido a sua simplicidade.
A fungdo Agg da GCN € uma soma ponderada dos vizinhos do nés v € N (v), de maneira
que o embedding do né u recebe peso inversamente proporcional ao produto das raizes de

d, = IN(u)| +1ed, = |N(v)| + 1. Jd a funcdo Upd consiste em somar o embedding de cada
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né6 v dividido por d,, com a mensagem proveniente de seus vizinhos e aplicar uma camada linear
seguida de uma funcao de ativagao v (tipicamente uma fungdo Rectified Linear Unit, RELU).

Esse processo pode ser escrito como:

1
® _ Z BE=D) Yo eV, (3.6)
my, — 1y, v ) :
’U,GN(U) V dudv
1
h) =1 ((E—hff_” - m&@) @e) Vo eV, (3.7)

onde ©, € R¥%*d+1 ¢ uma matriz de parametros/pesos. Vale ressaltar que as equagdes acima
podem ser concisamente representadas por H") = 1) <EH (K_l)@g) . Note que GCNs utilizam
uma unica matriz de pesos por camada, e de forma geral, o processamento € bem parecido com
0 de uma rede neural MLP, com a principal diferenca sendo a etapa de difusao de embeddings de

nés no grafo através da multiplicagdo por A.
3.2.1.2 Simple Graph Convolution (SGC)

O modelo simple graph convolution (SGC) (WU et al., 2019) consiste em uma simplifi-

cacdo da GCN. Note que podemos expandir a recursdo da GCN para obter
HO =y (Zw ( A (ZX@“)) 0@ . > @“)) . (3.8)

Para reduzir o custo computacional das GCNs, o modelo SGC remove as nao linearidades
entre as camadas da GCN. Como resultado, € possivel colapsar os parametros do modelo com L
camadas em uma tinica matriz © = ©WO® ... QW) Desta forma, a fungio de atualizacio para

calcular a matriz de representacdes do SGC € definida como:
H = AXe. (3.9)

Surpreendentemente, o modelo SGC mostrou desempenho igual ou superior as GCNs para a

tarefa de classificacdo de nés, mas € mais eficiente e possui menos parametros ajustaveis.
3.2.1.3  Graph Isomorphism Network (GIN)

Xu et al. (2019) exploram o fato de que o processo de passagem de mensagem se
assemelha fortemente a uma heuristica para detec¢ao de isomorfismo em grafos chamada de teste
de Weisfeiler-Lehman (WL) (WEISFEILER; LEMAN, 1968). Nessa heuristica, inicializamos os
nds de ambos os grafos que queremos verificar com cores que representam seus atributos (ou

uma cor padrao, caso atributos de né nao estejam disponiveis). Nos passos seguintes do teste
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WL, verificamos se os multisets de cores relativos a cada grafo sdo idénticos. Caso positivo, os
noés atualizam suas cores em paralelo, aplicando uma fun¢ao de HASH que toma como entrada a
sua cor e o multiset com as cores de seus vizinhos. Caso contrario, o teste para indicando que os
grafos ndo sdo isomorficos. Se os multisets nao mudam entre duas iteracdes, o algoritmo encerra
com resultado inconclusivo.

Note que a fungdo HASH age de maneira andloga a composicao das fun¢des AGG e UPD
em uma GNN, com a restricdo de que HASH € uma funclo injetiva. Intuitivamente, entdo, basta
que a composi¢do UPD o AGG seja injetiva para que uma GNN seja tdo poderosa quanto o teste
WL. A fim de alcancar esse objetivo, graph isomorphism networks (GINs) (XU et al., 2019)

usam a seguinte implementacdo de passagem de mensagem:

T N T Yo eV, (3.10)
ueN (v)
) = MLPY (1 + eD)nl=D +mP) o eV, (3.11)

onde MLP(Z)(-) representa um perceptron multicamada. Se os atributos iniciais de cada nd
forem do tipo one-hot encodings, entdao podemos fazer h,(jo) = x,; caso contrario, utilizamos
KO = MLP(z,). O primeiro caso acontece pois a soma de vetores one-hot ja é injetiva. O

embedding final de cada né ap6s a tltima camada é h(5).

Utilizando /(") para tarefas de predicdo. No contexto de aprendizado em grafos, neste trabalho,

estamos principalmente interessados em tarefas preditivas a nivel de n6 e grafo:

* Classificagdo de nds: Essa tarefa envolve a determinacao da categoria ou classe de cada
n6 em um grafo, sendo util para problemas como a identificacdo de comunidades em
redes sociais ou a classificacdo de documentos em redes de citagdes académicas (KIPF;

WELLING, 2016).

* Classificacdo de grafo: Trata-se da tarefa de classificar uma caracteristica discreta ou
continua de um grafo ou subgrafo. A previsao de caracteristicas de grafos € particularmente
util em dreas onde cada entidade € representada por um grafo separado, e.g., classificacio

de propriedades de moléculas (XU et al., 2019).

As subsecdes acima descreveram como extrair embeddings para cada nd, condensando

informacdo sobre a estrutura do grafo ao redor do mesmo. Quando estamos interessados em
. . . . L

classificar ou prever uma propriedade de um né v € V', usamos seu embedding final hE como

entrada para uma rede neural feedforward (e.g., MLP) para obter predicdes da varidvel de saida.
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E importante ressaltar que as GNNs séo treinadas de maneira supervisionada (end-to-end). Ou
seja, tanto os parametros da GNN quanto da rede feedforward s@o treinados de maneira conjunta,
propagando gradientes a partir de uma funcao de perda supervisionada (e.g., entropia cruzada
ou erro quadratico médio). No caso em que queremos classificar ou prever uma propriedade
do grafo (G, combinamos os embeddings (hf,L))vev de todos os seus nds usando uma funcao
invariante a permutacdo (também chamada de pooling ou readout) para obter um embedding
h(GL) para o grafo. Novamente, usamos hg ) como entrada para uma rede feedforward que produz

as predi¢des do nosso modelo.
3.2.2 Redes de Passagem de Mensagem de Alta Ordem

Devido ao fato de o poder expressivo das GNNs baseadas em message passing ser,
no maximo, equivalente ao do teste de Weisfeiler—Leman de 1-cor (1-WL), tais redes nao
conseguem, em geral, resolver certas tarefas nos grafos — por exemplo, detectar ou contar
estruturas locais como triangulos ou cliques — sem recorrer a extensdes arquiteturais. Essa
limitacdo inerente tem motivado o desenvolvimento de modelos mais expressivos, explorando,
por exemplo, redes neurais topologicas (TNNs) (BODNAR et al., 2021b), features aleatdrias
(SATO; YAMADA; KASHIMA, 2021) e codificacOes estruturais/posicionais (LI et al., 2020;
YOU; YING; LESKOVEC, 2019).

Como as GNNs, a maioria das TNNs emprega mecanismos de passagem de mensagens
para obter representagdes de nivel de célula (PAPILLON er al., 2023). Em particular, seja (N;);
uma sequéncia finita de estruturas de vizinhanca, que representam as interagdes entre os elemen-
tos no espago relacional. Na sua forma geral, comegando com h? = x, para todas as células o,
onde z, € o vetor de caracteristicas associado a célula o, uma TNN de passagem de mensagens
(BODNAR et al., 2021a) calcula recursivamente o estado das células em camadas sucessivas. O

cdlculo das mensagens m!  para cada célula o é dado pelos seguintes multiconjuntos:

{oui(hs ho. hg) - 7 € Ni(0),0 € Np(o,T)}, se N; =N,

M, = 8 Ll e, hY) 7 € Ni(0),0 € No(o, 7)), se N; = N (3.12)
{pei(hE ) - 7 € Ni(o)}, caso contrario.

onde No(o,7) = Ne(o) N Ne(7) e Np(o,7) = Ng(o) N Np(7). Além disso, a fungdo ¢ ;
representa o cdlculo das mensagens entre as células 7, o e 9, dependendo do tipo de vizinhanga

envolvida, seja ela inferior (V}), superior (N+) ou baseadas em fronteira. A atualiza¢do do estado
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das células h’ na camada ¢ para a camada seguinte £ + 1 é:

hett = ¢ (hﬁ, ) Agg, (mf,a)> (3.13)

onde h’, é a representagio da célula o na camada /. A operagio de agregacdo (X) combina as
mensagens de diferentes vizinhangas e a fungdo de agregagdo Agg, aplica uma agregagdo sobre
as mensagens recebidas de todas as células vizinhas. A funcdo ¢ € responsdvel por atualizar a

representacao da célula, geralmente utilizando uma rede neural do tipo MLP.
3.2.2.1 Simplex Convolutional Network (SCN)

O modelo SCN (YANG; SALA; BOGDAN, 2022) ¢ um método de aprendizado de
representacao para complexos simpliciais. Ele pode ser visto como uma extensao natural do
modelo GCN, onde a difusdo no grafo com a matriz de adjacéncia normalizada é substituida por
adjacéncias baseadas em Laplacianas de Hodge.

Para matriz de fronteira B com ranking r > 0, denotamos por A, = B;:F_IB,,«_l + BTB,T
a matriz Laplaciana de Hodge de dimensdo r. A matriz de adjacéncia correspondente com
self-loops adicionados € dada por A, = A, 4 2/, . Também definimos as matrizes de adjacéncia
normalizadas como A, = D,,_1/2ATDT_1/2 parar =0...R,onde (D,); = Y .(A,);; ¢ a matriz

J
diagonal de graus para os r-simplices. Na camada ¢ e para a dimensao r, a saida da camada do

SCN ¢ dada por:

H = (AHTIW) (3.14)

com Hﬁo)

= X, — amatriz X, contém os atributos dos simplices de dimensao r ao longo das

linhas. Para a tarefa de classificacdo de n6s € aplicada uma camada de readout feita recursiva-
, . ~ . L .

mente sobre a saida calculada para cada dimensao. Seja Zr = H 1(% ), realizamos o readout de

dimensdes superiores para inferiores da seguinte forma:
Z, = |(B,2,0W) || Hﬁf{] 0@ paal<r <R (3.15)

onde O e © sdo matrizes de pardmetros, ¢ (-) uma funcdo de ativacdo ndo linear e || a

operacao de concatenacgdo. Por fim, a predi¢do para nés € dada por
Yy = softmax(Z,0y) (3.16)

Em que ©, mapeia os vetores-linha de Z, para R“° com Cy denotando o niimero de classes para

os 0-simplices.
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Na literatura também € proposta uma variante chamada de simplicial complex convolutio-
nal networks (SCCN) que considera troca de mensagem entre simplices de dimensdes adjacentes

(HAJIJ et al., 2022a). Nesse caso, SCCN utiliza uma matriz de adjacéncia completa A dada por

OéAO BBO 0
A= |BBT oA, BB (3.17)

A matriz A tem as matrizes de r-adjacéncia A, na diagonal principal e as matrizes de
incidéncia B, nas diagonais superiores e inferiores. As varidveis « e § sdo parametros ajustaveis.
A matriz A, captura relagdes dentro da mesma dimensao, enquanto B, mostra conexdes entre
um 7-simplex e um (r — 1)-simplex que é uma face do r-simplex. O SCCN usa a operagao

convolucional na matriz de adjacéncia completa A conforme a Equacdo 3.14.

3.2.2.2 CW Networks (CWN)

Bodnar et al. (2021a) propdem um framework geral para passagem de mensagem em
complexos celulares, denominado CW networks (CWNs). Dentre os modelos propostos, cell
isomorphism networks (CINs) seguem um desenho arquitetural baseado em GINs (XU et al.,

2019). Em particular, CINs empregam

mig (o) = MLPG () | (1+e)hy+ > Al (3.18)
TENB )
mi (o) = MLP, o) | L+ edho+ > Y MLP, (ki h)| (319
T€N¢(0)6€Nc(0')ﬂ./\/'c(7')
hy't = MLPy,q (m (o) | m{™(0)) (3.20)

onde €, €2 sdo constantes, MLPZBJ(U) e MLP?I(U) sdo MLPs de duas camadas, e MLPEpd e

MLP¢ ) sdo camadas densas seguidas por fungdes de ativagdo do tipo ReLU.

r(o
Para tarefas de predicdo a nivel de complexo, as representagdes finais das células sao
combinadas usando uma camada de readout (por exemplo, média ou soma) antes de passar por

um ‘“cabeca” de classifica¢io (por exemplo, MLP).
3.2.2.3 Cell Complex Neural Networks (CXN)

Hajij, Istvan e Zamzmi (2020) também exploram redes de passagem de mensagem para

complexos celulares. A abordagem proposta é muito similar ao modelo CWN — comparativa-
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mente CXNs utilizam um nimero menor de estruturas de vizinhanca. Em particular, em uma das

variantes de CXNs', dado um rank r, o processo de passagem de mensagem é dado por:

(
ReLU (7(,hf,@€ + 2 reN: (o) 7077h566> , ser(c)=0
hﬁz]@&@kwww%) se t(0) = 2 (3.21)
Mo ser(o) =1
\

onde v, € 7, . sd0 coeficientes que ajustam a influéncia das células vizinhas na célula alvo —

podem ser aprendidos (como mecanismo de aten¢@o) ou fixos (como em GCNss).
3.2.2.4  Unified Framework for Graph and Hypergraph Neural Networks (UniGNN)

UniGNN (HUANG:; YANG, 2021) denota uma classe de modelos que visa generalizar
GNNss para hipergrafos. Ela permite que qualquer GNN possa ser aplicada a hipergrafos. Mais
especificamente, UniGNN emprega duas agregacdes. Seja F, = {e¢ € E|v € e} conjunto
de hiperarestas incidentes no vértice v onde £ € o conjunto de hiperarestas. Entdo, UniGNN

recursivamente computa:

m¢ = ¢1({h}ue.) Ve €E (3.22)
WAt = gy (hE, {(m’}een,) Yo eV (3.23)

onde ¢; e ¢, denotam fungdes de agregacdo invariantes a ordem. E possivel mostrar que

UniGNNs generalizam GNNs (HUANG; YANG, 2021).

' Ver <https://github.com/pyt-team/TopoModelX/blob/main/topomodelx/nn/cell/ccxn_layer.py>


https://github.com/pyt-team/TopoModelX/blob/main/topomodelx/nn/cell/ccxn_layer.py
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4 ACELERANDO REDES CONVOLUCIONAIS PARA COMPLEXOS SIMPLICIAIS

As redes neurais topoldgicas (TNNs) tém mostrado grande potencial na modelagem de
dados que possuem uma estrutura de relacionamentos complexas, como grafos e complexos sim-
pliciais. No entanto, uma das principais limitacdes dessa abordagem estd no custo computacional
elevado associado ao treinamento dessas redes. A necessidade de manipular multiplas dimensdes
e grandes matrizes de propagagdo torna o treinamento dessas redes extremamente intensivo em
termos computacionais, o que limita sua aplicabilidade em cendrios com grandes conjuntos de
dados ou com estruturas topoldgicas de alta ordem.

Neste contexto, a proposta deste capitulo € apresentar uma versao simplificada e linear
das redes convolucionais para complexos simpliciais (SCN), chamada de simple simplex convo-
lutional network ou SimpleXCN. Além disso, o objetivo é de reduzir o custo computacional

associado ao treinamento dessas redes.

4.1 Simple simplex convolutional network (SimpleXCN)

O SimpleXCN adota uma abordagem similar a apresentada no SGC (WU et al., 2019),
onde as ndo-linearidades sdo removidas para obtermos modelos lineares. Simplificando o SCN,
SimpleXCN remove as ndo-linearidades entre as camadas intermedidrias e colapsa as matrizes
de pesos/pardmetros em uma tnica matriz O, para cada dimensao do complexo simplicial —
reduzindo substancialmente o nimero de pardmetros a serem aprendidos. Além disso, tratamos as
matrizes utilizadas na propagag¢do como hiper-parametros. Ou seja, assuma que S, € uma matriz
de propagacao (ou de difusdo) de dimensdo r. Entdo, podemos escolher S, = A, (Laplaciana
de Hodge), S, = A, = A, + 21y, (adjacéncia) ou S, = A, = DT_l/QATD,«_l/2 (adjacéncia
normalizada).

Seguindo o modelo SCN, a propagacdo entre células de diferentes dimensdes ocorre
separadamente, seguido por uma etapa de down-lifting. Considere um complexo simplicial de

dimensdo R = 2 e uma SCN com L = 1 camada. Entao, a representacdo a nivel de n6 obtida é:

HY = (A, X, WD) (4.1)
Zo = |0(Bi (B, HY ©)|HM0P V) || HEV | e, (4.2)
—~—
Z2
i A i
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em que O, € R¥%*%+1 ¢ yma matriz de parAmetros/pesos ajustaveis e || denota a operagio de

concatenagdo. Removendo todas as ndo-linearidades, obtemos

Zy = [Bl (B A X, WiV e | A x it 1e el || AOXOWO(”} e, (4.3)

Zy = [[Bl By A, XoWyVeM | B A x, w1 el | AOXOW(@] o, @4
e colapsando as matrizes de pardmetros em uma matriz O, temos:
ZO = BlBQAQXQ H Blzile H AoXo] @0. (45)

Com isso, podemos agora generalizar essa abordagem para diferentes matrizes de difusio
S, e qualquer dimensiao r. Para obtermos representagdes dos simplices de dimensio r, primeiro
calculamos o resultado S5 X, de L passos de difusdo de X, para toda ordem 7, incluindo 7.
Entdo, concatenamos as features (STLXT)U do r-simplice o pOs-difusdo as somas das features
de todas as cofaces de o, também apds difusdo e separadas por ordem. Finalmente, obtemos os
logits para classificacio do r-simplice o usando uma transformagdo linear ©,.. De modo geral, o

processo pode ser descrito sucintamente para todos os simplices de dimensao r» como:

R m
(., (L) sex)
m=r+1 j=r+1

onde R € a dimensdo do maior simplice do complexo simplicial. Para classificacdo de nds

Z, = StX,| e, (4.6)

computamos Yy = softmax(Zp).

4.2 Experimentos e Resultados

Nesta secao serdo detalhados o setup experimental, as etapas de pré-processamento apli-
cadas, as configuracOes da arquitetura das redes neurais, a métrica de avaliagc@o e os conjuntos de
dados utilizados para avaliar o SimpleXCN. A avaliacdo empirica se concentra no desempenho
de redes neurais convolucionais para complexos simpliciais para classificacao de nds. Serdao
apresentados e discutidos os resultados quanto a acuricia, e ao desempenho computacional de

forma empirica.

4.2.1 Conjuntos de Dados

Para a andlise, foram considerados oito bancos de dados provenientes de benchmarks
amplamente utilizados, sendo quatro deles representacdes de redes de citagdes: Cora, Citeseer,

Pubmed e DBLP (YANG; COHEN; SALAKHUDINOV, 2016; BOJCHEVSKI; GiNNEMANN,
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2018). Nestes casos, 0s nds representam artigos académicos, enquanto as arestas indicam as
citacOes entre os mesmos. As caracteristicas dos nds sao representadas por vetores de bag of
words, e os rotulos dos nds correspondem aos topicos académicos dos artigos associados. Além
disso, foram utilizados outros quatro bancos de dados caracterizados por conter heterofilia:
Amazon-ratings, onde os nds representam produtos e as arestas conectam produtos, frequente-
mente comprados juntos; Minesweeper € um conjunto de dados sintético onde o grafo € uma
grade regular de 100 x 100, cada né esta conectado a oito nds vizinhos, € a tarefa € prever quais
desses nds sdo minas; Questions € baseado em um site de perguntas e respostas, onde os nds
representam usudrios, € uma aresta conecta dois nés se um usudrio respondeu a pergunta do
outro. A tarefa € prever quais usudrios permaneceram ativos no site (PLATONOV et al., 2023).
Cada banco de dados foi dividido na propor¢do de 50% para os dados de treinamento, 25% para

validacdo e 25% para teste. A Tabela 1 apresenta as propriedades dos conjuntos de dados.

Tabela 1 — Propriedades dos conjuntos de dados. E apresentada a quantidade apro-
ximada de nds, arestas, caracteristicas e classes para cada conjunto de
dados. Também descrevemos como os dados sdo distribuidos entre os
conjuntos de teste, validacao e treinamento. A proporcao de divisdo para
cada conjunto de dados: metade dos dados é usada para treinamento, 25%

¢ usada para validac@o, e 25% é usada para teste.
Conjuntos de dados  #Vertices #Arestas # Caracteristicas #Classes Treino% Validacdo% Teste%

Cora ~ 2,7K ~ 10K 1,433 7 50 25 25
Citeseer ~ 3,3K ~ 9K 3,703 6 50 25 25
Minesweeper ~ 10,0K ~ 39K 7 2 50 25 25
DBLP ~17,7K  ~ 105K 1,639 4 50 25 25
Pubmed ~19,7K ~ 88K 500 3 50 25 25
Amazon-ratings ~ 24,5K ~ 93K 300 5 50 25 25
Questions ~ 48 9K ~ 153,5K 301 2 50 25 25

4.2.2 Configuragdao Experimental

Para a comparacdo de desempenho, foram escolhidos os modelos SCN e SCCN (YANG;
SALA; BOGDAN, 2022), pois eles estendem diretamente a abordagem da GCN, proporcionando
um cendrio ideal para a realizagcdo de experimentos com um método de simplificacdo semelhante
ao do SGC. Todos os modelos foram treinados com pelo menos duas camadas de convolucao.
Também foi realizado um grid search utilizando o Optuna (AKIBA et al., 2019) para encontrar os
melhores hiperpardmetros. Definimos o espago de busca para a taxa de aprendizado (de 0.001 a
0.01) com passo de 0.001, o decaimento de pesos entre (0, Se-4, 5e-6) e a ordem de elevagao (2),

considerando apenas tridngulos. Especificamente para o SimpleXCN, definimos um intervalo
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de (2 a 7) para o grau de propagacao.

Para as implementacdes, foi utilizado o framework TopoBenchmarkX (PYT-TEAM,
2024), que fornece todos os recursos necessarios para calcular o complexo simplicial através da
elevacdo por clique e da elevagdo de features via projecio (Projection Sum). Para cada conjunto

de dados, 0 SimpleXCN foi executado por 5 vezes.

4.2.3 Resultados

A anélise dos resultados apresentados na Tabela 2 revela que, embora o SimpleXCN
ndo seja consistentemente o melhor modelo em todas as métricas, ele se mantém competitivo,
apresentando um bom desempenho em relagio aos outros métodos, SCN e SCCN. A média e o
desvio padrao das acurdcias mostram uma variagdo de desempenho entre os diferentes conjuntos

de dados, indicando que ndo ha uma arquitetura que se destaque de forma clara e definitiva.

Tabela 2 — A comparagdo de vdrias arquiteturas em multiplos bancos de dados. Cada
entradas da tabela apresenta a média e o desvio-padrdo das acuricias.
Apesar de nao ter uma melhora significativa o SimpleXCN € competi-
tivo comparativamente com as outras duas arquiteturas, embora seja bem
mais simples.

SCN SCCN SimpleXCN
Cora 86.3+t1.2 8.9+0.3 86.1+0.6
Citeseer 73317 73.0+£1.1 739+1.6
PubMed 872+04 86.5+0.6 86.9+0.7
DBLP 82.0+0.2 829+09 819+0.3
Amazon-ratings 469 +0.3 44.7+09  4244+0.7
Minesweeper 89.5+£0.3 89.8+03 87.4+£0.3
Questions 65.1 £2.4 68.5+25 68.0 £ 0.7

O SimpleXCN, apesar de ser uma arquitetura mais simples, apresenta um desempenho
notdvel em comparagdo com o SCN e o SCCN, mostrando que sua simplicidade ndo compromete
sua capacidade de entrega. Por exemplo, no conjunto de dados Cora, 0 SimpleXCN obteve
uma acurdcia de 86.1 £ 0.6, ficando apenas ligeiramente atrds do SCN, que obteve 86.3 £ 1.2.
Em outros casos, como no Citeseer, 0 SimpleXCN obteve 73.9 & 1.6, superando o SCN, que
teve 73.3 £ 1.7.

Com o objetivo de avaliar se as diferengas observadas entre as acurdcias do SimpleXCN
e das outras arquiteturas sdo estatisticamente significativas, foi realizado o teste de Wilco-
xon (WILCOXON, 1945) — um método nao-paramétrico para comparagdo de duas amostras

pareadas.
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Tabela 3 — Os resultados do teste de Wilcoxon, comparando as acuricias do
SimpleXCN a dois métodos distintos, SCN e SCCN. Sao mostrados em
diversos conjuntos de dados: Cora, Citeseer, PubMed, DBLP, Amazon,
Question e Minesweeper. Este teste foi utilizado para verificar se existem
diferengas estatisticamente significativas entre as acurdcias.

Cora Citeseer PubMed DBLP Amazon Questions Minesweeper

SCN Statistic 3.0 5.0 2.0 7.0 0.0 2.0 0.0
p-value 0.4652 0.6250  0.1875 1.0000 0.0625 0.1875 0.0625

SCCN Statistic 3.0 7.0 5.0 2.0 0.0 6.0 0.0
p-value 0.4652 1.0000 0.6250 0.1875 0.0625 0.8125 0.0625

Tabela 4 — Comparacdo de tempo por iteragdo entre as arquiteturas. Foram realizados
testes em quatro conjuntos de dados que contém o maior nimero de nos
e arestas; esses conjuntos também foram escolhidos porque, devido a
elevada quantidade desses atributos, € mais facil evidenciar diferencas
de desempenho entre as arquiteturas. Nota-se que houve uma reducao
significativa no tempo de execucao do conjunto Questions.

SCN SCCN SimpleXCN
DBLP  0.49seg/it 0.60 seg/it  0.47 seg/it
PubMed 0.11 seg/it 0.11 seg/it 0.11 segf/it
Questions 1.41 seg/it 1.52 seg/it  0.28 seg/it
Amazon 0.27 seg/it 0.26 seg/it  0.21 seg/it

Os resultados que estdo presentes na Tabela 3, indicam que, em geral, ndo ha diferencgas
estatisticamente significativas nos conjuntos de dados analisados. A maioria dos p-valores esta
acima de 0,05, sugerindo que as diferengas observadas podem ser atribuidas ao acaso e nao
representam um efeito real significativo. Apenas alguns conjuntos de dados apresentaram p-
valores proximos ao limiar de significincia, indicando uma tendéncia marginal para diferencgas,
mas sem evidéncia suficiente para rejeitar a hipétese nula com um nivel de confianca padrio.

Porém, € importante destacar que o objetivo principal do SimpleXCN nao € ser o
modelo com melhor desempenho, mas sim ser mais leve e escaldavel. Portanto, mesmo que o
SimpleXCN ndo consiga superar consistentemente os outros modelos em termos de acurdcia,
ele pode ser mais adequado para cendrios com limitagdes de recursos computacionais ou a
necessidade de lidar com grandes volumes de dados.

Foram realizados experimentos focados no desempenho computacional de forma em-
pirica, utilizando uma GPU RTX4060. Neste teste, mediu-se o pico de memoria alocada, o
nimero de pardmetros e o tempo médio de execucdo por época para cada arquitetura. Para esses
experimentos, selecionamos alguns dos conjuntos de dados com maior quantidade de nés, arestas

e features, permitindo assim destacar de forma mais evidente a relagdo entre o desempenho e a
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complexidade dos dados. Os resultados sao mostrados nas Tabelas 4 e 5.

Tabela 5 — O ntimero total de parametros para cada arquitetura e o pico de memoria
alocada para sua execug¢do sio apresentados.

SCN SCCN SimpleXCN

DBLP 173K/129GB 178K /1.29GB 229K/1.11 GB
PubMed 64.3K/046GB 69.3K/046GB 35.5K/0.31GB
Questions 452K /498GB 50.1K/498GB 2.4K/0.61 GB
Amazon 452K/099GB 50.1K/098GB 5.1K/0.40GB

Pode-se observar uma reducao clara, que chega a ser de 10 vezes no nimero de parame-
tros e, consequentemente, uma redugdo significativa no uso de memdria, que chega a ser de 50%.
Essa reducdo, evidenciada pelas tabelas acima, € particularmente notdvel no conjunto de dados
Questions. Isso ocorre porque esse conjunto possui a maior quantidade de nés e arestas, o que,
durante o processo de lifting, resulta na formagdo de um nimero maior de cliques. Consequente-
mente, sdo geradas matrizes de incidéncia e Laplacianas de Hodge maiores para representar a
estrutura do complexo simplicial. Isso proporciona um cendrio favordvel, evidenciando a redugdo

tanto no tempo de execu¢do quanto no nimero de parametros.



47

5 LIFTING DIFERENCIAVEL

Nesta se¢do, serd apresentado o Jlift (lido como DiffLift), uma estrutura geral para
aprender fungdes de elevacdo de grafos para estruturas de ordem superior. A Secdo 5.1 fornece
uma descricao iterativa do método, permitindo o aprendizado de estruturas de ordem cada vez
mais altas. As Subse¢des 5.1.1 e 5.1.3 utilizam 0lift para elevag¢do de grafo para hipergrafo e

grafo para complexo de celulares, respectivamente.

5.1 Formulaciao Geral

Consiste em determinar quais células de ordem superior devem ser adicionadas a um
grafo de entrada (7, de forma a satisfazer as restricdes do dominio alvo. Para isso, foi proposta a

seguinte formulacao.

dlift : Formulacgao geral para elevacoes diferenciaveis de grafos

Entrada: Grafo G = (V, E, z), dominio alvo T, e dimensdo maxima D,,y.

Passo 1: Calcular as incorporacoes dos noés. Use uma GNN arbitraria para calcular
uma representagdo vetorial (embedding) z, para cadané v € V. Esta GNN pode ser um
modelo pré-treinado ou aprendido de ponta a ponta. Defina a dimensdo do dominio atual

como D = 1.

Passo 2: Selecionar células candidatas. Dadas as representagdes dos nés {z, }vev,
defina um conjunto de células candidatas C C 2" de dimensdo D. Para cada célula C € C,

calcule uma representagio zc = €, .~ z,, onde € é uma funcéo de agregacio invariante

velC
a permutacdes. Observe que o procedimento exato para definir células candidatas depende
do dominio alvo T, pois os candidatos devem respeitar possiveis restricdes de hierarquia

entre células.

Passo 3: Aceitar/rejeitar células candidatas. Aplique uma rede neural ¢ (por exemplo,
uma MLP) que define uma probabilidade de aceita¢do ¢(z¢) para cada célula candidata
C. Finalmente, gere uma amostra yo de uma distribui¢do de Bernoulli com parametro

¢(z¢), indicando se a célula C' é aceita ou ndo. O dominio resultante é entdo dado por

VUEU{C €C:yc=1comyc ~ Ber(¢p(zc))}.
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Passo 4: Verificacdo de término. Se D = D, pare; caso contrario, D <— D + 1 e

retorne ao Passo 2.

O 0lift é aprendido de ponta a ponta, utilizando o estimador straight-through (BENGIO;
LEONARD; COURVILLE, 2013) para propagar gradientes através das amostras no Passo 3.
Para hipergrafos, assumimos que as hiperarestas possuem dimensao um, fazendo com que o Jlift
pare assim que chega ao Passo 4. Observamos que os Passos 2 e 3 s@o os unicos dependentes do

dominio. A seguir, € explicado como esses passos podem ser adaptados a dominios especificos.
5.1.1 Lifting de Grafo para Hipergrafo

Passo 1. De forma similar a formulagao geral do Olift: utilizamos uma GNN arbitraria para
calcular uma representagdo z, para cadané v € V, mantendo a dimensao inicial D = 1.

Passo 2. Suponha que desejamos aprender uma hiperaresta para cada né. Para cada né v,
definimos uma hiperaresta candidata C'(v) como um conjunto S C V' que contém exatamente k,

nos, escolhidos de acordo com a seguinte condi¢do:
Cv) = {S CV:|S|=kyeVw ¢S, dist(zy, z,) > magcdist(zwzv)} :
ue

sendo dist(z,, z,) a distancia Euclidiana entre as representacdes vetoriais z, € z, dos nés u e
v, respectivamente. A condicdo garante que, para cada né w que ndo estd em S, a distdncia
dist(zy, 2,) serd sempre maior ou igual 2 maior distincia entre v e os nds presentes em S. Isso
implica que os ndés em S sdo os k, nds mais proximos de v, e quaisquer nds adicionais nio
podem ser mais préximos de v do que os nds ja selecionados.

Para permitir tamanhos adaptativos de hiperarestas, k, é amostrado de acordo com uma
distribui¢do de probabilidade parametrizada por uma func¢ao z, de v. Mais especificamente,

definimos o vetor de probabilidade ,, de dimensao ky.x — kmin + 1, tal que:
T, o exp o MLP(z,), (5.1

sendo MLP uma rede neural de multiplas camadas aplicada a representacao z,, € exp o denota
a aplicacdo da fun¢do exponencial aplicada ao resultado da rede neural de multi-camadas. Em
seguida, fazemos k, ~ Categorical(r,), ou seja, k, é amostrado a partir de uma distribui¢do
categdrica com probabilidade dada por 7,. Os valores ky;, € kmax definem os limites inferior e

superior para k,, respectivamente.
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Figura 4 — Duas itera¢des do Olift para complexos de células. Na primeira iteracio,
calculamos a representacdes através de uma GNN para cada n6 u, z,, em
que estas representacdes sdo utilizadas para delimitar as células candidatas
de 1 dimensdo. Especificamente, consideramos o equivalente das células
de aresta que conectam u a cada um de seus k,, vizinhos mais préximos no
espago de representagdes, onde k,, € uma varidvel aleatéria parametrizada
por z,. Uma func¢do € aplicada sobre o conjunto de representacdes dos
no6s dentro de cada célula para calcular suas probabilidades de aceitacao.
A partir da segunda iteragcdo, usamos a elevacao por ciclos no nosso com-
plexo de células aumentado para gerar células candidatas, cujas probabili-

dades de aceitacdo sdo calculadas de forma semelhante ao primeiro passo.
Learning 1-dim cells Learning 2-dim cells
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Passo 3. E definida a probabilidade de aceitacio (ou seja, de b, = 1) para C (v) como uma

fungdo dos embeddings dos n6s em C'(v). Mais especificamente, b, é¢ dado por:
by, ~ Ber(V({z,:ue C(v)})), (5.2)

onde ¥ € aprendivel e mapeia de multiconjuntos (ou seja, W € invaridvel a ordem) de elementos

em R? para (0, 1).
5.1.2 Elevagdo de Caracteristicas (Feature Lifting)

Cada hiperaresta aceita C'(v) recebe um vetor de caracteristicas ¢ (. calculado como
uma operacdo de multiconjunto sobre {z, : u € C(v)}. Especificamente, utilizamos uma

projecdo de soma escalada:

1
Tow) = % ;C%)mu, Yo tal que b, = 1. (5.3)

5.1.3 Elevagdo de Grafo para complexo de células
Por razdes computacionais, o procedimento de elevagdo para complexos de células é

divido em dois casos (modificando somente o Passo 2 e Passo 3). Uma visdo geral do método

de elevacao proposto de grafo para complexo de células esta representado na Figura 4.
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5.1.3.1 Caso D = 1: Aprendendo arestas

Passo 1. Novamente utilizamos uma GNN arbitraria para calcular uma representagdo z, para
cadano v € V, mantendo a dimensao inicial D = 1.
Passo 2. De forma similar a elevacao de grafo para hipergrafo, para cada né v, é amostrada um
tamanho de vizinhanga k, e um conjunto C'(v) C V' \ {v} contendo os nds associados aos k,
vizinhos mais proximos de v € definido no espacgo de representacdes (embeddings).
Passo 3. Construimos as arestas candidatas (células de 1-dimensdo) considerando cada par
(v,v") e sua probabilidade de aceitacdo é definida (ou seja, de b, ,» = 1) como uma fungdo das
representagdes de v e v'.

Especificamente, fazemos b, ,» ~ Ber (V({z,, 2./ })), onde ¥ é uma fungdo invaridvel a

ordem. Ao final desta iteracdo, o complexo de células obtido é dado por:
K'=VUEU{{v,v'} :veV,v € C(v) comb,, = 1}. (5.4)

Quanto ao feature lifting, a projecao de soma escalada é aplica, de forma idéntica ao caso do

hipergrafo.
5.1.3.2 Caso D > 2: Aprendendo células D-dimensoes

Para selecionar células candidatas de dimensao arbitrdria, precisa-se ter nocao de ciclos
n-dimensdes de um complexo de células. Seja C,,(K') os n-ciclos do complexo de células K,
equipados com a estrutura de espago vetorial Z/27. Também seja 0, : C,,(K) — C,_1(K)oa
fun¢do de fronteira linear de K. Entdo, os n-ciclos de K sdo dados por Z,,(K) = ker(0,) (ver
Secdo 2.8, pag 28).

Passo 2. Seja K~ o complexo de células no final da iteracio D — 1. E selecionada uma base
para o conjunto de ciclos (D — 1)-dimensdes Zp_1(KP~!) em KP~! para servir como células
candidatas. Uma base de ciclos € uma colecdo minima de ciclos tal que qualquer ciclo pode ser
escrito como uma soma moédulo-2 dos ciclos na base.

Passo 3. Seja C o conjunto de ciclos (D — 1)-candidatos do Passo 2. A defini¢do da probabilidade
de aceitacdo de C' € C (ou seja, bo = 1) usando um modelo DeepSet (ZAHEER et al., 2017)
sobre o multiconjunto de representagdes { z, }.cc de todos os nés v em C. O complexo de

células obtido nesta iteracdo € entdo:

KP =KP'u{CeC:bc=1} (5.5)
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Para simplificagdo, novamente, as caracteristicas das células D-dimensdes sdo obtidas

através da elevacdo de projecao de soma.

Observacao 5.1. Apesar da generalidade do 0lift, nos experimentos, sdo considerados apenas
complexos de células 2-dimensionais (D,,,, = 2) e utiliza-se o algoritmo de (PATON, 1969),
disponivel em bibliotecas como NetworkX (HAGBERG; SCHULT; SWART, 2008), para iden-
tificar ciclos bdsicos 1-dimensionais em grafos. Isso se deve principalmente ao fato de que
implementagoes atuais de TNNs para complexos de células so suportam objetos 2-dimensionais

— por exemplo, veja TopoBenchmarkX (TELYATNIKOV et al., 2024).

Observacao 5.2. Uma versdo deterministica do Olift pode ser feita usando um limiar de
probabilidade, ou seja, simplesmente definimos be = 1[V(-) > ~] com, por exemplo, v = 0.5,

para todas as células candidatas C.

5.2 Experimentos e Resultados

Nesta secdo, o Jlift € avaliado em duas tarefas complementares: classificagdo de grafos e
classificacdo de nés. O 0lift é comparado com esquemas de elevacdo amplamente utilizados para
hipergrafos e complexos de células. Também sao relatados resultados em diferentes TNNs dentro
de cada um desses dominios. Os experimentos foram realizados utilizando implementagdes
desenvolvidas com as bibliotecas PyTorch (PASZKE et al., 2017) e PyTorch Geometric (FEY;
LENSSEN, 2019), e executados em clusters de alto desempenho compostos por unidades de

processamento grafico (GPUs) dos modelos NVIDIA A100 e V100.

5.2.1 Classificacdo de grafos

5.2.1.1 Conjuntos de dados

O desempenho do método foi avaliado em seis conjuntos de dados de benchmark ampla-
mente utilizados para previsdo de propriedades moleculares: NCI1, NCI109, MUTAG, MOLHIY,
PROTEINS e ZINC (KERSTING et al., 2016; DWIVEDI et al., 2023; HU et al., 2020). Esses
conjuntos de dados sdo benchmarks padrao na literatura para avaliar a eficdcia de modelos
baseados em grafos (DWIVEDI et al., 2023; TELYATNIKOV et al., 2024). Todas as tarefas sdo
problemas de classificacio bindria, com excecao do ZINC, que é uma tarefa de regressao.

Os conjuntos de dados NCI1, NCI109, PROTEINS e MUTAG fazem parte do TUData-

sets (KERSTING et al., 2016) — uma cole¢do de conjuntos de dados amplamente utilizada como
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benchmark em tarefas de aprendizado sobre grafos, onde cada grafo representa uma molécula;
ou seja, os nds correspondem aos 4tomos e as arestas, as ligagdes quimicas. Consequentemente,
os rétulos codificam os tipos de dtomos e ligacdes. Também utilizamos os conjuntos ZINC-12K
e MOLHIV (HU et al., 2020), benchmarks populares para previsao de propriedades moleculares.

As estatisticas de cada conjunto de dados sdo apresentadas na Tabela 6.

Tabela 6 — Estatisticas dos conjuntos de dados para tarefas em nivel de grafo. E
apresentado a quantidade de grafos, classes, média de nds e arestas por

grafo, além da porcentagem dividida para treino, validacdo e teste.
Conjunto de Dados #Grafos #Classes Média #Nos Média #Arestas Treino% Val% Teste%

MUTAG 188 2 17.93 19.79 80 10 10
PROTEINS 1113 2 39.06 72.82 80 10 10
NCI1 4110 2 29.87 32.30 80 10 10
NCI109 4127 2 29.68 32.13 80 10 10
ZINC 12000 - 23.16 49.83 Divisdo Publica
MOLHIV 41127 2 25.5 27.5 Divisdo Publica

5.2.1.2 Baselines

O 0lift foi comparado com quatro métodos de elevacio de grafos: lifting de ciclos, lifting
de k-hops (k-saltos), lifting de k-vizinhos mais préximos (k-NN), e lifting de kernel. Entre esses,
o lifting de ciclos € a estratégia mais amplamente adotada para [iftings de grafo para complexo de
células e se tornou o padrao em praticamente todas as TNNs que operam em complexos de células
(TELYATNIKOV et al., 2024; BODNAR et al., 2021a). De forma similar, o lifting de k-hops é a
abordagem predominante para construir hipergrafos a partir de grafos e frequentemente € o tinico
método considerado em benchmarks recentes, como (TELYATNIKOV et al., 2024). O lifting de
k-NN também foi considerado, pois ele compartilha semelhangas com a abordagem proposta
devido ao uso de £-NN. Finalmente, considerou-se o lifting de kernel, uma das abordagens mais
bem-sucedidas no desafio ICML TDL (BERNARDEZ et al., 2024). Notavelmente, essa escolha
de baselines abrange métodos de lifting baseados em conectividade (/ifting de ciclos e k-hops),

caracteristicas (k-NN lifting) e tanto conectividade quanto caracteristicas (lifting de kernel).
5.2.1.3 Configuragdo da avalia¢do

Inicialmente para os conjuntos de dados ZINC e MOLHIV, foram utilizadas as divisdes
de dados publicas de treino/validagdo/teste, e para os conjuntos de dados restantes, utilizamos
uma divisdo aleatdria de 80/10/10%. Selecionamos duas classes de TNNs de dominios diferentes:

redes neurais baseadas em complexos celulares — entre elas, a CW Network (CWN) (BODNAR
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et al.,2021a) e a Cell Complex Neural Network (CXN) (HAJ1J; ISTVAN; ZAMZMI, 2020) — e
redes para hipergrafos, provenientes do framework unificado para redes neurais de grafos e hiper-
grafos (Unified Framework for Graph and Hypergraph Neural Networks — UniGNN) (HUANG;
YANG, 2021). Nos experimentos realizados, utilizamos as versdes integradas da Graph Iso-
morphism Network (GIN) (XU et al., 2019) e da Graph Convolution Network 11 (GCNII) (CHEN
et al., 2020) ao framework UniGNN, denominadas, respectivamente, UniGIN e UniGCNII.

Os hiperparametros (incluindo taxa de aprendizado, otimizador, tamanho do lote, largura,
profundidade, e outros) utilizados foram os mesmos reportados no TopoBenchmarkX para CWN,
CXN e UniGCNII em NCI1, NCI109, MUTAG, Proteins, ZINC (TELYATNIKOV et al., 2024) e
estdo reportados na Tabela 7. Como o TopoBenchmarkX ndo reporta os hiperparametros 6timos

para UniGIN, utilizamos os mesmos hiperparametros usados para o UniGCNIL.

Tabela 7 — Principais hiperpardmetros presentes no TopoBenchmarkX para CWN,

CXN e UniGCNII.
Hiperparametro Valor / Range
Otimizador Adam.
Taxa de aprendizado {0.01, 0.001}
Tamanho do lote (batch size) {128, 256}
Camadas ocultas {32, 64, 128}
Numero de camadas {1,2,3,4}
Dropout {0.25,0.5}
k_max {3,5,79,11}
Weight decay 0
Epocas 200
Early stopping 50

Para a base de dados MOLHIYV, que néo estd presente no TopoBenchmarkX, foram
utilizadas redes com 2 camadas ocultas, com taxa de aprendizado selecionada entre os valores
{1072,5 x 1073 e 5 x 1073}, e a dimensdo (nimero de neurdnios ocultos em cada camada) foi
fixada em 64.

Para a otimizag@o dos hiperparametros do 0lift, escolhemos entre duas GNNs distintas —
Graph Transformer RAMPASEK et al., 2022) e Graph Isomorphism Network—com dimensoes
de embeddings de {32, 64,128}, e {2, 3} camadas ocultas. Além disso, buscamos por valores
6timos de k, considerando k. € {3,5,7,9,11}. Escolhemos também k em {3,5,7,9} para
o lifting k-NN. Para a elevagdo baseada em kernel, escolhemos os valores de temperatura
igualmente espacados entre 0.1 e 9.6, com incrementos de 0.5.

Todos os modelos foram treinados por 200 épocas, com parada antecipada (early stop-

ping) ap6s 50 épocas sem melhoria na acurdcia de validacdo. Trés testes foram realizados
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independentemente para calcular a média e o desvio padrdo das métricas de desempenho. Os
hiperparametros 6timos foram selecionados com base na acuricia de validagao.
Reportamos a média e o desvio padrdo das métricas de desempenho (MAE | para ZINC,
AUC 1 para MOLHLIV, e acurécia 1 para todas as outras bases) para trés execucdes independentes.
Tabela 8 — Classificagdo de grafos: 0lift vs liftings estaticos. O melhor modelo para
cada conjunto de dados/TNN estd destacado em negrito. Para qualquer

TNN fixa e conjunto de dados, 0lift € melhor que os liftings estaticos em
90% dos casos, oferecendo uma melhoria de desempenho de até 45%.

Dominio TNN Elevacao  NCI1T NCI109t MOLHIVT MUTAG?T PROTEINST ZINC|
Grafo GCN - 74.45+1.05 76.46+1.03  74.99+100  64.91+4.96 70.18+1.35 0.87+0.01
GIN - 76.89+1.75 76.90+0s0  70.76+246  80.70+2.48 72.50+2.31 0.62+0.01
CWN Ciclo 76.93+1.18  76.71+134  70.15+398  66.67+12.41 69.05+2.95 0.46+0.01
olift 79.81:0.40 80.55:050 75371050 @ 85.96-1.96 70.5415.34 0.17+0.00
Celular
CXN Ciclo 72.02+1.60 75.01+062  69.17+120  61.40+2.48 70.83+1.52 0.79+0.02
olift 82.08+1.50 82.57+040 T4.83+196 84.21+430 69.94+2.10 0.17+0.01
k-viz. 72.70+052 72.01+155  50.72+1.06  61.40+2.48 72.92+1.11 0.66+0.02
. k-NN 71.78+020 68.60+093  57.73+6.84 64.91+2.48 73.51+0.42 1.10+0.01
UnGEN2 el 73.800000 72.640000 57.070105 6316055 732107 0.79:00
olift 7745188 7530110 69321162  89.47 1430 73.51:0.84 0.56-:0.03
Hipergrafo k-viz. 65.50+1.99 66.97+725  63.49+955  64.91+2.48 71.43+0.73 1.15+0.01
UniGIN k-NN 7283100 T70.14+148  52.34:321 59.65+4.96 72.62+1.52 1.10+0.02
m kernel  60.50:126 6659110 49.60-007  57.89:1s0  66.67:1s3 14500
olift 64.88+1.00 7974023 T72.04+10s88  66.67:6.56 73.81:152 1.01:0.05

5.2.1.4 Resultados

A Tabela 8 mostra que o 9Jlift é o operador de [ifting com melhor desempenho em mais
de 90% das combinagdes TNN/conjunto de dados, tanto para complexos de células quanto para
hipergrafos. Notavelmente, o Jlift resultou em uma melhoria na acurdcia média de até ~ 45%
em comparagdo com os liftings estéticos utilizando a mesma TNN. Para CWN e UniGCNII, o
Olift supera os liftings estaticos em todos os conjuntos de dados. Nos conjuntos de dados NCI109
e ZINC, o 9lift € consistentemente melhor que os liftings estaticos, estando proximo do SOTA
(estado da arte) nesses conjuntos de dados, e supera outros métodos de aprendizado profundo
topolégicos, como os modelos propostos em Papillon et al. (2025) e Immonen, Souza e Garg
(2023). Também foi observado que as TNNs tém um desempenho melhor do que as GNNs. No

geral, esses resultados validam a eficacia da proposta.
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5.2.1.5 Impacto da escolha da GNN no desempenho

Aqui o objetivo € avaliar qudo sensivel € a abordagem a escolha da GNN. Para isso,
os resultados foram reportados usando GIN (XU et al., 2019) e GPS (Graph Transformer)
(RAMPASEK et al., 2022).

A Tabela 9 indica que escolher GNNs que sdo capazes de gerar representagdes latentes
de nds mais ricas e informativas leva a melhores resultados no 0lift. Em particular, o modelo
GPS apresenta desempenho superior ao GIN na maioria dos conjuntos de dados. Uma possivel
explicacdo para essa observacdo é a maior expressividade do GPS, que se beneficia da incorpora-
cdo de codificagdes posicionais (positional encoding). Notavelmente, em complexos de células e

no conjunto de dados ZINC, o GPS permite reduzir o MAE de 0,46 para 0,17.

Tabela 9 — Efeito da GNN escolhina no desempenho do 9lift. Os resultados sugerem
que o poder expressivo da escolha das GNNs tem um impacto direto no
desempenho do Jlift. Exceto para MOLHIV e NCII1, o GPS leva a um
desempenho melhor do que o GIN em geral.

TNN GNN NCI1t NCI1091T MOLHIV1T MUTAG?T ProteinsT ZINC|
CWN GPS 79.81:t040 80.55:050 64.31+5.32 87.721045 70.541334 0.17+0.00
GIN  81.59:0s80 78.69+1.435 75.37+0.50 82.46+2.48 71134276 0.46+0.00

CXN GPS 79.97:t061 82.571040 65.58 442 84.21:430 69.94:210 0.17-0.01
GIN 81.35:220 79.98+t1.01 72.25:3.23 77194248 67.86+2.19 0.43+0.01

. GPS 78.67:1.46 74.50+t1.16 68.22+2.38 89.47 1350 73.81:042 0.56+0.03
UniGCN2 GIN 75.38+139 74.98:1.12 68.73:12.05 64.91+656  73.51+081 0.63+0.01
UniGIN GPS 66.42:1.79 7974 023 68.32:3.12 66.67+6.56 72.32+0.73 1.01+0.05
GIN  64.40+t041 78.53+1060 68.86-3.05 7018656 72.02+1374 1.12+026

5.2.2 Classificacdo de Nos

5.2.2.1 Conjuntos de dados

Para classificacdo de nés, o Jlift foi avaliado em quatro conjuntos de dados: Cora,
Citeseer (YANG; COHEN; SALAKHUDINOV, 2016), Texas e Wisconsin (ROZEMBERCZKI,;
ALLEN; SARKAR, 2020). Desses conjuntos de dados, dois sdo homofilicos (Cora e Citeseer) e
dois sao heterofilicos (Texas e Wisconsin). As estatisticas dos conjuntos de dados podem ser

encontradas na Tabela 10.
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Tabela 10 — Estatisticas para os conjuntos de dados utilizados para classificacdo de
nds. Sdo apresentados o nimero de nds, arestas, caracteristicas (features),
classes, e quantidade de nds para treino, validagdo e teste.

Conjuntos de Dados #No6s #Arestas #Features #Classes #Treino #Val #Teste

Cora 2708 5429 1,433 7 1,208 500 1,000

Citeseer 3327 4732 3,703 6 1,827 500 1,000
Texas 183 309 1703 5 87 59 37
Wisconsin 251 499 1703 ) 120 80 o1

5.2.2.2 Baselines

O método proposto (para dominios de células) também foi comparado com a abordagem
aprendivel de (BATTILORO et al., 2024), chamada Differentiable Cell Complex Module (DCM),
que foi originalmente avaliada em tarefas de classificacdo de nds. Para isso, considerou-se o Olift
combinado com CWN. Também foram inclusos os resultados de CWNs com /ifting de ciclos.
Além disso, também consideramos as mesmas baselines de TNN para hipergrafos conforme a

Subsecdo 5.2.1.
5.2.2.3 Configuragdo da avalia¢do

Para todos os conjuntos de dados realizamos uma divisao aleatdria para treino, validacao
e teste com uma proporg¢do de 60/20/20%. De forma similar aos experimentos de classificacdo de
grafos, os hiperpardmetros para as arquiteturas foram os mesmos utilizados em (TELYATNIKOV
et al., 2024) para os conjuntos de dados (Cora e Citeseer) que estavam disponiveis. Para o
Winsconsim e Texas, foi utilizada 1 camada oculta da TNN com as mesmas configuracdes (Taxa
de aprendizagem, dimensdo das features) definidas na Subsec@o 5.2.1.3 com decaimento de
peso de 5 x 1075, A respeito da tarefa de otimizacdo dos hiperparAmetros para as operacdes
de elevacao (lifting), foi utilizada a mesma descrita na Subsecdo 5.2.1.3. A acurdcia média e o
desvio padrdo sdo reportados em trés execucdes independentes.

Tabela 11 — Comparagdo do DCM e 0lift na classificagdo de nds. O Jlift alcanga o

melhor desempenho médio em todos os conjuntos de dados (lado direito)
e supera significativamente o0 DCM nos conjuntos de dados heterofilicos.

TNN Lifting Cora Citeseer Texas Wisconsin ‘ Avg

DCM - 80.73£0.33 77.90£0.80 56.76£6.62 73.86+1.85 | 72.31
CWN Cycle 7480+£0.08 75.83£090 63.06+7.75 80.39£4.24 | 73.52
CWN OLift 80.17+£1.59 7283£2.15 80.18+3.37 77.78£3.70 | 77.74




Tabela 12 — Comparagio do 0lift e dos baselines de lifting estéaticos para hipergrafos
na classificacdo de nds. O Jlift supera todos os liftings estaticos em
média, nos conjuntos de dados selecionados para classificacdo de nos.

TNN Lifting Cora Citeseer Texas Wisconsin ‘ Avg
k-hop  86.03 +£0.63 78.40 £0.36 66.67+6.74 69.28 +5.62 | 75.09
UniGCN2 k-NN  74.00+0.65 18.17+0.05 70.27 +3.82 79.74 +2.45 | 60.54
kernel  29.93+1.33 18.074+0.21 57.66 £7.75 57.52+10.42 | 40.79
OLift 81.93+1.11 78.034+0.91 69.37+2.55 73.20+5.62 | 75.63
k-hop  78.73+0.66 74.47+1.72 65.77+9.19 5HI82E5.77 | 69.44
UniGIN kE-NN  62.00£1.08 19.33+£0.48 65.77+1.27 73.20+4.03 | 55.07
kernel 40.93 £2.52 18534+0.61 58.56+7.09 51.63+4.03 | 42.41
OLift 84.23 +0.53 77.97+0.45 63.96£6.37 63.40£4.03 | 72.39

5.2.2.4 Resultados
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A Tabela 11 compara o Jlift com o DCM e o lifting de ciclos. O método desenvolvido

alcanca as maiores acurdcias em dois dos quatro conjuntos de dados e o melhor desempenho

médio entre os conjuntos de dados. Em particular, o Jlift obteve uma média de 77,74, comparado

com 73,52 do segundo melhor método (/ifting de ciclos). Nos conjuntos de dados Texas e

Wisconsin, os conjuntos heterofilicos, o 0lift supera 0 DCM por uma grande margem.

A Tabela 12 relata os resultados dos métodos de lifting para redes neurais de hipergrafo.

Comparado ao k-hop, a abordagem proposta é melhor em conjuntos de dados heterofilicos, mas

pior em conjuntos homofilicos para o0 UniGCN2. Além disso, a Tabela 12 mostra que o Jlift

leva a uma acurdcia média melhor do que outros [iftings estaticos. Esses resultados indicam que

o Olift € uma abordagem mais adaptavel para a tarefa de classificagdo de nds, oferecendo uma

solu¢@o mais eficiente em comparagdo com os métodos convencionais, em diferentes cendrios.



58
6 CONCLUSAO

Na primeira metade desta dissertacao, foi apresentado o SimpleXCN, que apesar das
simplificagdes, demonstrou-se competitivo em diversos conjuntos de dados, mantendo um
desempenho préximo ou equivalente as arquiteturas mais complexas como SCN e SCCN. Os
resultados experimentais indicam que, embora nao haja uma arquitetura claramente superior,
o SimpleXCN demonstrou ser uma alternativa computacionalmente eficiente. As analises
estatisticas sugerem que as diferencas entre os métodos nao sdo estatisticamente significativas
na maioria dos casos, reforcando a viabilidade do SimpleXCN como uma solugdo pratica e
eficiente para a classificagdo de nos.

E importante considerar que a operacio de elevacgio (lifting) tem permanecido ampla-
mente ndo supervisionado e agndstico a tarefa, o que pode levar a construcao de representacdes
topoldgicas subdtimas para o aprendizado subsequente. Na segunda parte deste trabalho foi
apresentado o Olift (DiffLift), um método de elevacao diferencidvel. Em um conjunto abrangente
de benchmarks e arquiteturas de TNNs, o 0Olift consistentemente superou os métodos tradicionais
de lifting ndo supervisionado, demonstrando o beneficio de tornar o processo de lifting aprendivel

e informado pela tarefa.

6.1 Principais achados

A partir dos experimentos e andlises apresentados ao longo desta dissertacio, destacam-se

os seguintes resultados principais:

* O SimpleXCN provou ser uma alternativa computacionalmente eficiente para redes
convolucionais em complexos simpliciais: redu¢do significativa no tempo de execugao
por iteragdo, menor consumo de memoria e nimero reduzido de parametros, mantendo

desempenho competitivo em tarefas de classificacdo de nds.

* O Olift (DiffLift) mostrou-se capaz de aprender procedimentos de eleva¢ao que melhoram
o desempenho de TNNs em multiplos benchmarks, frequentemente superando liftings
estaticos (por exemplo, ganhos reportados de até 45% em determinados cendrios de
classificag@o de grafos). Os resultados sdo robustos em diferentes arquiteturas de TNNs e

em tarefas tanto de classificacdo de grafos quanto de nos.
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6.2 Limitacoes

Para dominios de hipergrafos, o Olift pode criar hiperarestas candidatas e decidir se deve
manté-las de maneira embarrassingly parallel, o que torna o Jlift especialmente eficiente em
termos de computacdo para este dominio. No entanto, para complexos de células, € preciso
calcular uma base de ciclos para gerar células candidatas, o que pode ter um custo cibico em
relagc@o ao nimero de nds no grafo de entrada. Nesse caso, pode-se reduzir o nimero de células
candidatas ao, por exemplo, regularizar as varidveis k, ou deslocar sua distribui¢do para zero. No
entanto, desenvolver algoritmos mais eficientes para identificacao de candidatos em dominios
hierarquicos € uma dire¢do clara de melhoria para trabalhos futuros.

Os ganhos observados em benchmarks podem ndo se replicar de forma idéntica em
dominios muito distintos (p.ex., redes bioldgicas muito esparsas ou nuvens de pontos 3D com
ruido). Avalia¢des adicionais em conjuntos de dados de aplicagao real sdo necessarias.

O cardter probabilistico do Olift e a grandeza das estruturas geradas dificultam a interpre-
tacdo direta das razdes pelas quais certas células/hiperarestas sdo selecionadas — trabalho futuro

em explicabilidade ajudaria adogao pratica.

6.3 Potenciais aplicacoes

As contribuicdes propostas abrem caminho para diversas aplicagdes préticas, podendo
ser utilizadas para exploracdo de grupos e padrdes de co-interacdo (cliques, ciclos) para melhorar
recomendacdes e detectar comunidades. Modelagem de interagdes multicomponentes (p.ex.,
complexos proteicos), onde relacdes de ordem superior sdo cruciais. Além de que pode ser
estendido para outros dominios topolégicos, como nuvens de pontos, tornando-o aplicavel a

tarefas de mapeamento 3D.

6.4 Direcoes para trabalhos futuros

Os trabalhos futuros devem se concentrar em abordar os desafios computacionais do
dlift e escala-lo para lidar com grafos maiores. Outra direcdo promissora é explorar o lifting
diferencidvel em grafos dindmicos ou temporais, onde as estruturas topolégicas evoluem ao
longo do tempo. Além disso, integrar o Jlift com estratégias de pré-treinamento poderia gerar

informacdes a priori topoldgicas generalizdveis para diferentes tarefas.
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