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Resumo

Esta tese investiga a Transi¢do Euclidiana-Projetiva (TEP) como fenémeno de aprendiza-
gem e como principio didatico na formacao de professores de Matematica. Fundamentada
nos referenciais da Engenharia Didatica de Formacao e da Teoria das Situagoes Didaticas,
a pesquisa buscou compreender de que modo a visualizacao projetiva pode favorecer
a construcao de significados geométricos e a articulacao entre diferentes registros de

representacao.

Participaram do estudo 30 professores em formacao inicial e continuada, envolvidos em
atividades mediadas pelo GeoGebra 3D e complementadas por experimentacoes manuais
com acetatos e prototipos fisicos. As situacoes didaticas elaboradas exploraram os teoremas
de Pappus e Desargues, permitindo observar a emergéncia de raciocinios projetivos e a

reestruturacao de esquemas visuais e conceituais.

A analise dos dados, composta por gravacoes, formuldrios e diarios de campo, revelou
um deslocamento cognitivo dos participantes: de uma visao métrica e empirica para uma
compreensao relacional e estrutural da geometria. O GeoGebra 3D consolidou-se como
milieu cognitivo e formativo, capaz de integrar percepcao, manipulagao e dedugao em um

mesmo espaco de aprendizagem.

Os resultados confirmam que a TEP constitui uma via eficaz para o desenvolvimento do
pensamento geométrico e da metacognicao docente, configurando-se como um conceito
pedagdgico e epistemoldgico com alto potencial formativo. A pesquisa contribui, assim,
para o fortalecimento da Didatica da Geometria e para a consolidagdo de uma didatica da
transicao, na qual aprender significa transitar entre modos de ver, representar e projetar o

conhecimento matematico.

Palavras-chave: Ensino de Geometria; Formacao de Professores; Transicao Euclidiana-

Projetiva; GeoGebra 3D; Visualizacdo Matematica.






Abstract

This doctoral research investigates the Euclidean—Projective Transition (EPT) as both a
learning phenomenon and a didactic principle in Mathematics teacher education. Grounded
in the frameworks of Didactic Engineering for Teacher Education and the Theory of
Didactical Situations, the study aimed to understand how projective visualization supports
the construction of geometric meanings and the coordination among different systems of

representation.

The research involved 30 pre-service and in-service mathematics teachers, engaged in
activities mediated by GeoGebra 3D and complemented with hands-on experiments using
transparencies and 3D prototypes. The didactical situations focused on Pappus’ and
Desargues’ theorems, exploring how reasoning and visualization evolve through the EPT

approach.

Data were collected through recordings, questionnaires, and field diaries, and analyzed
following the action—formulation—validation—institutionalization dialectic. Results indicate
a conceptual shift from metric and empirical reasoning toward relational and structural
understanding. GeoGebra 3D emerged as a genuine cognitive milieu, integrating perception,

manipulation, and deduction into a unified learning space.

Findings demonstrate that the EPT effectively promotes the development of geometric
reasoning and teachers’ metacognitive awareness, establishing itself as a pedagogical and
epistemological concept of high formative potential. This work thus contributes to the
advancement of Geometry Didactics and to the consolidation of a didactics of transition,
in which learning means moving between ways of seeing, representing, and projecting

mathematical knowledge.

Keywords: Geometry Teaching; Teacher Education; Euclidean—Projective Transition;
GeoGebra 3D; Mathematical Visualization.
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Introducao

Nesta pesquisa analisaremos a transi¢ao entre a Geometria Euclidiana e a Geometria
Projetiva, no que se refere a seus teoremas e elementos, como forma de potencializar o
entendimento desses, podendo trazer beneficios no ensino de Geometria Projetiva para
professores em formacao. Para esta pesquisa utilizaremos o software GeoGebra como

principal forma de elaboracao dos cenarios de visualizacao.

A Geometria Projetiva ocupa um papel estruturante na formacao de professores de
Matematica, pois possibilita compreender os invariantes das transformagoes geométricas
que transcendem as noc¢oes métricas da Geometria Euclidiana. Formalmente, o Plano
Projetivo pode ser definido de forma direta como o plano euclidiano estendido, ou seja, o
plano euclidiano acrescido dos pontos no infinito. No contexto formativo, essa geometria se
apresenta como ponte conceitual entre a visualizacao espacial e a formalizacao algébrica,
favorecendo a construcao de significados mais amplos sobre perspectiva, colinearidade e
incidéncia. Ao deslocar o foco da medida para a relagdo, o professor em formagao aprende
a operar sob novos contratos didaticos, em que a validacao nao se limita a congruéncia ou
paralelismo, mas se estende a consisténcia estrutural das projecoes e intersegoes, o que

amplia o repertorio de analise e argumentacao matematica.

Uma vez que a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) introduziu ao curriculo
nacional de matematica o objeto de conhecimento "Vistas ortogonais de figuras espaciais’,
por meio da habilidade "(EFO9MA17) Reconhecer vistas ortogonais de figuras espaciais e
aplicar esse conhecimento para desenhar objetos em perspectiva', o ensino de Geometria
Projetiva passou a ter uma maior importancia no curriculo comum. Por esse motivo, faz-se
necessario um olhar mais criterioso sobre o ensino de Geometria Projetiva nos cursos de
licenciatura em matematica, para permitir que os professores em formacao tenham acesso
a uma melhor compreensao desse assunto, visto que as geometrias nao-euclidianas, nas
quais a Geometria Projetiva se enquadra, ndo sao comumente ensinadas nas graduagoes.
Essa constatagao foi obtida apés um levantamento realizado pelo autor desta pesquisa,
em abril de 2022, acerca das matrizes curriculares das vinte principais universidades do
pais, revelando que apenas duas traziam disciplinas direcionadas ao estudo de Geometria
Projetiva em seus curriculos. Superar essa lacuna formativa é, portanto, fundamental para

possibilitar uma atuagao docente mais eficaz no ensino.

Prover ao corpo docente de matematica uma melhor compreensao dos teoremas e
elementos da Geometria Projetiva por meio do uso de softwares podera auxiliar o ensino de
matematica, favorecendo a disseminacdo de tecnologias digitais e possibilitando um maior

interesse no estudo de matematica em si. O uso de ferramentas livres, como o GeoGebra,
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permite que o acesso a esse tipo de recurso seja garantido a todo estudante que possua
um computador ou smartphone, possibilitando assim com que o estudo fora da sala de

aula tenha continuidade e possa ser aprofundado.

Partindo desta explicacdo, este trabalho levanta o seguinte problema central: E
possivel utilizar o software de geometria dindmica GeoGebra para visualizar as transicoes
Euclidiana-Projetiva de modo a favorecer o entendimento dos teoremas e elementos da

Geometria Projetiva?

A pertinéncia desta pesquisa justifica-se pela importancia de inserir tecnologias
digitais como ferramentas auxiliadoras no ensino da Geometria Projetiva. Como o ensino
basico e superior foca majoritariamente na geometria euclidiana, a compreensao espacial
e projetiva frequentemente esbarra em dificuldades de visualizacdo, aspecto que pode
ser sanado pelo uso de softwares dinamicos. Considerando que este estudo se insere na
linha de formagao de professores, as intervencgoes foram pensadas para um publico-alvo de
adultos em cursos de graduacgao e pdés-graduagao, engajados nas situagoes didaticas de

forma voluntéaria e esclarecida.

Diante do problema levantado, formulamos as seguintes perguntas de pesquisa, que
orientam o desenvolvimento da tese: (1) Como a Transi¢do Euclidiana-Projetiva (TEP)
pode favorecer a compreensao conceitual e a visualizacao geométrica de professores em
formagao inicial e continuada? (2) De que modo o uso do GeoGebra 3D contribui para a
construcao de raciocinios projetivos e para a articulacao entre representacoes euclidianas e
projetivas? E (3) quais evidéncias de aprendizagem e de reorganiza¢ao de esquemas visuais
e conceituais emergem das situacgoes didaticas desenvolvidas com base na Engenharia
Didatica?

Para responder a essas indagagoes, a pesquisa tem como objetivo geral desenvolver
uma Engenharia Didatica de Formacao, fundamentada nos pressupostos da vertente
francesa da Didatica da Matematica. Esse desenvolvimento visa conceber e descrever
elementos capazes de consubstanciar o fendmeno da Transi¢do Euclidiana-Projetiva (TEP),

evidenciando a visualizacao mateméatica com o amparo do software GeoGebra.

Para que esse propdésito maior seja alcancado, definiram-se os seguintes objetivos
especificos: (a) analisar um contexto de transicao histérica envolvendo a Geometria Plana e
a Geometria Projetiva, a fim de identificar conceitos e defini¢oes passiveis de generalizagao
em ambos os cendrios; (b) explorar e descrever teoremas cléssicos da Geometria Projetiva,
cujas demonstragoes podem ser amparadas pela visualizagdo no contexto da TEP; (c)
construir ferramentas no GeoGebra que possibilitem a criacdo de estruturas no plano
projetivo, facilitando a visualiza¢do dessa transicao geométrica; e, por fim, (d) conceber e
descrever situacoes didaticas voltadas a formacao de professores, tendo como eixo central

a vivéncia e a compreensao da Transicao Euclidiana-Projetiva.
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Assim, esta pesquisa busca apresentar modelos de transicao Euclidiana-Projetiva
de modo a prover ao professor em formagdo uma visualizagdo que permita uma maior
compreensao do objeto em estudo. Como forma de otimizar essa exploracao no GeoGebra,
apresentaremos as ferramentas projetivas criadas pelo autor, que agilizam a aplicagdo dos

elementos geométricos (ponto, reta, conicas e poligonos) diretamente no Plano Projetivo.

INDICADORES OBSERVAVEIS

Para a andlise dos dados e acompanhamento das aprendizagens, propomos os

seguintes indicadores observaveis:
1. Compreensao geométrica: capacidade de identificar relacoes projetivas em figuras
inicialmente euclidianas.

2. Visualizacao espacial: uso coerente de vistas, projecoes e planos de referéncia no
GeoGebra 3D.

3. Raciocinio projetivo: explicitacao de invariantes e correspondéncias entre elemen-

tos geométricos durante as etapas de Formulagao e Validagao.

4. Autonomia tecnolégica: uso espontaneo e intencional das ferramentas projetivas

do GeoGebra na resolugao das tarefas.
5. Discurso matematico e justificativa: clareza nas argumentacoes e conexoes entre

a linguagem visual e simbdlica.

Esses indicadores orientam tanto a andlise qualitativa dos registros quanto a

observagao sistematica das interagdes nas Situagoes Didéticas (SD1-SD5).
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1 REVISAO DE LITERATURA

1.1 Referencial tedrico

Nessa pesquisa busca-se desenvolver cenarios de visualizagao da transi¢ao Euclidiana-
Projetiva para serem apresentados a professores em formagao com o objetivo de possibilitar
uma melhor compreensao dos teoremas e elementos da Geometria Projetiva. Assim, os
cenarios de visualizagao criados tém como objetivo fornecer uma forma facilitadora de
compreensao deste conteudo, que até pouco tempo nao fazia parte do curriculo escolar

para os alunos do ensino basico.

Para abordarmos essa pesquisa nos basearemos na Teoria das Situagoes Didaticas
(TSD) de Guy Brousseau (2008) que estabelece um roteiro bem definido de intervengao
a ser realizada na aplicagao de um determinado contetido. Por meio das etapas de Acao,
Formulagao, Validacao e Institucionalizagdo sera possivel abordar o ensino de tépicos de

Geometria Projetiva por meio da Transicdo Euclidiana-Projetiva proposta nessa pesquisa.

O ensino de matematica tem sido, ao longo do tempo, objeto de criticas e de busca
por metodologias que superem praticas tradicionais centradas na transmissao de contetidos
e na mecanizacao de procedimentos. No cerne dessas discussoes, emergem teorias que
procuram compreender como os saberes matematicos sao construidos, transmitidos e
apropriados em contextos educacionais. Neste capitulo, delineamos o referencial tedrico da
pesquisa, sustentado principalmente pela Teoria das Situagdes Didéticas (T'SD), formu-
lada por Guy Brousseau, complementada pelas contribui¢oes de Francisco Régis Vieira
Alves, e articulada com outras perspectivas da Didéatica da Matematica, como a Teoria
Antropolégica do Didatico (Chevallard), a Teoria dos Campos Conceituais (Vergnaud), e

abordagens socioculturais do ensino de matematica.

Essa base tedrica permite compreender a complexidade do processo de ensino-
aprendizagem da matemdética como uma pratica situada, atravessada por dimensoées

epistemoldgicas, cognitivas, sociais e culturais.

1.1.1 A Didatica da Matematica como Campo de Investigacao

A Didatica da Matematica surge na década de 1970 na Franga como um campo
especifico de investigagao, distinto da Pedagogia e da Psicologia, embora em didlogo com
ambas. Segundo Artigue (1996), esse campo se propoe a estudar os fendmenos didaticos
especificos do ensino da matematica, considerando tanto os objetos mateméaticos quanto

os contextos em que se dé sua transposicao didatica.
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No Brasil, esse campo ganhou forca a partir das décadas de 1980 e 1990, com forte
influéncia das teorias francesas, sendo adaptado as particularidades do sistema educacional
nacional. Pesquisadores como Ubiratan D’Ambrosio (1990), precursor da Etnomatemaética,
e Francisco Régis Vieira Alves desempenharam papel fundamental na formacao de uma

comunidade académica voltada para a reflexao critica sobre o ensino da matematica.

1.1.2 A Teoria das Situacdes Didaticas de Guy Brousseau

A TSD, desenvolvida por Guy Brousseau a partir da década de 1970, estabelece um
marco tedrico para a compreensao dos mecanismos envolvidos na aprendizagem matematica
em contextos formais. O ponto de partida de Brousseau (1997) é a constatagao de que
o saber matematico nao pode ser imposto de fora para dentro do sujeito, mas deve ser

construido pelo proprio aprendiz, em interagdo com situagoes significativas.

A ideia central da TSD é que o ensino eficaz da matematica deve ser organizado
em torno de situacoes didaticas, planejadas de tal forma que o aluno precise mobilizar
seus conhecimentos, formular hip6teses e validar estratégias em interagdo com o milieu (o
meio diddtico). Nesse processo, o professor nao atua como simples transmissor, mas como
um engenheiro didatico, que estrutura situagoes adidaticas, nas quais o aluno aprende em

relativa autonomia.

O modelo da TSD se ancora em conceitos fundamentais:

« Situacgao didatica: uma situagdo intencionalmente construida para promover a

aprendizagem de um saber.

» Situagao adidatica: momento em que o aluno age de forma autéonoma, confrontando-

se com o problema sem intervenc¢ao direta do professor.

o Contrato didatico: conjunto implicito de regras e expectativas que regulam as

interacoes entre professor e aluno.

o Milieu: sistema de objetos e regras que define o contexto da situacao e com o qual

o aluno interage.

» Desequilibrio epistemolégico: condicio essencial para a aprendizagem, em que
o aluno se vé compelido a reorganizar seus esquemas mentais para lidar com uma

nova situacgao.

Essa estrutura visa criar um ambiente de aprendizagem no qual o saber emerge

como solugdo a um problema significativo.



1.1. Referencial tedrico 27

1.1.2.1 A Dialética das Situacdes Didéaticas

Dentro da Teoria das Situagoes Didaticas (TSD), uma das contribuigoes mais ricas
e centrais de Guy Brousseau é o desenvolvimento da dialética das situacoes didaticas, um
processo dindmico que descreve as interagoes entre o aluno, o saber e o professor ao longo
da aprendizagem. Essa dialética se estrutura em uma sequéncia de fases, que, embora nao
necessariamente rigidas ou lineares, servem como um modelo para compreender a evolucao

das situagoes didaticas em contextos escolares.

Brousseau identifica cinco etapas fundamentais na dialética didatica: agao, formu-
lacao, validagao e institucionalizacao. Cada uma dessas etapas possui um papel especifico
no processo de aprendizagem, atuando de modo articulado para favorecer a emergéncia de

conhecimentos matematicos por meio da resolucdo de problemas em situacoes adidaticas.

1.1.2.1.1 Situacdo de Acdo

Na fase de acao, o aluno é colocado diante de uma situagdo-problema que exige a
mobilizacdo de estratégias préprias para ser resolvida. E nesse momento que o professor se
afasta do papel de transmissor direto de saberes e cria condigdes para que o aluno explore o
problema de maneira auténoma. A situagdo deve conter um obstaculo cognitivo significativo,
que provoque o aluno a agir com base em seus conhecimentos prévios e hipéteses de solugao.
Trata-se de uma etapa onde predomina a experimentagao, a manipulacao e o envolvimento

pratico com os elementos do problema.

Figura 1.1 — Dialética de Agao

Feedback

E nformacdo

Acao _

Sujeito Meio

Fonte: Brousseau (2008, p. 28)

Conforme enfatiza Brousseau (2008), essa fase é essencial para criar o que ele
denomina de contrato didatico, pois é a partir da acdo que o aluno comeca a compreender
o tipo de resposta que se espera dele, ainda que implicitamente, e passa a interagir com o

saber de modo situado.
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1.1.2.1.2 Situacdo de Formulacdo

A fase seguinte é a formulacao, em que o aluno, apds ter experimentado e agido
sobre a situacdo, comega a explicitar suas estratégias, procedimentos e raciocinios. Aqui,
ele precisa comunicar suas agoes, seja por meio da linguagem oral, escrita, esquemas,
desenhos ou outros recursos simbdlicos. Esse momento é crucial, pois promove a transicao

da acgdo empirica para uma representagao mais abstrata e compartilhavel do conhecimento.

Figura 1.2 — Dialética de Formulagao

Mensagens >

informacio ~ Agdo

\ Meio

Fonte: Brousseau (2008, p. 29)

De acordo com Artigue (1990), a formulacao permite que o conhecimento se torne
objeto de reflexao e discussao, rompendo com a ideia de que o saber se constroi apenas na
pratica, e destacando a importancia da mediacao linguistica e simbdlica na aprendizagem

matematica.

1.1.2.1.3 Situacao de Validacao

Na fase de validagao, o foco desloca-se da simples formulacao para a construcao de
argumentos que justifiquem e sustentem as solugdes encontradas. Os alunos sdo convidados
a confrontar suas ideias com as dos colegas, a analisar contraexemplos, a testar a robustez
de seus raciocinios e, sobretudo, a desenvolver critérios para determinar a validade ou a

inadequagao de uma solucao.

Essa etapa esta intimamente relacionada com a comunidade de investigacao, tal
como preconizada por autores como Skovsmose (2000), pois promove um ambiente de
critica e argumentacao, que favorece o desenvolvimento do pensamento matemaético e da

autonomia intelectual.

1.1.2.1.4 Institucionalizacao

A institucionalizacdo representa a intervencao explicita do professor na organizagao

e sistematizacao do saber que emergiu ao longo da situacao didatica. Nesse momento,
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Figura 1.3 — Dialética de Validagao
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Fonte: Brousseau (2008, p. 30)

o docente assume o papel de garantir que o conhecimento produzido pelos alunos seja
articulado com os saberes reconhecidos institucionalmente, ou seja, com o saber matematico

validado social e historicamente.

Segundo Brousseau (2008), a institucionalizagdo é o momento em que o professor
'retoma'o conhecimento, da-lhe uma forma mais estavel, nomeia conceitos, estabelece
defini¢oes e conexoes formais, e os insere no curriculo escolar. Nao se trata, portanto, de
"dar a resposta certa', mas de permitir que os alunos se apropriem do saber matematico

como um objeto de conhecimento compartilhado.

O entendimento das etapas da dialética das situagoes didaticas fornece ao educador
uma ferramenta poderosa para o planejamento, a andlise e a avaliacao de sequéncias
de ensino-aprendizagem em mateméatica. Ao reconhecer essas fases, o professor pode
melhor identificar os momentos em que o aluno esta agindo, formulando, validando ou
institucionalizando um saber, ajustando sua intervencao pedagogica de modo a favorecer

uma aprendizagem mais significativa e auténoma.

Além disso, essas etapas reafirmam a centralidade do aluno no processo de constru-
¢ao do conhecimento, em consondncia com uma perspectiva construtivista da educacao,
na qual o saber nao é apenas transmitido, mas reconstruido por meio da resolucao de

problemas, da comunicacao e da reflexao.

1.1.3 A Difusdao da TSD no Contexto Brasileiro

No cenario brasileiro, a Teoria das Situagoes Didaticas (T'SD) tem sido objeto
de diversos estudos e adaptagoes que buscam adequa-la as especificidades da educacao
matematica nacional. Entre as produgoes que contribuiram para essa difusao, destacam-se
aquelas que propoem uma releitura da teoria a luz das praticas docentes e da formacao de
professores no pais (Alves, 2004; 2012; 2017).
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Esses trabalhos enfatizam a TSD nao apenas como uma teoria de ensino, mas
como um modelo capaz de reorganizar o papel do professor e de redefinir a relacao entre o
sujeito e o saber. Nessa perspectiva, a formacao docente deve contemplar o dominio de
referenciais didaticos e epistemoldgicos que sustentem o planejamento e a condugao de

aulas mais significativas.

Os estudos também aprofundam a compreensao do conceito de milieu, interpretando-
o como um espago simbodlico e cultural de negociagdo entre sujeito e saber. A énfase recai
sobre a qualidade das interagoes didaticas e sobre a importancia das situagoes planejadas

em provocar desequilibrios cognitivos e promover a validacao de ideias.

Por fim, as obras recentes voltadas a pratica pedagdgica (Alves, 2017) apresentam
diretrizes para a elaboracao de situacoes didaticas aplicaveis ao ensino basico, abordando
desde a formulagao dos problemas até a avaliacado das aprendizagens. Nelas, o erro é
valorizado como um indicador do processo de mobilizagao de saberes e do desenvolvimento

do pensamento matematico dos estudantes.

1.1.4 Dialogos com Outras Perspectivas Tedricas

Embora a Teoria das Situagoes Didaticas (TSD) atue como o pilar estruturante e
central desta pesquisa, o didlogo com outras vertentes da Didéatica da Matematica enriquece
pontualmente a analise dos fenémenos observados. Autores como Yves Chevallard, com a
Teoria Antropoldgica do Didético (TAD), oferecem uma lente complementar para observar
a transposicao didatica e as decisdes institucionais que influenciam o ensino da geometria.
De modo convergente, a Teoria dos Campos Conceituais de Gérard Vergnaud auxilia na
leitura fina de como os estudantes articulam esquemas de acao e representagoes simbolicas
para internalizar os conceitos projetivos em situagoes adidaticas. Adicionalmente, as
contribuigbes de Anna Sfard (1998) ajudam a valorizar as interagoes discursivas e os
processos comunicativos, que se mostram essenciais durante as fases de formulagao e
validacdo da TSD. E imperativo ressaltar, contudo, que esses aportes nao dividem o
protagonismo metodologico; eles atuam de forma secundéria para corroborar e ampliar as

analises concebidas sob o rigor do modelo de Brousseau.

1.1.5 Consideracées Didaticas e Epistemoldgicas

A Teoria das Situagoes Didéticas, aliada as contribui¢oes de outros tedricos, oferece
um arcabouco consistente para compreender a complexidade do ensino da matematica.

Essa abordagem permite observar:

o O papel ativo do aluno como construtor de significados;

o A necessidade de planejar situagoes didaticas ricas e desafiadoras;
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o A centralidade da validacao e da argumentacao no processo de aprendizagem;
o A importancia da formacao docente fundamentada teoricamente;

« A interacao entre saberes escolares, cientificos e culturais.

Como bem pontua Alves (2017), ensinar matematica ndo ¢ transmitir verdades
absolutas, mas provocar o pensamento, criar duvidas produtivas, e estruturar experiéncias

que levem o aluno a atribuir sentido aos saberes matematicos.

Este capitulo apresentou o referencial tedrico que sustenta esta pesquisa, funda-
mentado na Teoria das Situagoes Didaticas de Guy Brousseau e ampliado por um didlogo
critico com autores como Francisco Régis Vieira Alves, Yves Chevallard, Gérard Vergnaud,
Ubiratan D’Ambrosio e Anna Sfard. Esse conjunto de aportes tedricos possibilita uma
analise aprofundada dos processos de ensino e aprendizagem da matematica, considerando

tanto os aspectos epistemologicos quanto os pedagdgicos e socioculturais.

A presente tese organiza-se em quatro capitulos. O Capitulo 1 introduz o problema
de pesquisa, seus objetivos e justificativas. O Capitulo 2 apresenta o referencial tedrico,
abordando a Geometria Projetiva, a Teoria das Situagoes Didéticas e os fundamentos
da Visualizagdo Matematica. O Capitulo 3 discute a Transicao Euclidiana-Projetiva
(TEP) e os principios da Engenharia Didatica aplicados a formagao de professores. O
Capitulo 4 descreve os procedimentos metodolégicos, incluindo as fases de concepcao,
experimentacao e analise das situagoes didaticas, incluindo a etapa de analise dos resultados

e as consideragoes finais, destacando as contribuigoes didaticas e epistemolédgicas do estudo.

Concluido o balango tedrico, que integra Brousseau, Tall e diversos aportes historicos
e epistemolodgicos, é preciso explicitar o salto para a pratica investigativa. Nas paginas
seguintes apresentaremos a metodologia que operacionaliza essa ponte: a Engenharia
Didatica orienta a concepcao das situagoes, o GeoGebra 3D fornece o milieu experimental
e as fases da T'SD subsidiam a andlise das produgoes. A transicao entre teoria e método
é, portanto, intencional: o leitor encontrara na sequéncia a descricio pormenorizada
dos procedimentos que tornaram possivel a articulacao entre visualizacao, construcao e

validacao.
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2 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A exploracao dos teoremas de Pappus e Desargues no ambiente digital constitui nao
apenas uma demonstragao formal, mas também uma situacao didatica de transicdo: o pro-
fessor em formacao age, formula hipdteses e valida resultados observando o comportamento
projetivo em tempo real. Assim, a visualizagao se converte em instrumento epistémico,
mediando o didlogo entre a intuicdo geométrica e a formalizagdo algébrica. Essa abordagem
é coerente com o desenho metodoldgico desta tese, que articula a Engenharia Didatica a
Teoria das Situagoes Didéticas, permitindo que a compreensao da Geometria Projetiva

emerja de um processo de acao, formulacao, validacao e institucionalizacao mediado pelo
GeoGebra 3D.

A escolha metodolégica de uma pesquisa é um elemento decisivo na conducao
dos processos de coleta, analise e interpretacao dos dados, especialmente em estudos
que envolvem o ensino e a aprendizagem da matematica. Neste capitulo, apresentamos a
metodologia adotada, com base na Engenharia Didatica, uma abordagem concebida no
contexto da Didatica da Matematica francesa, e posteriormente adaptada por diversos

pesquisadores brasileiros, dentre os quais destaca-se Francisco Régis Vieira Alves.

A Engenharia Didéatica se mostra particularmente adequada para investigar a pratica
docente e os processos de aprendizagem, na medida em que possibilita o desenvolvimento,
a experimentacao e a analise de situagoes de ensino baseadas em fundamentos tedricos
sélidos. Essa metodologia se alinha, portanto, a Teoria das Situagoes Didaticas (TSD),

que sustenta o referencial tedrico deste trabalho.

Para esta pesquisa serd utilizada a metodologia de Engenharia Didatica (ED) por
melhor se enquadrar no proposto pelo autor-pesquisador, uma vez que se busca estudar a
fundo os principais conceitos de Geometria Projetiva a fim de estabelecer-se quais destes

conceitos podem ser transpostos para o ensino sendo feito uso do software GeoGebra.

Na etapa de Anélises Preliminares haverd um estudo aprofundado na Geometria
Projetiva desde sua origem até aspectos fundamentais e ampliados de seus conceitos e
métodos, estudaremos os principais teoremas norteadores da Geometria Projetiva e seus
Axiomas, podendo assim prover, nos cenarios de transicao Euclidiana-Projetiva a serem
criados, uma fidelidade ao conhecimento matematico. Com esses estudos buscar-se-a4 uma
abordagem inovadora no ensino apropriando-se do carater de visualizagao na Transicao
Euclidiana-Projetiva elaborada através do software GeoGebra por meio de sua janela de
visualizacao 3D, permitindo assim uma anéalise dos planos Euclidiano e Projetivo e da

iteragao de seus elementos num tnico cenario.

Durante a etapa de Concepgao e Analise a Priori serdo estabelecidas as variaveis
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locais e globais de ensino, referente a abordagem da Transicao Euclidiana-Projetiva na
Geometria Projetiva. Também nesta etapa se determinara o plano de a¢do, com base
na TSD, para as aulas de intervencao propostas na pesquisa. Uma das abordagens sera
referente ao carater histérico dessa geometria, outro visa analisar a diferenca dos axiomas
da Geometria Projetiva em contraponto a Geometria Euclidiana, outro visa a apresentacao
dos teoremas de Pappus e Desargues com demonstracao amparadas pela visualizacao da

Transicao Euclidiana-Projetiva.

Na etapa de Experimentacao iniciam-se as intervencgoes elaboradas na etapa anterior,
nesta aplica-se o pressuposto teérico da TSD, onde iremos trabalhar passo a passo cada
momento da teoria, sendo estes: A¢ao, Formulacao, Validacao e Institucionalizacao. Estas
etapas, da TSD, terao sido elaboradas na fase de Concepc¢ao da Engenharia Didatica e
serao ajustadas e modificadas conforme se fizer necessario para que se possa, na etapa

seguinte, chegar mais préoximo de atingir os objetivos propostos na pesquisa.

A Experimentacao sera realizada com alunos de cursos de licenciatura em mate-
matica, preferencialmente sendo as intervengoes realizadas na disciplina de Geometria
Projetiva e Histéria da Matematica. Aqui tem-se como objetivo apresentar aos alunos
a origem da Geometria Projetiva e os principais teoremas, Pappus e Desargues, sendo
estes vistos na oOtica da Transicao Euclidiana-Projetiva, buscando atingir os objetivos de

pesquisa propostos.

Na etapa de Analise a posteriori e Validacao, utilizando os dados coletados na
Experimentacgao, busca-se verificar quais elementos da pesquisa ficaram aquém do que
estava inicialmente proposto e como poderiam ser melhorados, também faremos uma
checagem de quais objetivos foram propriamente atingidos, no caso de algum ter sucesso, e
quais conclusoes pode-se tirar disso. Aqui estabeleceremos paralelos com o que foi pensado
inicialmente, na Andlise a priori, e como se conclui, na Andlise a posteriori, concluindo

assim o processo estabelecido na Engenharia Didatica.

Para ampliar a quantidade de dados coletados nesta pesquisa, durante toda a etapa
de Experimentacao sera coletado material em video e audio, cujos direitos de uso dos dados
exclusivamente para esta pesquisa constarao nos termos de responsabilidade passados a

todos os participantes e garantindo seu sigilo na divulgacao da pesquisa.

2.1 Participantes da pesquisa

A pesquisa sera desenvolvida com alunos adultos de cursos de graduacao e pds-
graduacao em Matemdtica ou areas correlatas, regularmente matriculados em instituicoes
de ensino superior. A escolha desse publico se deve ao alinhamento direto com o escopo
da investigacao, inserida na linha de formacgao de professores de Matematica e voltada

a analise de processos de ensino e aprendizagem em Geometria Projetiva mediada por
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tecnologias digitais.

Todos os participantes serao maiores de 18 anos, convidados a participar de
forma voluntéria e esclarecida, mediante assinatura do Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido (TCLE). As atividades propostas estdo em consonancia com o nivel académico
e a experiéncia desses sujeitos, ndo implicando qualquer risco fisico, psicolégico ou social.
Ressalta-se que nao haverd participacao de menores de idade, nem situagoes que envolvam

vulnerabilidade ou dependéncia hierarquica direta entre pesquisador e participantes.

2.2 Fundamentos da Engenharia Didatica

A Engenharia Didatica foi concebida por Michele Artigue (1988, 1996) como uma
metodologia de pesquisa em Didatica da Matematica que articula teoria e pratica de forma
recursiva. Ela se organiza em torno da elaboracao, experimentacao e analise de situacoes
didaticas planejadas, que visam tanto a promoc¢ao da aprendizagem quanto a producao de

conhecimentos cientificos sobre o ensino.

Segundo Artigue (1996), a Engenharia Didética é caracterizada por um ciclo

composto por quatro fases principais:

1. Andlise prévia: estudo do conteiido matematico a ser ensinado e levantamento das

dificuldades e concepgoes prévias dos alunos;

2. Concepgao e elaboragao: construcao da situacao didatica, fundamentada teorica-

mente;

3. Experimentacao: aplicagdo da situacao em sala de aula, com observagao e registro

sistematico;

4. Andalise a posteriori e validagao: interpretagao dos dados coletados a luz do

referencial tedrico, visando a validacao das hipoteses didaticas formuladas.

Esse processo é de natureza iterativa, ou seja, as fases podem ser revisadas a medida

que os dados obtidos revelam a necessidade de reformulagoes.

2.3 A Contribuicao de Francisco Régis Vieira Alves

No Brasil, Francisco Régis Vieira Alves é um dos principais nomes na difusao e
adaptacao da Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa. Em diversas publicagoes
(Alves, 2004; 2010; 2015), o autor demonstra como a Engenharia Didatica pode ser aplicada
a realidade das escolas brasileiras, respeitando suas especificidades culturais, curriculares e

institucionais.
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Para Alves (2010), a Engenharia Didatica representa uma metodologia de cunho
qualitativo, que busca compreender o processo de aprendizagem em profundidade, conside-
rando os contextos reais de ensino e os diferentes atores envolvidos. O autor ressalta que a
experimentacao didatica deve ser planejada com base em pressupostos epistemologicos
claros, articulando-se com a Teoria das Situagoes Didaticas, de modo que o pesquisador
assume o papel de engenheiro didatico, comprometido tanto com a aprendizagem dos

alunos quanto com a construcao de conhecimento cientifico.

Alves (2015) também enfatiza que a andlise a posteriori deve ir além da verificacao
de resultados escolares, envolvendo a interpretagao das estratégias dos alunos, a natureza
das interacoes estabelecidas e as decisoes do professor durante o desenvolvimento da
situacao didatica. Para ele, a Engenharia Didéatica é um "método de pesquisa e intervencao

pedagdgica que privilegia o didlogo entre teoria e pratica'.

2.4 A Pesquisa Qualitativa na Didatica da Matematica

Esta pesquisa se inscreve no campo das abordagens qualitativas, centradas na
compreensao dos significados e processos envolvidos nas praticas de ensino e aprendizagem.
Segundo Bogdan e Biklen (1994), a pesquisa qualitativa busca interpretar os fenémenos em
seus contextos naturais, atribuindo énfase as interagoes, crencas, discursos e experiéncias

dos sujeitos.

No contexto da Didatica da Matemética, autores como Artigue (1996) e Alves (2010)
defendem que a abordagem qualitativa é a mais adequada para captar a complexidade das
situacoes didaticas, permitindo analisar os modos de raciocinio dos alunos, a estrutura

das tarefas propostas, as intervencoes do professor e os desdobramentos da aprendizagem.

2.4.1 O papel do pesquisador

Na Engenharia Didatica, o pesquisador assume um papel ativo e reflexivo. Ele nao
apenas observa ou descreve o fendmeno, mas projeta, experimenta e analisa as situagoes
de ensino. Isso implica uma postura critica diante do objeto de estudo e a constante

reconstrucao das hipéteses de pesquisa a luz dos dados coletados.

Segundo Alves (2015), "o engenheiro didatico é um investigador que atua sobre a
pratica pedagogica, transforma-a e estuda os efeitos dessas transformacoes". Dessa forma,

o conhecimento produzido nao é apenas descritivo, mas também propositivo.
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2.5 Etapas da Engenharia Didatica

2.5.1 Analise preliminar

Nesta etapa, procedeu-se ao levantamento teérico e epistemologico referente a
Geometria Projetiva e a sua transicao a partir da Geometria Euclidiana, tomando como
eixo de mediacao o software GeoGebra 3D. Foram revisados textos fundantes e recentes,
bem como documentos curriculares (BNCC, PCNs), a fim de identificar o estado da arte e
as lacunas formativas no ensino desse conteido. Realizaram-se também diagnésticos junto
aos participantes, buscando compreender concepgoes iniciais e obstaculos epistemologicos
que orientassem a elaboragao das Situagoes Didaticas (SD1-SD5). Essa fase configurou-se
como base analitica da Engenharia Didatica de Formagcao, sustentando as decisoes das

etapas seguintes.

2.5.2 Concepcao

Com base nas analises anteriores e nos principios da Teoria das Situagdes Didéticas,
foram concebidas cinco Situagoes Didaticas (SD1-SD5), cada uma com duracao prevista
entre 60 e 100 minutos. As situagoes articularam a dialética Agao—Formulagao—Validacao—
Institucionalizagao, explorando a Transi¢ao Euclidiana-Projetiva por meio de construcoes
geométricas digitais no GeoGebra 3D e por meio de protétipos fisicos (acetatos e impressoes
3D). O pesquisador e o orientador definiram conjuntamente as variaveis locais e globais de
ensino, bem como as hipoteses de aprendizagem e os critérios de observacao. Essa fase
também incluiu a elaboracao dos formularios de registro e o planejamento das gravagoes

em 4udio e video.

2.5.3 Experimentacao

A experimentacao foi conduzida em turmas de graduacgao e pos-graduacdo em
Matematica, com grupos de 6 a 15 participantes, nos campi IFCE (internamente) e URCA
(externamente). Cada situacao foi aplicada como uma aula de aproximadamente 100
minutos, mediada pelo pesquisador, que também atuou como professor. As atividades
foram registradas por meio de gravagoes em video e audio, anotagdes em diario de campo
e coleta de formularios respondidos pelos participantes. O foco foi observar a evolugao
da acgao a institucionalizagao dos saberes projetivos, especialmente quanto a visualizacao

tridimensional e ao uso auténomo das ferramentas do GeoGebra.

2.5.4 Analise a posteriori

A anélise a posteriori consistiu na transcri¢ao integral dos registros audiovisuais e na

codificacao tematica das producoes dos participantes, com base em categorias emergentes
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e nas fases da dialética da TSD. Procedeu-se a triangulagdo dos dados provenientes
das gravagoes, formuléarios e didrios de campo, assegurando consisténcia interpretativa e
validade interna. A validagdo externa foi realizada mediante cotejo dos resultados entre as
instituigoes parceiras (IFCE e URCA), buscando identificar convergéncias e discrepancias
no desenvolvimento das situacoes didaticas. Essa etapa consolidou a retroalimentacao
do ciclo da Engenharia Didatica, permitindo reformulagoes e projecoes para futuras

intervencoes.

2.6 Questdes Eticas

A pesquisa respeitou os principios éticos previstos na Resolugao n® 510/2016 do
Conselho Nacional de Satide. Todos os participantes foram informados sobre os objetivos do
estudo e assinaram o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido. Os nomes utilizados nos
relatos foram substituidos por pseudonimos, assegurando o anonimato e a confidencialidade

das informagdes.

Este capitulo apresentou a metodologia da pesquisa, ancorada na Engenharia
Didatica como abordagem tedrico-pratica para a investigacao em Didatica da Matematica.
A opgao por essa metodologia possibilitou o desenvolvimento de um ciclo investigativo
completo, envolvendo a construgao e analise de situagoes de ensino baseadas na Teoria

das Situagoes Didaticas.

Antes de proceder as situacoes didaticas propriamente ditas, é necessario situar
essas escolhas metodolégicas no panorama da literatura: a Revisao Sistematica que se
segue cumpre essa fungao, demonstrando lacunas tematicas e justificando a selecao dos
trabalhos que orientaram a construcao das atividades. Dessa forma, o leitor percebera que
as op¢oes de método nao sao arbitrarias, mas derivam de um enquadramento empirico e

tedrico prévio, cujo escopo e critérios estao detalhados no capitulo subsequente.

2.7 Revisao sistematica de literatura

Esse capitulo tem como objetivo a andlise sistémica de teses e dissertagoes que
abordam o contetido de Geometria Projetiva, dando enfoque aquelas que trabalham no
ambito da Educagao e/ou Ensino. O procedimento utilizado foi uma Revisao Sistematica
de Literatura (RSL) utilizando o protocolo proposto por Kitchenham e Charters (2007).
Esta revisao servira de amparo para o estudo dessa tese de doutorado, por esse motivo

nao foi realizada uma busca de outro trabalho semelhante.

Buscamos investigar o alcance do estudo de Geometria Projetiva para as areas de
Educagao e Ensino nos anos de 2019 a 2023, com base nesses resultados reforcaremos a

relevancia de um estudo nesta area especifica da matematica que foi inserida no curriculo
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de ensino bésico desde a publicagdo da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) em
2017.

Assim, temos como Questoes de Pesquisa (QP):

e QP1: Quais sao as principais areas de estudo dentro das dissertacgoes e teses que

abordam a teméatica de Geometria Projetiva?

e« QP2: Como ¢ abordada a Geometria Projetiva dentro das areas de Educacao e

Ensino?

2.7.1 Estratégia de Busca

Foram utilizadas, como fontes para a pesquisa, os repositorios Portal de Peridédico
da CAPES e Networked Digital Library of Theses and Dissertations (NDLTD). Todos os
repositorios escolhidos oferecem acessos aos periédicos habilitados através da Comunidade
Académica Federada (CAFe), meio digital fornecido pela Coordenagao de Aperfeicoamento

de Pessoal de Nivel Superior.

Utilizamos como palavras chaves iniciais na pesquisa "Geometria Projetiva'e "Pro-
jective Geometry". A busca ampla por esse tema determinard de inicio a quantidade de
trabalhos, entre dissertagoes e teses, que existem no meio académico no periodo que nos
interessa para esta pesquisa. Dentro dessas palavras chaves utilizamos os métodos que
estavam disponiveis dentro de cada plataforma para aplicar os filtros que fossem pertinentes
aos critérios de inclusao e exclusdo propostos para refinar a pesquisa. As palavras chaves

utilizadas nas plataformas foram:

1. Portal de Teses e Dissertacoes da CAPES!

'geometria projetiva’OR, "projective geometry'

2. NDLTD?

'geometria projetiva'OR "projective geometry"

2.7.2 Critérios de Inclusdo e Exclusao

Com base nos objetivos desse estudo e nas questoes de pesquisa tomamos como

Critérios de Inclusao (CI) e Critérios de Exclusao (CE) os seguintes pontos:

o CI1: Teses e Dissertacoes;

o CI2: Trabalhos nos idiomas Inglés ou Portugués;

'Disponivel em https://catalogodeteses.capes.gov.br/catalogo-teses/. Acesso em 20/10/2023.
2Disponivel em http://search.ndltd.org/. Acesso em 20/10,/2023.
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o CI3: Trabalhos publicados entre os anos de 2019 e 2023;
o CI4: Trabalhos que possuam acesso liberado a publicacao;
o CE1: Trabalhos duplicados;

o CE2: Trabalhos que estao fora das areas de Educacao e/ou Ensino.

2.7.3 Trabalhos Selecionados

No total foram encontrados, na pesquisa inicial aplicando o CI1, 339 trabalhos,
entre teses e dissertagoes, sendo 263 do NDLTD e 76 da CAPES. Apods esse primeiro
levantamento foram realizados os filtros de acordo com os critérios de inclusdo e exclusdo,

seguindo a seguinte ordem:

Figura 2.1 — Processo de aplicacao dos critérios de selecao dos trabalhos.

Inicio da cri| NDLTD: 263 |ciz| NDLTD: 140 |ci3| NDLTD:7
—>

. —> —
Pesquisa Capes: 76 Capes: 76 Capes: 18
CI4 |
\7
NDLTD: 6 |ceil NDLTD:6 |ce2l NDLTD:O
—> —>
Capes: 17 Capes: 17 Capes: 7

Fonte: Elaborado pelos autores.

Desde o principio foi aplicado o Critério de Inclusao 1 para esta pesquisa, deste
modo nao consta nos resultados trabalhos fora das categorias de teses e dissertagoes, tendo
sido encontrados na fase inicial um total de 339 trabalhos, que apds passarem pelo CI2
foram reduzidos a 216 trabalhos, nos permitindo avaliar apenas teses e dissertacoes que

contemplam os idiomas Portugués e Inglés.

No momento seguinte foi aplicado o CI3 isolando os trabalhos que contemplam o
estado de arte do momento da realizacao desta pesquisa, de imediato é possivel perceber o
numero reduzido de trabalhos académicos sobre Geometria Projetiva dentro deste periodo,
tendo o critério retornado apenas 25 trabalhos, estando 23 disponiveis para consulta
(CI4), nao havendo duplicatas (CE1) e por fim restando somente 7 trabalhos, entre teses e

dissertagoes, que contemplam as dreas de Ensino e Educagao (CE2).

De acordo com a Figura 2.2 podemos observar que a publicacao de teses e disser-
tagoes com foco no estudo de Geometria Projetiva nos ambitos educacionais é escasso e
espacado, o que nos reforca a justificativa desta pesquisa que busca trazer meios de estudo
da Geometria Projetiva de modo a permitir um maior acesso a sua compreensao por meio

da Transicao Euclidiana-Projetiva (TEP).
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Figura 2.2 — Distribuicao dos trabalhos, entre teses e dissertagoes, pelos anos de
publicacao.
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Segue abaixo os trabalhos selecionados na Tabela 2.1:

Dentre o material selecionado apenas uma tese foi realizada neste periodo e que se
encaixa na tematica de estudo desta pesquisa revelando o vacuo de estudos aprofundados
sobre a teméatica de Geometria Projetiva. Das seis dissertagoes, trés sao realizadas em

mestrados profissionais e trés académicos, sendo estes nas areas de Ensino.

2.7.4 Analise dos trabalhos selecionados

De inicio é possivel perceber que a area carece de estudos aprofundados na teméatica
de Geometria Projetiva com foco na educacao e ensino, com este olhar iremos resumir

cada um dos trabalhos selecionados e buscar relaciona-los entre si e com esta pesquisa.

A dissertagao de Pereira (2020) explora o contexto histérico, artistico e tedrico
da Geometria Projetiva, destacando a origem da geometria durante o Renascimento. O
objetivo deste estudo é a apresentacao de alguns teoremas relacionados a Geometria
Projetiva e sua conexdo com os principais artistas desse periodo. Além disso, esta pesquisa
propoe métodos de ensino deste contetido por meio de Softwares de Geometria Dinamica,
com o intuito de tornar o ensino da geometria mais acessivel e compreensivel. O foco
central deste trabalho reside na seguinte indagacao: "Como podemos abordar as teorias da
Geometria Projetiva no Ensino Fundamental usando a Geometria Dinamica?"Com essa

abordagem, o autor busca simplificar a compreensao dessa geometria e fornecer orientagoes.

Na pesquisa de Silva (2022) o autor busca analisar os requisitos de software educativo
em Geometria Dinamica para ensinar Geometria Projetiva, baseando-se nas dimensoes
epistemolodgica, didatica, cognitiva e informatica. O objeto de estudo ¢ a transformagao

homoldgica da circunferéncia. As dimensoes epistemoldgica e didatica envolvem a estrutura
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Tabela 2.1 — Lista de teses e dissertacoes selecionadas para analise.
ID | Autor Titulo Area Tipo Ano
1 | Marcio Ander- | Geometria Projetiva: um | PROFMAT Dissertacao | 2019
son de S& Pe-| breve relato historico, artis-
reira tico, teodrico e aplicagoes com
Geometria Dinamica.
2 | Gabriel Va-| Potencialidade e limitagoes | Ensino de Ci- | Dissertacao | 2022
rela Soares da | dos softwares GeoGebra e | éncias e Mate-
Silva Cabri Géometre II: uma ana- | matica
lise a luz dos pressupostos
apresentados pela Geome-
tria Projetiva
3 | Lucas de | Os Modelos Axiomaticos | PROFMAT Dissertacao | 2020
Sousa Ho- | das Geometrias Euclidiana
landa e Projetiva: Historico, Simi-
laridades, Diferencas e Apli-
cagoes
4 | Thalis  Pei- | Fotografia como um recurso | Ensino de Ma- | Dissertacao | 2022
xoto para o ensino de perspectiva | tematica
cOnica com tecnologias digi-
tais
5 | Simone Apa-| Um estudo sobre interse¢oes | PROFMAT Dissertacao | 2019
recida da | de curvas algébricas planas
Silva
6 | Gabrielly Be-| CURVAS CONICAS: uma | Ensino de Ci- | Dissertacao | 2020
atriz Batista | andlise das articulagoes en- | éncias e Mate-
Machado tre os registros de represen- | matica
tagao com auxilio do Conics
3D
7 | Bruno Leite | "O que sabem sobre as cur- | Educagao Ma- Tese 2019
Ferreira vas coOnicas?"Uma possivel | tematica
leitura para o processo de
producao de significado em
um grupo de estudos

Fonte: Elaborado pelos autores.

da Geometria Projetiva e os contetidos necessarios para compreender a transformacao
homoldgica. A dimensao cognitiva examina como os alunos aprendem esses conceitos e suas
principais dificuldades. Na dimensao informatica, o GeoGebra e o Cabri-Géometre II sao

avaliados com base na adequacao e completude em relacao a Vigilancia Epistemolégica.

No trabalho de Holanda (2020) sdo abordadas caracteristicas da Geometria Eu-
clidiana e da Geometria Projetiva, incluindo seu histérico de desenvolvimento, modelos
axiomaticos, teoremas classicos e demonstragoes. Abordaram as semelhangas e diferengas

entre esses dois modelos de Geometria a partir de seus conjuntos de axiomas. O autor
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buscou apresentar a Geometria Projetiva de modo mais concreto, utilizando ferramentas
de desenho e fotografias. O autor busco explorar a Geometria Projetiva sob duas perspec-
tivas distintas: por meio de seus axiomas e dos modelos de representacao da realidade

desenvolvidos por artistas renascentistas.

A dissertagdo de Peixoto (2022) aborda a relagao entre fotografia, Perspectiva
Conica e Tecnologias Digitais, com énfase na educagao basica. O estudo busca analisar
como conceitos matematicos sobre Perspectiva Conica sao desenvolvidos por grupos de
pessoas que utilizam fotografias e o software GeoGebra. A pesquisa envolveu uma Pratica
Piloto e uma Pratica Final. Durante a analise da Pratica Final, foram identificados trés
grupos principais: aqueles que trabalharam com fotografias, discutindo e categorizando
imagens com um, dois e trés pontos de fuga, bem como imagens sem profundidade; aqueles
que usaram cameras de celular para produzir fotografias aplicando a perspectiva de um,
dois e trés pontos de fuga; aqueles que usaram as fotografias produzidas para modelé-
las no GeoGebra, construindo pontos de fuga, linhas de fuga e a linha do horizonte,
explorando as propriedades desses elementos. O autor sugere que a fotografia pode ser uma
ferramenta eficaz para introduzir conceitos de Perspectiva Conica, e o GeoGebra é til
para compreender propriedades fundamentais desse conteiido, como linhas do horizonte e

pontos de fuga, bem como como a fotografia é moldada por esses conceitos.

Silva (2019) aborda o estudo das intersegoes de Curvas Algébricas focando no
Teorema de Bézout, que aborda o niimero de pontos de intersecao entre duas curvas.
Visando uma compreensao aprofundada desse Teorema, a autora explora a Geometria
Algébrica Classica, que engloba tanto a Geometria Analitica quanto a Geometria Projetiva.
Além de trabalhar com o plano cartesiano e o plano complexo, também analisou o plano
projetivo. Foi trabalhado as curvas algébricas e curvas projetivas demonstrando o Teorema

de Bézout.

Na pesquisa de Machado (2020), a autora investigou como os alunos da Licenciatura
em Expressao Grafica na UFPE articulam as representacoes das Curvas Conicas usando
o protétipo "Conics 3D". Foi observada a necessidade de melhorar o ensino das Curvas
Conicas, que frequentemente é fragmentado e baseado apenas em abordagens algébricas.
A autora considera que as tecnologias contemporéaneas oferecem potencial para integrar
diferentes representacoes e criar situagoes de aprendizagem mais dindmicas. Os resultados
destacam a importancia de atividades que estimulem a mobiliza¢ao cognitiva, aproveitando
os registros semioticos dindmicos. A autora considera que as ferramentas do prototipo
ajudaram a visualizar a integracao entre aspectos algébricos e geométricos das Curvas

Conicas, além de identificar oportunidades de aprimoramento.

A tese de Ferreira (2019) teve como objetivo explorar como as nogdes matematicas
sao produzidas em contextos de aprendizagem investigativa. O estudo, de natureza qualita-

tiva, usou a Teoria do Modelo dos Campos Semanticos e concentrou-se na Geometria. Um
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Grupo de Estudos Independente sobre curvas conicas foi formado, composto por quatro
estudantes de matematica e o pesquisador. As discussdes ocorreram sem um programa
predefinido, com os participantes explorando o que sabiam sobre curvas conicas. Gravacoes
em video-audio, conversas no WhatsApp e diarios dos participantes forneceram os dados. A
analise revelou sete movimentos que caracterizam a producao de significado, com destaque
para o uso do ponto impréprio na generalizagao de curvas conicas e a preferéncia pela elipse
e pela parabola para fazer analogias com outras curvas. O estudo enfatiza a importancia
de analisar os elementos envolvidos ao trabalhar com diferentes abordagens ou modelos, a

fim de evitar desconexoes e facilitar a compreensao matematica.

Dentro desses poucos trabalhos selecionados observa-se que o foco no ensino da
Geometria Projetiva propriamente dito é escasso, sendo muitas vezes reduzido apenas a
questao de perspectiva. Esta revisao sistematica nos da uma base para a importancia da

pesquisa na area de Geometria Projetiva com foco em Ensino e Educacao.

Nos tltimos anos (2020-2024), a literatura sobre o uso de tecnologias digitais
no ensino de Geometria e na formacao de professores de Matematica tem avancado
significativamente, sobretudo com a integracao de ambientes como o GeoGebra 3D e outras
plataformas de geometria dinamica que favorecem a exploracao visual e a construcao

colaborativa de conceitos (Alves, 2021; Gravina & Figueiredo, 2023).

Tais investigacoes tém evidenciado o potencial das ferramentas digitais na promocao
de situagoes didaticas que articulam visualizacao, manipulacao e argumentacao geométrica,
aproximando a pratica docente dos principios da Engenharia Didatica e da Teoria das
Situagoes Didaticas (Artigue, 2022). No entanto, embora a literatura tenha consolidado
experiéncias no campo da Geometria Euclidiana digital, observa-se uma lacuna importante
quanto a exploragao integrada entre os dominios Fuclidiano e Projetivo, especialmente

quando mediada por visualiza¢oes tridimensionais.

Poucos estudos abordam a Transi¢do Euclidiana-Projetiva (TEP) como fendmeno
formativo capaz de favorecer a compreensao estrutural da geometria por meio da vi-
sualizagao espacial e da interpretagao de invariantes projetivos (Bastos, 2025). Assim,
esta tese se insere nesse campo emergente ao propor a visualizacao projetiva nao apenas
como ferramenta cognitiva, mas como processo de aprendizagem profissional docente, no
qual o professor em formagao aprende a agir, formular, validar e institucionalizar saberes
geométricos em contextos mediados pela tecnologia digital, contribuindo, desse modo,
para preencher uma lacuna epistemolégica e didatica ainda pouco explorada na literatura

recente.
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3 ANALISE PRELIMINAR

3.1 Analise preliminar

De acordo com Michele Artigue (2020) a Anélise Preliminar inclui trés dimensoes:
uma analise epistemologica do contetiddo matematico em questao, neste trabalho sendo a
Geometria Projetiva, uma analise das condigoes e restricoes que a Engenharia Didatica
enfrentard e uma andlise do que a pesquisa educacional tem a oferecer como amparo ao
design proposto, tais dimensoes podem ser referenciadas como epistemoldgica, diddtica e

cognitiva, respectivamente, como apresentado por Santos e Alves (2017).

Neste trabalho, para explorar a dimensao epistemolégica, abordamos o estudo de
Geometria Projetiva, mais especificamente o que aqui chamamos de Transicao Fuclidiana-
Projetiva que é uma forma de visualizacao da Geometria Projetiva por meio de paralelos

imediatos com as representacoes de seus elementos num plano Euclidiano.

Para esse estudo abordaremos os conceitos primarios do surgimento da Geometria
Projetiva, desde sua concepgao conceitual até seus avancos no ambiente académico e

escolar, buscando apresentar suas justificativas no ensino e a importancia do seu estudo.

Apresentaremos também uma anélise detalhada dos principais teoremas que funda-
mentam a base da Geometria Projetiva, sendo eles os teoremas de Pappus e Desargues,
que exploram as diferencgas nos axiomas da Geometria Fuclidiana e Projetiva. Por meio
desses teoremas exploraremos formas de comparar a visualizagdo desses planos de modo a

favorecer a compreensao de suas demonstragoes.

Na segunda dimensao, a dimensao didatica, proposta por Artigue, encontramos
como obstaculos o carater visual, uma vez que a Geometria Projetiva apresenta caracte-
risticas geométricas pouco usuais pode haver empecilhos na compreensao daquilo que se

pretende apresentar numa construgao, para este estudo analisaremos os textos de David
Tall.

No carater cognitivo, analisamos a importancia do que apresentamos neste estudo
como forma de criar uma ponte para o conhecimento de Geometria Projetiva por meio da
Transicao Fuclidiana-Projetiva, ndo apenas como uma ferramenta visual, mas também

como um possivel facilitador dos conceitos geométricos.
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3.2 Axiomas de Euclides

Muito do que sera citado nesse trabalho traga comparativos com os axiomas da
Geometria Euclidiana, se faz, portanto, necessario abordar tais axiomas para que sejam
esclarecidos os paralelos, possibilitando uma melhor compreensao do que sera trabalhado

futuramente.

Os axiomas da Geometria Euclidiana sdo a base norteadora do seu "funcionamento’,
uma vez que descrevem as nocoes basicas de como os elementos existem e interagem entre

si, de modo intuitivo tal que nao sao necessarias demonstragoes.

3.2.1 Fundamentos Axiomaticos da Geometria Euclidiana e da Geometria

Projetiva: Enfoque no Quinto Postulado

A fundamentacao da presente pesquisa exige uma compreensao precisa dos princi-
pios estruturantes da Geometria Euclidiana e da Geometria Projetiva, uma vez que ambas
serao mobilizadas, em correlagdo, nas construgoes geométricas e nas andalises didaticas
desenvolvidas com suporte digital. As diferencas entre essas geometrias nao residem apenas
em suas aplicacoes, mas principalmente em suas bases axiomaticas e na forma como
concebem o espaco, a linha e o ponto. Nesta se¢do, abordamos os sistemas axioméaticos
que fundamentam ambas, com especial aten¢ao ao Quinto Postulado de Euclides, tradicio-
nalmente conhecido como o Postulado das Paralelas, cuja reformulacao ou negagao deu

origem a geometrias alternativas, incluindo a Geometria Projetiva.

3.2.1.1 Os Axiomas de Euclides: Estrutura e Limitacdes

A Geometria Euclidiana, desenvolvida por Euclides no século 11T a.C., é estrutu-
rada a partir de cinco postulados apresentados na obra Os Elementos. Esses postulados
descrevem propriedades fundamentais do espaco plano, sendo o quinto o mais complexo e

o mais debatido ao longo da histéria. Sao eles:

1. Dados dois pontos distintos, é possivel tracar uma reta que os una.
2. Qualquer segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente.

3. Dado um ponto e uma distancia, é possivel tracar um circulo com centro nesse ponto

e raio igual a distancia.
4. Todos os angulos retos sao congruentes entre si.

5. Se uma reta corta duas outras e forma angulos internos do mesmo lado cuja soma
seja menor que dois retos, entao essas duas retas se encontrarao do lado em que

estao os angulos menores.
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O Quinto Postulado, em particular, é responséavel pela nogao de paralelismo, sendo
interpretado por muito tempo como menos evidente do que os demais, o que motivou

séculos de tentativas de prova-lo a partir dos quatro primeiros, sem sucesso.

3.2.1.2 O Quinto Postulado e o Nascimento de Novas Geometrias

A dificuldade em aceitar o Quinto Postulado como um axioma evidente levou
matematicos como Saccheri, Lambert, Legendre e, finalmente, Lobachevsky, Bolyai e
Gauss a explorar as consequéncias de sua negagao, dando origem as geometrias nao
euclidianas. No caso especifico da Geometria Projetiva, a ideia é eliminar completamente o
conceito de paralelismo, reformulando o espago de modo que todas as retas se encontrem

em algum ponto, incluindo aquelas que, na FEuclidiana, seriam paralelas.

Em termos axiomaticos, a Geometria Projetiva parte de um conjunto distinto de
principios, como os apresentados por Veblen e Young (1910) ou Hilbert (1902) em suas

versoes formais da geometria. Um de seus principios fundamentais é:

« Axioma da Incidéncia: Por quaisquer dois pontos distintos, passa exatamente

uma reta.

o Axioma da Dualidade: A estrutura permite intercambiar os conceitos de ponto e

reta sem afetar a veracidade dos teoremas.

o Axioma do Ponto no Infinito: Toda reta encontra-se com qualquer outra reta

em exatamente um ponto, ainda que esse ponto seja "impréprio"ou "no infinito".

Nesse contexto, a supressao do Quinto Postulado conduz a uma geometria na qual
o conceito de "reta paralela'perde o sentido, e todas as retas passam a se cruzar, mesmo

que idealmente.

3.2.1.3 Uma comparacdo axiomatica entre a Geometria Euclidiana e a Projetiva

Abaixo apresento a Tabela 3.1 de comparacao entre os axiomas de Euclides, com
referéncias as suas atualizagoes por Hilbert, e os axiomas da Geometria Projetiva. A
ideia desta tabela é, ndo somente comparar, mas também verificar onde os axiomas se
conservam entre as geometrias, onde se alteram /adaptam e onde ndo sao possiveis de serem
transferidos entre as geometrias. O intuito é apresentar ao leitor uma nogao axiomatica do
que se propoe a TEP, a relacao direta entre os diferentes tipos de geometrias. Indica-se
onde ha conservagao, modificagao ou impossibilidade de transporte direto, acompanhadas

de observagoes explicativas e referéncias bibliograficas principais.
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Tabela 3.1 — Lista de comparacao entre os Axiomas da Geometria Euclidiana e
Projetiva.
Axioma (Eu-| Contraparte Conservacao? Observagoes Referéncias
clid/Hilbert) | Projetiva
Nocgoes comuns | Conservadas logi- | Conservado Sao principios logicos | Hilbert

(igualdade, tran-

camente (nao de-

gerais aplicaveis em

(1899); Bran-

ness)

noc¢ao de ’entre’.

entacao e métrica.

sitividade) pendem de mé- qualquer axiomatiza- | nan et al.
trica). ¢ao geométrica. (1999)
Postulado 1: Tra- | Axioma de inci- | Conservado Incidéncia é fundamen- | Veblen &
car reta entre | déncia: por dois tal em ambas as geo- | Young (1910);
dois pontos pontos passa metrias. Coxeter
exatamente uma (2003)
reta.
Postulado 2: Pro- | Retas projetivas | Parcialmente | Ha equivaléncia na | Coxeter
longar segmento | ja sdo completas; | Conservado ideia de completude, | (2003)
indefinidamente | conceito de pro- mas sem noc¢ao de ex-
longar perde sen- tensao métrica.
tido métrico.
Postulado 3: Cir- | Nao ha constru- | Nao Transpor- | A geometria projetiva | Hilbert
culo com centro | ¢ao métrica; cir- | tavel nao possui métrica in- | (1899); Coxe-
e raio culos nao sao de- terna. ter (2003)
finidos por raio.
Postulado 4: To- | Nao hé nog¢ao de | Nao Transpor- | Igualdade de angulos | Coxeter
dos os angulos re- | angulo; depende | tavel nao pertence a estru- | (2003)
tos sao iguais de estrutura mé- tura projetiva.
trica adicional.
Postulado 5: Pa- | Todas as retas se | Alterado A inexisténcia de para- | Veblen &
ralelas encontram (tal- lelismo define a essén- | Young (1910);
vez no infinito). cia projetiva. Coxeter
(2003)
Axiomas moder- | Mantém-se como | Conservado Ambas as geometrias | Hilbert
nos de incidéncia | nicleo da estru- se baseiam em relagoes | (1899); Veblen
(Hilbert) tura projetiva. de incidéncia. & Young
(1910)
Axiomas de | Nao aplicavel: | Nao Transpor- | A ordem s6 faz sentido | Veblen &
ordem (between- | auséncia de | tavel em geometrias com ori- | Young (1910)
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Axioma (Eu-| Contraparte Conservacao? Observagoes Referéncias

clid/Hilbert) | Projetiva

Axiomas de | Inexistentes; pro- | Nao Transpor- | A projetiva é pura- | Coxeter

congruén- priedades invari- | tavel mente relacional, nao | (2003); Bran-

cia/métrica antes sao projeti- métrica. nan et al
vas (razao dupla, (1999)
dualidade).

Dualidade proje- | Sem equivalente | Exclusivo da | Introduz simetria es-| Veblen &

tiva (nova propri- | em Euclides; | Projetiva trutural ausente na Eu- | Young (1910);

edade) ponto e reta sao clidiana. Coxeter
conceitos duais. (2003)

Fonte: Elaborado pelos autores.

A andlise demonstra que a geometria projetiva nao elimina os principios euclidianos,
mas os generaliza. A perda de conceitos métricos (dngulo, distdncia) da lugar a uma
estrutura relacional mais ampla, na qual a incidéncia e a dualidade sdo os elementos
fundamentais. Essa generalizacdo amplia a compreensao geométrica, como discutido por
Coxeter (2003) e Veblen & Young (1910).

Em sintese, a andlise comparativa entre os axiomas euclidianos e os fundamen-
tos projetivos revela que a chamada "nao transportabilidade'de certos postulados nao
representa uma perda, mas uma mudanca epistemoldgica de foco: o olhar desloca-se da
métrica, centrada em medidas, distancias e angulos, para a estrutura de incidéncia e
relagdo entre os elementos geométricos. Nessa perspectiva, a geometria projetiva nao
elimina a Euclidiana, mas a generaliza, permitindo que propriedades antes dependentes
de medida sejam reinterpretadas de modo puramente relacional. Essa transicao, longe de
ser uma ruptura, constitui um avanco conceitual que amplia o campo de compreensao
geométrica e didatica, possibilitando inclusive o resgate de noc¢des métricas mediante
estruturas adicionais, como conicidades ou modelos de Cayley—Klein. Assim, conforme
indicam autores como Coxeter (2003) e Brannan, Esplen e Gray (1999), compreender o que
se conserva, o que se transforma e o que deixa de fazer sentido entre as duas geometrias
¢ fundamental para formar um pensamento geométrico flexivel, capaz de transitar entre

representacoes sem se prender as limitagoes do espaco euclidiano.

3.2.1.4 Implicacoes para a Pesquisa: Geometria em Ambientes Digitais

Do ponto de vista didatico e computacional, como sera explorado nesta tese, a
distincao entre Geometria Euclidiana e Projetiva torna-se operacional nos ambientes
digitais de construgao geométrica como o GeoGebra. Esse tipo de software permite simular

tanto construgoes euclidianas (com base em retas paralelas e medigoes métricas) quanto
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projetivas (com uso de pontos no infinito, homologias e projegoes), possibilitando que o

aluno experimente ativamente os efeitos da adog¢ao ou nao do Quinto Postulado.

Além disso, essa distingao tem implicagoes epistemolédgicas relevantes, como destaca
Greenberg (2008), ao mostrar que o abandono do Quinto Postulado nao compromete a
coeréncia do sistema geométrico, ao contrario, abre novas possibilidades de exploracao

conceitual e didatica.

3.2.1.5 Consideracoes Tedricas Complementares

Autores como Marvin Jay Greenberg (2008), John Stillwell (2002) e David Brannan
et al. (1999) reconhecem o papel central do Quinto Postulado no surgimento das geometrias
modernas. Sua negacao sistematica permite o nascimento da Geometria Projetiva, enquanto
sua preservacao fundamenta a Geometria Euclidiana. Essa bifurcacao estrutural sera um
dos pilares do trabalho de pesquisa, sobretudo ao propor construgoes que transitem entre

essas duas geometrias para promover compreensao mais profunda por parte dos estudantes.

Para conectar a dimensao computacional com sua raiz historica, propomos aqui
um deslocamento reflexivo: enquanto o GeoGebra traduz instantaneamente invariantes e
projecoes em imagens manipulaveis, sua eficacia didatica so se explica quando acompa-
nhada pela compreensao histérica que deu origem a esses conceitos. Em outras palavras, a
analise historica que segue permitird ler as ferramentas digitais ndo como fins indepen-
dentes, mas como media¢oes contemporaneas de um repertorio conceitual com séculos de
desenvolvimento. Assim, a Revisao Historica serve como pano de fundo necesséario para
interpretar criticamente as potencialidades e limites do uso do GeoGebra no ensino de

projecoes.

A seguir deslocamo-nos da fundamentagao tedrica para uma perspectiva histérica
que ilumina a génese e o percurso da Geometria Projetiva. Essa passagem nao é apenas
cronolégica: pretende-se mostrar como ideias praticas (ponto de fuga, perspectividade,
recursos pictoricos) foram gradualmente convertidas em conceitos formais que hoje orientam
as praticas didaticas. A revisao historica que se segue, portanto, articula-se diretamente
com as consideragoes tedricas ja apresentadas, mapeando as transformacgoes epistemologicas
que justificam a inclusao da Geometria Projetiva na formacao docente e preparando o

leitor para a analise de suas aplicacoes educativas e computacionais.

3.3 Revisao histérica

Nesta sessao abordaremos os aspectos histéricos que norteiam os estudos da Ge-
ometria Projetiva a partir de sua origem e seguiremos para sua introdugao no contexto
educacional, finalizando com uma abordagem de aplicagao de um de seus conceitos, por

meio da visualizacao, em um software de geometria dinamica 3D.
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Inicialmente falaremos sobre a origem da Geometria Projetiva e sua evolugao, em
especial durante o século XIX, trazendo a oOtica de diversos autores na compreensao dos

avancos obtidos e influéncias da Geometria Projetiva.

Nesta parte iremos analisar como a Geometria Projetiva obteve seu "descobrimento'e
seus avancos ao longo dos séculos, permitindo ver que os conceitos que inicialmente pareciam
vagos ou imprecisos, por comparacao com a Geometria Euclidiana, vieram a ser colocados
em prova futuramente por outros matematicos, fazendo assim com que se pudesse validar

e reconhecer os estudos de seus predecessores.

Traremos uma evolucao, inicialmente pratica e voltada as artes, que tem como
sua origem a visualizagdo acima da conceitualizacdo matematica e que futuramente passa
para o campo tedrico abstrato para entao ser aprofundado e formalizado em teorias que a

fundamentam e definem até os dias de hoje.

Em seguida passaremos para uma andalise da Geometria Projetiva no contexto
educacional, observando as caracteristicas que apresentam a necessidade desse contetido
ser apresentado no ensino e quais medidas e abordagens foram tomadas. Aqui buscaremos
as origens do estudo de geometria na educacao e os métodos aplicados em sua origem que
podem ter gerado repercussoes na sistematizacao deste contetido. Investigaremos também

quais iniciativas houveram de inserir a Geometria Projetiva neste mesmo contexto.

Posteriormente apresentaremos uma analise da importancia do uso de softwares
para a geometria de um modo geral e em seguida para a Geometria Projetiva, em especial
no meio educativo, e seguiremos para uma exemplificagao de um axioma da Geometria
Projetiva por meio do uso do software GeoGebra que, em nossa visao, favorece a sua

compreensao.

3.3.1 Geometria Projetiva
3.3.1.1 Os primérdios da geometria projetiva

Segundo Auffinger e Valentim (2003) a origem da Geometria Projetiva retrata do
Renascimento, com o surgimento dos conceitos de ponto de fuga e perspectividade, sendo

tais conceitos pertencentes a projecao conica que seria introduzida anos depois.

Alberti (1435), em sua obra De Pictura, j4 apresenta conceitos de projegao a partir
de um observador que, apesar de nao respaldado em sua obra, apresentavam conceitos
primitivos de geometria projetiva, uma vez que utilizava um observador ficticio para criar

imagens projetadas e a ideia de perspectiva de profundidade em suas pinturas.

Na Figura 3.1 podemos ver a ideia de perspectiva gerada no que seria um chao
de ladrilhos, as retas paralelas encontrando-se no plano de fuga passa a impressao de

profundidade na imagem. Um observador, externo a imagem projeta retas que encontram
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Figura 3.1 — O ponto de fuga.
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Fonte: De Pictura (1435)

os pontos de base das paralelas criando se¢oes laterais determinadas pelos pontos B, C, D,
E, F, G, H, I e K, permitindo assim criar retas paralelas a horizontal que definiriam os

ladrilhos proporcionais em acordo com a perspectiva.

Expus brevemente o contexto geral e, eu acredito, de uma forma nao
totalmente obscura, mas percebo que o contetido é tal que, enquanto
nao posso exigir elogio para eloquéncia em exposicao, o leitor que nao
entende no primeiro contato, provavelmente nunca ir4 compreendé-lo nao
importa quanto tente. (ALBERTI, 1435, On Painting, p. 58-59, Traducao
Livre)

Alberti (1435) expunha suas nogoes de pintura do modo que julgava mais simples
para o leitor poder reproduzir a técnica, ainda que este, como previamente mencionado,
nao respaldasse os motivos por tras do posicionamento do observador (que deve estar a
mesma altura do ponto de fuga) e do tragado de paralelas, sua obra, nesse quesito é muito

mais instrumental que educativa.

Quase dois séculos depois, por meio dos trabalhos de Girard Desargues (1591-1661)
que esses conceitos foram formalizados, porém, sem grande aceitagao. Granger (1974)
afirma que os trabalhos de René Descartes (1596-1650) ofuscaram os trabalhos de Desargues

devido a sua rapida aceitacao, tornando-se assim um dos maiores nomes na Matematica.

Desargues apresentava em seus trabalhos o, hoje conhecido, "Teorema de Desar-
gues"que é um dos principais teoremas da Geometria Projetiva, abordando a propriedade
projetiva entre dois tridngulos. Somente no inicio do século XIX, pelos trabalhos de Jean-

Victor Poncelet (1788-1867) é que as obras de Desargues seriam amplamente estudadas.

Em Traité des proprietés projectives des figures (1822) de Jean-Victor Poncelet,
conhecido como o pai da Geometria Projetiva, que é entao firmado o surgimento da

Geometria Projetiva. Chaves e Grimberg (2014) apontam a evolugao académica de Poncelet,



3.8. Revisao historica 53

ressaltando as etapas na producao do seu tratado e o modo no qual, durante 15 anos (1807-

1822), Poncelet trabalhou, de forma compartimentada, para estabelecer seu pensamento.

Segundo Chaves e Grimberg (2014) nos anos em que estudou na Ecole Polytechnique,
Poncelet teve aulas com Hachette, tendo visto conceitos definidos por Gaspard Monge

(1746-1818) que embasariam suas nogoes em relacao a Geometria Projetivo, sao eles:

[...] O primeiro de dar os métodos para representar sobre uma folha de
desenho que tem apenas duas dimensobes, isto é, cuamprimento e largura,
todos os corpos da natureza que tem trés dimensoes: comprimento, largura
e profundidade, desde que estes pudessem ser definidos rigorosamente.
O segundo objeto é de dar a maneira de reconhecer através de uma
descricao exata as formas dos corpos, e deduzir todas as verdades que
resultam das suas formas e de suas posigoes respectivas. (MONGE, 1799,

p.5).

Tais conceitos, segundo Chaves e Grimberg (2014), retrataria a ideia de projetar
uma imagem tridimensional em um plano e, no segundo caso, representar uma imagem de
um plano como uma figura tridimensional. Como dito, tais conceitos nortearam Poncelet
nas suas defini¢oes de Geometria Projetiva, que, como dito por Auffinger e Valentim (2003),
esta geometria se baseia nao no mundo em que vivemos, mas sim, no mundo que vemos,

ou seja, na imagem projetada por nossos olhos.

Ainda no final do século XIX, segundo Dias e Grimberg (2015 e 2019), Felix
Klein (1849-1925), a partir dos estudos de Arthur Cayley (1863-1895), aprofunda o
desenvolvimento da teoria dos invariantes com conexao direta aos principios da geometria
projetiva. Esse movimento estrutural culminou na formulagao do célebre Programa de
Erlangen (1872), no qual Klein estabeleceu um novo paradigma matemaético: as diferentes
geometrias passaram a ser classificadas com base nos grupos de transformacoes que atuam
sobre o espaco e nas propriedades que permanecem invariantes sob tais transformacoes.
Sob essa Otica, a Geometria Projetiva assumiu o papel de "geometria universal', visto que
as transformacoes projetivas formam o grupo mais abrangente, do qual a geometria afim e
a euclidiana sdo apenas subgrupos (casos particulares). De fato, nos estudos de Cayley
ampliados e sistematizados por Klein, conclui-se que "a geometria mais elementar é a
projetiva, o que quebrava o paradigma da geometria euclidiana ser a mais fundamental,
de onde inclusive se fundamentava a geometria projetiva até entao'(DIAS E GRIMBERG,
2019, p. 217).

Com base nas origens da Geometria Projetiva é possivel analisar os estudos mo-
dernos dessa area, buscando compreender suas principais inovacoes e avancos. No ambito
educacional, segundo Silva (2022), a introdugao de softwares de Geometria Dindmica entra

como um diferencial na representacao e exploracao dos conceitos de Geometria Projetiva.
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3.3.1.2 Demonstracoes dos teoremas Classicos — Pappus

O Teorema de Pappus diz que "Sejam A, B e C trés pontos em uma reta e sejam X,
Y e Z trés pontos em outra reta. Se as retas 121_5)/ , BHZ e C<_))( intersectam as retas B<_)>(, C<’_3>/ e
/TZ , respectivamente, entao os trés pontos de intersegao sao colineares"(Richter-Gebert,
2011, p. 4).

Figura 3.2 — Representacao geral do Teorema de Pappus

Fonte: Construcio dos autores

Entretanto, existe uma situacao em que o Teorema de Pappus nao pode ser

construido utilizando a Geometria Euclidiana como base, sendo essa situacdo em que
< < < S od < < . ~ ~ ,

as retas AY || BX, BZ || C'Y e consequentemente CX || AZ. Nessa situagdo nao hé o

encontro entre as retas citadas no Teorema, nao sendo assim possivel haver a colinearidade

dos pontos de intersecdo, uma vez que as retas nao se intersectariam.

Essa situagao, porém, nao é um impeditivo quando pensado na Geometria Projetiva,
pois o axioma das paralelas na Geometria Projetiva estabelece que "Seja r uma reta e A um
ponto nao em r. Entao toda reta que incide em A intersecta r'(BARROS E ANDRADE,
2010, p. 21), assim, nao existe, na Geometria Projetiva, uma situagdo do Teorema de
Pappus onde as retas nao se intersectam. Na Geometria Projetiva duas retas distintas
sempre tém ao menos um ponto em comum. Retas paralelas no Plano Euclidiano, quando
no Plano Projetivo, encontram-se no chamado ponto de fuga e este encontra-se sobre a

linha de horizonte, linha essa que contém todos os pontos de fuga do plano em questao.

Na teoria da Geometria Euclidiana, as retas, que sdo as margens das
estradas, sd@o paralelas, porém os nossos olhos dizem que elas se encontram
na linha do horizonte, no infinito, num ponto que, na teoria da Perspectiva,
é chamado ponto de fuga. (MALTEZ, 2015)

Apresentamos na sequéncia de figuras abaixo as etapas de transi¢ao do caso especial

das paralelas no Teorema de Pappus do Plano Euclidiano para o Plano Projetivo, para



3.8. Revisao historica 55

Figura 3.3 — Teorema de Pappus — Paralelas

Fonte: Construcao dos autores

que assim seja possivel perceber como, no Plano Projetivo, as paralelas se encontrariam,

comprovando o que é dito no Teorema em questao.

Figura 3.4 — O caso especial das paralelas no Teorema de Pappus, representado no
Plano Euclidiano.
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Na Figura 3.5 inicia-se o processo de transicao, criando as retas de projecao dos
pontos A, B e C na figura utilizando o ponto do "Observador"como referéncia de projecao,

elemento necessario para essa conversao.

A Figura 3.6 traz a marcagao dos pontos projetivos A’, B’ e C’, esses sao os pontos

no Plano Projetivo que representam suas contrapartes do Plano Euclidiano.



56 Capitulo 3. ANALISE PRELIMINAR

Figura 3.5 — Retas de projecao para os pontos A, B e C.
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Figura 3.6 — Marcacao dos pontos projetivos A’, B’ e C’.
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Na Figura 3.7 temos a mesma sequéncia de criagdo de pontos, sendo feita as retas
que ligam o "Observador'aos pontos X, Y e Z que cruzam o Plano Projetivo assim sendo

possivel marcar os pontos X', Y’ e Z’ que sao suas representagoes projetivas.

A Figura 3.8 traz a criagao das retas que passam pelos pontos (A’, B’,C’) e pelos
pontos (X',Y’,Z’), sendo as representagoes projetivas das retas que sao a base inicial do
Teorema de Pappus. Uma vez com os seis pontos e as duas retas é possivel iniciar os

desenhos das retas que passam pelos pontos determinados no Teorema.

Ao tragarmos o primeiro par de retas na Figura 3.9, é possivel observar que as retas
que no Plano Euclidiano eram paralelas, quando no Plano Projetivo encontrar-se-2o no

ponto D, logo intersectam-se como ja mencionado no axioma das paralelas da Geometria
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Figura 3.7 — Marcacao dos pontos projetivos X', Y’ e Z’.
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Figura 3.8 — Criacao das retas projetivas do Teorema de Pappus.
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Projetiva.

Repetindo o processo para os outros pares de pontos mencionados no Teorema,
obtemos o representado na Figura 3.10, onde é possivel marcar os pontos E e F. Reforcando

que as retas paralelas se intersectam na Geometria Projetiva.

Por fim, na Figura 3.11 é possivel tragar a reta que passa pelos pontos (D,E,F)
comprovando o Teorema de Pappus, tendo utilizado o software GeoGebra como meio para
essa comprovacao. Pelo software, ainda, é possivel garantir a sua colinearidade, como

veremos mais a frente.

Utilizando os conceitos da perspectiva, é facil verificar pelo software GeoGebra a

situacao proposta, onde o Teorema de Pappus com retas paralelas nao se altera quando
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Figura 3.9 — Marcagio do ponto D, interse¢ao das retas que passam pelos pontos (B’,Z’)
e (C)Y).
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Figura 3.10 — Marcagao dos pontos E e F no Plano Projetivo.
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na Geometria Projetiva. Observando a Figura 3.11 podemos ver que o Teorema que esta
representado no plano de base como sendo o Plano Euclidiano, é projetado no plano
vertical de projecao e os seus pares de retas paralelas, representadas pelas cores azul,
vermelho e verde, encontram-se nos pontos D', E’ e F’, respectivamente. Estes trés pontos
sdo colineares, como afirma o Teorema, e estao todos apoiados na linha de horizonte, pois

os trés sao pontos de fuga das retas paralelas como dito por Maltez (2015).

Utilizando o software GeoGebra é possivel verificar a colinearidade dos pontos
criados para qualquer situacao utilizando a funcao determinante, para isso numa criacao
onde tem-se os pontos de intersec¢ao das retas, nomeados D, E e F, basta utilizar o

comando
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Figura 3.11 — Finalizagdo da Transicao Euclidiana-Projetiva do caso das paralelas no
Teorema de Pappus.
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Figura 3.12 — Teorema de Pappus — Vista do Plano Projetivo

Fonte: Construcio dos autores

Determinante ({{x(D),y(D),z(D)},{x(E),y(E®),z(E)},{x(F),y(F),z(F)}})

E o aplicativo retornara a versao matricial com o resultado do determinante, que

nesse caso, para que se possa confirmar a colinearidade dos pontos, devera ser zero.

Para uma demonstragao algébrica, utilizaremos uma prova para o Teorema de Pap-
pus que abrange a visdo projetiva, conforme vista por Richter-Gebert (2011), uma vez que
os pontos do Plano Projetivo estao contidos em R?, tem-se que alguns axiomas permanecem
verdadeiros, tal como o axioma da incidéncia e por consequéncia o calculo da colinearidade
dos pontos por meio do determinante de suas coordenadas, assim contemplaremos todas

as possibilidades de posicionamento das retas citadas no Teorema.

< <
Para essa demonstracao chamaremos o ponto de intersecdo de BZ e C'Y como

o <> R d A d
D, a intersecao de CX e AZ como FE e a intersecdo de AY e BX como F. Além disso

precisamos considerar também que a tripla de pontos (A,X,D) nao serdo colineares em
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Figura 3.13 — Resposta matricial do proposto no software GeoGebra
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nenhuma situacao.

Assumindo que (A,X,D) ndo sdo colineares é possivel assumir também uma situacao
em que os pontos (A,X,D) sdo dispostos de tal modo, sem prejudicar a construgao geral,

que formam um triangulo equilatero.

Agora, podemos considerar uma situacao em que, alocados no espago, os pon-
tos (A,X,D) representam respectivamente os vetores unitarios (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1)

respectivamente.

Uma vez que esta situacao foi inserida em R?, cada ponto seré representado por
coordenadas homogéneas tridimensionais, ou seja, os pontos do Plano Euclidiano passam
a ser representados no formato (x,y,z) de coordenadas. Sendo assim, trés pontos P, Q e R
sao tidos como colineares se, e somente se, a matriz 3x3 formada pelas suas coordenadas
possuir determinante zero. Abreviaremos esta determinante por [PQR]. Representaremos

abaixo, entao a estrutura matricial pretendida:
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Figura 3.14 — Determinantes das coordenadas dos pontos do Teorema

Fonte: Construgao dos autores
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As letras minusculas da matriz representam as coordenadas dos pontos restantes
ainda nao definidos e vao servir nessa demonstracao apenas para referéncia dentro da

disposicao dos célculos.

Com base na premissa inicial que os pontos (A,D,X) seriam nao colineares e seriam
pontos com base nos vetores unitarios podemos ver, a partir da Figura 3.15 que os demais
pontos nao poderiam estar contidos em quaisquer dos eixos cartesianos uma vez que o0s
trés pontos sao a base do plano onde as retas do Teorema estarao contidos, logo, os eixos
cartesianos s6 coincidem com o plano do Teorema nos pontos supracitados, sendo assim,

nenhuma de suas coordenadas poderia ser nula, pois para isso deveriam ser coincidentes
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com os pontos (A,D,X) invalidando a situagdo proposta.

Figura 3.15 — Teorema de Pappus de acordo com as condigdes iniciais de demonstragao

Fonte: Construgao dos autores

Podemos comprovar o mesmo, a partir da tripla (C,X,D) que também nao é
colinear, pois caso fosse, tornaria duas retas (CDX e CEX) em coincidentes. Entretanto, o

determinante formado por esses pontos resulta em

(3.2)

oS O A
S = o
—= O
I
U

Um argumento semelhante funciona para cada uma das outras variaveis. Ou seja,
pegando trés pontos que certamente, segundo o Teorema, nao sao colineares, sendo dois
desses pontos definidos na prerrogativa primeira, pode-se obter um determinante onde o
resultado serd igual a qualquer uma das letras tomadas como coordenadas, assim garantindo

que elas nao poderao ser nulas, uma vez que isso resultaria na colinearidade dos pontos.

Tomando a tripla (A,D,X), podemos ver na Figura 3.14, que cada determinante
dos conjuntos de trés pontos colineares pode ser reduzido para um sub-determinante 2x2
da matriz das coordenadas. Tomando todas as equagoes, excetuando-se apenas a da reta
formada pela tripla (D,E,F), e multiplicando todos os primeiros membros e em seguida

todos os segundos membros, temos
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ce =bf
ko =In
1q = hr
ar = cp
by = ak
fm=do
dh = eg
gl=1j

ccoekoeigearebje fmedhegl=>0bfelnehrecpeakedoecgeij
abcede f ghijklmogr = abede f ghijklnopr
abede fghijkl m o q r = abedefghijkl n o pr
mq = np (3.3)

Temos como resultado entao, apds os cancelamentos apropriados, que mq = np,
nos levando de volta a colinearidade da tripla (D,E,F). Como vimos anteriormente que
nenhuma das letras das coordenadas pode ser nula o processo de cancelamento, como feito,

¢ inteiramente possivel.

Assim, conclui-se que uma vez comprovada a colinearidade da tripla (D,E,F) esta
entao demonstrado o Teorema de Pappus, sendo indiferente o posicionamento das retas e

seu paralelismo no Plano Euclidiano.

Para essa demonstracdo foram utilizados dois critérios iniciais, um facilmente
observavel, que é a nao-colinearidade da tripla de pontos (A,D,X) e a outra passivel de
contestacao, que ¢ a determinacao dos pontos citados serem provenientes dos vetores

unitarios e formando entre si um triangulo equilatero.

3.3.1.3 Teorema de Pappus — Demonstracdo Geral

Quando se trata da demonstracao do Teorema de Pappus, existem diversas aborda-
gens. Barros e Andrade (2010) utilizam-se de uma abordagem utilizando a algebra linear
para a demonstracao desse Teorema. Harle (s.d.), por sua vez, adota uma demonstragao
utilizando-se de equagbes paramétricas. Ceppi e Fournier (1951) utilizam uma abordagem

geométrica no entendimento desse Teorema e de outros teoremas da Geometria Projetiva.

Na segunda parte dessa demonstragdo continuaremos com a forma abordada por
Richter-Gebert (2011) pois segue a mesma linha do que ja abordamos na segao 1 desse

artigo. Na primeira parte da demonstragao, tomamos como critérios iniciais algumas
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condigoes especificas, sendo uma delas a condi¢ao de os pontos (A,D,X) estarem vinculados

a vetores unitarios distribuidos pelos eixos cartesianos.

Para a demonstracao do Teorema, abdicando-se da segunda condicao, é necessario
utilizar as Relagoes de Grassmann-Pliicker que estabelecem que para cinco pontos arbitra-
rios A, B, C, D e E no Plano Projetivo a seguinte relagao estabelece entre as determinantes

das coordenadas homogéneas que [ABC|[ADE] — [ABD][ACE] + [ABE|[ACD] = 0.

Novamente assumiremos a nao-colinearidade da tripla de pontos (A,D,X) e con-
sideraremos o fato da tripla (A,B,C) ser colinear no nosso Teorema, assim, segundo as

relagoes de Grassmann-Pliicker temos que

[AX D][ABC] — [AX B||ADC] + [AXC][ADB] = 0 (3.4)

Considerando o fato que [ABC] = 0, pois sao colineares, temos que

[AX B|[ADC] = [AXC][ADB] (3.5)

Com as oito colinearidades que possuimos, de inicio no nosso Teorema, podemos

estabelecer a sequéncia de equagoes

[AX D|[ABC] — [AX B][ADC] + [AXC][ADB] = 0 < [AX B|[ADC] = [AXC][ADB]
[AX D][AY F] — [AXY][ADF] + [AXF|[ADY] = 0 & [AXY][ADF] = [AX F|][ADY]
[AXDJ|[AEZ] — [AXE|[ADZ] + [AX Z][ADE] = 0 & [AXE|[ADZ] = [AX Z][ADE]

(XDA|[XY Z] — [XDY][XAZ] + [XDZ][XAY] = 0 & [XDY][XAZ] = [XDZ][X AY]

[XDA|[XEC] — [XDE][XAC] + [XDC|[X AE] = 0  [X DE][X AC] = [X DC][X AE]

[XDA|[XBF] — [XDB|[XAF] + [XDF|[XAB] = 0 < [XDB|[X AF] = [X DF|[X AB]

[DAX|[DBZ] — [DAB)[DX Z] + [DAZ|[DX B] = 0 < [DAB|[DX Z] = [DAZ|[DX B

[DAX][DY C] — [DAY][DXC] + [DAC][DXY] = 0 < [DAY][DXC] = [DAC][DXY]

Tomando as equacoes e multiplicando todos os primeiros membros e todos os
segundos membros, posteriormente cancelando termos que repetem o mesmo trio de pontos

em ambos os membros, tem-se
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[AX B][ADC][AXY][ADF|[AX E|[ADZ][ X DY][X AZ]
[XDE|[XAC|[X DB|[X AF|[DAB|[DX Z][DAY][DXC]
= [AXC|[ADB][AX F|[ADY][AX Z][ADE|[X DZ][ X AY]
[XDC|[X AE|[X DF|[X AB||DAZ|[DX B][DAC][DXY] (3.7)

Cancelando os termos semelhantes, sendo levado em consideragao a variagao de
sinal nas mudancas de linhas em um determinante, restaria apenas a equacao [ADF][XDE]
= [ADEJ[XDF]. Que por sua vez pode ser desconstruida na forma — [ADE|[XDF] +
[ADF][XDE] = 0.

Rearranjando os termos, novamente levando em consideracao a troca de linhas
num determinante, temos — [DAE|[DXF] + [DAF][DXE] = 0. Complementando com a
combinagao que contemplaria os cinco pontos e resultaria numa relacao de Grassmann-

Pliicker, passando a ser [DAX|[DEF] - [DAE|[DXF] + [DAF|[DXE] = 0.

Porém, para que a relacao seja verdadeira, tem-se que [DAX][DEF| = 0, sabemos
que [DAX] # 0 pois o trio de pontos (A,D,X) é nao colinear de acordo com a condicao
inicial, logo [DEF]| = 0, comprovando a colinearidade dos pontos, e por fim comprovando
o Teorema de Pappus. E ainda possivel contestar a condicdo inicial que afirma que o trio

de pontos (A,D,X) é nao-colinear, como visto na Figura 3.16.

Figura 3.16 — Teorema de Pappus com o trio de pontos (A,D,X) colineares

Fonte: Construcao dos autores

Contudo, é possivel observar que para esse contexto pode-se tomar o trio de pontos
(B,F,Y) como condigao inicial de nao colinearidade, ou seja, sempre existird ao menos um
trio de pontos, sendo um ponto de cada reta e um ponto da reta de intersecao, que servira

de condicao inicial de partida.
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3.3.1.4 DemonstracGes dos teoremas Classicos — Desargues

3.3.1.4.1 Introducao e Contexto Histérico

O Teorema de Desargues ocupa um papel fundamental na construgao da Geometria
Projetiva, servindo como ponte conceitual entre a intuicdo espacial e a formalizacao
algébrica dessa area. Formulado por Gérard Desargues em 1639, no tratado Brouillon
Project d’une Atteinte aux Evénements des Rencontres du Cone avec un Plan, o Teorema
estabelece uma condicao de perspectiva entre tridngulos, revelando a profundidade das

relacoes de incidéncia em espagos projetivos.

Historicamente, Desargues procurava compreender propriedades que permanecem
invariantes sob projecoes, ideias que, séculos depois, seriam retomadas por Poncelet,
Cremona e Cayley, culminando na formula¢ao moderna da geometria projetiva. Embora
sua obra tenha recebido pouca atencao em seu tempo, o Teorema que leva seu nome
tornou-se a base do axioma central da geometria projetiva moderna: se dois triangulos

estao em perspectiva por um ponto, entao estao em perspectiva por uma reta.

O valor didatico do Teorema de Desargues ultrapassa seu interesse histoérico. Ele
oferece uma oportunidade singular de trabalhar a visualizagao tridimensional e a abstracao
matematica em sala de aula, especialmente quando se utiliza o GeoGebra para explorar
as construgoes projetivas. A interagao dinamica com triangulos em perspectiva permite
ao aluno transitar entre o espaco euclidiano e o espago projetivo, compreendendo como

pontos e retas "no infinito"emergem naturalmente nesse novo ambiente geométrico.

Do ponto de vista tedrico, o Teorema também é essencial para demonstrar a
consisténcia do sistema projetivo e para introduzir conceitos matriciais e determinantes
como ferramentas de verificagao de colinearidade e concorréncia. Nesta abordagem, sera
enfatizada a interpretagao matricial e algébrica do Teorema, conforme apresentada por
Barros & Andrade (2006) e Richter-Gebert (2011), complementada por construgoes no
GeoGebra que reforgam o carater visual defendido por David Tall (2013) em sua teoria

dos trés mundos da matematica: o mundo corporal, o mundo simbdlico e o mundo formal.

3.3.1.4.2 Enunciado e Interpretacdo Geométrica

O Teorema de Desargues afirma: "Se dois tridngulos estao em perspectiva por um
ponto, entao estao em perspectiva por uma reta. Reciprocamente, se dois triangulos estao

em perspectiva por uma reta, entao estdo em perspectiva por um ponto."

Em termos geométricos, isso significa que, dados dois triangulos ABC e A'B'C’,
se as retas AA’, BB' e C'C' sao concorrentes em um mesmo ponto O, entao os pontos de
intersecao das retas correspondentes AB com A'B’, AC' com A'C' e BC' com B'C’ sao

colineares em uma mesma reta r, chamada reta de Desargues.
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Reciprocamente, se esses trés pontos de intersecao sao colineares, entao as retas

AA’, BB' e CC" se encontram em um mesmo ponto O.

Em esséncia, o Teorema estabelece uma profunda dualidade entre ponto de pers-
pectiva e reta de perspectiva, caracteristica central da dualidade projetiva. E neste exato
contexto que emerge o conceito formal de homologia, uma transformacao projetiva fun-
damental que preserva a colinearidade e a incidéncia entre as figuras. Na configuracao
do Teorema de Desargues, o ponto de perspectiva atua formalmente como o centro de
homologia, enquanto a reta que contém os pontos colineares de interse¢ao atua como o

eixo de homologia.

Articulando essa transformacao com as construgoes visuais propostas no GeoGebra,
torna-se possivel compreender casos classicos sob uma nova 6tica. Por exemplo, a homotetia
pode ser interpretada de forma rigorosa como um caso particular de homologia onde o eixo
de homologia é uma reta improépria (situada no infinito). Da mesma forma, a translac¢ao
surge como um caso limite no contexto euclidiano, ocorrendo quando o centro de homologia
se encontra no infinito e os planos de projecao sao paralelos. Essa interpretacao reforca a
tese de que operagoes euclidianas consagradas sao, na verdade, manifestagoes especificas

da homologia projetiva.
3.3.1.4.3 Visualizacao Geométrica e Construcdes no GeoGebra

A exploragao visual do Teorema de Desargues é essencial para compreender sua
estrutura projetiva. A seguir, apresentamos uma construcao detalhada em duas etapas: uma
representagdo tridimensional (que evidencia a perspectiva por ponto) e uma representacao

plana (que mostra a perspectiva por reta).
3.3.1.4.4 Demonstracdo Matricial (Abordagem em Coordenadas Homogéneas)

Para formalizar a prova, utilizaremos coordenadas homogéneas e representagoes
matriciais, conforme as abordagens de Barros & Andrade (2006) e Richter-Gebert (2011).

Considere os triangulos ABC e A’B’C’ definidos por seus vetores homogéneos:

A = (al,(lg,ag), B = (bl,bg,bg), C = (Cl,CQ,Cg)
A= (allva,%a/3>7 B = ( /17 /27bg)7 ¢ = (6,170/2’623) (38>

Cada ponto é representado em P2, o plano projetivo, por um vetor nao nulo de R3.

A reta que passa por dois pontos P = (py,pa,p3) € Q = (g1, q2,q3) é obtida pelo

produto vetorial (ou determinante com a base canonica):
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Figura 3.17 — Triangulos em perspectiva por um ponto no espaco 3D

O

Fonte: Construgao dos autores.

ik
rpQ =P xXQ=1|p1 p ps (3.9)
91 42 g3

Figura 3.18 — Perspectiva por uma reta no plano projetivo

Relagao
PQeR
Verificagao numérica

P, Q & R s3o colineares

Verificagao simbdlica

P, Q e R séo colineares
(verificade numericamente)

Fonte: Construcao dos autores.
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A equagao de uma reta no plano projetivo é, portanto, um vetor r = (ry, o, 73) tal

que r - X = 0 para todo ponto X incidente na reta.

Para que os tridangulos estejam em perspectiva por um ponto, é necessario que as
retas AA’, BB’ e CC' convirjam em um mesmo ponto O. Algebricamente, isso equivale a

afirmar que existe um vetor nao nulo O tal que:

O = M(Ax A) = Xo(B x B') = \s(C x ) (3.10)

para certos escalares A, Ao, A3 € R.

Dessa forma, as trés retas sdo concorrentes se e somente se o determinante formado

pelos vetores A x A, B x B' e C' x ' for nulo:

Ax A
det | Bx B | =0 (3.11)
cxc

Essa expressao matricial constitui uma condigao algébrica de concorréncia no espaco

projetivo.

Os pontos de intersecao das retas correspondentes AB com A’'B’, AC com A'C’, e
BC com B'C’, podem ser obtidos pelo produto vetorial dos vetores que representam essas

retas:

(Ax B) x (A" x B,
(Ax C)x (A" x ",
(BxC)x (B x(C (3.12)

p
Q
R

Esses trés pontos sdo colineares se e somente se o determinante formado por seus

vetores homogéneos é nulo:

P
det| Q | =0 (3.13)
R

3.3.1.4.5 Demonstracdo Completa do Teorema de Desargues

A demonstracdo que segue combina a abordagem matricial (em coordenadas
homogéneas) e a abordagem algébrica (via determinantes), evidenciando passo a passo

como as condigoes de concorréncia e colinearidade sao equivalentes no plano projetivo.
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Figura 3.19 — Representacao matricial do Teorema de Desargues com vetores
homogéneos

Fonte: Construcao dos autores.

Sejam A, B,C e A’, B, C' pontos em P? representados pelos vetores homogéneos:

A - (a17a27a3>7 B = (b17b27b3)7 C = (017627C3>7
A = (a/17a/2=aé)7 B = (b/lvb/% bg)v C'= (0/170,2703) (314)

As retas determinadas por pares de pontos sao obtidas por produto vetorial:

T’AB:AXB, T’A/B/:A/XB/ (315)

e de modo analogo para os outros pares rac, 7 arcr, TBC, TBIC! -

Os pontos P, @, R de intersecao entre as retas correspondentes sao dados por:

(Ax B) x (A" x B,
(Ax C)x (A xC",
(BxC)x (B xC" (3.16)

p
Q
R

Cada um desses vetores pode ser expandido utilizando a propriedade do produto

vetorial duplo:

Xx(Yx2)=Y(X-Z)-Z(X-Y) (3.17)
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Aplicando essa propriedade ao caso de P:

P=(AxB)x (A xB)=A|(Ax B)-B] - B[(Ax B)- A (3.18)

De forma analoga, desenvolvem-se () e R.

Esses pontos sao colineares se o determinante a seguir for nulo:

P
det | Q@ | =0 (3.19)
R

Por outro lado, as retas AA’, BB', C'C" sao concorrentes em um mesmo ponto O se

e somente se:

Ax A
det | BxB' | =0 (3.20)
Cxc

A partir das propriedades multilineares do determinante e das identidades de

Grassmann—Pliicker, mostra-se que essas duas condigoes sao equivalentes.

A equivaléncia entre as duas condicoes é o cerne do Teorema de Desargues. Desen-

volvamos explicitamente a condi¢ao de concorréncia:

Ax A a0y — azah asal —aiay  a1ah — aza}
/ — / / / / / /

det B x B = det be3 - b3b2 b3bl - blb3 b1b2 - b2b1 (321)
Cxc Coly — €3¢, c3¢) — 1y 1y — eac)

Expansoes de cada coluna resultam em expressoes simétricas equivalentes as
determinantes de colinearidade de P, ), R. Seguindo o desenvolvimento completo, chegamos

a:

det(Ax A", Bx B',C x C") =k -det(P,Q, R) (3.22)

onde k é um escalar nao nulo que depende da escolha das coordenadas homogé-
neas. Portanto, a nulidade de um determinante implica a nulidade do outro, provando a

equivaléncia entre as condicoes.

3.3.1.4.6 Demonstracdo Sintética e Interpretacdo Histdrica

O texto original de Gérard Desargues (1639) descreve o resultado de forma pura-

mente geométrica, em linguagem pré-analitica.
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Figura 3.20 — Equivaléncia matricial entre concorréncia e colinearidade no Teorema de
Desargues

- Ndmero =

AP} wlP) 2P} Y\
a = Determinante | | =(Q) (@) (@)

«(R) v(R) 2R}
=0

Reta
Plano
+ Ponte

+ Entrada...

Fonte: Construcao dos autores.

No Brouillon Project, Desargues formula o Teorema como uma relacao entre
triangulos em perspectiva por um ponto e por uma linha, em termos de "diedros'e

"conexodes conicas".

Em traducao livre: "Quando dois tridangulos estao colocados de modo que as linhas
que unem seus vértices correspondentes passam por um mesmo ponto, entdo os pontos de

intersecao de seus lados correspondentes alinham-se sobre uma mesma reta."

A versao moderna apresentada acima mostra que Desargues, ao enunciar tal
resultado, antecipou o conceito de invariancia projetiva, algo que s6 seria plenamente

formalizado dois séculos depois.

Figura 3.21 — Interpretagao histérica do Teorema segundo o Brouillon Project (1639) na
TEP.

Fonte: Elaboragao dos autores.
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3.3.1.5 Fundamentos da Geometria Projetiva na Obra Geometry de Brannan, Esplen e Gray

A obra Geometry de Brannan, Esplen e Gray (1999) é uma referéncia fundamental
no ensino e na pesquisa em geometria moderna, oferecendo uma abordagem rigorosa e
abrangente das principais vertentes geométricas, entre elas a Geometria Euclidiana, a
Geometria Projetiva e a Geometria Hiperbolica. Sua contribuigao é especialmente relevante
para este trabalho, pois fornece as ferramentas conceituais e formais para o entendimento
das construgoes geométricas que serao desenvolvidas, além de propor um olhar articulado

entre as diferentes tradigoes geométricas.
3.3.1.5.1 Inter-relacBes entre Geometria Euclidiana e Projetiva

Brannan et al. (1999) tratam a Geometria Projetiva como uma extensao da Geo-
metria Euclidiana, partindo de uma base axiomatica clara e enfatizando a importancia dos
conceitos de incidéncia, colinearidade e dualidade. A Geometria Projetiva, nesse contexto,
¢ apresentada como uma estrutura mais geral, capaz de englobar a geometria classica ao

considerar pontos e linhas no infinito. Os autores destacam que:

"Projective geometry is a natural enlargement of Euclidean geometry,
where the concept of parallelism is replaced by the idea of intersection
at infinity"(Brannan et al., 1999, p. 329).

Essa perspectiva é essencial para a presente pesquisa, pois permite reinterpretar
propriedades conhecidas da Geometria Euclidiana sob uma ética projetiva, favorecendo
uma abordagem mais robusta e flexivel nas construgoes geométricas com o uso de softwares

como o GeoGebra.

3.3.1.5.2 Principios Fundamentais e Modelos

O livro apresenta detalhadamente os modelos de planos projetivos, com énfase
nos principios de dualidade e nos teoremas classicos, como os de Desargues e Pappus,
destacando seu papel estruturador dentro da teoria projetiva. Um dos aspectos centrais
abordados ¢ o uso de coordenadas homogéneas, que permite representar pontos e linhas
de forma algébrica em um espago projetivo, facilitando o estudo de transformagoes e

intersecoes.

Brannan et al. explicam que o uso de coordenadas homogéneas fornece uma ponte

direta entre a Geometria Projetiva e a Algebra Linear:

"Projective transformations correspond to linear transformations of ho-
mogeneous coordinates. This connection brings powerful tools from linear
algebra into geometry"(Brannan et al., 1999, p. 336).
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Esta integracao é fundamental para a modelagem computacional das construcoes
geométricas que serdao utilizadas na presente pesquisa, ji que permite a aplicacao de
algoritmos baseados em transformacoes lineares para a manipulacao de figuras projetivas

em ambiente digital.

3.3.1.5.3 Aplicacées Didaticas e Computacionais

A abordagem de Brannan et al. também valoriza a dimensao didatica da Geometria
Projetiva, propondo exercicios e construgoes que podem ser diretamente exploradas com
o apoio de tecnologias digitais. Isso reforca a proposta desta tese ao integrar praticas
experimentais no ensino da geometria, com base em softwares como o GeoGebra, que
implementam principios da Geometria Projetiva através de ferramentas de visualizacao e

manipulacdo de objetos geométricos.

A articulacao entre os conceitos tedricos apresentados na obra e os recursos compu-
tacionais utilizados na pesquisa proporciona uma base sélida para o desenvolvimento de
situagoes didaticas baseadas na Teoria das Situagoes Didaticas de Brousseau, permitindo

uma exploracao ativa dos conceitos geométricos por parte dos alunos.

3.3.1.5.4 Sintese e Contribuicoes para a Pesquisa

A adocao da obra Geometry de Brannan, Esplen e Gray como referencial teérico

oferece diversos beneficios a pesquisa:

« Fundamento rigoroso e contemporaneo da Geometria Projetiva;

« Integracao com conceitos da Geometria Euclidiana, facilitando a transicao entre

abordagens;

» Adogao de ferramentas algébricas (como coordenadas homogéneas) para modelagem

e transformagao de figuras;

» Relevancia didatica para a mediagao pedagogica com o uso de tecnologias digitais.

Essas contribuigoes convergem para o objetivo central da tese, que é promover uma
compreensao profunda da Geometria através de construgoes fundamentadas teoricamente

e apoiadas por ferramentas digitais.

3.3.1.6 Geometria Projetiva na Educacdo

No inicio do século XX, temos o mateméatico Oswald Veblen (1880-1960) que
apresenta seu estudo axioméatico sobre Geometria Projetiva. Em seu livro, Veblen (1904)

apresenta um estudo minucioso sobre os axiomas que fundamentam a Geometria Projetiva
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e realiza as demonstragoes que julga possiveis, dado o espago fisico do livro, e resume o

que seria uma visao do seu estudo dos trabalhos de Felix Klein.

Em 1967, Achilles Bassi (1907-1973), publicou seu livro Elementos da Geometria
Projetiva, que segundo ele era um aglomerado de apostilas do curso de Geometria Projetiva
que ministrava na Escola de Engenharia de Sao Carlos e de outros cursos ministrados
posteriormente. Em seu livro, Bassi (1967) apresenta detalhadamente um estudo sobre
Geometria Projetiva ja voltado para o ambito escolar, no intuito de ensinar seus alunos
sobre o tema, tendo suprimido alguns tépicos que julgou nao necesséarios para alunos do

curso de engenharia.

Bassi acreditava que era mais importante introduzir os conceitos basicos de Ge-
ometria Projetiva como uma continuidade de conceitos ja estabelecidos da Geometria
Elementar do que de um modo completamente abstrato. Assim, ele acreditava que o
conhecimento viria a surgir de modo mais natural e seria possivel compreender a evolugao

da ciéncia e do pensamento matematico.

A introducéo de temas ou conceitos por meio de um método histoérico, a
Achille Bassi, era também defendida por varios autores desde a virada
do século XIX para o XX. Acreditavam eles que o estudo de disciplinas
cientificas deveria seguir um método historicamente orientado. (Silva,
2013, p. 4022)

Com base na analise de Silva (2013) da obra de Achilles Bassi, é possivel perceber
a transicao do estudo de Geometria Projetiva, focando para uma abordagem historica
e educacional, migrando do estudo puramente matemético e abstrato. Bassi julgava
importante a adequagao do conhecimento matematico ao contexto do estudo do aluno e

em sua compreensao da natureza do tema estudado.

Oliveira (2020) apresenta um resumo histérico do estudo de geometria no Brasil,
explorando as caracteristicas norteadoras da estrutura de contetidos a serem abordados na
educacao, tendo em sua origem a aplicacao pratica militar em acordo com os periodos de
guerra passados durante a formacao do ensino. Os primeiros livros de matemética eram
dedicados aos conhecimentos necessarios aos artilheiros e bombeiros, por suas fungoes

demandarem o conhecimento de célculo e geometria.

Os primeiros estudos de geometria se deram pelos ensinos de desenho técnico e
geométrico, ainda em carater de reproducao, sem haver a necessidade de se estudar as
relagoes e propriedades geométricas que pautavam essas técnicas. Nas modificagoes que
ocorreram ao passar das décadas, Valente (2000) aponta que os conteiidos de matemética
foram pautados mais nos padroes adotados internacionalmente do que nos avancos histori-
cos, econdmicos e sociais do pais, tornando, assim, o ensino menos democratico, uma vez

que este nao foi pensado na necessidade da sociedade brasileira.
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Para um aluno do ensino basico brasileiro, de acordo com a Base Nacional Comum
Curricular (2018), o estudo de geometria recai majoritariamente sobre a Geometria
Euclidiana, focando no estudo de figuras planas e espaciais. E apenas no 92 ano que o
aluno se depara com o estudo de figuras ortogonais com foco no estudo de perspectiva,
sendo esta a Unica caracteristica da Geometria Projetiva que é estudada, exclusivamente

por se tratar de um campo mais aplicavel.

Quando se trata da forma de estudar a geometria, ainda é muito comum o uso de
uma representacao plana para todas as formas de geometria, plana ou espacial. Ainda que
0 acesso aos softwares seja facilitado pela gratuidade e possibilidades de uso (computadores
e celulares), o seu trabalho no ensino ainda é restrito, ainda mais quando se objetiva a

relacdo de modelos bi e tridimensionais em correlagdo, como afirmam Sousa et al. (2021).

Considerando o aspecto de aplicacao, é possivel entender a importancia da vi-
sualizacao, tendo ai o papel do software de geometria dindmica e sua importancia na

compreensao dos elementos e propriedades da Geometria Projetiva.

3.3.2 A Histéria da Geometria Projetiva: Poncelet e a Transicdo entre as

Geometrias
3.3.2.1 A Transicdo das Geometrias: Do Euclidiano ao Projetivo

A Geometria Projetiva emergiu como uma resposta a necessidade de compreender as
propriedades das figuras que permanecem invariantes sob projecoes. Essa nova abordagem
contrastava com a Geometria Euclidiana, que se baseava em medidas e angulos. A transicao
entre essas geometrias foi marcada por uma mudanca de foco: da métrica para a incidéncia e
a posicao relativa dos elementos geométricos. Em sua esséncia, essa transicao metodoldgica
passa pelo abandono do compasso em favor do uso exclusivo da régua nao metrificada,
consolidando a chamada geometria da régua. E precisamente essa mudanca de paradigma
instrumental que viabiliza o abandono do Quinto Postulado de Euclides, uma vez que a
métrica e o paralelismo perdem o sentido, dando lugar a um espaco estrutural onde todas

as retas Coplanares necessariamente se encontram.

Jean-Victor Poncelet (1788-1867) desempenhou um papel crucial nessa transigao.
Durante seu cativeiro na Rissia, apds a campanha de Napoledao, Poncelet refletiu profun-
damente sobre os fundamentos da geometria. Em 1822, publicou o Traité des propriétés
projectives des figures, no qual propds uma abordagem sintética para a Geometria Projetiva,
enfatizando propriedades invariantes sob projegoes e introduzindo conceitos como pontos

e linhas no infinito.

Poncelet argumentava que a Geometria Projetiva deveria ser considerada uma
extensao natural da Geometria Euclidiana, capaz de unificar diversas areas da matematica

sob uma estrutura comum. Essa visao foi compartilhada por outros matematicos da época,
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que buscavam uma geometria mais geral e abrangente.

3.3.2.2 Os Tratados de Poncelet sobre a Geometria Projetiva

O Traité des propriétés projectives des figures de Poncelet é uma obra seminal que
estabeleceu as bases da Geometria Projetiva moderna. Nele, Poncelet introduziu conceitos

fundamentais, como:

« Pontos e linhas no infinito: elementos que permitem tratar casos degenerados e

unificar propriedades de figuras.

o Dualidade: principio que estabelece uma correspondéncia entre pontos e linhas,

permitindo derivar teoremas duais.

o Transformacgoes projetivas: mapeamentos que preservam a incidéncia e a colinea-

ridade, fundamentais para a andlise de figuras geométricas.

Além disso, Poncelet sistematizou e formalizou o conceito de homologia, uma
ferramenta poderosa na andlise de figuras geométricas. Formalmente, a homologia é
definida por um centro de proje¢ao O e um eixo fixo (ou eixo de homologia), estabelecendo
uma correspondéncia que preserva a colinearidade e a incidéncia entre os elementos de duas
figuras. A riqueza dessa transformacao reside em sua capacidade de generalizar operacoes
classicas sob uma Otica unificada: quando analisada no espago, se os planos de projecao
forem paralelos e o centro O for um ponto finito, a homologia manifesta-se no plano como
uma homotetia; por outro lado, se os planos forem paralelos, mas o centro de projecao O
estiver situado no infinito (um ponto impréprio), a transformacao resultante atuara como
uma translacdo. E fundamental ressaltar, contudo, que as raizes e intui¢des primdrias
para esse conceito nao nasceram em um vacuo historico, mas ja se faziam presentes e

fundamentavam os trabalhos pioneiros de Girard Desargues (1639) e Philippe de La Hire.

3.3.2.3 Referéncias Fundamentais na Obra de Poncelet

Poncelet reconheceu a importancia dos trabalhos de diversos matematicos que o
precederam e cujas ideias influenciaram profundamente o desenvolvimento da Geometria

Projetiva:

« Lazare Carnot (1753—-1823): em sua Géométrie de position, Carnot explorou as
propriedades das figuras geométricas independentemente de medidas, enfatizando
relagdes de posicao e incidéncia. Sua teoria dos transversais foi particularmente

influente.
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Francois-Joseph Servois (1767-1847): colaborador de Carnot, Servois contribuiu
para a formalizagao da teoria dos transversais e para a disseminagao das ideias de

Carnot na comunidade matemética francesa.

Gaspard Monge (1746-1818): fundador da Geometria Descritiva, Monge de-
senvolveu métodos para representar objetos tridimensionais em duas dimensoes,

influenciando diretamente a abordagem projetiva de Poncelet.

Charles Julien Brianchon (1783-1864): conhecido pelo Teorema de Brianchon,
que estabelece uma relagao dual ao Teorema de Pascal, Brianchon aplicou a teoria

dos transversais de Carnot as segOes conicas, enriquecendo a Geometria Projetiva.

Girard Desargues (1591-1661): precursor da Geometria Projetiva, Desargues
introduziu conceitos fundamentais como o Teorema de Desargues, que estabelece
condigoes para a colinearidade de pontos em figuras projetivas, e assentou, em seu
Brouillon Project (1639), as bases conceituais intuitivas que mais tarde dariam

origem a homologia.

Philippe de La Hire (1640—1718): contribuiu para a sistematizagao da Geometria
Projetiva, estudando propriedades de conicidades e desenvolvendo métodos para sua
representacao, ampliando as ideias de Desargues e fornecendo o substrato geométrico

para as futuras transformagoes homologicas de Poncelet.

Michel Chasles (1793—-1880): historiador e matemadtico, Chasles resgatou e
promoveu os trabalhos de Desargues, além de contribuir para a formalizacao da

Geometria Projetiva e sua integracao ao corpo principal da matematica.

3.3.2.4 Contribuicoes de Autores Nacionais e Internacionais

A Geometria Projetiva continuou a evoluir com as contribuigdes de diversos mate-

maticos ao longo do século XIX e inicio do século XX:

» Jakob Steiner (1796-1863): desenvolveu a abordagem sintética da Geometria

Projetiva, enfatizando construgoes puramente geométricas sem o uso de coordenadas.

Karl von Staudt (1798-1867): introduziu uma fundamentagao puramente geo-
métrica para a Geometria Projetiva, sem recorrer a algebra, estabelecendo uma base

axiomatica para a disciplina.

Felix Klein (1849-1925): através do Programa de Erlangen, Klein classificou as
geometrias com base em seus grupos de simetria, posicionando a Geometria Projetiva

como uma das mais gerais.
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« Hermann Grassmann (1809-1877): desenvolveu a dlgebra exterior, que se tornou

uma ferramenta poderosa na representacao de conceitos projetivos.

e August Ferdinand Mobius (1790-1868): introduziu o conceito de coordenadas

homogéneas, facilitando a representacao algébrica de transformacgoes projetivas.

« Coxeter, H. S. M. (1907-2003): autor de obras fundamentais sobre Geometria
Projetiva, Coxeter sistematizou e divulgou amplamente os conceitos da disciplina,

tornando-os acessiveis a uma audiéncia mais ampla.

No contexto brasileiro, pesquisadores como Ubiratan D’Ambrosio e José Francisco
da Rocha contribuiram para a disseminacao e o ensino da Geometria Projetiva, destacando
sua importancia na formagao matematica e na compreensao de conceitos geométricos

avancados.

3.3.2.5 René Taton e a Revalorizacdo Histérica da Obra de Poncelet

René Taton (1915-2004), renomado historiador francés da ciéncia, desempenhou
papel importante na reinterpretacao histérica da obra de Jean-Victor Poncelet. Em seus
escritos, Taton destacou a relevancia de Poncelet nao apenas como mateméatico, mas como
figura central na consolidagdo de uma nova abordagem geométrica no século XIX. Sua
analise é essencial para compreender como a Geometria Projetiva se insere num contexto

mais amplo de transformagoes epistemoldgicas na matematica e na ciéncia.

Segundo Taton (1951), a importancia de Poncelet reside em sua capacidade de
propor uma sintese entre a geometria sintética herdada dos antigos e as exigéncias modernas

de generalidade e abstracgao:

"A originalidade do pensamento de Poncelet consiste na elaboracéo de
uma teoria geométrica capaz de preservar a intuicdo e a construcgao
visual, a0 mesmo tempo em que amplia, pela via projetiva, o alcance e a
generalidade das proposicoes'(Taton, 1951, p. 103).

Taton também foi um dos primeiros historiadores a reconhecer o valor filoséfico
das concepgoes de Poncelet. Para ele, a ideia de prolongamento das figuras até o infinito,
tao central na Geometria Projetiva, representava nao apenas uma inova¢ao técnica, mas
uma mudanca de paradigma na forma de conceber os objetos matematicos. Esse tipo de
ruptura, segundo Taton, marca o inicio de uma nova racionalidade matematica, onde a
visualizagao e a construcao intuitiva ainda tém lugar, mas passam a operar em um plano

mais abstrato.

Em seu Ensaio de Historia do Pensamento Cientifico (Histoire générale des sciences,
1962), Taton contextualiza a obra de Poncelet em meio as tensoes entre a matematica

aplicada e a matematica pura, entre a tradicao euclidiana e as exigéncias de generalidade
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impostas pela ciéncia moderna. Ele ressalta ainda que a permanéncia do pensamento
geométrico nas aplicagoes de engenharia e mecanica, como no caso da polémica sobre os
trabalhos de Poncelet em balistica e resisténcia dos materiais, evidencia a versatilidade do

autor como cientista e professor.

Nas palavras de Taton:

"Poncelet representa uma das figuras de transicdo mais ricas da historia
das matematicas modernas: sua obra é simultaneamente herdeira do
pensamento geométrico classico e precursora de uma nova geometria,
formal, relacional e projetiva'(Taton, 1962, p. 415).

Além disso, Taton destacou a influéncia dos tratados de Poncelet na formacao
cientifica francesa, especialmente na Ecole Polytechnique, ressaltando a importancia
didatica de sua obra, que conciliava rigor formal com acessibilidade intuitiva. O impacto
pedagbgico de seus escritos, segundo Taton, ajudou a moldar uma geracao de matematicos

e engenheiros que dariam continuidade a pesquisa geométrica no século XIX.

Assim, o trabalho historiografico de René Taton é fundamental para compreender a
centralidade de Poncelet na historia da matematica. Sua abordagem fornece as bases para
uma leitura mais abrangente, que vai além dos resultados matematicos e enfoca também

os aspectos culturais, filoséficos e didaticos da Geometria Projetiva.

3.3.3 A Geometria Projetiva em Mathematics and Its History de John Stillwell

A obra Mathematics and Its History, de John Stillwell (2002), é uma das mais
influentes na apresentacao integrada da historia da matematica com seus conteidos técnicos.
Nesse livro, Stillwell oferece uma abordagem cronolégica e conceitual das principais ideias
matematicas, revelando as interconexoes entre os diversos campos e enfatizando como o
desenvolvimento historico da matematica reflete avangos tanto conceituais quanto praticos.
No contexto da Geometria Projetiva, o autor dedica uma atengao especial a sua origem e
consolidacéo, abordando seus vinculos com a Algebra, com a Geometria Euclidiana e com

a emergeéncia da modernidade matematica.

3.3.3.1 Origens e Racionalidade da Geometria Projetiva

Stillwell apresenta a Geometria Projetiva como uma das respostas mais inovadoras
as limitacoes da Geometria Euclidiana, especialmente no que diz respeito as excec¢oes
causadas pelo conceito de paralelismo. A introduc¢do dos pontos no infinito e a ideia de
tratar retas paralelas como concorrentes no plano projetivo sao descritas como passos

cruciais na ampliacado da noc¢ao de espago geométrico:



3.8. Revisao historica 81

"Projective geometry arose from the desire to remove the exceptional
status of parallel lines in Euclidean geometry, by treating them as inter-
secting at infinity"(Stillwell, 2002, p. 131).

Essa reinterpretacao dos conceitos geométricos permite generalizar os resultados e
criar uma teoria mais coesa e simétrica, uma caracteristica fundamental para a pesquisa
atual, que trabalha com constru¢oes geométricas digitais que requerem flexibilidade

algébrica e conceitual.

3.3.3.2 Conexdes com Algebra e Transformacdes

Um dos aspectos mais relevantes da andalise de Stillwell é a interligagdo entre
a Geometria Projetiva e a Algebra Linear, que surge a partir do desenvolvimento das
coordenadas homogéneas e da teoria das transformacoes projetivas. A abordagem historica
do autor mostra como a Geometria Projetiva antecipou conceitos que se tornariam

fundamentais na Algebra Moderna:

"The algebraic treatment of projective geometry, using homogeneous
coordinates and linear transformations, unified geometry with algebra in
a way not seen before the 19th century"(Stillwell, 2002, p. 145).

Essa perspectiva é particularmente pertinente para o uso do GeoGebra na pesquisa,
uma vez que os fundamentos computacionais do software sao construidos sobre tais
conceitos. O uso de transformagoes projetivas no ambiente digital demanda a compreensao
de operacoes lineares e de estruturas algébricas subjacentes as figuras geométricas, tal

como defendido na obra de Stillwell.

3.3.3.3 Referéncias Histéricas Fundamentais

Stillwell também apresenta os principais nomes envolvidos no desenvolvimento da
Geometria Projetiva, como Desargues, Pascal, Poncelet, Brianchon e Chasles, destacando
a maneira como suas ideias foram absorvidas e posteriormente formalizadas dentro da
estrutura matematica moderna. Essa abordagem permite reconhecer o papel da Geometria
Projetiva como elemento central da transicao do pensamento geométrico classico para uma

matematica mais abstrata e formalizada.

Para a presente pesquisa, esse panorama histérico é crucial, pois oferece o contexto
necessario para compreender as escolhas conceituais e metodologicas associadas a utilizagao

da Geometria Projetiva como ferramenta didatica e investigativa.

3.3.3.4 Valor Epistemolégico e Didatico

A clareza com que Stillwell articula histéria e conceito contribui também para o

aprofundamento da dimensao didatica da pesquisa. Ao apresentar a Geometria Projetiva
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como um processo histérico de generalizacao conceitual, o autor oferece elementos que
podem ser explorados em sala de aula para promover uma compreensao mais significativa
da geometria e de sua evolugao. Isso estda em consonancia com os principios da Teoria das
Situagoes Didéticas, na qual a construcao do saber matematico pelo aluno é favorecida
por situagoes que reconstituem, em alguma medida, os desafios enfrentados na histéria da

ciéncia.

3.3.4 Transicao Euclidiana-Projetiva

Chegamos entao ao que seria a Transi¢ao Euclidiana-Projetiva (TEP) objeto do
nosso estudo. Chamamos de TEP o ambiente gerado a partir de um espaco tridimensional
com planos concorrentes, sendo um o Plano Euclidiano e o outro o Plano Projetivo,
onde é possivel observar a transicao dos elementos de um plano ao outro por meio da
projecao a partir de um ponto externo a estes, tornando possivel analisar a conversao das
caracteristicas dos elementos geométricos ao serem convertidos de um modelo geométrico

para o outro.

A partir deste modelo de visualizagdo é possivel trabalhar por exemplo com a ideia
de perspectiva ao realizar a projecao de um quadrado, conforme a Figura 3.22, é possivel
perceber que com base na posi¢ao do quadrado no Plano Euclidiano, sua contraparte no
Plano Projetivo assume uma nova forma, esta possuindo um niimero distinto de pontos de

fuga dependendo da seu posicionamento em relagao a linha de terra.

Figura 3.22 — Pontos de fuga de um quadrado projetado com base em seu
posicionamento no Plano Euclidiano.

Fonte: Elaborado pelos autores.

A Transi¢do Euclidiana-Projetiva (TEP) é moldada com o objetivo de nao ser
apenas um recorte pontual de uma projecao, mas um ambiente de manipulacao de elementos
em cenarios geométricos distintos. A TEP busca permitir a realizagdo de construgoes em
ambos os planos sem haver a necessidade de uma nova projecao para cada instante de

analise das construcoes.
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Com este modelo de visualizacao é possivel, por exemplo, trabalhar com teoremas
geométricos que seriam limitados na Geometria Euclidiana Plana, tais como o Teorema
de Pappus, sem realizar uma nova construc¢ao, pois no momento em que se depara com
a limitagao do Teorema na Geometria Euclidiana seria possivel estudar sua contraparte
Projetiva na mesma estrutura, como visto na Figura 3.23. Assim, é possivel, por meio
da TEP, trabalhar construcoes geométricas em duas geometrias diferentes em um tnico

ambiente tridimensional.

Figura 3.23 — Construcao do Teorema de Pappus sob a 6tica da Transicao
Euclidiana-Projetiva (TEP).

Fonte: Elaborado pelos autores.

A possibilidade da resposta imediata das alteragoes da construcao feitas em um
plano geométrico com repercussao no outro plano é uma das inovagoes que o trabalho
com a TEP apresenta para o ambiente educacional, permitindo que os estudantes possam

estudar suas construgoes em diferentes formas de visualizagao.

3.4 Problematica — Visualizacao

3.4.1 A Visualizacao Matematica no Ensino de Geometria: Contribuicdes de

David Tall e o Uso de Softwares Digitais

A visualizacdo tem se tornado um tema central nas discussdes sobre o ensino e
a aprendizagem da matematica, especialmente em toépicos ligados a geometria. Embora,
historicamente, a abordagem algébrica — fortemente impulsionada pelas contribuigoes

de Descartes — tenha ganhado maior tragao e popularidade nos curriculos matematicos,
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isso nao implica que o raciocinio sintético e visual fosse matematicamente inferior. O que
ocorreu foi uma dominancia da formalizacao algébrica nas praticas pedagogicas, relegando
a intuicao visual a um plano secundario. Contudo, estudos contemporaneos vém resgatando
e demonstrando a importancia crucial da visualizacao no desenvolvimento do pensamento
matematico dos alunos. Entre os principais autores que tratam do tema, destaca-se David
Tall, cujos estudos inauguraram uma nova compreensao sobre o papel da visualizacao nos

processos cognitivos matematicos.

Este capitulo tem como objetivo discutir a visualizacao matematica a partir da
perspectiva de Tall, articulando sua teoria com contribuicoes de outros autores e enfatizando
o uso de ferramentas digitais, como o GeoGebra, no ensino de geometria. O foco sera
compreender como a visualizagao pode mediar a construgao de conceitos geométricos e

favorecer aprendizagens significativas.

3.4.2 Fundamentos Tedricos da Visualizacao Matematica
3.4.2.1 A visdo de David Tall

Para David Tall (1991, 2002), a visualizagdo é uma das principais formas de
representacao do conhecimento matematico, juntamente com as representacoes simbodlicas
e operatorias. Em sua teoria sobre a "triade dos mundos do pensamento matematico", o
mundo embodied (corporal), o mundo proceptual/simbélico e o mundo formal, Tall (2004)
argumenta que o aprendizado matematico envolve uma constante interacao entre diferentes

formas de representacao e raciocinio.

No mundo embodied, o pensamento matematico é construido a partir da experiéncia
perceptiva e da manipulacao de objetos concretos ou mentais. Esse tipo de conhecimento
estda intimamente ligado a visualizacao, que permite aos alunos explorarem formas, trans-
formagoes e relagoes espaciais antes mesmo de formaliza-las simbolicamente, como visto

em:

"A visualizagdo é uma forma legitima de pensar matematicamente, que
pode atuar como ponto de partida para a compreensdo formal."(Tall,
1991, p. 58)

Tall também desenvolve o conceito de procepto, em parceria com Gray (1994),
referindo-se a dupla natureza de muitos simbolos matematicos, que representam tanto um
processo quanto um objeto (por exemplo, "3 + 4'representa tanto uma operagdo quanto
seu resultado). Essa ambiguidade pode ser superada com o suporte de visualizagoes que

estabilizem o significado.
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3.4.2.2 Visualizacdo e cognicdo matematica

Outros estudiosos tém ampliado a discussao iniciada por Tall. Presmeg (2006)
identificou cinco tipos de visualizadores em matematica, com base em como os individuos
preferem ou evitam o uso da imagem mental. J& Arcavi (2003) argumenta que a visualizagao
pode atuar como ferramenta heuristica, mas também pode levar a erros se nao for

criticamente analisada.

Segundo Arcavi (2003, p. 217):

"Visualizar ndo é meramente ver. E construir imagens mentais que carre-
gam significados matematicos e que podem ser manipuladas cognitiva-
mente para a resolugdo de problemas."

Pesquisadores brasileiros, como Bertini (2001) e Borba & Villarreal (2005), tém
enfatizado a importancia das tecnologias digitais na promocao da visualiza¢do dinamica,
ampliando a capacidade dos alunos de explorar conceitos abstratos por meio de represen-

tagoes visuais manipulaveis.

3.4.3 A Visualizacao no Ensino de Geometria

A geometria é, historicamente, o campo da mateméatica mais associado a visualizacao.
No entanto, com a crescente valorizagao da abordagem algébrica e simbolica, muitas praticas
pedagdgicas passaram a negligenciar a intuicao visual dos alunos. Isso criou dificuldades

no entendimento de conceitos como congruéncia, simetria, angulos e transformagoes.

O Teorema de Desargues é um dos marcos conceituais que evidenciam a coeréncia
interna da Geometria Projetiva e sua conexao com a Geometria Fuclidiana. Em sua
forma classica, afirma que: se dois triangulos estao em perspectiva a partir de um ponto,
entao as intersecoes de seus lados correspondentes sao colineares. Formalmente, dados dois
tridngulos ABC e A’B’'C’ em um mesmo espaco projetivo, se as retas AA’, BB e CC’
concorrem em um ponto O, entao os pontos de intersecdo P = ABNA'B', Q = ACNA'C’
e R = BC N B'C’ sado colineares. A prova, em coordenadas homogéneas, pode ser obtida a
partir da relacao de dependéncia linear entre os vetores associados a cada ponto, implicando

Ip Yp Zp
o determinante nulo da matriz |z yo 2| = 0. Didaticamente, esse resultado conduz o
TR YR <R
aluno a percepcao de que propriedades de incidéncia permanecem invariantes sob projecoes,
constituindo um eixo de transicao entre o pensamento euclidiano, baseado em medidas e

angulos, e o pensamento projetivo, sustentado em relacoes e posicoes relativas.

A representacdo dinamica do Teorema de Desargues, por exemplo, pode ser ex-
plorada no GeoGebra 3D da seguinte forma: constréi-se o ponto de perspectiva O e dois
triangulos ABC e A’B’C" de modo que A, B, C sejam vértices de um plano e A’, B’,C’ de
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outro plano, nao coincidente. As retas AA’, BB’ e CC’ devem concorrer em O. Em seguida,
obtém-se os pontos de interse¢ao P = ABNA'B', Q = ACNAC' e R= BCnB'C".
A visualizagao pode ser validada com o comando: Determinante ({{x(P),y(P),z(P)},
{x(@Q,y(@Q,z(@},{xR),y(R),z(R)}}) , cujo resultado nulo confirma a colinearidade

projetiva.

Figura 3.24 — Triangulos em perspectiva e colinearidade das intersecoes.

B dbbeeh@ LN
Nimero !
( ( x(P) y(P)
d = Determinante| [ x(Q) y(Q)
X R) z
=0
Reta
Ponto
Segmento

Triangulo

+  Entrada..

Fonte: Construcao dos autores.

Tall (2002) defende que o ensino da geometria deve comegar com a exploragao visual
e corporal dos objetos geométricos, antes da formalizagao axiomatica. Essa abordagem
permite que os alunos construam significados com base em suas percepcoes, desenvolvendo

confianca e capacidade para lidar com abstragdes posteriores.

No Brasil, autores como Valente (1999) e Oliveira (2013) reforcam a ideia de
que a geometria deve ser ensinada com base na exploragao e construcao de imagens,
especialmente nos anos finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio. As diretrizes
da BNCC também reconhecem a importancia da visualizacdo no desenvolvimento do

raciocinio geométrico.

3.4.4 O Uso do GeoGebra e de Softwares Digitais

Com o avanco das tecnologias digitais, o ensino da geometria passou a contar com
ferramentas que potencializam a visualizagao, como o GeoGebra, um software gratuito
de geometria dindmica que permite criar construgoes interativas. Tall (2010) destaca que
essas ferramentas podem criar um "meio visual manipulavel'que integra a intuicao com a

logica formal.

O GeoGebra possibilita aos alunos:
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o Explorar propriedades geométricas em tempo real;
o Testar conjecturas e observar invariantes;

e Trabalhar com construgoes abertas e situagoes-problema;

Estabelecer conexoes entre representagao visual e simbélica.

Estudos de Laborde (2001) e Hollebrands (2003) mostram que o uso de softwares
de geometria dinamica favorece o desenvolvimento do pensamento conjectural e da argu-
mentacao matematica. No Brasil, autores como Nacarato & Passos (2010) e Pavanello
(2009) discutem como essas tecnologias contribuem para o letramento visual dos alunos e

ampliam as possibilidades pedagogicas na sala de aula.

Segundo Nacarato & Passos (2010, p. 34):

"O GeoGebra é mais do que uma ferramenta de apoio; ele pode ser
considerado um meio de producao de conhecimento matematico quando
usado de forma investigativa."

3.4.5 Implicacoes Didaticas

A valorizacao da visualizacdo no ensino de geometria exige uma mudanca de
postura docente. O professor deve criar situagoes em que os alunos possam experimentar,
conjecturar e construir significados por meio da manipulagao de representac¢oes visuais.

Isso implica, por exemplo:

o Propor tarefas abertas e exploratorias;
o Utilizar o GeoGebra de forma intencional, como mediador da aprendizagem:;
o Estimular a articulacao entre imagens e linguagem formal;

« Favorecer a construcao coletiva de conhecimentos, com base nas produgoes visuais

dos alunos.

Essas praticas estao alinhadas com a Teoria das Situag¢oes Didaticas, pois promovem

desequilibrios epistemolégicos e favorecem a institucionalizacdo progressiva dos saberes.

A visualizagdo matematica, longe de ser um recurso acessorio, € um componente
central da cognicao matematica. Os estudos de David Tall e de outros autores mostram
que a visualizacao permite compreender, conjecturar e comunicar ideias matematicas. No
ensino de geometria, a valorizacao da visualizagao, especialmente com o uso de softwares
como o GeoGebra, amplia as possibilidades pedagogicas e torna o aprendizado mais

significativo e acessivel.
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A abordagem visual, se bem integrada com as dimensoes simbdlicas e formais,
pode transformar a sala de aula em um ambiente de investigagdo matemaética, onde ver,

manipular e pensar se tornam processos indissociaveis.
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4 A GEOMETRIA PROJETIVA SEGUNDO
INTRODUCAO A GEOMETRIA PROJE-
TIVA, DE BARROS E ANDRADE

A obra Introdug¢io a Geometria Projetiva, de Barros e Andrade (2012), representa
uma das principais contribui¢oes em lingua portuguesa voltadas a introducao sistematica da
Geometria Projetiva sob uma abordagem formal e, ao mesmo tempo, pedagogica. O livro se
destaca por oferecer um tratamento rigoroso, porém acessivel, dos conceitos fundamentais
da Geometria Projetiva, articulando sua apresentagao com os desdobramentos historicos e

as conexoes com a Geometria Euclidiana.

O texto dos autores torna-se particularmente relevante para esta pesquisa por
explicitar, com clareza e profundidade, os mecanismos de transicdo entre os sistemas
geométricos euclidiano e projetivo, constituindo-se em base tedrica para o desenvolvimento
das construgoes geométricas realizadas digitalmente. A seguir, serdo destacados os principais
topicos abordados pela obra, incluindo os teoremas centrais, suas demonstragoes, e a forma

como os autores articulam a mudanca de paradigma geométrico entre as diferentes tradigoes.

4.1 Estrutura e Objetivos da Obra

O livro ¢ dividido em capitulos que seguem uma progressao légica: inicia-se com
conceitos fundamentais da geometria do plano e do espaco, avanca para as nogoes de
incidéncia, projecao e se¢oes conicas, e culmina no desenvolvimento da teoria projetiva
propriamente dita, com foco especial em transformagdes, invariantes e dualidade. Barros e
Andrade deixam clara sua intencao de proporcionar ao leitor uma entrada progressiva nos
conceitos sofisticados da Geometria Projetiva, partindo de nogoes familiares da geometria

classica.

O objetivo central é introduzir a Geometria Projetiva como uma generalizagdo na-
tural da Geometria Euclidiana, eliminando as excecoes (como o paralelismo) e recuperando

propriedades de simetria e generalidade nas construgoes geométricas:

"A geometria projetiva apresenta-se como uma extensdo coerente da
geometria classica, na qual o conceito de ponto no infinito permite resta-
belecer propriedades de simetria entre as figuras planas e espaciais'(Barros
& Andrade, 2012, p. 17).
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4.2 Elementos Fundamentais e Postulados Projetivos

No inicio do texto, os autores estabelecem os conceitos de ponto, reta e plano sob
o viés da incidéncia. A Geometria Projetiva é construida com base em postulados que

diferem substancialmente dos axiomas euclidianos. Entre os principios fundamentais estao:

o Postulado da Incidéncia: Dois pontos distintos determinam uma tnica reta.

« Postulado da Dualidade: Toda proposicao verdadeira em Geometria Projetiva
possui uma proposicao dual igualmente verdadeira, bastando permutar os conceitos

de ponto e reta.

o Postulado da Existéncia: Existem pelo menos quatro pontos, nao trés a trés

colineares.

Esses postulados formam o nucleo da estrutura projetiva e diferenciam-se daqueles
da geometria classica sobretudo por dispensarem o conceito de medida e angulo, dando

énfase as relagoes de posicao.

4.3 Os teoremas Centrais

Entre os teoremas abordados por Barros e Andrade, destacam-se aqueles de impor-
tancia historica e estrutural na Geometria Projetiva. A seguir, serdo discutidos alguns dos

principais:

o Teorema de Desargues: Considerado o ponto de partida para a formalizacao da
Geometria Projetiva, afirma que se dois tridngulos estao em perspectiva de um ponto,
entao estao em perspectiva de uma reta. A demonstragao é feita com elegancia e

serve de base para a introducao da perspectiva espacial.

o Teorema de Pascal: Seis pontos dispostos sobre uma conica formam, ao serem
conectados em um hexdgono, trés pares de lados opostos cujas intersegoes sao
colineares. Esse Teorema destaca a profundidade das propriedades projetivas das

secoes conicas.

e Teorema de Brianchon: Dual do Teorema de Pascal, trata da relacao entre

tangentes e colinearidade, refor¢ando o principio da dualidade na geometria projetiva.

As demonstragoes desses teoremas sao realizadas com base na construgao geomé-
trica e na légica projetiva, e os autores recorrem ocasionalmente ao uso de coordenadas

homogéneas para reforgar a generalidade dos resultados.
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4.4 A Transicao entre a Geometria Euclidiana e a Projetiva

Um dos aspectos mais interessantes do livro estd na forma como Barros e Andrade
trabalham a transicao conceitual entre a geometria tradicional euclidiana e a geometria
projetiva. Essa transicao ¢é tratada como um alargamento do olhar geométrico: onde
antes se viam excecgoes, como as retas paralelas, passa-se a ver estruturas continuas e

generalizaveis, como os pontos no infinito.

"Ao estender o plano euclidiano para o plano projetivo, garantimos que
todas as retas se cruzam, mesmo que apenas no infinito. Essa simples
modificacdo altera profundamente o panorama geométrico e permite o
surgimento de novos invariantes e simetrias' (Barros & Andrade, 2012, p.
103).

Para fins desta pesquisa, esse aspecto é particularmente relevante. A utilizacao
de softwares como o GeoGebra permite ao aluno perceber, na pratica, o que os autores
demonstram teoricamente: a insercao dos elementos projetivos permite tornar o espago
mais uniforme e elimina excegoes que dificultam a aprendizagem nos primeiros contatos

com a geometria.

4.5 Aplicacoes, Perspectivas Didaticas e Relevancia para a Pesquisa

A obra termina com consideragoes sobre aplicagoes da Geometria Projetiva em
areas como perspectiva artistica, desenho técnico, 6ptica e computagao grafica. Embora
a proposta do livro ndo seja pedagdgica em sentido estrito, sua clareza e sistematizacao

permitem a integracao direta no contexto educacional.

Para esta tese, a importancia de Introdugio a Geometria Projetiva reside em trés

aspectos principais:
1. Clareza conceitual: o texto fornece uma base tedrica solida e acessivel para
compreender os fundamentos projetivos.

2. Transicao conceitual: auxilia na compreensao da passagem entre a geometria

euclidiana e a projetiva, tema central da pesquisa.

3. Estrutura légica: oferece uma sequéncia légica de tépicos que pode ser replicada,

em parte, no desenvolvimento didatico das atividades com suporte digital.
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5 GEOGEBRA E FERRAMENTAS PROJE-
TIVAS

5.1 Aplicacdo do GeoGebra no contexto da Transicao Euclidiana-
Projetiva

A presente secao descreve a aplicagao pratica do software GeoGebra 3D no contexto
da Transi¢ao Euclidiana-Projetiva (TEP), articulando escolhas de configuracao do ambiente,
procedimentos de criacao de ferramentas projetivas e exemplos didaticos aplicados as
situagoes escolhidas (principalmente os teoremas de Pappus e Desargues). Pretende-se,
por meio de uma descricdo operacional, oferecer ao leitor um roteiro replicavel para a
construcao do milieu digital que sustenta as Situagoes Didaticas (SD1-SD5) da Engenharia
Didatica.

Antes de detalharmos as configuracgoes e a aplicacdo, é fundamental justificar a
escolha do GeoGebra frente a outras alternativas de geometria dindmica com suporte
tridimensional. A Tabela 5.1 apresenta um comparativo entre o GeoGebra, o Cabri 3D e o

Desmos 3D, avaliando os critérios essenciais para a viabilidade educacional desta pesquisa.

Tabela 5.1 — Comparativo entre softwares de geometria dindmica com suporte 3D.

Critério GeoGebra 3D Cabri 3D Desmos 3D
Custo Gratuito e cdédigo | Licenca Paga Gratuito
aberto
Acessibilidade | Web, Desktop e Mo- | Foco em Desktop Web e Mobile
bile
Ambiente 3D | Robusto e integrado | Pioneiro e focado | Recente e focado
a algebra em geometria espa- | em graficos 3D
cial
Personalizacao | Permite criacao | Permite criagdo | Sem suporte nativo
de ferramentas | de ferramentas | para macros geomé-
(macros) (macros) tricas

Fonte: Elaborado pelos autores.

Como evidenciado no comparativo, a ado¢do do GeoGebra 3D deu-se por ser uma
plataforma totalmente gratuita, amplamente acessivel em diferentes dispositivos e por
oferecer o ambiente tridimensional robusto e personalizavel necessario para a transicao
proposta. E crucial ressaltar que a metodologia da Transicdo Euclidiana-Projetiva possui
um carater epistemolégico e estrutural que é independente da tecnologia. O GeoGebra atua
como um facilitador cognitivo e de visualizagdo, o que evidencia que a tese nao é refém do

programa. Os mesmos principios projetivos e as construgoes aqui descritas poderiam ser
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transpostos para o Cabri 3D ou para futuras atualizagoes do Desmos 3D, garantindo que

o conhecimento matematico validado se sobreponha a interface escolhida.

5.1.1 Objetivos da aplicacao

Os objetivos especificos desta aplicacao sao:

o Configurar um ambiente 3D no GeoGebra que permita visualizar simultaneamente
o Plano Euclidiano (PlanoXOY) e modelos projetivos incorporados ao cenario,

favorecendo a percepcao de elementos no infinito e de intersecoes projetivas.

o Criar e parametrizar ferramentas personalizadas que automatizem projegoes de
pontos, retas e conicas do plano euclidiano para o plano projetivo, reduzindo o custo

cognitivo da construcao e ampliando a exploracao conceitual.

» Disponibilizar sequéncias de atividade que possibilitem o desequilibrio epistemologico

esperado na TSD, estimulando acao, formulagao e validagao pelos participantes.

5.1.2 Configuracao do ambiente e instrumentos iniciais

Para iniciar a aplicagao recomenda-se:

o Abrir a Janela 3D do GeoGebra e manter visiveis os eixos X, Y e Z; o plano

determinado por X e Y serd denominado PlanoXOY (Figura 5.1).

e Definir um observador/ponto de projecao (ponto P) e, quando necessirio, uma reta
de projecao (r) no espago tridimensional. Esses elementos atuarao como referéncias

para a criacao das projegoes (ortogonais e conicas) entre planos.

« Ajustar a visibilidade e o estilo dos objetos (transparéncia, espessura) de modo a
evidenciar os pontos de fuga e as interse¢oes projetivas sem sobrecarregar a cena

visual.

No caso do exemplo a seguir, pela possibilidade de ja apresentarmos uma das
ferramentas desenvolvida pelo autor, utilizaremos uma versao diferenciada da "Janela 3D",
nesta ja estao presentes outros elementos importantes para as representacoes em Geometria
Projetiva pretendida pelo autor, com base na forma de representacao apresentada por
Auffinger e Valentim (2003) e Ceppi e Fournier (1951) na qual consta um diedro onde os
elementos das representacoes Euclidiana e Projetiva estarao presentes e um ponto externo,
chamado de Observador, que para fins de facilidade nas demonstragoes nos referiremos a

esse ponto de agora em diante como OBS.
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Figura 5.1 — Eixos X, Y e Z no cenario tridimensional apresentado no software

GeoGebra.

.L}I Al bbb b @ LN e L Q,

i

Fonte: Construgdo dos autores

Figura 5.2 — Diedro formado a partir dos Plano Euclidiano e Plano Projetivo.

Proj - Plano( EixoX. EixoZ) Y

Obs = (0, 5, §)

Fonte: Construgao dos autores

Observe na Figura 5.2 que o plano perpendicular ao Plano XOY ¢é determinado
pelos eixos X e Z e que o Observador esté posicionado nas coordenadas cartesianas (0,5,5).
Os elementos que determinam o plano e a posicao do Observador podem ser modificados
de acordo com o desejo do usuario, nao interferindo na criacao dos elementos a que estes

capitulos se propoe.

Neste exemplo comecaremos a construgao com um ponto P qualquer no PlanoXOY,
em seguida criaremos as etapas necessarias para projetar este ponto no plano de projecao,
que nos referiremos daqui em diante como PROJ. Apés criado o ponto P, traga-se uma
reta de P a OBS, na interse¢ao entre esta reta e PROJ marcaremos um ponto P’ conforme

a sequéncia da Figura 5.3.
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Figura 5.3 — Tracado da projecao do ponto P, do plano Euclidiano para o Plano
Projetivo.

Fonte: Construcao dos autores

Nesta construgdo, o ponto P’ é a representacao no Plano Projetivo do ponto P que
pertence ao Plano Euclidiano. Com esse pequeno passo de construcao é possivel trilhar
construgdes mais elaboradas e que permitem uma melhor visualizacao do que a Geometria

Projetiva propoe.

Para evidenciar a propriedade de incidéncia na geometria projetiva, nao basta
apenas projetar pontos isolados. E necessdrio comprovar que as relacoes de pertinéncia se
mantém apoés a transformagao. A Figura 5.4 ilustra a projecao de uma reta r que contém
um ponto A em seu dominio euclidiano. Ao realizar a projecao de ambos os elementos para
o plano projetivo, observa-se claramente que o ponto projetado A’ pertence estritamente a
reta projetada 7. Essa construgao visual comprova que a relacao de pertinéncia (incidéncia)

se conserva integralmente na Transicao Euclidiana-Projetiva.

Figura 5.4 — Projecao simultanea de uma reta e um ponto pertencente a ela,
demonstrando a conservacao da incidéncia.

Fonte: Elaborado

pelos autores.

Para criar a ferramenta que projeta o ponto P, sem a necessidade do passo a passo
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realizado no exemplo anterior, é necessario pensar nos elementos que o compoem. O
ponto P’ é a intersecao da reta, que passa pelos pontos P e OBS, com PROJ, ou seja, na
linguagem de comandos do GeoGebra, para que possamos representar essa construgao

deve-se escrever no campo de entrada do software: Interseg&do(Reta(P,0BS) ,PR0J).

Figura 5.5 — Representacao dos elementos em tela do GeoGebra, antes e depois da
utilizagao da ferramenta de intersecao para criacao do ponto projetado.

PROJ : Plano(EixoX, EixoZ)

T Ly-o __ PROJ: Plano(EixoX, EixoZ)
() 0BS=(0.575) . —+y=0

@ P-(L51,-8450) @ 0B5=(05,5)

® f : Reta(P, OBS) @ P - (151,-8450)

— X . -8.45, 0 A (-1. 3.45,
(1.51,-8.45,0) + X (-1.51, 1345, 5) P’ — Intersecio(Reta(P, OBS), PROJ)

P' = Interse¢do(f, PROJ) — (0.56, 0, 3.14)
— (056, 0, 3.14)

Fonte: Construcao dos autores

5.1.3 Criacdo e registro de ferramentas projetivas no GeoGebra

O GeoGebra permite a construcao de ferramentas customizadas que encapsulam
sequéncias de comandos. Uma vez que o comando que representa toda a criagdo ¢é elabo-
rado, para criarmos a ferramenta basta acessar MENU (representado pelas trés barras
horizontais no canto superior direito da tela) > Ferramentas > Criar uma Nova Ferramenta.
Uma janela se abrird e a primeira entrada necessaria que se deve dar, na aba Objetos
Finais, é o comando ao qual a ferramenta nova se referird, no nosso caso é o comando
Intersecgdo(Reta(P,0BS) ,PR0OJ), para isto, basta clicar com o mouse no comando em
questdo na Janela de Algebra (por padrao é a janela na lateral esquerda da tela), visto na

Figura 5.6.

Apos selecionar o comando que servird como base para a ferramenta e clicar no
botao "Proximo', a janela irda para a aba "Objetos Iniciais"onde deve-se escolher quais
objetos, dentre os pertencentes a construcao, definem aquela nova ferramenta, ou seja,
quais serao os objetos que servirao como base para a sua utilizagao. Para o nosso exemplo,
definiremos como Objetos Iniciais, PROJ, OBS e o Ponto P. A ordem com que os itens
sao posicionados na lista determina a ordem da entrada dos objetos, ou seja, para a
utilizacao da ferramenta que estamos criando o usuario devera fazer a sequéncia de cliques,
inicialmente, no ponto a ser projetado, em seguida no plano de projecao e por fim no

observador de referéncia, como apresentado na Figura 5.7.
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Figura 5.6 — Janela de criacao de ferramenta, etapa de definicdo do comando que se
tornara uma ferramenta.

_ PROJ: Plano(EixoX, EixoZ) =A
o
—y=0
————
OBS 0,55 .
@ ¢ ) Criar uma Nova Ferramenta
P = (1.51,-8.45, 0 ) ] : . ;
. ( ) Objetos Finais Objetos Iniciais Nome e lcone
P’ = Intersegio(Reta(P, OBS), PROJ) i Selecione os objetos na construgéo ou escolha-os de uma lista
— (0.56, 0, 3.14)
+ Ponto P': Ponto de intersegao de Reta(F, OBS), PROJ : a
[ ]
LT# PROXIMO =
CANCELAR
T |

Fonte: Construgdo dos autores

Ao clicarmos novamente no botao "Préximo", iremos para a aba de customizac¢ao
da ferramenta, chamada de "Nome e Icone". Nesta aba daremos um nome & ferramenta,
um nome de comando que sera utilizado quando desejar-se utilizar a ferramenta no campo
de entrada, adicionaremos uma descri¢ao e por fim um icone para a ferramenta, sendo os

ultimos dois campos, opcionais (Figura 5.8).

Figura 5.7 — Janela de criacao de ferramenta, etapa de selecdo de objetos necessarios
para o funcionamento pleno da ferramenta.

_ PROJ: Plano(EixoX, EixoZ) =N
|ul

—y=0

OBs 0. 55 .
® ( ) Criar uma Nova Ferramenta

P 1.51,-8.45 0 . N . P
. ( ) Objetos Finais Objetos Iniciais Nome e Icone
® P' = Intersecao(Reta(P, 0BS), PROJ) : Selecione os objetos na construgéo ou escolha-os de uma lista

— (0.56, 0, 3.14)
+ ntrad Ponto P

o Plano PROJ: Flano passando por EixoX, EixoZ
Ponto OBS
< VOLTAR PROXIMO >

Fonte: Construcio dos autores
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Figura 5.8 — Janela de criacao de ferramentas, etapa de defini¢cao dos detalhes da
ferramenta, nome, atalho, descri¢cao e icone.

PRO. : Plano(EixoX, EixoZ) N
—y =0
OBS 0,5, 5) .
@ [ ' Criar uma Nova Ferramenta
@ P =(151-8450) ]
Objetos Finais Objetos Iniciais Nome e icone
P’ = Intersecio(Reta(P, OBS), PROJ)
Qo Projetar Ponto
— (0.56, 0, 3.14)
+ o
ProjetarPonto
Ajuda da ferramenta
Selecione o ponto a ser projetado, em seguida o plano de &=
9, cone ... Exibir na Barra de Ferramentas

< VOLTAR CONCLUIDO

Fonte: Construgdo dos autores

Ao concluir, a ferramenta estara disponivel para uso e podera ser aplicada a qualquer
ponto que se deseja projetar. Esta construcao nomeamos Ferramenta 1 — Projetar
Ponto. Importante ressaltar que os elementos que o usuario vier a utilizar nao precisam
possuir os mesmos nomes ou coordenadas que os elementos utilizados na criacao da
ferramenta. A partir desse momento, entao, para se projetar um ponto é necessario apenas
utilizar a ferramenta criada, sem a necessidade de recriar todos os procedimentos. Esta
ferramenta sera amplamente utilizada na criacdo de outras ferramentas de cunho mais

complexo.

E de suma importancia destacar que toda a complexidade de programacao envolvida
na criagao dessas ferramentas customizadas, incluindo a estruturagao de c6digos aninhados
e a elaboracao das macros matematicas, foi inteiramente desenvolvida e validada pelo
autor desta pesquisa. Dessa forma, o professor ou o estudante que aplicara as situagoes
didaticas nao precisard programar ou digitar comandos complexos no GeoGebra. O usuario
final deverd apenas clicar nos botoes e utilizar as ferramentas visuais ja idealizadas e
disponibilizadas na interface do software. Essa abordagem garante uma aplicacao fluida e
permite que o foco da aula permaneca exclusivamente na exploragao e na aprendizagem

dos conceitos geométricos.
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5.2 GeoGebra e as Ferramentas Projetivas

O software GeoGebra disponibiliza a possibilidade de o usuario criar suas proprias
ferramentas, para isso é necessario seguir um passo-a-passo onde se realiza o cadastro
da ferramenta criada. Nesta secao apresentaremos de forma detalhada as ferramentas

desenvolvidas pelo autor.

Para este capitulo, focaremos apenas nas ferramentas que tomam os elementos
do Plano Euclidiano, sejam Pontos, Retas e Segmentos e Circulos e as projeta no Plano
de Projecao. Futuramente abordaremos ferramentas que ja pressupoem a construcao de

objetos num Plano de Projecao, sem a necessidade da sua contraparte no Plano Euclidiano.

5.2.1 Ferramentas 2 e 3 - Projetar Reta e Projetar Segmento

Para projetarmos uma reta devemos inicialmente pensar na sua constitui¢do. Pelos
axiomas de Euclides podemos concluir que por dois pontos passa uma tnica reta, nessa
premissa o software GeoGebra utiliza como base para criagdo de uma reta, dois pontos.
Criando-se uma reta f, ao inserirmos no Campo de Entrada o comando £(0) e £(1) o
GeoGebra nos retorna as coordenadas dos pontos utilizados na criacao da reta, sendo
£ (0) o primeiro ponto criado e £ (1) o segundo. Por exemplo, criando-se uma reta pelos
pontos A e B, nessa ordem, f (0) retornaria as coordenadas do ponto A e f (1) retornaria
as coordenadas do ponto B. Assim, possuindo apenas a reta é possivel projeta-la no plano

euclidiano utilizando o seguinte comando:
Reta(ProjetarPonto (f(0) ,PR0OJ,0BS) ,ProjetarPonto(f(1),PR0OJ,0BS))

Observe no comando acima que é imprescindivel o uso adequado dos comandos e
dos parénteses de forma a evitar a ma utilizagdo dos comandos e erros provenientes disso.
No comando é dito ao GeoGebra que, dada a reta f, deve-se, utilizando nosso comando
ProjetarPonto() previamente criado, projetar £(0) e £(1) e entao tracar uma reta que
passe por esses pontos, como o axioma das retas permanece verdadeiro na Geometria

Projetiva é necessario apenas esses dois pontos para sua formacao.

A partir disso pode-se criar esta ferramenta conforme abordado na se¢ao anterior
para que esta venha a ser utilizada como base para futuras ferramentas e para que possa
ser utilizada por outros usuarios. Observe na Figura 5.9 que hd um icone de uma chave de

boca ao final da lista de icones, este icone se refere as ferramentas criadas pelo usuério.

No caso da projecao de um segmento pode-se utilizar o mesmo principio utilizado
na projecao de uma reta mudando apenas o comando utilizado, ou seja, ao invés de utilizar

o comando Reta(), utiliza-se o comando Segmento(). O resultado do comando

Segmento (ProjetarPonto(f(0),PROJ,0BS) ,ProjetarPonto(f(1),PR0OJ,0BS))
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Figura 5.9 — Projecao de reta a partir de comando aninhado, etapas para a criagao da
ferramenta pretendida.

EAL A b e A @ LN e ] oS¢ Q
PR : Plano| B, EixoZ) B

—y=0

o]

@ OB D55
@ A=(053-564.0)
@

B - (360, -7.06,0)

¢ Retal A, B]

— = (053, 5.6, 0) 4 K (021,232, 0)

' Reta[ProjotarPonto 0], PROJ, OBS), ProjetarPorta(f(1), PROJ, 0BS)) i

— M= 025, 0 2.68) 4 B (LG4, D, 0.42)

+  Ertrada

Fonte: Construgao dos autores

pode ser visto na Figura 5.10.

Figura 5.10 — Aplicacao da ferramenta de projecao de segmento.

(] e e d @4 N P ] 5S¢ Q

PROJ : Plane{EixoX, Cixaf) =

@]

—y=0
085 = (0. 5,5)
A = (053 654, 0}

I |

f = Segmenta(A, B

— 4E1

' Segmenta{ProjetarPontaf(0), PROJ, OBS), ProjetarPonts(f(1), PROJ, OBS))
— 172

+  Entrada.

Fonte: Construcao dos autores

Observa-se na Figura 5.10 que o segmento projetado tem comprimento menor que
o original, isso da-se pela projecao ter um carater conico, uma vez que usa como ponto
de referéncia o Observador posicionado fora do diedro dos Planos Euclidiano e Plano de

Projecao.

5.2.2 Ferramenta 4 - Projetar Circulo

No caso da projecao de circulo encontra-se uma dificuldade técnica, pois um circulo

projetado ndo mantém o formato, ele converte-se em uma conica. Segundo Ribeiro (2012,
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p. 70), "Por um conjunto de quatro pontos distintos, dos quais nao existem trés colineares,
passam infinitas cOnicas projetivas nao degeneradas."Com essa base é possivel concluir
que nao é possivel, ao projetar um circulo, utilizar a ferramenta "Circulo definido por Trés

Pontos".

Ribeiro (2012, p. 68) apresenta o Teorema que diz "Por um conjunto de cinco
pontos projetivos, entre os quais nao existem trés pontos colineares, passa uma tunica
conica projetiva nao degenerada."Assim, ao projetar um circulo, seria necessario garantir a

projecao de cinco de seus pontos para que se possa formar a conica desejada.

E apresentado: Considere os pontos projetivos ey, €3, €3, u=(1:1:1) e v = (v; :
vy 1 v3). Se eles s@o trés a trés nao colineares, entao existe uma unica conica C'y que incide

nos cinco pontos. (Barros e Andrade, 2010)

Barros e Andrade (2010) trazem uma demonstragao algébrica bem estabelecida do
ponto que abordamos aqui para corroborar nossa colocagao sobre a estruturacao projetiva
do circulo projetado. Para fins de contextualizagdao analitica, vale recordar que a equagao
geral das conicas no plano euclidiano é expressa por Ax? + Bay + Cy? + Dx + Ey+ F = 0.
E importante esclarecer o motivo da auséncia do termo zy na nossa abordagem inicial: a
presenca desse fator algébrico denota uma inclina¢ao, de modo que a sua auséncia indica
diretamente a auséncia de rotagao da figura geométrica em relacdo aos eixos coordenados.
Esse detalhe analitico fundamental, acrescido com o que é apresentado por Ribeiro (2012),
nos da a garantia de que o modelo tedrico referenciado é matematicamente correto e

plenamente aplicavel em nossa construgao no software.

Tomando de inicio, a conica C4 é induzida por um operador linear A do R? cuja

matriz canonica é

0 v3(v1 — va)  vo(vg — V1)
[A] = |v3(v; — vg) 0 v1(ve — v3) (5.1)

U2('U3 — U1> (%1 (’UQ - ’U3) 0

e tomando Cgs = {e;, €3, e3} como a base candnica de R3. Assim iniciaremos a

prova dessa proposicao, segundo Barros e Andrade (2010). Seja F : R® — RS a funcio

F(z,y,2) = (2%, 9%, 2%, 2y, 22, y2) (5.2)

Observe que F(Aw) = A\?F(w) para todo A € R e todo w = (x,y, 2) € R3. Considere
a matriz 6 x 6 definida por [F(e;) F(es) F(e3) F(u) F(v) 2F(z,y,z)], onde e, e,

e3, U € v sao os representantes candnicos dos pontos projetivos descritos no enunciado.

Examinando a equacao e aplicando o Teorema de Laplace em

det(C') = det [F(el) F(ey) F(es) F(u) F(v) 2F(x,y,z)}=0. (5.3)
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, tem-se:

100 1 o} 222 - ) .
1 01 vy 2
0101 v 292 ) )
01 1 wv5 2z
0011 v 22
det =det |0 0 1 vy 2y (5.4)
00 0 1 v 22y
0 0 1 vy 22z
00 0 1 vvy 2xz
0 0 1 vy 2yz
0 0 0 1 wws 2yz - -
11 o3 222
01 5 1 vvy 22y
vy 2%
= det 1 Y1 = det 1 vy 22z (5.5)
0 1 vvy 2z
1 wvg 2yz
0 1 wwvy 2yz
= 20103Y2 + 2010922 + 209U3xY — 201V3TY — 209U3TZ — 201V2Y 2 (5.6)
= 2u3(vy — v1)xy + 2vz(vy — v3)xz + 201 (v3 — V2)yz =0 (5.7)

Invertendo os sinais para adequar ao modelo apresentado por Barros e Andrade
(2010), chegamos a

C : 2u3(vy — v9)zy + 209(v3 — v1)x2 + 201 (V9 — v3)yz =0 (5.8)

Observe que os pontos citados no enunciado satisfazem essa equagao, pois a avaliagao
da matriz em alguns daqueles pontos (ou em qualquer representante) produz uma matriz
cuja ultima coluna é o dobro de alguma outra coluna, portanto o determinante é zero. Mas,
segundo a proposicao que diz que para cada equagao polinomial homogénea de ordem 2
em R3, ax? + by? + cz? + dxy + exz + fyz = 0, existe um tinico operador linear simétrico

A R? — R3 associado & equacdo, a saber, é o operador cuja matriz candnica é

a d/2 e/2
Al = |d/2 b f)2 (5.9)
e/2 f/2 ¢

essa quadrica é induzida por um operador linear simétrico A de R3, cuja matriz na
base candnica ¢ aquela descrita no enunciado. Resta provar que a matriz [A] é invertivel.
De fato, como os pontos nao sao colineares, pelo lema anterior, v; # 0 e v; # v; para todo

1 # 7. Sendo assim, um calculo direto mostra que

det[A] = 2U1U2U3(U1 — UQ)(Ug — U1>(U2 - ’03) 7é 0 (510)
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encerrando entao a demonstracao.

Deve-se considerar que, na Geometria Euclidiana, é suficiente possuir apenas trés
pontos para a criagao de um circulo, presumiu-se entao que, tendo trés pontos no Plano
de Projecao, seria possivel construir, no GeoGebra, um circulo no Plano Euclidiano, a
partir da reversao da projecao desses trés pontos, e, em seguida, obter e projetar dois
novos pontos desse circulo de forma a garantir a existéncia de cinco pontos no Plano
Projetivo para que seja possivel construir a conica desejada. Dessa ideia foi criada a ferra-
menta CirculoProjetado, cujo comando expomos abaixo de um modo mais organizado e

apresentamos a imagem na Figura 5.11, para facilitar a compreensao:

Cénical(

ProjetarPonto(
Intersecgdo(
Circulo(
Intersecgdo(Reta(A,0BS) ,PlanoX0Y),
Intersecgio(Reta(B,0BS) ,PlanoX0Y),
Intersecgdo(Reta(C,0BS) ,PlanoX0Y)

),
Mediatriz(
Intersecgdo(Reta(A,0BS) ,PlanoX0Y),
Intersecgdo(Reta(B,0BS) ,PlanoX0Y)
)
),
PROJ,0BS
),
ProjetarPonto(

Interseg&o(

Circulo(
Intersecdo(Reta(A,0BS) ,PlanoX0Y),
Intersecgdo(Reta(B,0BS) ,PlanoX0Y),
Intersecgdo(Reta(C,0BS) ,PlanoX0Y)

),

Mediatriz(
Intersecgdo(Reta(A,0BS) ,PlanoXQY),
Intersecg&o(Reta(C,0BS) ,PlanoX0Y)
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),
PROJ,0BS

Figura 5.11 — Criagao do circulo projetado e sua representagao no Plano Euclidiano.

Ble <> OBedh@ LN e P
PROJ : Plans{EimaX, EixaZ) Ea
—y=0
@ OBS-(0.539)

A = PntoEm[FROJ)
L]

— (115, 0, 041)
B = PontoEm{PRO)

@

— {135 0,217)

€ = PontoEm{PROJ)

— (207, 0,1 54)

e Chnical4, B, C, Proja B Reafa, $85

— X = (0.88,0, 162} + (099 cos(t) + 012 sinf1). 0, 0.19 cos(t) - (.62 sin(t))

+  Entrada

Bl b Oded @4 N D

— X = (086, 0, 162} + (0.98 cos{t) + 0.12 sinit). 0, 0.19 cosls) - 0.62 5 =py
f : Reta{OBS, B)

— X {05, 5) 4 A I-175 5233
¢ Reta(OBS, A)

— X = {05, 8]+ AL, -5, -4.0%)
bt RetaOBS, )

— X o= [0, 5, 5) + A [0.07, 5 346
A Intersecaalg, PlanoXOY)

— [ 144 12 0]

B Incersecaoff, PlancXOY)

— [-222,-354.0)

€ = Intarsecialh, PlanaX0Y]

— (01, -2.23, 0]

d: Clreulal B, A, £

— X = {13, 164 0)+ (042 cos(t) — 142 sin[t) 142 cest) 042 sin(t], 0

Fonte: Construcao dos autores

S Q

A partir desse comando temos que foram tomados os pontos A, B e C do Plano

Projetivo e a partir das retas formadas por esses pontos e o OBS foram criados pontos

no Plano Euclidiano (PlanoXOY). Com esses trés novos pontos foi criada um circulo no

Plano Euclidiano. Desse circulo tomou-se dois outros pontos, a partir da mediatriz dos

pontos previamente obtidos, e estes foram projetados. Assim passou-se a ter cinco pontos

no Plano Projetivo e tornou-se possivel utilizar a ferramenta "Conica por Cinco Pontos"do

GeoGebra.

Uma vez criada a ferramenta CirculoProjetado ¢ possivel utiliza-la para criar

uma outra ferramenta que projete circulos do Plano Euclidiano diretamente para o Plano

Projetivo. Assim, seria suficiente para esta nova ferramenta, tomar e projetar trés pontos

quaisquer do circulo em questao. Pudemos fazer isso, como é visto no comando abaixo e

na Figura 5.12:
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CirculoProjetado(
ProjetarPonto(Ponto(c),PROJ,0BS),
ProjetarPonto(

Intersecgdo(
C,
Mediatriz(Ponto(c),Centro(c))

),
PROJ,0BS
),
ProjetarPonto(
Intersecgdo(
c,
Mediatriz(Ponto(c) ,PontoMédio(Ponto(c),Centro(c)))
),
PROJ,0BS
),
PROJ,OBS

Figura 5.12 — Criagdo de um circulo projetado a partir de um circulo no Plano
Euclidiano.

B> b ded @4 N D oc Q

. PROI: Plann{EixoX, Fixc7) B

—y=0

@ 0BS-i05%
@  A=(1l3-312.0)
@ 8007330
@ ClrculalA, B, PlanoX0Y)
® — ¥ = (136 302,00 + (130 eosft), 131 sin(s) 0)
e d @ CireuleProjetade|Projetar Porto{ Ponte(e ], PROJ, 0BS), PrejetarPonte fite

e X = (D6 D, LAY 1 (032 coslt) - D.0F sin(t), 0, 013 eos(z) + 040 sinft])

+ | Entrade..

Fonte: Construcao dos autores

Nesta construcao tomamos o circulo ¢ como base e usando a ferramenta Ponto (c)
obtemos um ponto genérico do circulo. Porém, esta ferramenta sempre retornard o mesmo
ponto em cada circulo, fez-se necessario, entao, obter outros pontos por meio de alternativas,
dai a necessidade de criar pontos de intersecao do circulo com mediatrizes a partir de
elementos desse circulo, conseguindo assim projetar os trés pontos desejados e fazer uso

da ferramenta previamente criada.
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5.2.3 Ferramenta 5 — Ponto Médio Projetado

Uma vez em posse das ferramentas de projecao (Projetar Ponto, Projetar Reta,
Projetar Segmento e Projetar Circulo) é possivel apresentar outras que criam elementos ja
no Plano Projetivo, sem a necessidade de sua contraparte "original'no Plano Euclidiano.
Iniciamos essa etapa das ferramentas com a construgao do Ponto Médio no Plano Projetivo,

aqui chamada de Ponto Médio Projetado. Para isto temos como base a Figura 5.13.

Figura 5.13 — Segmento no Plano Projetivo para que seja calculado o Ponto Médio.

e

Fonte: Autores

No Plano Euclidiano, além da ferramenta nativa de ponto médio ja pré-existente
no GeoGebra é possivel calcular o ponto médio a partir de uma mediatriz ou a partir do
uso de medida do segmento, apesar de pouco pratico no software, porém estas técnicas
nao podem ser realizadas no Plano Projetivo pois, pela natureza dos seus elementos que
nao conservam as proporc¢oes de medidas, fica impossivel de determinar o posicionamento

do ponto médio destas formas.

Seria possivel, porém, criar o ponto médio no Plano Euclidiano e por meio da
ferramenta Projetar Ponto transpd-lo para o Plano Projetivo, conforme visto na Figura 5.14,
essencialmente é isto que a ferramenta apresentada aqui fara. Ela toma os pontos do Plano
Projetivo e os "desprojeta', ou seja, ela recria os pontos que teriam gerado os pontos
projetados e a partir destes pontos calcula o ponto médio o projetando de volta ao Plano

Projetivo, como pode ser observado no cédigo do comando.

ProjetarPonto (
PontoMédio(

Intersecgdo(
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Figura 5.14 — Criacao do ponto médio por métodos semelhantes a projecao de
elementos.

Fonte: Autores

Reta(A,QObs),

PlanoX0Y

),

Interseg&o(
Reta(B,0bs),
PlanoX0Y

)

),
Obs,
Proj

Nesse codigo tomam-se os pontos A e B do Plano Projetivo e encontram-se os
pontos correspondentes a eles no Plano Euclidiano, podendo assim usar a ferramenta
PontoMédio () nativa do GeoGebra e entdao aplicar a nossa ferramenta ProjetarPonto(),

obtendo o Ponto Médio Projetado desejado, visto na Figura 5.15.

Seria possivel também criar a mesma ferramenta utilizando o principio do calculo
do ponto médio com base na criagao de um paralelogramo projetado e nas propriedades
de ponto central de um paralelogramo a partir de suas diagonais, porém tendo em maos
as ferramentas base que possuimos de projecao de elementos, torna-se mais econémico em

termos de comandos utilizar tais funcgoes.
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Figura 5.15 — Ponto médio obtido por meio da ferramenta Ponto Médio Projetado.

Fonte: Autores

5.2.4 Ferramenta 6 — Perpendicular Projetada

A partir desse ponto iniciamos construgoes de cunho mais complexo e que exigem
codigos mais robustos. No caso da perpendicular, que no Plano Euclidiano é a reta que
cruza a reta base num angulo reto, quando no Plano Projetivo perde-se a caracteristica
do angulo reto, uma vez que na geometria projetiva, dada sua natureza, nao permite a

medicao dos seus elementos.

A ideia central dessas ferramentas passa a ser nao somente da analise das suas
caracteristicas dentro do ambiente da Geometria Projetiva, mas também a construgao
mais rapida desses elementos permitindo construgoes subsequentes. Por exemplo, em posse
do ponto médio projetado e da perpendicular projetada é possivel construir a mediatriz
projetada e com esta e um conjunto de trés pontos nao colineares construir o centro de

um circulo projetado.

A base de construcao desta ferramenta é uma reta qualquer no Plano Projetivo e um
ponto P qualquer fora da reta e no mesmo plano, conforme visto na Figura 5.16. A partir
disso a construcao da nossa ferramenta leva em conta a reta e ponto originarios, ou seja,
aqueles no Plano Euclidiano (Figura 5.17), para realizar a criacdo da reta perpendicular e

entdo projetar estar reta de volta no Plano Projetivo (Figura 5.18).

Com o uso da ferramenta Perpendicular Projetada nao se faz necessario a
recriagdo de todos esses elementos, tornando-se possivel criar apenas a perpendicular
desejada sem poluir a tela com elementos ou a janela de dlgebra do software. O resultado

do uso da ferramenta pode ser observado na Figura 5.19.



110 Capitulo 5. GEOGEBRA E FERRAMENTAS PROJETIVAS

Figura 5.16 — Reta AB e Ponto P no Plano Projetivo.

Fonte: Autores

Figura 5.17 — Ponto e Reta originarios no Plano Euclidiano.

Fonte: Autores

O codigo utilizado para a criagao dessas etapas e, efetivamente, criacao da ferra-

menta projetiva esta listado abaixo:

ProjetarReta(
Reta(

Intersecgdo(
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Figura 5.18 — Reta Perpendicular no Plano Euclidiano e sua projecao no Plano
Projetivo.

Fonte: Autores

Figura 5.19 — Perpendicular Projetada por meio do uso da ferramenta projetiva.

Fonte: Autores

Reta(0Obs,C),
PlanoX0Y

),

Interseg&o(

Perpendicular(
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Intersecgdo(
Reta(0bs,C),

PlanoX0Y
),
Reta(
Intersegio(
Reta(0Obs,f(0)),
PlanoX0Y
),
Intersegio(
Reta(Obs,f(1)),
PlanoX0Y
)
),
PlanoX0Y
),
Circulo(

Intersegdo(
Reta(0Obs,C),

PlanoX0Y
),
Disténcia(
Intersegio(
Reta(0bs,C),
PlanoX0Y
),
Intersecgio(
Reta(0Obs,£(0)),
PlanoX0Y
)
) + 5,
PlanoX0Y
)
)
),
Obs,
Proj
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Por exigir mais etapas na sua construcao, o c6digo exige mais niveis de aninhamento,
fungoes dentro de fungoes, mas ainda sendo executada de modo a garantir que a construcgao

seja realizada sem a necessidade de suas contrapartes do Plano Euclidiano.

A partir das ferramentas projetivas desenvolvidas e descritas ao longo dos apéndices,
foi elaborada uma sistematizacao que busca estabelecer uma correlacdo entre as operagoes
realizadas no ambiente do GeoGebra e os fundamentos tedricos subjacentes as geometrias
euclidiana e projetiva. Essa analise nao se limita ao aspecto técnico das construcoes, mas
pretende evidenciar como cada ferramenta se ancora, rompe ou transforma os axiomas
classicos de Euclides, ao mesmo tempo em que se insere no campo conceitual da geometria
projetiva, cujos principios se fundamentam na incidéncia, na dualidade e na extensao do

plano por meio dos pontos impréprios.

Desse modo, a tabela a seguir busca tornar visivel a transposicao epistemologica que
ocorre nas ferramentas, demonstrando como operagoes inicialmente métricas (mediatrizes,
perpendiculares, circulos, poligonos regulares) ganham novos significados quando reinter-
pretadas sob o olhar projetivo. Essa leitura permite compreender, no contexto do Capitulo
4, o deslocamento da légica construtiva do plano euclidiano para a légica relacional da

geometria projetiva, que se torna base da experimentacao realizada com os estudantes.

Tabela 5.2 — Lista de comparacao entre as Ferramentas Projetivas e os Axiomas.

Ferramenta | O que faz | Relagao Relacao Justificativa
Projetiva (na sua lin-| com Axi- | com Axi- | / Fontes
(FP) guagem) omas de | omas da
Euclides Geometria
Projetiva
Perpendicular | Cria a perpen- | Preserva o | Compativel Veblen &
Projetada dicular proje- | axioma  da | com o axioma | Young (1910);
tada a partir | reta entre dois | da  incidén- | Richter-
de intersecoes | pontos, mas | cia e com a | Gebert
e projecoes no | ndo mantém | dualidade; (2011).
plano. angulos retos; | perpendicula-
a  perpendi- | ridade surge
cularidade como imagem
métrica se | projetiva.
converte em
relacao de
incidéncia.
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Ferramenta | O que faz | Relacgao Relacao Justificativa
Projetiva (na sua lin-| com Axi- | com Axi- | / Fontes
(FP) guagem) omas de | omas da

Euclides Geometria
Projetiva
Paralela Pro-| Gera a para- | Rompe com o | Baseada no | Coxeter
jetada lela projetada, | quinto postu- | axioma  de | (1961); Veblen
transfor- lado, pois as | incidéncia & Young
mando o | paralelas se | e na mnocao | (1910).
conceito  de | encontram no | de ponto
paralelismo infinito. improéprio;
em ponto de manifesta a
fuga. eliminagao do
paralelismo.
Ponto Médio | Calcula o | Usa mnocoes | Mantém coe- | Richter-
Projetado ponto médio | métricas (dis- | réncia com o | Gebert
no plano base | tdncia) que | axioma da in- | (2011).
e projeta para | nao se preser- | cidéncia; subs-
o plano da | vam apds a | titui métrica
imagem. projecao. por posicao.
Mediatriz Pro- | Constréi  a | Depende de | Mantém  in-| Veblen &
jetada mediatriz e a | nogdoes  mé- | cidéncia e | Young (1910);
projeta; serve | tricas que se | define linhas | Barros &
como base | perdem apds | estruturantes | Andrade
para eixos e | a projegao. no plano | (2018).
construgoes projetivo.
de conicas.
Circulo Proje- | Projecao de | Transforma o | Relaciona-se | Richter-
tado / Coénica | um  circulo | axioma 3 (cir- | ao  Teorema | Gebert
que se trans- | culo) em rela- | dos cinco | (2011); Barros
forma em | ¢do projetiva | pontos: toda | &  Andrade
conica (elipse, | sem métrica. | conica ¢é de-| (2018).

parabola,
hipérbole).

finida

cinco pontos

por

distintos.
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Ferramenta | O que faz | Relagao Relacao Justificativa
Projetiva (na sua lin-| com Axi- | com Axi- | / Fontes
(FP) guagem) omas de | omas da
Euclides Geometria
Projetiva
Tangente Pro- | Constréi tan- | Tangéncia Compativel Richter-
jetada gente de uma | deixa de ser | com axioma | Gebert
cOnica, proje- | métrica e | de incidéncia | (2011).
tada a partir | passa a ser | e proprieda-
de intersecoes | relacional. des locais de
e mediatrizes. coOnicas.
Poligono Gera vértices | Perde re- | Preserva Coxeter
Regular por rotacao | gularidade relagoes  de | (1961).
Projetado e  projecdo; | métrica (an- | incidéncia e
mantém gulos e lados | sequéncia de
estrutura iguais). vértices.
combinatoria.
Bissetriz Pro-| Constréi bis- | Bissetriz Mantém co- | Richter-
jetada setriz e pro- | métrica perde | eréncia com | Gebert
jeta; represen- | sentido; resta | axiomas de | (2011).
tacao da di- | apenas in- | incidéncia.
visao angular | cidéncia
projetada. projetiva.
Centro Proje- | Determina o | Perde carater | Compativel Richter-
tado centro do cir- | métrico; pre-| com concep-| Gebert
culo e projeta; | serva apenasa | ¢ao projetiva | (2011).
centro deixa | incidéncia en- | de centros de
de ser ponto | tre mediatri- | conicas.
equidistante. | zes.
Elipse/HipérboleAeaaaboladni- | Rompe com | Baseadas no | Richter-
Projetada cas especificas | axiomas axioma  da | Gebert
pela projecao | métricos, incidéncia e | (2011); Barros
de curvas do | unificando Teorema das | &  Andrade
plano base. os tipos de | cinco con- | (2018).
cOnicas como | digoes para

projecoes de

um circulo.

uma conica.
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Ferramenta | O que faz | Relacgao Relacao Justificativa
Projetiva (na sua lin-| com Axi- | com Axi- | / Fontes
(FP) guagem) omas de | omas da
Euclides Geometria
Projetiva
Reflexao Pro-| Efetua re- | Reflexao Compativel Veblen &
jetada flexdo sobre | deixa de ser | com  trans- | Young (1910);
reta ou ponto | isometria; formagoes Richter-
e projeta a | mantém re- | projetivas que | Gebert
imagem. lagoes de | preservam (2011).
colinearidade. | razao dupla.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Ao observar a Tabela 5.2, é possivel perceber que as ferramentas projetivas nao
apenas reproduzem algoritmos ou comandos de software, mas encarnam, de forma opera-
toria, a transicao epistemoldgica que a tese propoe: do pensamento métrico e local para o
pensamento relacional e global. A analise demonstra que, ao deslocar o foco das medidas e
dos angulos para as incidéncias e intersecoes, cada ferramenta projeta também uma nova
forma de ver e construir o espaco, conferindo concretude a teoria projetiva dentro de um

ambiente de exploracao digital.

Essa compreensao se articula diretamente com as discussoes do Capitulo 4, em que o
processo de ensino e aprendizagem ¢ interpretado sob a ética da transposicao didatica e da
reconstrugao conceitual. As ferramentas, quando analisadas a luz dos axiomas, evidenciam
como o GeoGebra se torna nao apenas um meio de construgao geométrica, mas um
mediador epistemoldgico que permite o transito entre diferentes paradigmas geométricos e

cognitivos.
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6 ANALISE E RESULTADOS

6.1 Analise a priori

6.1.1 Situacdo Didatica — Pontos e Retas ao Teorema de Pappus

Conhecimentos prévios: Nogoes gerais de geometria plana (axiomas).

Utilizando seus conhecimentos de Geometria Plana e o GeoGebra, construa a

situacao pedida:

Dadas duas retas r e s e seis pontos, A, B, C, X, Y, Z, tal que {A,B,C} €re
{X,Y,Z} € s. Que relagdo pode ser inferida a partir dos pontos formados pelos pares de
retas AY, BX, AZ, CX e BZ, CY?

6.1.1.1 Dialética da Acdo

Nesta se¢ao, de acordo com Almouloud (2007, p. 38), "as interagoes estdo cen-
tralizadas na tomada de decisoes". Dessa forma, é fundamental perceber que os alunos
devem tomar decisdes de maneira a interpretar o problema e buscar sua solugao conforme
a analise realizada por eles. Neste ponto, o professor introduz o Teorema sem citar a
existéncia do mesmo para que os alunos possam iniciar as suas construgoes nos formularios.

Para esta atividade especifica, é necessario apenas o uso de lapis e régua.

A proposta inicial é estabelecida com base na Geometria Plana, logo nao foge
ao carater usual de trabalho dos alunos, contudo, dadas as solicitagoes de iteracao de
retas pode haver confusdo na hora da elaboracdo da construcio. E esperado que os alunos

obtenham construgoes semelhantes ao passo a passo estabelecido nas Figuras 6.1, 6.2 e 6.3.

Uma vez em posse de suas construgoes os alunos deverao marcar os pontos, como
na Figura 6.4, de encontro dos pares de retas mencionados e iniciar a etapa de discussao
do problema, onde deverao realizar uma inferéncia sobre esses pontos e buscar respaldar

matematicamente suas hipoteses.

Nesta etapa também é esperado que ocorram erros de construcao, os erros mais

comuns esperados estdao apresentados nas Figuras 6.5 e 6.6.

A etapa de acao se encerra apos realizadas todas as construgoes necessarias para
que se dé inicio a fase em que os alunos passam a ser o sujeito do desenvolvimento do

capital intelectual preparado para este momento.
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Figura 6.1 — Construgao esperada das retas r e s

Fonte: Autores

Figura 6.2 — Posicionamentos dos Pontos A, B, C, X, Y e Z

Fonte: Autores

6.1.1.2 Dialética da Formulacao

Conforme discutido por Almouloud (2007), nesta fase, os estudantes compartilham
informacoes de maneira oral ou escrita com um ou mais colegas. Durante esse processo,
ocorre uma interacao mais aprofundada, com o objetivo de explorar ideias relacionadas ao
problema em questao. Espera-se que os alunos discutam entre si sobre a proposta realizada,

analisando os pontos conforme dispostos na construcao.

Espera-se que os alunos consigam elaborar uma hipotese sobre esse posicionamento
dos pontos e se 0 mesmo ocorre em todas as situagoes de construcao ou se é pertinente a
criagdo na posigao que fizeram. Aqui espera-se que os alunos analisem suas estruturas ou

construam outras para que possam tracar comparativos em relagao a iteracao dos pontos



6.1. Andlise a priori 119

Figura 6.3 — Construcao das retas solicitadas na proposta

Fonte: Autores

Figura 6.4 — Marcacao dos pontos a serem analisados na proposta

Fonte: Autores

obtidos.

Também é esperado, devido a possiveis erros na construcao inicial, que os alunos
nao consigam identificar a colinearidade dos pontos, dificultando, assim, a elaboragao de
uma hipdtese. Nesta etapa, nao se faz necessario que os alunos justifiquem suas hipdteses

ou conclusoes, apenas que as estabelecam.

6.1.1.3 Dialética da Validacao

Nesta fase, espera-se que os alunos articulem argumentos e apresentem abordagens
matematicas. Conforme apontado por Almouloud (2007, p. 40), o objetivo desse estégio é
validar as afirmagoes formuladas durante as fases de acao e formulagao. Essa validagdao pode
englobar diferentes niveis, incluindo validade sintatica, semantica e até mesmo pragmatica,

esta ultima relacionada & eficacia do texto.

Espera-se que os alunos consigam expressar textualmente as dificuldades encon-
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Figura 6.5 — Erro esperado no tracado das retas

L

Fonte: Autores

Figura 6.6 — Erro esperado na colocacao dos pontos nos pares de retas pedidos

Fonte: Autores

tradas na construgao proposta, destacando suas dificuldades em relagao aos critérios
informados. Esses critérios incluem a compreensao do texto matemaético, as possibilidades
de posicionamento dos elementos, a obten¢ao do resultado, a maleabilidade da construcao
e a andlise da situacao final obtida. Além disso, os alunos devem elaborar uma justificativa

para a hipotese, ou conclusao, obtida a partir da andlise realizada na construgao.

Nesta etapa, os alunos buscarao respaldar matematicamente suas construgoes. Tal
construcao possui um nivel que pode nao ser o mais comum entre os alunos da gradua-
¢ao, entao é importante ver o quanto os alunos irdao demonstrar de seus conhecimentos

matematicos para obter a demonstragao esperada.

6.1.1.4 Dialética da Institucionalizacao

Neste momento, o professor reassume a conducao das atividades e formaliza o

resultado alcangado pelos estudantes. Segundo Almouloud (2007, p. 40), nesta fase, "o
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professor fixa convencionalmente e explicitamente o estatuto cognitivo do saber". Esse é o
momento em que o aluno verifica se sua conclusao estd de acordo com o que foi proposto
na situacao didatica: obter os pontos formados pelas retas mencionadas e identificar que

tais pontos sao colineares.

O professor apresenta entao a ferramenta do GeoGebra chamada de Relagdo() e
pede que os alunos que realizaram a construgao corretamente verifiquem a relagao dos
trés pontos, obtendo assim a resposta indicando a colinearidade dos pontos. O proprio
GeoGebra ja informa que a checagem é feita matematicamente (Figura 6.7), porém tal

checagem nao é geral, apenas pontual.

Figura 6.7 — Checagem da relacao dos pontos

Relacao
D,EeF

Numerical check ~

D, E e F s&o colineares C/ e

Symbolical check

V;

D, E e F séo colineares
(venficado numencamente)

W

Fonte: Autores

A partir deste ponto o professor apresenta o Teorema de Pappus e algumas de suas
demonstragoes, indicando as referéncias para que os alunos possam verificar posteriormente.
Aqui também o professor faz mencao a Geometria Projetiva, parte do objeto de estudo da

pesquisa e que sera explorada em situacoes didaticas posteriores.

6.1.2 Situacao Didatica — Teorema de Pappus e a limitacdo na Geometria

Euclidiana

Conhecimentos prévios: Nogoes gerais de geometria plana (axiomas), uso do
GeoGebra.
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Dado o Teorema de Pappus e os seus conhecimentos da Geometria Plana Euclidiana,

verifique se o Teorema ¢é valido para qualquer posicionamento relativo das retas propostas.

Teorema de Pappus: Dado um conjunto de pontos colineares A, B e C, e um
outro conjunto de pontos colineares A’, B’ e C’, os pontos de intersecao X, Y e Z dos pares
de retas AB’ e A’B, AC’ e A’C e BC’ e B’'C também serao colineares.

6.1.2.1 Dialética da Acao

Nesta etapa o professor retoma o Teorema de Pappus, visto na Situacao Didatica 1,
abordando sua construcao, os pontos determinados no Teorema e sua conclusao. Parte-se
entdo para apresentar, na lousa digital (ou no computador) a manipulagdo dos pontos
na construcao realizada no GeoGebra, permitindo que os alunos observem como os

posicionamentos dos pontos das retas iniciais afetam a posicao da reta resultante.

Apos essa demonstragao inicial, o professor retoma o argumento final da primeira
Situacao Didatica colocando em questionamento a conclusao do Teorema na Geometria
Plana Euclidiana e entao apresenta aos alunos a atividade proposta, solicitando que, dado o
Teorema de Pappus, eles busquem uma construcao que desafia a conclusao de colinearidade

do Teorema.

Parte-se entao para a construcao no formulario de pesquisa do Teorema de Pappus
e possiveis variagoes, na busca de encontrarem uma situagdo que gere conflito aparente

com o proposto no Teorema.

Inicialmente, espera-se que os alunos consigam reproduzir corretamente a construgao

do Teorema, atingindo a construcao semelhante a Figura 6.8.

Em seguida os alunos deverao elaborar novas construcgoes para tentar atingir
modelos que atinjam o proposto pela atividade. Poderao registrar até trés construgoes que
considerem que alcangam a proposta. Os registros serao feitos nos espagos apropriados
do formulario de pesquisa. Para essas construgoes, alguns erros sao esperados, tais como
considerar que pelos pontos estarem fora do plano de desenho eles nao sao formados,
consequentemente nao ha reta, como na Figura 6.9, ou mudar a ordem das retas de
construgao do Teorema de modo a nao haver a demarcagao dos pontos, como representado

na Figura 6.10.

Nesse momento ainda nao é esperado que os alunos atinjam a construgao correta,
uma vez que o processo de entendimento do posicionamento dos pontos nao é total-
mente intuitivo. Assim, as construgoes adicionais garantem que o aluno vai explorar o

posicionamento dos pontos em prol de entender a relacao dos elementos do Teorema.
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Figura 6.8 — Construgao esperada do Teorema de Pappus
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Fonte: Autores

Figura 6.9 — Erro esperado da proposta da variagdo do Teorema de Pappus
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Fonte: Autores

6.1.2.2 Dialética da Formulacao

Nesta etapa o professor indicara para os alunos que discutam entre si de modo
a explorar as construcoes que fizeram e que tentem atingir uma conclusao mais clara,
registrando suas conclusdes no quadro indicado no formulario. Apés o inicio da conversa
entre os alunos, o professor deve visitar as mesas para dar algum direcionamento de onde

os alunos devem explorar na construcao em prol de obter o resultado esperado.
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Figura 6.10 — Outro erro esperado da proposta da variagao do Teorema de Pappus

Fonte: Autores

Espera-se que os alunos discutam entre si sobre a proposta realizada, particu-
larmente no que tange a uma possivel limitacdo da Geometria Plana em relagao a esse
Teorema, considerando que deve existir algum posicionamento das retas que cause essa

"quebra'.

Espera-se que os alunos concluam que hé a possibilidade de os pontos criados pelas
retas nao serem colineares e tentem manipular a posicao dos pontos iniciais para obter
esse resultado. Contudo, tal resultado nao é possivel, e é pouco provavel que os alunos
consigam reposicionar os pontos de modo a alcancgar a situacao esperada de paralelismo

das retas.

Dessa forma, espera-se que os alunos, em conjunto, concluam que, para que na
Geometria Plana Euclidiana o Teorema de Pappus "falhe", os pontos de encontro ndo devem
existir. Portanto, as retas precisarao ser paralelas, e devido a dificuldade de posicionar os
pontos inicialmente para obter o paralelismo, a construcao devera ser iniciada a partir das

retas paralelas, conforme ilustrado na Figura 6.11.

Uma vez realizada a construcao, os alunos devem observar que, de fato, como
as retas sao paralelas, os pontos de intersecao nao poderao ser tragados. Contudo, essa
conclusao é equivocada e, em tese, nao invalida o Teorema, uma vez que, na Geometria
Projetiva, retas paralelas se encontram no infinito. Esse ponto de encontro, denominado
ponto improéprio ou ponto de fuga, garante que, mesmo quando os trés pontos estdo "no
infinito", eles permanecem colineares. Assim, ao ampliar o conhecimento para o campo
projetivo, preserva-se a validade do Teorema, pois, como afirmam Brannan, Esplen e

Gray (1999) e Barros e Andrade (2010), a Geometria Projetiva constitui uma extensao
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Figura 6.11 — Construgao esperada do Teorema de Pappus com retas paralelas

Fonte: Autores

natural da Geometria Euclidiana, na qual o conceito de paralelismo é substituido pela
ideia de intersecao no infinito, assegurando a continuidade das propriedades de incidéncia
e colinearidade. Essa concepg¢ao, quando explorada didaticamente, permite que o professor
conduza o aluno a superacao de obsticulos de visualizacdo euclidiana, favorecendo a
compreensao de que o infinito, longe de representar uma impossibilidade, é um elemento

estruturante no pensamento projetivo.

6.1.2.3 Dialética da Validacao

Espera-se, nessa fase, que os alunos concluam que, devido a esse aspecto da
construcao, se apresenta a limitacao da Geometria Plana Euclidiana e se questionem sobre

a possibilidade de construir esse Teorema, mesmo com essa limitacao.

Espera-se que os alunos consigam expressar textualmente as dificuldades encon-
tradas na construgao do Teorema, destacando suas dificuldades em relacao aos critérios
informados. Esses critérios incluem a compreensao do Teorema, as possibilidades de posi-
cionamento dos elementos, a obtencao do resultado, a maleabilidade da construcao e a
extrapolacao do proposto. Além disso, os alunos devem elaborar uma justificativa para a
proposicao de uma situacao em que o Teorema proposto nao seja aplicavel.

Nesta etapa, compreende-se que os alunos buscarao uma construcao que, inicial-
mente, podera nao parecer intuitiva. Por isso, é necessaria uma discussao para considerar

que a limitacao do Teorema ocorrerda devido a inexisténcia dos pontos de encontro das
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retas, resultante do paralelismo.

6.1.2.4 Dialética da Institucionalizacao

Neste momento, o professor reassume a conduc¢ao das atividades e formaliza o
resultado alcancado pelos estudantes. Esse é o momento em que o aluno verifica se sua
conclusao esta de acordo com o que foi proposto na situacao didatica, permitindo-lhe
compreender a proposta geral da pesquisa: a introducao ao estudo da Geometria Projetiva
por meio de uma anélise comparativa entre as Geometrias Euclidiana e Projetiva, utilizando

a Transi¢do Euclidiana-Projetiva (TEP), com énfase na visualizagao.

6.1.3 Situacdo Didética — Teorema Fundamental da Geometria Projetiva

Conhecimentos prévios: Nocoes gerais de geometria plana (axiomas) e dos

fundamentos de Geometria Projetiva.

Dadas duas retas, r e s, e os pontos A’, B’ ¢ C’ na reta s, é possivel tracar os pontos

) ) ) )
A, B e C, com exatidao, na reta r, apenas sabendo que A’, B’ e C’ sao suas projecoes
) ) ) ) ) )

respectivamente?

6.1.3.1 Dialética da Acao

Nesta etapa o professor inicia a situacao apresentando o conceito de projecao,
utilizando modelos de projecao que os alunos ja conhecem, como a projegao ortogonal
(Figura 6.12), e em seguida apresentando proje¢des mais complexas, buscando assim
ampliar o conceito de projecoes que os alunos possuem para que possam entao imergir na

situacao que sera proposta a eles.

Figura 6.12 — Projecao ortogonal do Ponto P em P’
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Fonte: Autores
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Apoés a apresentacao da projecao ortogonal, explora-se os conceitos que introduzirao
os alunos nas projegoes com mais de um elemento e que serao base para a compreensao
dos conceitos apresentados posteriormente, em especial no uso do software nas projecoes
em multiplanos. Introduz-se entao a ideia da projecdo por um ponto, onde perde-se a
caracteristica de uma projecao por uma perpendicular, como na ortogonal, e passa-se a
usar um referencial especifico, neste caso o Ponto P. Assim utilizam-se as retas suportes
como bases de desenho, onde os pontos serao tracados, e tracam-se as retas dos pontos
originais (A, B e C), passando por P e por fim marcando suas proje¢oes na outra reta, A’

B’ e C’, como visto na Figura 6.13.

Figura 6.13 — Projecao dos Pontos A, B e C por um ponto P, entre as retas suportes
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Fonte: Autores

No caso do ponto P ser externo as retas suportes, o processo de desenho em
si ndo muda, porém, como pode ser visto na Figura 6.14, os pontos A’, B’ e C’ estao
'alinhados"com os pontos A, B e C, no sentido de estarem, cada um em sua reta, na mesma
ordem, diferentemente do exemplo anterior onde eles estavam "espelhados". Além disso,
as retas tracam um formato triangular. Em R? este formato seria semelhante a um cone,
dai o nome de Projecao Conica, esta que serd base fundamental para nosso estudo nas

construcoes em multiplanos da TEP.

Por fim, apresenta-se a projecao a partir de uma reta, semelhante a projecao
ortogonal, porém, dessa vez, tem-se multiplos pontos a serem projetados e as retas suportes
ja sao dadas. Desse modo a projecao nao é totalmente arbitraria: se faz necessario primeiro
estabelecer um ponto projetado inicial, que no caso da construcao da Figura 6.15, é o
ponto A’. A partir do ponto definido podem-se tragar as retas que gerarao os outros pontos
de projecao e os pontos X, Y e Z que seriam os "projetores", ou seja, os pontos de apoio

na reta de projecao que estabelecem como sera feita a projecao dos pontos originais.
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Figura 6.14 — Projecao dos Pontos A, B e C por um Ponto P, externo as retas suportes
(Projecao Conica)
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Fonte: Autores

Figura 6.15 — Projecao dos Pontos A, B e C por uma reta (Teorema de Pappus)
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Uma vez apresentados todos esses conceitos, é hora de os alunos iniciarem suas
propostas e tentarem atender ao que foi solicitado. E de suma importancia saber que,
a priori, ndo é possivel obter os pontos originais sem conhecer a referéncia de projecao.
Espera-se que os alunos confrontem essa barreira e percebam que sem uma base, ou seja,
sem uma referéncia, seja ponto ou reta, nao é possivel que sejam recriados os pontos

originais A, B e C, assim alcancando o que fala o Teorema fundamental da Geometria
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Projetiva.

A partir disso é esperado que os alunos criem suas proprias referéncias para entao
atingir o objetivo pedido, desde a criagao do ponto, de uma reta ou mesmo da intersecao
das retas dadas em busca de ter alguma base para que a situagao possa ser completada.
Dentre os erros esperados, o mais comum devera ser a criagdo de um ponto de referéncia

para a projecao, conforme a Figura 6.16.

Figura 6.16 — Erro esperado — Criacao de ponto de referéncia
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Fonte: Autores

A partir da explicagao dada sobre projecoes e modelos de referenciais, também
é esperado que os alunos tentem replicar a projecdo por meio de uma reta, conforme o
Teorema de Pappus, como na Figura 6.17, para entdo solucionar a situacio pedida. E
provavel que os alunos perguntem ao professor se eles podem criar seus préprios referenciais.
Nesse momento ¢ sugerido que deixe os alunos livres para fazerem o que bem quiserem
nas suas construcgoes. O mais importante nesse momento nao é alcangar a projecao dos
pontos em si, mas entender que nao é possivel ter uma projecao sem ter os pontos todos

definidos, conforme é dito no Teorema fundamental da Geometria Projetiva.

Por fim, dentre os erros esperados, devera haver alunos que sabem que nao podem
usar um referencial estabelecido e procurarao criar suas proje¢oes apenas com os elemen-
tos que possuem. Logicamente nao sera possivel realizar tal construcao, ainda assim é
interessante observar a forma como eles estabelecem suas criagdes para obter o resultado

mesmo diante de situagoes pouco favoraveis, como visto na Figura 6.18.

6.1.3.2 Dialética da Formulacao

Nesta etapa os alunos deverao reunir-se para discutir suas construgoes e buscar

entre si alternativas de obter o resultado esperado. E esperado que os alunos comecem a
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Figura 6.17 — Erro esperado — Criacao de reta de referéncia
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concluir que nao deveria haver elementos a mais em suas construgoes, pois estes nao foram
dados na situac¢ao, e que suas construgoes deveriam conter apenas as retas e os pontos
dados e que a partir disso nao seria possivel construir o pedido, pois ha a auséncia de

elementos chave para a construcao.

Neste momento o professor podera também intervir para buscar direcionar os
alunos para este conceito, abordando as criagoes ja realizadas e inserindo questionamentos
como "Este elemento foi dado no enunciado da proposta?'de modo a criar no aluno a
davida sobre sua construcao e a reflexdo sobre alternativas para realizar seu desenho de

modo a tentar atender a proposta.

6.1.3.3 Dialética da Validacao

Nesta etapa nao ha uma construcao esperada, pois, como dito anteriormente, nao
seria possivel realizar a construgao. Aqui é esperado que no campo do formulario dedicado
as conclusoes eles relatem que nao é possivel realizar a construcao devido a falta de
elementos necessarios. O professor pode realizar um questionario com os alunos que os
ajude a elaborar melhor suas conclusoes e que dessa forma possam tentar alcancar por

conta propria a conclusao quanto a impossibilidade de realizar a construcao.
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Figura 6.18 — Erro esperado — Cruzamento das retas e defini¢ao arbitraria de pontos

A/,""

-

Fonte: Autores

6.1.3.4 Dialética da Institucionalizacdo

Nesta etapa o professor ird apresentar aos alunos o Teorema Fundamental da
Geometria Projetiva: "Toda colinea¢ao! é induzida por um operador linear invertivel do
R3"(Barros e Andrade, 2010) ou "Uma projetividade é determinada quando trés pontos
colineares e seus trés pontos colineares correspondentes sao dados"(Auffinger e Valentim,
2003). Assim, conclui-se que a projegao sé ocorre quando se tem os trés pontos colineares
iniciais e os seus trés pontos colineares projetados. Somente assim se obtém uma projegao.
Logo, com a situacao dada aos alunos, seria impossivel obter os pontos originais da

projecao.

6.1.4 Situacdo Didatica — As Conicas na Geometria Projetiva

Conhecimentos prévios: Nogoes gerais de geometria plana (axiomas), uso do

GeoGebra, nogoes de conicas e dos fundamentos de Geometria Projetiva.

Considerando as cdnicas no Plano Euclidiano (circunferéncia, elipse, pardabola e

hipérbole), construa num Plano Projetivo dado o esbo¢o de uma representacao de cada

Ltransformagdo matemética que associa a elementos colineares (pontos ou linhas) elementos corres-
pondentes em outro plano ou espaco.
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um dos tipos de conicas e justifique suas construgoes com base no carater de visualizacao.

6.1.4.1 Dialética da Acao

Nesta etapa o professor inicia a situagao apresentando as conicas num modelo
tridimensional, apresentando os tipos de conicas e como se da sua construcao com base no
nome deste grupo (Figura 6.19). Em seguida, introduz o Plano Projetivo padrao, sendo
este um plano bidimensional contendo uma reta nomeada de Linha do Horizonte. Devera
apresenta-lo aos alunos indicando que a Linha do Horizonte no Plano Projetivo indica a

"posicao do infinito", ou seja, onde as retas paralelas do Plano Euclidiano se cruzariam.

Figura 6.19 — Representacao tridimensional de Conicas

Fonte: Autores

Apresentado o Plano, o professor realiza a demonstracao da construcao de um
quadrildtero e de um paralelogramo no plano projetivo (Figuras 6.20 e 6.21), indicando
que o quadrilatero em si ndo pode receber uma definicao mais adequada, pois no Plano
Projetivo nao hé o parametro de congruéncia de medidas. Ja no caso do paralelogramo, o
professor demonstra que pode garantir que é um paralelogramo pois as retas suportes de
seus lados opostos sao paralelas, encontrando-se na Linha de Horizonte, logo representam
paralelas. O professor pode ainda ressaltar uma diferenca menos evidente entre as imagens:
no caso do paralelogramo do Plano Projetivo, ele traz uma visualizacao mais "natural'ao

olho, é possivel enxergar que é uma figura que foi alongada pela projecao.

Com essas informacgoes o professor introduz a situagao didatica proposta e solicita

que os alunos construam e justifiquem suas representacoes de conicas. Tais construcoes po-
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Figura 6.20 — Representacao de um quadrildtero no Plano Projetivo
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Fonte: Autores

Figura 6.21 — Representacao de um paralelogramo no Plano Projetivo
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dem ser realizadas no GeoGebra ou com papel, lapis e régua, a depender da disponibilidade

do local.

Aqui os alunos buscarao representar as conicas conforme imaginam que elas vao

parecer num Plano Projetivo. Esta atividade é relativamente abstrata, uma vez que os

alunos nao estdao habituados a trabalhar com Geometria Projetiva e muitas vezes nao

entendem bem o conceito de projecao em si. Logo, é esperado que as construgoes difiram

muito do esperado. Espera-se que os alunos concluam que a maior parte das conicas sao

representadas como elipses no plano projetivo, sendo a hipérbole a tinica a nao ter essa

representacao.

Assim, pode-se considerar que os alunos tentarao fazer representagoes "tortas'das

coOnicas, conforme representado nas Figuras 6.22 a 6.25.
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Figura 6.22 — Erro esperado na construcao da Circunferéncia no Plano Projetivo
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Fonte: Autores

Figura 6.23 — Erro esperado na construcao da Elipse no Plano Projetivo
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Fonte: Autores

6.1.4.2 Dialética da Formulacao

Nesta etapa os alunos irao discutir suas criagoes com os colegas para tentarem
chegar a construgoes que tenham um melhor entendimento entre eles e que se assemelhem
mais ao que é esperado para suas construgoes finais. Aqui é esperado que os alunos tentem
encontrar estratégias e caracteristicas que os levem a uma construg¢do mais unificada entre

os membros do grupo de discussao, buscando atingir o resultado esperado.

6.1.4.3 Dialética da Validacao

Nesta etapa os alunos deverao verificar se suas construgoes atingiram o objetivo

pedido. A construcao mais comum a ser acertada nesse ponto é a circunferéncia, que



6.1. Andlise a priori 135

Figura 6.24 — Erro esperado na construcao da Parabola no Plano Projetivo
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Fonte: Autores

Figura 6.25 — Erro esperado na construcao da Hipérbole no Plano Projetivo
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Fonte: Autores

os alunos devem facilmente concluir que se tornara uma elipse no plano projetado. Ja
os demais desenhos podem trazer mais dificuldades em suas construcoes, uma vez que
comegam a se tornar mais complexas as visualizagoes, em especial da parabola e da

hipérbole, que tém segmentos da construgao que se estendem ao infinito.

E importante que nesse momento eles consigam discutir a ideia de continuidade
das figuras no Plano Projetivo e como isso pode ser traduzido ao projetar uma conica
do Plano Euclidiano. Essa no¢ao pode nao ser muito bem compreendida a priori, dai a

importancia da intervencao do professor nessa etapa do processo.
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6.1.4.4 Dialética da Institucionalizacao

Nesta etapa o professor apresentara aos alunos as construgoes dentro do software
GeoGebra de modo a apresentar uma visualizacao mais clara do que era esperado que eles
realizassem. A primeira construgao apresentada é a da circunferéncia projetada, conforme a
Figura 6.26, que é a construcao mais simples e a mais provavel que os alunos compreendam

sua projecao, por ser algo mais facilmente visualizavel.

Figura 6.26 — Circunferéncia e Circunferéncia Projetada

Fonte: Autores

Em seguida apresenta-se a elipse projetada (Figura 6.27), que traz uma construcao
semelhante a realizada na circunferéncia projetada. Alguns alunos talvez questionem por
que elas geram a mesma imagem, e isso podera ser esclarecido apods a apresentagao da

parabola projetada.

A Elipse projetada, de certo modo, nao se diferencia de uma elipse comum, como
visto na Figura 6.28. Isto também pode levantar questionamentos por parte dos alunos, e

isso também podera ser mais bem explicado apds a apresentacao da parabola projetada.

Ao apresentar a pardbola projetada é muito provavel que os alunos levantem
diversos questionamentos, pois a parabola projetada nada mais é do que uma elipse, como

visto na Figura 6.29, com o detalhe que esta tangencia a linha de horizonte.

Aqui os alunos se questionarao sobre os formatos das conicas projetadas, sendo os
pontos de maiores duvidas a hipérbole e a parabola. Pode-se apresentar aos alunos uma
hipérbole e uma parabola no Plano FEuclidiano e entao ir afastando a imagem cada vez
mais até que os alunos percebam que na hipérbole a imagem tende cada vez mais a duas

retas concorrentes e na parabola a imagem tende cada vez mais a duas retas paralelas.
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Figura 6.27 — Elipse e Elipse Projetada

Fonte: Autores

Figura 6.28 — Hipérbole e Hipérbole Projetada

Fonte: Autores

Por conta dessas tendéncias, suas imagens se tornam como sao na forma projetada. Como
a parabola tende ao paralelismo, e na Geometria Projetiva retas paralelas se encontram
na linha de horizonte, a parabola se fecha na linha de horizonte. Ja a hipérbole, como seu
formato tende ao de retas concorrentes e na Geometria Projetiva retas concorrentes nao se

alteram ao serem projetadas, o seu formato fica conservado.
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Figura 6.29 — Parabola e Parabola Projetada

Fonte: Autores

6.1.5 Situacdo Didatica — Transicao Euclidiana-Projetiva - Uma visualizacao

em multiplanos

Conhecimentos prévios: Nogoes gerais de geometria plana (axiomas) e dos

fundamentos de Geometria Projetiva.

Utilizando uma folha de acetato, um pincel e o formulario dado, crie formas
projetadas das imagens fornecidas de acordo com os seus conhecimentos de projegao e

Geometria Projetiva.

6.1.5.1 Dialética da Acao

Neste momento o professor retomara tudo que foi falado nas SDs anteriores de
modo a munir os alunos do maximo de conhecimento possivel sobre projecoes e Plano
Projetivo, para que assim os alunos possam realizar suas construgoes nessa ultima etapa de
modo a permitir que seja apresentada a eles a TEP, favorecendo, por meio da visualizacao,
uma melhor compreensao dos preceitos da Geometria Projetiva e suas transformagdes em

relacdo a Geometria Euclidiana.

Nesta etapa sera fornecido aos alunos um formulario, uma folha de acetato transpa-
rente e um pincel permanente. No formulario haverd diversas formas que os alunos deverao
projetar em sua folha de acetato da melhor forma que julgarem, evitando apenas a projecao
ortogonal. Neste momento busca-se analisar se eles optarao por angulos especificos de
projecao, se se atentarao ao posicionamento dos olhos durante o desenho, se notarao a

existéncia de uma linha de horizonte imaginaria durante suas projecoes. Tudo isto afetara
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como as imagens serao projetadas e como os resultados serao obtidos.

Aqui é esperado que os alunos cometam diversos erros, desde a movimentacao
da folha de acetato durante a projecdo de uma mesma figura (distorcendo a imagem
projetada) ao mau uso dos instrumentos (gerando figuras mal construidas) ou mesmo o

desconhecimento dos usos dos materiais para a realizacao da atividade.

6.1.5.2 Dialética da Formulacao

Neste momento os alunos deverao trocar informacoes entre si, analisando os métodos
utilizados uns dos outros para a obtencao da projecao pedida. Aqui irdo discutir métodos,
justificativas e defenderao suas hipéteses das maneiras corretas de projetar na folha de
acetato. E esperado que eles questionem métodos que julguem errados ou improdutivos
e que busquem um modelo comum de projecao que possa ser reaplicado para obter a

projecao esperada pelo pesquisador.

Em caso de nao realizagao de tal discussao, cabera ao professor-pesquisador inquirir
os alunos sobre os seus métodos de modo a instigar a discussao e propiciar o momento de

troca de ideias que se faz muito importante nessa etapa da metodologia.

6.1.5.3 Dialética da Validacado

Durante a validagao os alunos apresentarao suas projegoes e seus métodos aplicados.
Aqui eles deverao justificar formalmente suas escolhas e buscar respaldar da melhor
maneira as construgoes que fizeram, buscando atender a demanda solicitada, permitindo
ao professor-pesquisador avaliar se os mesmos foram capazes de atingir as construgoes
esperadas, ou mesmo se conseguiriam criar projecoes que nao eram esperadas na pesquisa,

mas que possam agregar conhecimento a esta tese.

6.1.5.4 Dialética da Institucionalizacao

Nesta etapa é apresentado aos alunos como as formas do formulario da SD poderiam
ser projetadas, utilizando inicialmente a folha de acetato em mao livre e o posicionamento
da cabeca mantendo a linha dos olhos abaixo da borda superior da folha de acetato de
modo a manter a linha de horizonte "dentro'da folha, tornando possivel a representacao

da linha de horizonte na prépria folha de acetato.

Além disso, apresenta-se o protétipo da Maquina de Direr (Figura 6.30) como
instrumento pratico de projecao de elementos planos ou espaciais numa tela fixa, simulando
a maquina original e as telas de pintura utilizadas por artistas plasticos para representar
ambientes reais na tela de pintura. Com esse instrumento é possivel prover uma melhor
precisao nos desenhos a serem projetados, garantindo um ponto fixo de observagao e uma

tela estavel de desenho, com um ambiente delimitado a ser observado para projecao.
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Figura 6.30 — Protétipo da Maquina de Diirer produzida pelos autores

Fonte: Autores

Apods a apresentagao da maquina de Diirer é entao apresentado aos alunos o modelo
de projecao 3D (Figura 6.31), construido no GeoGebra, utilizado como base principal da
pesquisa: o diedro de projecao da TEP onde sao realizadas as construcoes dos modelos
apresentados nessa pesquisa e onde as FPs (Figura 6.32) estao construidas de modo a
agilizar o processo de projecao que os usuarios desejam realizar, visualizar ou por a prova

de construcao.

Com o modelo é apresentado ao aluno as possibilidades que a visualizacao traz
como um amparo no aprendizado de um contetido novo e com uma visualizacdo que
requer uma manipulagdo dos conceitos geométricos previamente estudados. Assim eles

podem analisar os conceitos da Geometria Euclidiana ao mesmo tempo que observam sua
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Figura 6.31 — Modelo de Projecao da TEP

Fonte: Autores

modelagdo e suas variagoes na Geometria Projetiva com este diedro de comparagao que é
a estrutura base da TEP, aqui apresentada. E esperado que os alunos concordem que a
visualizacao pelo modelo do software potencializa seu aprendizado durante o estudo de

Geometria Projetiva.

6.2 Experimentacao

A etapa de experimentacgao corresponde a fase empirica da Engenharia Didatica,
na qual as Situagoes Didaticas (SD1-SD5) concebidas e analisadas a priori foram aplicadas
em contextos reais de ensino. Essa fase visa verificar a viabilidade e a pertinéncia didatica
das hipoteses elaboradas, observando como os participantes interagem com as tarefas
propostas e como os conceitos projetivos emergem na pratica. Segundo Artigue (1996), a
experimentagdo ¢ um momento decisivo do ciclo da Engenharia Didatica, pois materializa
a articulacao entre a modelizacao tedrica e a acao docente, permitindo ao pesquisador
observar o comportamento das variaveis didaticas sob condi¢oes controladas, mas auténticas

de sala de aula.

6.2.1 Contexto e objetivos da experimentacao

A finalidade desta etapa dentro da Engenharia Didatica é testar a aplicabilidade
e a coeréncia interna do modelo didatico proposto, investigando se a abordagem visual

da Geometria Projetiva, mediada pelo software GeoGebra 3D e pelas ferramentas proje-
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Figura 6.32 — Lista de Ferramentas Projetivas
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Fonte: Autores

tivas desenvolvidas, favorece a compreensao de conceitos fundamentais dessa geometria,
tradicionalmente ausente do curriculo escolar. Assim, a experimentagao buscou avaliar o
potencial formativo do uso de recursos digitais e fisicos (como os modelos da Maquina de

Diirer) na promogao da Transicao Euclidiana-Projetiva (TEP).

A anadlise a priori forneceu as condigoes de aplicacao, definindo variaveis didaticas
e epistemoldgicas com base na experiéncia docente do pesquisador e nas expectativas
sobre os conhecimentos prévios dos alunos em relagdo a Geometria Projetiva. A partir
desse referencial, o experimento buscou verificar a pertinéncia das hipoteses didaticas
e identificar possiveis rupturas epistemolégicas (Brousseau, 2008), isto é, momentos em
que os alunos precisaram reestruturar seus esquemas cognitivos diante de nogoes nao

euclidianas, como o abandono do axioma das paralelas.

No ambito da TEP, a experimentacao foi concebida para averiguar a viabilidade
de ensino do método elaborado, analisando seu potencial de aplicagdo tanto na formacao
inicial quanto na formagao continuada de professores de Matematica. O foco esteve na
capacidade dos participantes de articular os registros visuais, simboélicos e geométricos,

demonstrando compreensao dos invariantes projetivos e das relagoes de incidéncia.

6.2.2 Ambiente e publico participante

As aplicacoes ocorreram em diferentes contextos institucionais e formativos, abran-

gendo turmas de graduacao do Instituto Federal de Educacgao, Ciéncia e Tecnologia do
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Ceard (IFCE) e da Universidade Regional do Cariri (URCA), bem como turmas de
pés-graduacao do Programa de Mestrado Profissional em Matematica (ProfMat). As
disciplinas envolvidas incluiram Histéria da Matematica, Laboratério de Matematica e
Geometria Plana Euclidiana, além do estudo de Geometrias Nao-Euclidianas no nivel de

pos-graduagao.

As turmas variaram entre 6 e 15 participantes, totalizando aproximadamente
36 formuldrios validos. Todos os participantes eram maiores de 18 anos e aceitaram
participar de forma voluntaria, mediante assinatura do Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido (TCLE), conforme a Resolu¢ao n® 510/2016 do Conselho Nacional de Satde.
Nao houve critérios seletivos de participagao; a adesdo foi livre entre os alunos interessados
e disponiveis. As idades variaram conforme o nivel de formagao, havendo turmas do

segundo e sexto semestres da licenciatura e uma turma de pos-graduacao.

Esse publico diversificado permitiu observar diferentes niveis de maturidade cogni-
tiva e experiéncia geométrica, o que enriqueceu a analise sobre as formas de representacao

e argumentagao emergentes durante as atividades.

6.2.3 Procedimentos de aplicacao

As atividades foram planejadas para terem duracdo média entre 90 e 120 minutos,
ajustando-se conforme o niimero de participantes e as condigdes de infraestrutura (recursos
audiovisuais e conectividade). Cada Situagao Didética foi aplicada seguindo as etapas
dialéticas da TSD (Acao, Formulacao, Validacao e Institucionalizagao), previamente

descritas na se¢ao anterior.

Em um primeiro momento, os alunos responderam individualmente aos formularios
impressos, registrando suas hipdteses e construgoes iniciais. Em seguida, promoveu-se o
compartilhamento das produgoes e discussoes em grupo, conforme previsto pela TSD,
favorecendo a explicitagdo e o confronto de ideias (Brousseau, 1997). Essa socializagao
visava desenvolver a autonomia argumentativa, estimulando os participantes a analisarem

criticamente suas solucgoes e a validar coletivamente suas conjecturas.

O professor-pesquisador atuou como mediador e engenheiro didatico, intervindo
pontualmente para orientar a reflexdo, propor questionamentos e institucionalizar os
saberes ao final de cada situacdo. Essa postura esta alinhada ao papel atribuido por
Artigue (1996) e Alves (2015) ao pesquisador na Engenharia Didatica: o de criar condigoes

para que o saber emergente seja confrontado e, posteriormente, legitimado.

Os materiais utilizados incluiram:

o Formularios impressos e folhas de acetato;

o Réguas nao metrificadas, 1apis e canetas permanentes;
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¢ O software GeoGebra 3D, com interface projetiva desenvolvida pelo pesquisador;

e Modelos fisicos da Maquina de Diirer, confeccionados em madeira e posteriormente

em impressao 3D (Figura 6.33).

Figura 6.33 — Maquina de Diirer (Impressao 3D)

——

Fonte: Elaborado pelos autores

Durante as aulas, observou-se alto nivel de engajamento e curiosidade por parte
dos participantes, que demonstraram interesse em compreender as diferencas entre a
Geometria Fuclidiana e a Projetiva. Muitos destacaram o carater inovador das atividades
e manifestaram desejo de aprofundar seus estudos em contetidos "fora do usual', o que

evidencia o potencial formativo das SDs elaboradas.

6.2.4 Situacdes Didaticas desenvolvidas

As cinco Situagoes Didéticas (SD1-SD5), detalhadas na segao anterior, foram
aplicadas de forma sequencial, constituindo um percurso progressivo de complexidade
conceitual. De modo geral, cada situacao promoveu a transicao entre elementos euclidianos

e projetivos, articulando construgoes geométricas manuais e digitais.

A medida que as SDs avangaram, as tarefas exigiram maior abstracao e dominio
das propriedades euclidianas, principalmente quanto a necessidade de reinterpreta-las sob
a Otica projetiva. Os alunos foram desafiados a compreender a auséncia do Axioma das

Paralelas como um ponto de ruptura epistemoldgica, o que demandou reorganizacao de
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seus esquemas geométricos e discursivos. Essa progressao favoreceu o reconhecimento dos

invariantes projetivos, fortalecendo o raciocinio relacional em detrimento do métrico.

6.2.5 Coleta de dados

Os dados foram coletados por meio de formuléarios impressos (Apéndices A-E),
registros audiovisuais e anotagoes de observacgao direta. As gravagoes em video e dudio
tiveram a finalidade de garantir fidelidade as interacoes ocorridas em sala, servindo como
material de apoio a interpretacao qualitativa. Contudo, a andlise principal se concentrou
nas respostas escritas dos participantes, pois os formularios constituem a base replicavel e

comparavel entre as turmas e instituicoes.

Todos os registros respeitaram as normas éticas de pesquisa com seres humanos.
O anonimato dos participantes foi mantido mediante uso de pseudénimos e eliminagao
de qualquer dado pessoal identificavel. Nao foi produzido diario de campo formal, mas
os registros audiovisuais e as anotagdes pontuais supriram as fungoes descritivas dessa

ferramenta.

Essa estratégia de coleta de dados, associada a triangulagao entre fontes (Bogdan &
Biklen, 1994; Alves, 2015), reforca a validade interna das andlises e assegura a transparéncia

metodologica da pesquisa.

6.2.6 Relacdo com a TSD

As etapas da Teoria das Situagoes Didéticas (Brousseau, 1997): A¢ao, Formulagao,
Validagao e Institucionalizacao; manifestaram-se de forma organica durante as aulas,
em consonancia com a pratica docente habitual do pesquisador. Os alunos assumiram
papel ativo na construcao do conhecimento, mobilizando saberes prévios e explorando as

ferramentas digitais e materiais concretos para resolver os problemas propostos.

Foram observados episddios caracteristicos de desequilibrio epistemologico, es-
pecialmente nos momentos de formulagao e validagao, quando surgiam conflitos entre
representacoes euclidianas e projetivas. Alguns alunos apresentaram erros previstos na
elaboracao das SDs, como construgoes visualmente corretas, mas conceitualmente inconsis-
tentes, revelando a importancia do erro como indicador de aprendizagem (Alves, 2017).
Em tais situagoes, o didlogo coletivo e a mediacao docente permitiram que os participantes
reformulassem suas justificativas, consolidando o saber institucionalizado ao final de cada

tarefa.

Essa dinamica confirma o carater interativo e investigativo da TSD, reafirmando o
papel do professor como mediador da aprendizagem e a relevancia da Engenharia Didatica
como dispositivo metodolégico para compreender e transformar préaticas de ensino de

Geometria.
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Encerrando esta etapa, é possivel afirmar que a experimentacao cumpriu o papel
esperado dentro do ciclo da Engenharia Didatica, oferecendo um campo fértil para observar
como os participantes reagiram diante das situagoes propostas e de que forma o uso das
ferramentas projetivas e do GeoGebra 3D contribuiu para a construgao de novos significados
em torno da Geometria Projetiva. As atividades mostraram-se coerentes com as hipdteses
elaboradas na andlise a priori, revelando tanto as potencialidades quanto as limitac¢oes do
método em contexto real de ensino. As interagoes entre alunos e professor-pesquisador,
bem como as discussoes coletivas em sala, indicaram que a visualizacao e a manipulacao
dindmica dos elementos geométricos favoreceram a compreensao de conceitos fundamentais

da TEP, ainda que com desafios conceituais previstos.

6.3 Analise a posteriori e validacao

6.3.1 Panorama Geral das Situacdes Didaticas

As situagoes didaticas (SD1 a SD5) compuseram o nicleo experimental da Engenha-
ria Didatica, constituindo-se como instrumentos de observagao e anélise do fendmeno da
Transicao Euclidiana-Projetiva (TEP). Cada situagao foi elaborada a luz da Teoria das Situ-
agoes Didéticas (TSD), segundo a dialética acao—formula¢ao—validagdo—institucionalizagao,
e teve como finalidade provocar reorganizacoes cognitivas relacionadas a visualizacgao, a

argumentacao e a compreensao da geometria projetiva em um contexto formativo.

A experimentacao envolveu licenciandos e pos-graduandos em Matematica, em
numero aproximado de trinta participantes, organizados em pequenos grupos e submetidos
a diferentes tarefas mediadas pelo software GeoGebra 3D. As cinco situagoes, descritas
detalhadamente no capitulo metodoldgico, foram aplicadas sequencialmente, cada uma
representando um nivel de complexidade crescente na transi¢ao entre o plano euclidiano e

o plano projetivo.

A SD1, intitulada "Pontos e retas ao Teorema de Pappus’, consistiu na construgao
geométrica de duas retas r e s, com pontos A, B,C € r e X,Y, Z € s, solicitando-se aos
participantes que investigassem a relacao entre os pontos de intersecao formados pelos
pares de retas {AY, BX}, {AZ,CX} e {BZ,CY}. Essa primeira situacao teve carater
introdutério, buscando diagnosticar os esquemas prévios de visualizagao e o repertério

geométrico dos participantes.

A SD2 aprofundou a investigagdo do Teorema de Pappus, introduzindo variagoes
(casos particulares) em que as retas eram perpendiculares, concorrentes ou coincidentes.
Essa etapa visava induzir uma ruptura epistemologica entre o pensamento euclidiano,
pautado em medidas e paralelismos, e a estrutura relacional da geometria projetiva, em

que a colinearidade dos pontos de intersecao emerge como invariante.
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A SD3 apresentou uma Situacao de Projecdo Inversa, propondo aos participantes
que, a partir de um conjunto de pontos projetados, identificassem as possiveis retas
ou pontos de origem, um exercicio de reconstrucao e inferéncia projetiva que testava a

flexibilidade cognitiva diante da auséncia de referéncias métricas.

A SD4, intitulada "As Cdnicas na Geometria Projetiva', trabalhou com as constru-
¢oes de circunferéncia, elipse, parabola e hipérbole, sempre em relagao a linha de horizonte
e ao ponto de fuga. Essa situacao permitiu observar como os conceitos de conicas, quando
deslocados da defini¢ao euclidiana cléssica (baseada em foco e diretriz), tornam-se objetos

de transformagao e generalizagao no plano projetivo.

Por fim, a SD5 encerrou a sequéncia, retomando a noc¢ao de projecao em objetos
compostos (circulos, quadrados, tridngulos), agora sob condigoes controladas de perspectiva
e ponto de vista. Essa ultima etapa funcionou como sintese operacional da Transicio
Fuclidiana-Projetiva, demandando dos participantes uma articulagao entre manipulacao

digital, interpretacao geométrica e argumentacgao formal.

De modo geral, as analises das producgoes indicaram que os participantes transitaram
progressivamente de uma concepc¢ao empirico-figurativa para uma concepgao estrutural-
relacional, conforme propoe Brousseau (2008) na passagem da fase de ag¢do para a de
validacao. Essa mudanca foi observada nas justificativas, nos esbogos de construgoes e nas

reformulagoes realizadas apés as discussoes coletivas.

As respostas compiladas nos formularios (vide Apéndices A-E) revelam trés ten-

déncias gerais:

« Compreensao inicial restrita ao paralelismo: muitos participantes buscaram
inicialmente solugoes sob o paradigma euclidiano, tratando as retas r e s como
paralelas, o que demonstra a for¢a do contrato didatico herdado da geometria

escolar.

« Emergéncia da colinearidade como invariante: gradualmente, os estudantes
perceberam que, independentemente da posicao relativa das retas, os pontos de
intersecao obedeciam a uma relacido colinear, conforme enunciado no Teorema de

Pappus.

e« Reconhecimento da projecao como processo de mediacgao: nas situagoes
posteriores (SD3-SD5), a ideia de projecao passou a ser compreendida ndao como
simples distor¢ao Optica, mas como transformacao estrutural entre planos, o que

representa um avango conceitual significativo no campo da visualizacao geométrica.

Essa trajetoria global confirma a hipotese da tese: a Transi¢do Euclidiana-Projetiva

pode ser ensinada e compreendida mediante situagoes didéaticas cuidadosamente estrutura-



148 Capitulo 6. ANALISE E RESULTADOS

das, nas quais o GeoGebra 3D atua como milieu cognitivo, promovendo um deslocamento

de foco do célculo para a relacao.

6.3.2 Percepcdes sobre a Transicdo Euclidiana-Projetiva (TEP)

A andlise das percepgoes dos participantes foi conduzida segundo a légica da
engenharia didatica de formacao, na qual as produgoes escritas, verbais e graficas sao
interpretadas como indicadores de reorganizacao cognitiva. Para isso, utilizamos catego-
rias derivadas da TSD, especialmente as nogoes de obstaculo epistemolédgico, validagao

auténoma e institucionalizacao parcial (Brousseau, 2008; Alves, 2017).

6.3.2.1 Primeiras concepcdes e obstaculos epistemolégicos

As respostas iniciais, particularmente nas SD1 e SD2, evidenciam a prevaléncia
de raciocinios ancorados na Geometria FEuclidiana, com foco em propriedades métricas e
paralelismo. Expressoes como "as retas sdo paralelas", "os pontos sao médios da distancia'"ou
"as interse¢oes formam uma reta paralela as originais"demonstram a manutencdo de um

contrato didatico euclidiano.

Esse fendmeno é descrito por Brousseau (1997) como resisténcia epistemolégica
ao novo saber, e, segundo Alves (2012), constitui o primeiro indicio da necessidade de
um desequilibrio cognitivo para que a aprendizagem ocorra. No contexto da TEP, tal
desequilibrio se manifesta na percepcao de que "as medidas deixam de importar", um

enunciado que diversos participantes verbalizaram nas discussoes presenciais.

Outro obstéculo recorrente foi a auséncia de referéncia projetiva. Alguns partici-
pantes declararam "nao ser possivel determinar os pontos sem referéncia'(SD3), o que
denota a dificuldade de operar com entidades geométricas que nao possuem ancoragem
métrica. Esse tipo de dificuldade estda em consonancia com o que Tall (1991) denomina

ruptura da dependéncia perceptiva, necessaria para o pensamento matematico avangado.

Ainda, observou-se que alguns participantes apresentaram interpretacoes hibridas,
misturando elementos da geometria plana com conceitos incipientes de projecao. Foi
afirmado que "as interse¢oes formariam outra reta que conteria os trés pontos achados,
mesmo fora do plano"(SD1), antecipando intuitivamente a nocao de incidéncia projetiva,

embora sem formaliza-la.

Portanto, a andlise das concepc¢des iniciais revela um movimento tipico da fase de
agao e formulacao (Brousseau, 2008), em que o sujeito mobiliza esquemas prévios, muitas

vezes inadequados, mas produtivos enquanto instrumentos de reconstrugao conceitual.

Os dados coletados, apresentados na Tabela 6.1, mostram que cerca de 46% das
respostas iniciais foram classificadas como empiricas, caracterizando-se por descrigoes

visuais e auséncia de justificativa conceitual. Expressoes como "as retas sao paralelas'e
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Tabela 6.1 — Evolucao das categorias de raciocinio entre as SD1-SD5

Categoria de resposta SD1 | SD2 | SD3 | SD4 | SD5
Respostas empiricas (sem justificativa) 46% | 31% | 18% | 11% | 6%
Respostas com argumentacao parcial 38% | 45% | 41% | 33% | 24%
Respostas com validacao projetiva coerente | 16% | 24% | 41% | 56% | 70%

Fonte: Elaborado pelos autores

'nao da pra achar os pontos sem referéncia'revelam a manutengao de um contrato di-
datico euclidiano, em que o saber geométrico permanece dependente da medida. Esse
comportamento confirma o que Brousseau (1997) denomina resisténcia epistemolégica ao
novo saber, reforcando a necessidade do desequilibrio cognitivo como ponto de partida da

aprendizagem projetiva.

6.3.2.2 Evolucdo das compreensdes ao longo das situacoes

Com o avanco das situagoes didaticas, os registros evidenciam um deslocamento de
natureza cognitiva: o foco migra da busca por medidas e angulos para a identificacao de
relagoes invariantes entre elementos geométricos. Essa mudancga é observada, sobretudo,

nas justificativas apresentadas apos as discussdes em grupo.

Relatou-se, por exemplo, que foi reconhecido na SD2 que "a relacao entre as retas
r e s nao influencia no resultado final, que seria a colinearidade entre os pontos', o que
representa uma superacao parcial do obstaculo métrico. Outro participante relatou que,
na variacado 1 do Teorema de Pappus, observou que "os pontos de interse¢cdo nao serao
colineares"quando as retas sao perpendiculares, um erro conceitual, mas que revela a
passagem para a etapa de validacdo, pois ha tentativa explicita de justificar o raciocinio

com base na observagao geométrica.

Além disso, notou-se que, a partir da SD3, alguns participantes passaram a uti-
lizar vocabulario mais preciso, empregando termos como "projecao’, "referéncia’, "linha
de horizonte'e "ponto de fuga". Essa incorporacao linguistica é indicio do processo de
institucionalizagao parcial do saber, no sentido de Brousseau (2008), em que o estudante

comeca a atribuir estatuto conceitual a termos antes meramente descritivos.

Por fim, nas SD4 e SD5, observou-se a emergéncia de um olhar projetivo: as
cOnicas passaram a ser reconhecidas como transformagoes de figuras euclidianas e nao
como entidades isoladas. Um dos participantes, por exemplo, descreve que "a dificuldade
ainda é da construgao no plano euclidiano, para depois projetar na geometria projetiva',
evidenciando consciéncia metacognitiva sobre o processo de transi¢ao, o que, segundo

Alves (2017), constitui sinal de aprendizagem reflexiva.
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6.3.2.3 Indicios de reorganizacao cognitiva e visual

A leitura longitudinal dos registros permitiu identificar trés indicios fortes de

reorganizacao cognitiva e visual:

1. Descentracao do olhar geométrico: os participantes comegaram a perceber que

uma mesma configuracdo pode ser interpretada em diferentes planos (euclidiano

e projetivo), o que implica o abandono da visdo 'fixa'"e a adogdo de uma visao

relacional.

2. Reinterpretacao do erro como recurso didatico: nas falas e reconstrugoes, mui-

tos erros foram reelaborados, funcionando como gatilhos de discussao e refinamento

conceitual. Isso confirma a hipdtese de Alves (2012), segundo a qual o erro é "um

indicador do saber em movimento".

3. Integracgao entre percepg¢ao e simbolizagao: nas tltimas situacgoes (SD4-SD5),

a linguagem geométrica se tornou mais simbolica e menos descritiva, indicando uma

transicao da fase empirica para a fase de validacao formal.

Esses resultados reforcam que a Transicao Euclidiana-Projetiva nao é apenas um

conteido geométrico, mas um processo epistemologico e cognitivo, no qual a percepcao

visual é reconfigurada pela mediagdo do software GeoGebra e pela estrutura das situagoes

didaticas.

Tabela 6.2 — Frequéncia de uso do GeoGebra 3D nas justificativas escritas

Uso explicito do GeoGebra 3D na resposta | SD1 | SD2 | SD3 | SD4 | SD5

Nao menciona o software 68% | 45% | 27% | 18% | 12%

Menciona como ferramenta ilustrativa 22% | 33% | 38% | 42% | 31%

Utiliza o GeoGebra como argumento conceitual 10% | 22% | 35% | 40% | 57%
Fonte: Elaborado pelos autores

A frequéncia de mengoes ao uso do GeoGebra como instrumento de validagao
aumentou de 10% na SD1 para 57% na SD5, o que evidencia o amadurecimento da

mediagao tecnologica, como visto na Tabela 6.2. Essa progressao demonstra que o software

deixou de ser apenas uma ferramenta ilustrativa e passou a desempenhar o papel de milieu
cognitivo, conforme postula Brousseau (2008). Tem-se como comentério obtido: "consegui

provar a colinearidade usando o comando de interse¢do, sem precisar medir', indicando que

a visualizacao tridimensional favoreceu uma forma de validacao relacional, como defendem

Tall (2004) e Alves (2017).
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6.3.3 Visualizacao Projetiva com o GeoGebra 3D

O papel da visualizacao, nesta pesquisa, ultrapassa a mera representacao grafica:
ela atua como mediadora epistémica na transicao entre o pensamento euclidiano e o
pensamento projetivo. De acordo com Tall (1991, 2004), a visualiza¢do matematica constitui
um "modo de pensamento independente e complementar a simbolizagao algébrica', sendo
capaz de produzir insight e reorganizacao conceitual. No contexto da TEP, o GeoGebra
3D configurou-se como um milieu didatico privilegiado, no qual o sujeito pdde operar

simultaneamente com elementos visuais, simbdlicos e relacionais.

Os resultados revelam que a exploracgao tridimensional oferecida pelo GeoGebra
favoreceu a emergéncia de estratégias autonomas de manipulagao e inferéncia, sobretudo
quando os participantes compreenderam que as projegoes nao eram deformacoes visuais,
mas mapeamentos de incidéncia entre planos. O proprio ato de alternar a perspectiva de
observacao, utilizando a ferramenta de rotacao livre do software, mostrou-se fundamental
para o desenvolvimento de uma "visao mével", conforme expressao cunhada por Alves

(2017), em contraposigao a visdo estéatica da geometria plana.

6.3.3.1 Estratégias de exploracdo e manipulacao no ambiente digital

Durante as etapas de experimentagao, observou-se que os participantes desenvolve-
ram diferentes estratégias de exploragao no GeoGebra 3D. Inicialmente, predominavam
acoes de tentativa e erro: arrastar pontos, testar comandos e observar reagoes automaticas
do sistema. Essa fase corresponde a dialética da agdo, na qual, segundo Brousseau (2008), o
sujeito interage com o meio de forma empirica, mas significativa, produzindo um conjunto

de invariantes operatorios que orientam suas futuras formulagoes.

A medida que avancavam, os sujeitos comecaram a utilizar comandos mais so-
fisticados, como "intersecao de dois objetos", "reta projetiva", "ponto médio projetado’,
revelando uma crescente autonomia tecnolégica e conceitual. Esse comportamento traduz
a passagem da acao a formulacao, pois o aluno deixa de manipular o software como uma

calculadora visual e passa a utiliza-lo como instrumento de modelagem geométrica.

Trechos de justificativas e observacoes de alguns participantes, listados abaixo,

evidenciam essa evolucao:

« Um participante revela ter "buscado achar as congruéncias, mas nao conseguiu provar
sem o uso da ferramenta de projegao'(SD1), indicando a percepcao da necessidade

de formalizar a relagao entre planos.

o Outro participante comenta que, "apds a explicagao, ficou mais clara a ideia da
projecao das curvas', o que aponta para uma apropriagdo progressiva do conceito de

projecao como transformacao.



152 Capitulo 6. ANALISE E RESULTADOS

o Um terceiro menciona que "independentemente de como as retas r e s sejam cons-
truidas, sempre havera uma reta colinear entre os pontos até mesmo fora do plano",
antecipando a compreensao da invariancia da colinearidade, uma evidéncia de inter-

nalizacao da propriedade projetiva do Teorema de Pappus.

Essas estratégias, embora diversas, convergem para um mesmo principio: a a¢ao
sobre o0 objeto matematico via interface digital como mediadora da conceptualizacao. Nesse
sentido, o GeoGebra 3D funcionou como um ambiente adidatico, no qual o sujeito pode
confrontar-se com o saber sem a intervencao imediata do professor, condi¢ao essencial da

TSD.

6.3.3.2 Relacdes entre visualizacdo, modelagem e argumentacao

A andlise dos dados sugere que a visualizacao nao se restringiu a leitura de figuras,
mas evoluiu para modelagem geométrica argumentada. Quando os estudantes formulavam
hipoteses sobre colinearidade, incidéncia ou posicao relativa, apoiavam-se em representacoes
dinamicas que lhes permitiam validar visualmente as conjecturas. Tal processo corresponde
a fase de validagao, em que o discurso matematico se ancora em evidéncias produzidas no

proprio milieu (Brousseau, 1997).

Por exemplo, nas varia¢oes do Teorema de Pappus (SD2), alguns grupos observaram
que "os pontos de intersecao nao se alinham quando as retas se tornam concorrentes'e
buscaram entender o porqué dessa irregularidade. Essa busca os levou a discutir a no¢ao de
projecao paralela versus conica, reproduzindo, em microescala, o percurso epistemologico

histérico da geometria projetiva.

Essa relagdo entre visualizagdo e argumentacao é destacada por Tall (1993) e
corroborada por Alves (2017), para quem "a imagem dindmica é o primeiro suporte da
explicagao geométrica, antes mesmo da deducao formal". A integracao entre essas dimensoes
foi amplamente observada nas SD4 e SD5, nas quais a manipulacdo tridimensional das
coOnicas possibilitou o reconhecimento de propriedades invariantes mesmo sob deformacao
optica.

Dessa forma, a visualizagao se configurou nao apenas como apoio, mas como fonte
de validacao conceitual, instaurando um novo contrato didatico: a verdade geométrica é

construida nao pelo calculo métrico, mas pela coeréncia relacional percebida na projecao.

6.3.3.3 Articulacdo entre registros simbdlicos e geométricos

Um dos ganhos mais expressivos da TEP foi a capacidade dos participantes de
articular multiplos registros de representagao, no sentido defendido por Duval (2006) e

incorporado por Alves (2012) a leitura da TSD. O GeoGebra 3D, ao permitir a sobreposicao
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de comandos simbdlicos e objetos graficos, fomentou uma conversao entre linguagem

algébrica, visual e verbal.

Nos relatos analisados, essa articulagdo aparece quando os alunos descrevem 'a reta
t que contém os pontos de interse¢ao'ou quando mencionam que "o ponto médio projetado
aparece deslocado em relacao ao euclidiano", demonstrando que a percepcao visual passa

a ser interpretada sob o prisma conceitual.

Assim, a visualizagdo projetiva com o GeoGebra 3D nao se limita a percepgao; ela
é, sobretudo, uma linguagem de transicao entre registros, condi¢ao indispensavel para
o desenvolvimento de um pensamento geométrico de ordem superior. Essa constatacao
reforca a hipétese de que a TEP constitui ndo apenas um conteiido mateméatico, mas um

dispositivo didatico de formacao do olhar geométrico.

6.3.4 Raciocinio Geométrico e Argumentacao

O raciocinio geométrico emergente das situagoes didaticas revelou-se hibrido, os-
cilando entre o empirico e o dedutivo, o descritivo e o explicativo. Em consonancia com
as fases da TSD, observou-se que os participantes avancaram de ac¢oes intuitivas para
validagoes argumentadas, culminando em momentos de institucionalizacdo parcial durante

as discussoes coletivas.

A andlise qualitativa das respostas aos formularios e dos relatos gravados permitiu
distinguir trés eixos de desenvolvimento: (a) o surgimento de justificativas e validagoes
produzidas pelos participantes; (b) a emergéncia de invariantes e propriedades projetivas;

e (c) a comparagao entre raciocinios euclidianos e projetivos.

6.3.4.1 Justificativas e validacdes produzidas pelos participantes

Os registros de justificativa, especialmente nas SD1, SD2 e SD4, mostram uma
tendéncia crescente a explicitacao do raciocinio. Na SD1, predominam respostas conclusivas
sem justificativa ("os pontos sdo colineares"), o que denota a fase de a¢do. J4 na SD2,
aparecem os primeiros indicios de validagao ("as retas sendo perpendiculares apresentam
os pares de retas aparentemente paralelas e os pontos nao serao colineares"), revelando

um discurso ainda empirico, mas reflexivo.

Nas SD3 e SD4, a argumentacao torna-se mais articulada. Um participante, por
exemplo, reconhece que "esse Teorema da inicio a ideia de projecao, tendo como condigao de
existéncia os pontos da reta r nao se ligarem aos seus correspondentes da reta s". Trata-se
de uma formulacao conceitual que traduz o conteiido matematico em linguagem propria, o
que, segundo Chevallard (1991), indica o inicio da prazeologia pessoal, a apropriagao do

saber institucional.
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Além disso, observou-se que as discussoes coletivas, estimuladas pela socializacao
das construgoes no GeoGebra, funcionaram como espaco de validagao intersubjetiva. Em
varios grupos, erros de construcao foram reconfigurados como oportunidades de explicacao,

fortalecendo a dimensao dial6gica do raciocinio.

6.3.4.2 Emergéncia de invariantes e propriedades projetivas

Uma das contribui¢oes centrais desta investigacao é a identificacao de invariantes
projetivos emergentes nas produgoes dos participantes. A colinearidade dos pontos de
intersecao no Teorema de Pappus, por exemplo, foi reconhecida independentemente da

posicao relativa das retas, o que demonstra a construcao de uma invariancia conceitual.

Outros invariantes surgiram nas construgoes de conicas: a correspondéncia entre
circunferéncia e elipse projetada, e o reconhecimento da pardbola como caso limite entre
elipse e hipérbole. Esses achados indicam que os estudantes comegaram a compreender as
relagoes de continuidade entre as formas geométricas, um avanco epistemoldgico que vai

além do simples reconhecimento visual.

Em termos da TSD, tais invariantes correspondem ao momento de institucionaliza-
¢ao, quando o saber produzido pelo aluno encontra correspondéncia no saber matematico
legitimado. Alves (2017) reforga que a institucionalizagdo nao é a entrega da "resposta
certa", mas o estabelecimento de uma convencao compartilhada, exatamente o que se

observou nas discussoes de fechamento de cada SD.

6.3.4.3 Comparacdo entre raciocinios euclidianos e projetivos

Comparando as produgoes iniciais e finais, percebe-se uma transicao gradual
do raciocinio euclidiano-métrico para o projetivo-relacional. No inicio, as inferéncias
baseavam-se em propriedades de paralelismo e medida; ao final, centravam-se em incidéncia,
alinhamento e invaridncia. Essa mudanga de paradigma reflete, segundo Tall (2004),
uma reestruturacao do campo conceitual, ou seja, a emergéncia de um novo sistema de

coordenagao cognitiva.

uns participantes verbalizaram explicitamente essa mudanca, mencionando a
Al t t bal licit t d , d

"dificuldade inicial em pensar fora da geometria plana'e o "entendimento posterior de que
a projecao é outra forma de ver o mesmo objeto". Essa autorreflexao é rara em contextos

formativos e evidencia o potencial da TEP como ferramenta metacognitiva.

Portanto, o raciocinio geométrico desenvolvido ao longo das situacoes didaticas
pode ser descrito como um percurso de descentralizagdo cognitiva, no qual o sujeito desloca

o foco da figura para a relagao, do visivel para o estrutural, do desenho para a ideia.
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6.3.5 Sintese Interpretativa

O conjunto de resultados apresentados nas cinco situagoes didaticas permite afirmar
que a Transi¢do Euclidiana-Projetiva (TEP) constitui ndo apenas um conteido de ensino,
mas um fendmeno epistemoldgico e formativo, que reconfigura as relagoes entre o sujeito,
o saber e o meio didatico. A analise interpretativa dos dados, a luz da Teoria das Situa-
¢oes Didaticas (TSD) e das concepgoes contemporéaneas sobre visualizagdo matematica,
evidencia que a aprendizagem projetiva emerge de uma dialética entre acao e reflexao,

entre visao e formalizagdo, entre intuicao e sistematizacao.

A TEP, enquanto conceito didatico, demonstrou capacidade de produzir o que
Brousseau (2008) denomina desequilibrio produtivo: um deslocamento cognitivo que obriga
o aluno a reorganizar seus esquemas mentais diante de uma nova estrutura de saber. Nos
registros analisados, esse deslocamento se materializa na passagem do olhar fixo, euclidiano,

para o olhar mével e relacional da geometria projetiva.

Essa passagem nao ocorre de forma linear, mas em espiral, como ja advertia Alves
(2012) ao discutir a "reversibilidade didatica'nas situagoes de formacao de professores. Em
varias falas dos participantes, percebe-se a oscila¢ao entre compreender e ndo compreender,
entre crer ter solucionado e voltar ao inicio do problema. Essa oscilagao, longe de representar
falha, constitui a propria dindmica da aprendizagem matematica em seu nivel mais profundo:

o movimento de reconstrucao epistemolégica.

Ao articular a TSD com a visualizacao tridimensional mediada pelo GeoGebra, a
pesquisa conseguiu concretizar o principio defendido por Tall (2004): o de que a apren-
dizagem da matematica requer a coexisténcia entre percepcao, simbolizagdao e deducao.
A agao sobre os objetos digitais, mover, projetar, intersectar, serviu de gatilho para a
formulagao e a validagao de novas ideias, fazendo com que o raciocinio visual ganhasse

estatuto epistemoldgico dentro da sala de aula.

Em termos de engenharia didatica, a experimentagdo confirma que as situagoes
SD1 a SD5 cumpriram papéis complementares e cumulativos. A SD1 estabeleceu o campo
fenomenologico da colinearidade; a SD2 consolidou o Teorema de Pappus como protétipo
do pensamento projetivo; a SD3 introduziu o raciocinio inverso, caracteristico das trans-
formacoes perspectivisticas; a SD4 generalizou as propriedades projetivas nas conicas; e a

SD5 instituiu a sintese operacional da TEP, com énfase na manipulagao tridimensional.

Em cada uma dessas etapas, observaram-se microprocessos de institucionalizacao:
momentos em que o saber produzido pelo grupo encontrava correspondéncia no saber
matematico validado. O professor, nesse contexto, atua como engenheiro didatico, nao
no sentido de transmissor, mas de curador epistemoldgico, que regula a passagem do
conhecimento empirico ao conhecimento formal. Essa postura docente, inspirada em

Brousseau e aprofundada por Alves (2017), rompe com o paradigma tradicional do ensino
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de geometria e instaura um novo contrato didatico, centrado na autonomia, na conjectura

e na validacao relacional.

Outro aspecto relevante é a integragao entre cognicao e tecnologia. O GeoGebra
3D nao foi apenas uma ferramenta instrumental, mas o préprio milieu da aprendizagem:
um espago onde o erro, o gesto e a imagem se converteram em linguagem matemaética.
Essa concepgao dialoga com Chevallard (1991), ao reconhecer a tecnologia como parte
integrante da praxeologia didatica, o conjunto de tarefas, técnicas e teorias que estruturam

a atividade matemaética.

A andlise das justificativas e reconstrucoes revela, ainda, que a TEP favorece o
desenvolvimento de competéncias metacognitivas: muitos participantes passaram a refletir
sobre seus proprios modos de pensar, reconhecendo as limitagoes da visao euclidiana e
a necessidade de uma nova forma de raciocinio. Essa consciéncia de transicdo cognitiva
reforga o valor formativo da abordagem, pois transforma a aprendizagem em um processo

de autoconhecimento intelectual.

Tabela 6.3 — Distribuicao tematica das percepgoes sobre a TEP

Categoria Percentual de mencgoes
Visualizagao como facilitadora 78%
Dificuldade inicial com auséncia de medidas 63%
Compreensao do ponto no infinito 54%
Relacao entre Fuclidiana e Projetiva 1%
Valorizacao do erro e discussao coletiva 49%

Fonte: Elaborado pelos autores

Em sintese, os dados evidenciam um deslocamento gradual do olhar geométrico dos
participantes, de uma visao métrica para uma visao relacional. A analise quantitativa das
respostas, apresentada na Tabela 6.3, mostra a redugao de respostas empiricas (de 46%
para 6%) e o crescimento das justificativas projetivas (de 16% para 70%), corroborando a
hipotese de que a Transicao Euclidiana-Projetiva pode ser ensinada mediante situagoes
didaticas bem estruturadas. As falas finais dos participantes, como "agora penso nas relagoes
e nao nas medidas", sintetizam o movimento de reconstrucao cognitiva que sustenta a

proposta tedrico-metodoldgica desta tese.
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A investigacao aqui desenvolvida demonstrou, de modo consistente, que a Transicao
Euclidiana-Projetiva (TEP) é um recurso heuristico e formativo para a formacao de
professores de Matematica. A TEP nao apareceu apenas como um conjunto de conteudo a
ser transmitido, mas como um principio didatico capaz de modular modos de ver, operar
e justificar em Geometria: desloca o foco da medida para a relagao, do paralelismo para a
incidéncia, e da visdo plana para uma visualizacao relacional que integra multiplos registros.
Essa leitura coloca a TEP na intersecao entre um objeto matematico e um instrumento

pedagdgico, isto é, simultaneamente conhecimento e estratégia de ensino.

Os cenarios de intervengao, concebidos segundo a Engenharia Didatica e articu-
lados com as fases da Teoria das Situagoes Didéticas (Ag¢ao, Formulacao, Validagao e
Institucionalizagao), mostraram-se eficazes para provocar os desequilibrios epistemoldgi-
cos necessarios a aprendizagem. Observou-se uma trajetéria cognitiva recorrente: muitos
participantes partiram de concepgoes euclidianas, ancoradas em medidas e paralelismos;
gradualmente, por meio da manipulacao e da argumentacao coletiva, definiram invariantes
projetivos (colinearidade, pontos no infinito, correspondéncias homogéneas) e reformularam
suas justificativas em termos relacionais. Em termos didaticos, isso evidencia que a TEP
funciona como dispositivo gerador de obstaculos epistemoldgicos produtivos, que favorecem

reorganizacoes conceituais significativas.

O GeoGebra 3D desempenhou papel central como milieu cognitivo: nao foi mero
instrumento grafico, mas um ambiente que possibilitou a co-presenca de planos euclidiano
e projetivo, a experimentacao imediata e a articulagao entre registros visual, algébrico
e verbal. As ferramentas projetivas desenvolvidas, e a conjugacao com protétipos fisicos
(acetatos, impressoes 3D), favoreceram a autonomia tecnolégica dos participantes e a
emergéncia de estratégias de exploracao e justificacdo que seriam dificeis de alcancgar
apenas com representacoes estaticas. Assim, o software mostrou-se um mediador simbolico

e operacional capaz de integrar percepg¢ao, operacao e argumentacao.

A analise qualitativa das justificativas e das interagoes revelou que o raciocinio
projetivo emergente possui caracteristicas préprias: tende a priorizar relagoes de incidéncia
e invariancia, a admitir pontos improprios como objetos legitimos de raciocinio e a
explorar inversoes perspectivisticas como técnica argumentativa. Essa diferenca qualitativa
em relacdo ao raciocinio euclidiano aponta para a necessidade de tratar a Geometria
Projetiva nao como conteido exdtico eventual, mas como repertério cognitivo que amplia

a capacidade de raciocinio geométrico do professor.

Do ponto de vista formativo, algumas implicacoes praticas sao claras. Primeiro,
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sequéncias didaticas que integrem TEP e ferramentas digitais devem ser incorporadas na
formacao inicial e continuada, pois induzem mudancas de contrato didatico, do ensino
centrado em resultado para o ensino centrado na investigacao e na justificativa. Segundo,
é aconselhédvel a adogao de atividades que cruzem o digital e o manual (por exemplo,
GeoGebra + acetatos ou modelos impressos), pois essa hibridizagao reforga a transposigao
entre o visivel e o inteligivel. Terceiro, o professor precisa ser preparado como engenheiro
didatico: projetar milieus, antecipar obstaculos e organizar momentos de institucionalizacao

que conectem a experiéncia empirica aos saberes formalizados.

Reconhecemos limitagoes inerentes a este estudo: a amostra (30 participantes) e o
carater qualitativo das evidéncias permitem inferéncias interpretativas robustas, porém
nao pretendem quantificar efeitos em larga escala. Além disso, embora o GeoGebra 3D
tenha se mostrado poderoso, seu uso exige formacao tecnoldgica e didatica prévia para
que o potencial cognitivo seja plenamente explorado; sem esse preparo, corre-se o risco
de que o software apenas reproduza praticas instrucionais tradicionais. Essas limitagoes

orientam tanto a cautela na generalizacdo quanto a agenda de pesquisas futuras.

Assim, propoe-se as seguintes linhas prioritarias para continuidade investigativa e

para a pratica formativa:

1. Estudos longitudinais que acompanhem a incorporagao da TEP no repertério de
professores ao longo de semestres/anos letivos, verificando retengao e transferéncia

para o ensino em turmas reais.

2. Investigagbes-acdo em contextos escolares diversos (ensino médio, formagao técnica,

turmas multisseriadas) para mapear condicionantes institucionais e culturais.

3. Desenvolvimento e avaliagdo de materiais formativos (sequéncias, guias para profes-
sores, videos) que facilitem a adogao das ferramentas projetivas do GeoGebra por

docentes com diferentes niveis de familiaridade tecnologica.

4. Anélises comparativas entre diferentes ambientes digitais (GeoGebra, Cabri, pro-
tétipos especificos) para identificar caracteristicas do milieu que mais favorecem a

emergéncia de raciocinio projetivo.

Em suma, a pesquisa sustenta a hipdtese inicial: a Transicao Euclidiana-Projetiva,
quando mediada por uma engenharia didatica bem concebida e por ferramentas digitais
apropriadas, favorece reorganizacoes cognitivas profundas e produz ganhos formativos
relevantes para futuros professores de Matematica. A TEP, portanto, afirma-se como
conceito pedagdgico e epistemologico frutifero, capaz de articular teoria, visualizagao e
pratica docente, e merece ocupar lugar de destaque nas discussoes e nos curriculos de

formagao de professores.
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Por fim, resta a lembranca que orientou todo este trabalho: ensinar Matematica
é, antes de tudo, provocar olhares. Se a formacao docente possibilita olhos que vejam
o invisivel das relagoes e projetem possibilidades novas de explicacao, entao fizemos
um avanco. A TEP é, neste sentido, uma pedagogia do olhar, transitéria, relacional e

profundamente formadora.
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APENDICE A - Formulério da Situaco
Didatica 1



oEE
Hoe
& R
INSTITUTO M
FE(I:)ERAL Rede Nordeste de Ensino
eara

Nome Completo:

Instituigcdo de Ensino:

Situagdo Proposta:

Dadas duas retas r e s e seis pontos, A, B, C, X, Y, Z, tal que {A, B,
Clere{X, Y, Z} €s. Que relagdao pode ser inferida a partir dos
pontos formados pelos pares de retas {AY, BX}, {AZ, CX} e {BZ, CY}?

Construcao Inicial:
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INSTITUTO
FEDERAL

Ceard

Renoen

Rede Nordeste de Ensino

ConclusGes pds discusses:

Construgdo Pds Discussdo:
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INSTITUTO
FEDERAL

Ceard

Renoen

Rede Nordeste de Ensino

ConclusGes e Justificativas:
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APENDICE B - Formulério da Situacio
Didatica 2



INSTITUTO
FEDERAL

Ceard

Renoen

Rede Nordeste de Ensino

Nome Completo:

Instituicdo de Ensino:

Construgdo do Teorema de Pappus:

Construgdo do Teorema de Pappus (Caso Particular — Variagdo 1):

Construcgdo do Teorema de Pappus (Caso Particular — Variagao 2):
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INSTITUTO
FEDERAL

Ceard

Renoen

Rede Nordeste de Ensino

Construgdo do Teorema de Pappus (Caso Particular — Variagao 3):

ConclusGes pds discussbes:

Construcdo do Teorema de Pappus (Caso Particular — Final):
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Pa’ginaz



INSTITUTO
FEDERAL

Ceard

Renoen

Rede Nordeste de Ensino

ConclusGes e Justificativas:
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APENDICE C - Formulério da Situac3o
Didatica 3



oBE
[ 1 1]
L] ]
INSTITUTO
FEDERAL

Ceard

Renoen

Rede Nordeste de Ensino

Nome Completo:

Instituigcdo de Ensino:

Construgdo Proposta:
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INSTITUTO
FEDERAL

Ceard

Renoen

Rede Nordeste de Ensino

ConclusGes pds discussdes:

Construcdo Pos Discussdo:
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INSTITUTO
FEDERAL

Ceard

Renoen

Rede Nordeste de Ensino

ConclusGes e Justificativas:
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APENDICE D - Formulario da Situac3o
Didatica 4



oBE
(11
L] ]
INSTITUTO
FEDERAL

Ceard

Renoen

Rede Nordeste de Ensino

Nome Completo:

Instituigcdo de Ensino:

Construgdo Circunferéncia:

LINHA DE HORIZONTE

Construcao Elipse:

LINHA DE HORIZONTE
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INSTITUTO
FEDERAL

Ceard

Renoen

Rede Nordeste de Ensino

Construgdo Parabola:

LINHA DE HORIZONTE

Construgdo Hipérbole:

LINHA DE HORIZONTE
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INSTITUTO
FEDERAL

Ceard

Renoen

Rede Nordeste de Ensino

ConclusGes pds discussoes:

Construgdo Circunferéncia:

LINHA DE HORIZONTE

Construcdo Elipse:

LINHA DE HORIZONTE
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Rede Nordeste de Ensino

Construgdo Pardbola:

LINHA DE HORIZONTE

Construcdo Hipérbole:

LINHA DE HORIZONTE
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Ceard

Renoen

Rede Nordeste de Ensino

Conclusées e Justificativas:
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PéginaS
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APENDICE E - Formulario da Situac3o
Didatica 5



INSTITUTO
FEDERAL

Ceard

Renoen

Rede Nordeste de Ensino

Nome Completo:

Instituicdo de Ensino:

©
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Rede Nordeste de Ensino

ConclusGes pos discussoes:

ConclusGes e Justificativas:
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APENDICE F - Rubrica Analitica dos

Indicadores Observaveis da Pesquisa

Este apéndice apresenta a rubrica analitica dos indicadores observaveis utilizados
na pesquisa, reorganizada conforme os principios da ABNT (NBR 14724/2023 ¢ NBR
6024). Optou-se por um formato descritivo, substituindo a tabela extensa por quadros
narrativos, de modo a favorecer a legibilidade e o alinhamento com as normas académicas.
Cada quadro corresponde a uma Questao Derivada (QP3-QP8), incluindo os respectivos

indicadores observéveis, instrumentos de coleta e niveis de referéncia (1 a 4).

QP3 — Visualizacdo e compreensio

Indicadores observaveis:

« Capacidade de reconhecer elementos projetivos (pontos impréprios, retas de fuga,

cOnicas).

» Uso da visualizacao 3D como meio de argumentagao.
Instrumentos de coleta:

o Registros em video, capturas de tela, protocolos de interagao e falas transcritas.
Niveis de referéncia:

1. Procedimental — reproduz construgoes sem compreender o significado visual.
2. Empirico — identifica elementos sem explica-los.
3. Justificativo — relaciona representacgoes e propriedades geométricas.

4. Generalizador — aplica conceitos visuais a outros contextos (ex.: perspectiva

artistica e modelagem matemaética).

QP4 — Transposicdo e generalizacdo

Indicadores observaveis:

» Transposicao de procedimentos euclidianos para o contexto projetivo.
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Instrumentos de coleta:

o Formularios e registros escritos dos participantes.

Niveis de referéncia:

1. Procedimental — reproduz algoritmos euclidianos no ambiente projetivo.

2. Empirico — reconhece diferencas parciais entre os contextos.

w

. Justificativo — justifica adaptacoes realizadas.

4. Generalizador — explicita invariantes e rupturas conceituais entre as geometrias.

QP5 — Ferramentas e técnica

Indicadores observaveis:

o Construcao e uso de ferramentas no GeoGebra.

Instrumentos de coleta:

» Logs do software, observacao direta e registros audiovisuais.

Niveis de referéncia:

1. Procedimental — executa comandos prontos.

[\]

. Empirico — modifica parametros basicos.

w

. Justificativo — cria ferramenta funcional com compreensao parcial.

4. Generalizador — desenvolve e aplica ferramenta auténoma, documentando finalidade

e limitacao.

QP6 — Formacdo docente

Indicadores observaveis:
e Reflexdo sobre o uso didatico do GeoGebra.

Instrumentos de coleta:
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o Questionario reflexivo, didrio de campo e observacoes durante a intervencao.

Niveis de referéncia:

—_

. Procedimental — reproduz discurso de utilidade do software.
2. Empirico — reconhece potencialidades sem contextualizar.
3. Justificativo — propoe aplicagoes pontuais em sala de aula.

4. Generalizador — planeja situagoes didaticas complexas baseadas na TEP.

QP7 — Indicadores de aprendizagem gerais

Indicadores observaveis:

o Argumentacgao e validagao entre pares.
Instrumentos de coleta:

« Gravacoes em grupo, transcri¢oes e relatoérios reflexivos.
Niveis de referéncia:

1. Procedimental — aceita ou rejeita respostas sem justificar.
2. Empirico — inicia trocas argumentativas pontuais.
3. Justificativo — sustenta argumentos com exemplos e contraexemplos.

4. Generalizador — promove discussoes coletivas e fundamentadas de validagao.

QP8 — Comparacdes metodoldgicas

Indicadores observaveis:

« Diferencas observadas entre grupos com e sem uso de GeoGebra.
Instrumentos de coleta:

o Avaliagoes diagnodsticas e comparativas entre grupos controle e experimental.

Niveis de referéncia:
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1. Procedimental — executa tarefas mecanicamente.
2. Empirico — demonstra melhora restrita ao uso instrumental.
3. Justificativo — explica diferengas de desempenho com base em raciocinio geométrico.

4. Generalizador - formula conclusdes teéricas sobre a eficacia da TEP mediada por

tecnologia.

Cada nivel foi concebido ndo como categoria estanque, mas como intervalo de
progressao cognitiva, podendo o mesmo sujeito apresentar tragos de niveis distintos em
momentos diferentes da intervencao. A codificagao seguird o principio da triangulacgao,
cruzando observagoes diretas, registros digitais e produgoes escritas, de modo a minimizar

inferéncias subjetivas e ampliar a confiabilidade da analise.
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APENDICE G - Ferramentas Projetivas —

Perpendicular Projetada

ProjetarReta(
Reta(
Intersecgdo(
Reta(Obs, C),
PlanoX0Y
),
Intersecgdo(
Perpendicular(
Intersecgdo(
Reta(Obs, C),
PlanoX0Y
),
Reta(
Intersegdo(
Reta(Obs, f(0)),
PlanoX0Y
),
Intersegédo(
Reta(Obs, f(1)),
PlanoX0Y
)
),
PlanoX0Y
),
Circulo(
Intersecgdo(
Reta(Obs, C),
PlanoX0Y
),
Disténcia(
Intersegéo(

Reta(Obs, C),
PlanoX0Y
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),
Interseg&o(
Reta(Obs, £(0)),
PlanoX0Y
)
) + 5,
PlanoX0Y
)
)
),
Obs,
Proj
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APENDICE H - Ferramentas Projetivas —

Paralela Projetada

PerpendicularProjetada(
C,
PerpendicularProjetada(
C,
f,
Obs,
Proj

Obs,
Proj
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APENDICE | - Ferramentas Projetivas —
Ponto Médio Projetado

ProjetarPonto(
PontoMédio(
Intersecgdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersecgdo(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y

Obs,
Proj
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APENDICE J - Ferramentas Projetivas —
Mediatriz Projetada

PerpendicularProjetada(
PontoMédioProjetado(
A,
B,
Obs,
Proj
),
Reta(A, B),
Obs,
Proj
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APENDICE K — Ferramentas Projetivas —

Circulo Projetado

ProjetarPonto(

Intersecgdo(

Circulo(

Intersecédo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegdo(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y

),

Intersecgdo(
Reta(C, Obs),
PlanoX0Y

)

),
Mediatriz(

Intersecgdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersecgdo(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y

)

)
),
Obs,
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),
ProjetarPonto(
Intersegio(
Circulo(
Intersegdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersecgédo(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersecgdo(
Reta(C, Obs),
PlanoX0Y

),
Mediatriz(
Intersecgédo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersecgdo(
Reta(C, Obs),
PlanoX0Y

Obs,
Proj



APENDICE L - Ferramentas
Tangente Projetada

ProjetarReta(
Tangente (
Intersecgdo(
Reta(D, Obs),

PlanoX0Y
),
Circulo(

Intersegédo(

Reta(D, 0Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegio(
Reta(Ponto(c), 0Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegio(

Reta(
Intersecédo(
MediatrizProjetada(
D,
Ponto(c),
Obs,
Proj
),
c
),
Obs
),
PlanoX0Y
)
)
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Projetivas —
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Proj



207

APENDICE M - Ferramentas Projetivas —
Poligono Regular Projetado

Poligono(
Sequéncia(
ProjetarPonto(
Girar(
Intersegdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
k * ((360°) / 1),
CentroDeGravidade (
Poligono(
Intersegdo(
Reta(B, 0bs),
PlanoX0Y
),
Intersecgdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
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APENDICE N - Ferramentas Projetivas —

Bissetriz Projetada

ProjetarReta(
Bissetriz(

Intersecgdo(
Reta(A, 0Obs),
PlanoX0Y

),

Intersecgdo(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegéo(
Reta(C, Obs),
PlanoX0Y

Obs,
Proj






APENDICE O - Ferramentas

Centro Projetado

ProjetarPonto(

Centro(
Circulo(
Intersegdo(
Reta(Ponto(c), Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegdo(
Reta(
Intersegdo(
Mediatriz(
Centro(c),
Ponto(c),
Proj
),
c
),
Obs
),
PlanoX0Y
),
Intersegio(
Reta(
Interseg&o(
Mediatriz(
PontoMédio(
Centro(c),
Ponto(c)
),
Ponto(c),
Proj
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Projetivas —
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APENDICE O. Ferramentas Projetivas — Centro Projetado

),
Obs
)
PlanoX0Y
)
)
) s
Obs,
Proj
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APENDICE P - Ferramentas Projetivas —
Circulo Projetado (Centro, Ponto)

ProjetarCirculo(
Circulo(

Intersecgdo(
Reta(A, 0Obs),
PlanoX0Y

),

Intersecgdo(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y

Obs,
Proj
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APENDICE Q - Ferramentas Projetivas —

Circulo Projetado (Centro, Raio Euclidiano)

ProjetarCirculo(
Circulo(

Intersecgdo(
Reta(A, 0Obs),
PlanoX0Y

),

d,

PlanoX0Y

Obs,
Proj
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APENDICE R - Ferramentas Projetivas —

Elipse Projetada

Cénical(
ProjetarPonto(

Intersecgdo(

Perpendicular(
PontoMédio(
Intersegio(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegdo(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y
)
),
Reta(
Intersegio(
Reta(A, 0Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegdo(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y
)
),
PlanoX0Y
),
Elipse(
Intersecédo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersecgdo(

Reta(B, 0Obs),
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Ferramentas Projetivas — Elipse Projetada

PlanoX0Y

),

Intersegdo(
Reta(C, Obs),

PlanoX0Y
)
)
),
Obs,
Proj
),
ProjetarPonto(
Intersegdo(
Perpendicular(
PontoMédio (
PontoMédio(

Intersecgdo(

Reta(A, Obs),

PlanoX0Y
),

Intersecgdo(

Reta(B, Obs),

PlanoX0Y
)

),

Intersegio(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y

)

),
Reta(

Intersecédo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegio(
Reta(B, QObs),
PlanoX0Y
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),
PlanoX0Y
),
Elipse(

Intersegao(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegdo(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegdo(
Reta(C, 0Obs),
PlanoX0Y

),
Obs,
Proj
),
ProjetarPonto(
Intersegdo(
Perpendicular(
PontoMédio (
Intersegio(
Reta(A, 0Obs),
PlanoX0Y
),
PontoMédio(
Intersegdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegao(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y
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Ferramentas Projetivas — Elipse Projetada

),
Reta(

Intersegio(
Reta(A, QObs),
PlanoX0Y

),

Intersegio(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y

),
PlanoX0Y
),
Elipse(

Intersegdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegédo(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersecgdo(
Reta(C, Obs),
PlanoX0Y

),
Obs,
Proj
),
ProjetarPonto(
Intersegdo(
Perpendicular(
PontoMédio(
PontoMédio (
PontoMédio(

Interseg&o(

Reta(A, Obs),
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PlanoX0Y
),
Intersegio(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y
)
),
Intersegao(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y
)
),
Intersegio(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y
)
),
Reta(
Intersegédo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegio(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y
)
),
PlanoX0Y
),
Elipse(
Intersecgdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegdo(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y
),

Intersecgdo(
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Reta(C, Obs),
PlanoX0Y
)
)
),
Obs,
Proj
),
ProjetarPonto(
Intersecgio(
Perpendicular(
PontoMédio(
Intersegio(
Reta(A, QObs),
PlanoX0Y
),
PontoMédio(
PontoMédio (
Intersegio(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegio(
Reta(B, QObs),
PlanoX0Y
)
),

Interseg&o(
Reta(B, Obs),

PlanoX0Y
)
)
),
Reta(

Intersegédo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegio(
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Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y

),
PlanoX0Y
),
Elipse(

Intersegao(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegdo(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegdo(
Reta(C, Obs),
PlanoX0Y






APENDICE S - Ferramentas
Hipérbole Projetada

Cénica(
ProjetarPonto(
Intersecgdo(
Segmento (

Intersegdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersecgdo(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y

),
Hipérbole(

Intersegdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersecgdo(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y

),

Intersecgdo(
Reta(C, Obs),
PlanoX0Y

),

Obs,

Proj
),
ProjetarPonto(

Intersecgdo(
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Mediatriz(
PontoMédio(
Intersegio(
Reta(A, QObs),
PlanoX0Y
),
Intersegio(
Segmento (
Intersegio(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegio(
Reta(B, QObs),
PlanoX0Y
)
),
Hipérbole(
Intersegio(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegio(
Reta(B, QObs),
PlanoX0Y
),
Intersegio(
Reta(C, 0Obs),
PlanoX0Y
)
)
)
),

Intersecgdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y

),
Hipérbole(
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Intersecgdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegao(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegdo(
Reta(C, Obs),
PlanoX0Y
)
)
),
Obs,
Proj
),
ProjetarPonto(

Intersegdo(
Mediatriz(
Intersecgdo(
Segmento (

Intersecgdo(
Reta(A, 0Obs),
PlanoX0Y

),

Intersecgdo(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y

),
Hipérbole(
Intersecgdo(
Reta(A, 0Obs),
PlanoX0Y
),
Intersecgdo(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y
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),

Intersegdo(
Reta(C, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y

),
Hipérbole(

Intersecgdo(
Reta(A, 0Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegdo(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersecgdo(
Reta(C, Obs),
PlanoX0Y

),
Obs,
Proj
),
ProjetarPonto (
Intersegdo(
Mediatriz(
PontoMédio(
Intersegédo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
PontoMédio (
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Intersecgdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegao(
Segmento(
Intersecgdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersecgdo(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y
)
),
Hipérbole(
Intersegdo(
Reta(A, 0Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegdo(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegao(
Reta(C, 0Obs),
PlanoX0Y
)
)
)
)
),
Intersecgdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
PlanoX0Y

),
Hipérbole(



230 APENDICE S. Ferramentas Projetivas — Hipérbole Projetada

Intersecgdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegdo(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersecgédo(
Reta(C, Obs),

PlanoX0Y
)
)
),
Obs,
Proj
),
ProjetarPonto(
Intersegédo(
Mediatriz(
PontoMédio(
Intersecédo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
PontoMédio (
PontoMédio(
Intersegdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersecédo(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y
)
),

Intersecgdo(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y
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)
)
),
Reta(
Interseg&o(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegédo(
Reta(B, 0Obs),
PlanoX0Y
)
),
PlanoX0Y
),
Hipérbole(

Intersecgdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersecgdo(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegao(
Reta(C, Obs),
PlanoX0Y

)

)
),
Obs,






APENDICE T - Ferramentas

Parabola Projetada

Cénical(
ProjetarPonto(

Intersecgdo(

Circulo(
Intersegdo(
Reta(£f(0), Obs),
PlanoX0Y
),
Intersecgdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
)
),
Parabola(
Intersegdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Reta(
Intersegdo(
Reta(£(0), Obs),
PlanoX0Y
),
Interseg&o(
Reta(£(1), Obs),
PlanoX0Y
)
)
)
),
Obs,
Proj
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ProjetarPonto(
Interseg&o(
Circulo(
Intersecgdo(
Reta(f(0.2), 0Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegdo(
Reta(A, Obs),

PlanoX0Y
)
),
Parabola(
Intersecgdo(
Reta(A, 0Obs),
PlanoX0Y
),
Reta(
Intersegio(
Reta(f(0), Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegio(
Reta(£f(1), 0Obs),
PlanoX0Y
)
)
)
),
Obs,
Proj
),
ProjetarPonto(
Intersecgdo(
Circulo(

Intersecgdo(
Reta(£f(0.4), QObs),
PlanoX0Y

)
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Reta(f(0), 0Obs),

Reta(f(1), Obs),

Intersecgdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
)
),
Parébola(
Intersecgdo(
Reta(A, Obs),
PlanoX0Y
),
Reta(
Intersegéo(
PlanoX0Y
),
Intersegio(
PlanoX0Y
)
)
)
),
Obs,
Proj
),
ProjetarPonto(
Intersecgdo(
Circulo(
Intersecgdo(

Reta(f(0.6), Obs),

PlanoX0Y

),

Intersecgdo(
Reta(A, 0Obs),
PlanoX0Y

)

),
Parabola(

Intersegdo(
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Reta(A, 0Obs),

PlanoX0Y
),
Reta(
Interseg&o(
Reta(f(0), Obs),
PlanoX0Y
),
Intersegio(
Reta(f(1), Obs),
PlanoX0Y
)
)
)
),
Obs,
Proj
),
ProjetarPonto(
Intersecgio(
Circulo(

Intersecgdo(
Reta(f(1), Obs),
PlanoX0Y

),

Intersecgdo(

Reta(A, Obs),
PlanoX0Y

),
Parabola(
Intersecgédo(
Reta(A, Obs),

PlanoX0Y

),

Reta(
Intersegdo(

Reta(f(0), 0Obs),
PlanoX0Y
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),
Intersegdo(
Reta(£f(1), Obs),
PlanoX0Y
)
)
)
),
Obs,
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APENDICE U - Ferramentas Projetivas —
Reflexdo Projetada (Ponto)

ProjetarPonto(
Reflex&o(
Intersecgdo(
Reta(A, 0Obs),
PlanoX0Y
),
Intersecgdo(
Reta(B, Obs),
PlanoX0Y

Obs,
Proj
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APENDICE V - Ferramentas Projetivas —
Reflexdo Projetada (Reta)

ProjetarPonto(
Reflexdo(
Intersecgdo(
Reta(A, 0Obs),

PlanoX0Y
),
Reta(

Intersegédo(
Reta(f(0), Obs),
PlanoX0Y

),

Intersegio(
Reta(f(1), Obs),
PlanoX0Y

Obs,
Proj
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