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RESUMO

A presente dissertacdo de mestrado se constitui do relato de pesquisa no @mbito da Historia da
Matematica sobre a Sequéncia de Jacobsthal e seus modelos de generalizacdo e de extensao.
Nesse sentido, referendados por alguns periddicos de matemaética pura, buscamos identificar
0s principais teoremas, definicbes e propriedades atinentes ao objeto matematico em estudo.
Assim, em consonancia com as orientagdes da Engenharia Didatica como metodologia de
pesquisa e em complementaridade com a Teoria das Situa¢Ges Didaticas, que permite uma
anélise minuciosa dos fendmenos relativos ao ensino e aprendizagem da Sequéncia de
Jacobsthal, descrevemos os elementos principais que constituem a ED. Dessa forma, o
emprego dessa metodologia viabilizou uma experimentacdo a fim de identificar os aspectos
evolutivos dessa sequéncia e, além disso, produzir situacBes de ensino com objetivo de
estimular a formulacéo de definicdes e teoremas relativos aos modelos estudados. A analise
realizada dos dados coligidos no decurso da aplicacdo da pesquisa permitem concluir que foi
favorecido aos professores de matematica em formacdo inicial, uma compreensdo

epistemoldgica da Historia da Matematica e seus processos de evolugdo matematica.

Palavra-chave: Engenharia Didatica. Teoria das Situacbes Didaticas. Sequéncia de
Jacobsthal.



ABSTRACT

In this research, we present an investigation in the context of the History of Mathematics
about the Jacobsthal Sequence and its models of generalization and extension. In this sense,
endorsed in some journals of pure mathematics to identify the main theorems, definitions and
properties pertaining to the mathematical object. Thus, in line with the guidelines of Didactic
Engineering as a research methodology and in complementarity with the Theory of Didactic
Situations, which allows a thorough analysis of the phenomena related to the teaching and
learning of Jacobsthal Sequence, we will describe the main elements that constitute ED. Thus,
the use of this methodology allowed an experimentation to be made in order to identify the
evolutionary aspects of this sequence and, in addition, to produce teaching situations in order
to stimulate the formulation of definitions and theorems related to the models studied. The
data collected in the course of applying the research allows us to conclude that mathematics
teachers in initial training were favored, an epistemological understanding of the History of
Mathematics and its mathematical evolution processes. Thus, we hope that the
methodological approach covered in this work will serve as a reference for organizing and

systematizing future research in the field of mathematics education.

Keywords: Didactic Engineering. Theory of Didactic Situations. Sequence of Jacobsthal.
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1 INTRODUCAO

Costumeiramente observamos nos compéndios especializados em Histéria da
Matematica — HM uma inclinacdo a evidenciar os pressupostos do Célculo Diferencial e
Infinitesimal, discutindo a historicidade dos conceitos matematicos que Ihe sdo intrinsecos.
(ALVES, 2018a).

Em contrapartida, torna-se relevante uma discussdo histérica dos conceitos
matematicos, bem como o seu desenvolvimento desde sua génese até a contemporaneidade e
a compreensdo de um processo epistemologico evolutivo ininterrupto da matematica, que
exp0be o carater ndo estatico do conhecimento matematico (ALVES, 2017; ALVES, 2018a).

Nesse contexto, evidenciamos o surgimento de diversas sequéncias numéricas
desconsideradas pelos autores de livros de histdria da matematica. Tais sequéncias foram
evidenciadas por meio da mobilizacdo de matematicos do mundo inteiro que tinham como
intuito fornecer novos modelos generalizados. (ALVES, 2016). Assim, pautados na
perspectiva da formacdo de professores e nos referendando por livros de HM, elegemos a
Sequéncia de Jacobsthal como objeto de estudo, com interesse na discussdo histérica do seu
processo epistemoldgico, matematico e evolutivo. Assim, o trabalho em tela tem como
finalidade fazer investigacfes sobre os obstaculos encontrados na disciplina de Historia da
Matematica e de modo mais especifico, a Sequéncia de Jacobsthal.

Nessa perspectiva, apoiados nos pressupostos da vertente francesa de investigacao
sobre Didatica da Matematica — DM propomos a utiliza¢do de sequéncias que estimulem a
busca pelo saber. Para elaboracdo dessas situagdes, tomamos como base as contribuigdes de
diversos pesquisadores e de modo especifico, os trabalhos de Brousseau (1986) e Artigue
(1988). Esses autores defendem que a utilizacdo de situacdes didaticas contribui na evolucéao
do aluno, visto que 0 mesmo tem a oportunidade de tracar caminhos, organizar e interpretar
informacdes e, a partir disso, tomar decisdes para a constru¢do do conhecimento matematico.

Nesse escopo, destacamos as dissertacdes de mestrados de Santos (2017) que adotam
uma abordagem sobre a generalizacdo da Sequéncia de Fibonacci por meio da Engenharia
Didatica com enfoque na formacéo inicial de professores. N&o obstante, Oliveira (2018) em
seu trabalho apresenta uma investigacdo em situacfes de ensino sobre o estudo de
complexificacdo do modelo de Fibonacci. Tais pesquisas, foram elaboradas segundo o0s

percursos metodoldgicos da Engenharia Didatica. Alem disso, as situacdes de ensino foram
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organizadas com enfoque na TSD visando a mobilizacdo de uma concepgdo epistemoldgica
do ensino de Histdria da Matemaética para os estudantes da licenciatura em matematica.

Sob esse aspecto, elegemos como metodologia de pesquisa a Engenharia Didatica —
ED que permite a organizacdo de situacdes didaticas que podem produzir interacdes entre
professor, aluno e saber, de modo a promover a aprendizagem do objeto matemaético.
Destarte, pretende-se discorrer a respeito das fases da Engenharia Didética, explorando seus
recursos, que podem ser utilizados pelo professor para conceber, desenvolver e analisar
situacOes didaticas.

Por outro lado, os conceitos matematicos aqui apresentados sdo voltados em sua
maioria, para um tratamento no ambito da matematica pura. Desse modo, a preocupacdo
pedagdgica ndo € evidenciada. Nessa perspectiva, pretendemos uma abordagem envolvendo
uma transposicao didatica do saberes cientificos para o saber escolar no contexto da HM, que
pode oportunizar uma concepgao epistemoldgica sobre o seu ensino e contribuir para a
formagdo dos professores de matematica.

Isto posto, elegemos para essa pesquisa a seguinte indagacao: de que modo podemos
desenvolver uma engenharia didatica classica, sobre o estudo e ensino do processo de
generalizacdo da sequéncia de Jacobsthal de modo a realizar situacfes didaticas que
oportunizem a investigacao histérica relativa ao seu processo matematico evolutivo?

Com o intuito de responder a questdo ora levantada, tracamos objetivos que nos
permitiam responder as hipdteses formuladas. Portanto, esta pesquisa € baseada nos seguintes

objetivos:

1.1 Geral

Desenvolver uma Engenharia Didatica de 1% geracdo, envolvendo a nocdo de
sequéncia generalizada de Jacobsthal, visando a compreensdo do seu processo historico-
matematico evolutivo.

Com o intuito de alcancar nosso objetivo geral, bem como responder a questdo tomada
como problema para a realizagdo desta pesquisa, apresentamos o0s seguintes objetivos

especificos:
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1.2 Especificos

e Discutir o processo matematico, epistemoldgico e historico-evolutivo dos modelos
de generalizacdo da sequéncia de Jacobsthal,

e Conceber situagdes didaticas de ensino para a no¢do de SGJ;

e Aplicar a TSD na organizagdo de atividades deste tOpico que possibilitem a
formulacGes de demonstracdes e definicbes no contexto da formacdo de professores de
matematica.

Quanto a organizacdo, este trabalho encontra-se dividido em cinco capitulos. No
capitulo 1, apresentamos a problemaética e a justificativa da pesquisa, bem como 0s objetivos
tracados para a investigacdo. O segundo capitulo foi dedicado para a discussao das teorias que
servem de base para o desenvolvimento do nosso estudo, a saber, a Teoria das Situacdes
Didéaticas e suas fases de acdo, formulacdo, validacdo e institucionalizacéo.
Complementarmente, tratamos sobre a metodologia de pesquisa adotada, qual seja Engenharia
Didatica. Alem disso, expomos detalhadamente cada uma de suas etapas.

O terceiro capitulo foi voltado para a descri¢cdo do campo epistémico-matematico. Dessa
forma, abordamos os conceitos basicos inerentes a SJ, tais como: férmula de binet, extensdo
aos inteiros e modelos de representacfes matriciais. Além disso, foram destacadas a s-
Sequéncia de Jacobsthal, a s,t — Sequéncia de Jacobsthal e seus modelos de generalizacéo.
N&o obstante, apresentamos a sequéncia de k- Jacobsthal e pudemos verificar os modelos de
generalizacdo para a mesma, como por exemplo: formula de Binet, representaces matriciais
e identidades de Catalan, Cassini e d’Ocagne. Continuando, tratamos sobre a SPJ e 0s
principais teoremas e propriedades relativos a esse tdpico. Por fim, realizamos um estudo
sobre os quatérnios de Jacobsthal, bem como os nimeros gaussianos. Finalizando o capitulo
3, apresentamos uma abordagem para as relagdes recorrentes bi, tri e n-dimensionais,
evidenciando o seu crescimento dimensional.

No capitulo 4, apresentamos a experiéncia realizada com uma turma de Licenciatura em
Matematica do IFCE, nos anos de 2018 e 2019. Na ocasido, 0s sujeitos da pesquisa estavam
cursando a disciplina de Histéria da Matematica. Nesse sentido, foi elaborado um conjunto de
oito situacdes didaticas com a finalidade de observar os comportamentos dos estudantes e
verificar o desenvolvimento do seu raciocinio para resolver o problema proposto. Além disso,

a fase de concepcdo das situagOes foi organizada com fins a possibilitar a formulagdo de
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definicBes e teoremas no contexto da HM. Concluindo o capitulo, delineamos a etapa de
experimentacao e a descri¢cdo dos momentos de aplicagdo das situacBes didaticas, destacando
a importancia desse momento para a realizacdo da pesquisa.

O capitulo 5 foi destinado a analise dos dados coletados na etapa de experimentacéo.
Assim, observamos as principais producoes dos licenciandos a fim de identificar os caminhos
I6gicos seguidos para a resolucdo de cada uma das situacdes propostas. Igualmente, a etapa de
validacdo da pesquisa permitiu uma confrontacdo dos elementos levantados a priori e as
ponderacOes e observacdes realizadas posteriormente. Por fim, apresentamos as consideracdes

finais sobre o trabalho em questao e perspectivas para proximas investigacoes.
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2 REFERENCIAL TEORICO

A seguir, apresentamos as teorias que servirdo como base para 0 nosso estudo e que

fornecem um norte para responder a questao problema levantada previamente.

2.1 Teoria das Situac@es Didaticas

No ambito das pesquisas voltadas para a area de ensino, destacamos o ramo da
Educacdo Matemaética. Segundo Pais (2015), tal dominio tem como objetivo estudar a
compreensdo, identificacdo e descricdo de fendmenos ligados ao processo de ensino e
aprendizagem de matematica. Ademais, a Educacdo Matematica abriu espaco para um leque
de possibilidades e tendéncias educacionais que apreciam (contemplam) distintas tematicas
relacionadas ao ensino e aprendizagem de Matematica. Dentre essas vertentes, destacamos a
Didéatica da Matematica.

Tal vertente desenvolveu-se principalmente na Franca, durante a década 70, com o
surgimento dos Institutos de Investigacdo acerca do Ensino das Matematicas (IREM) e teve
como marco a reforma da matematica moderna, bem como o éxito das teorias piagetianas
sobre a psicologia do desenvolvimento.

Alguns autores apresentam definic6es sobre a Didatica da Matematica. Dentre as quais

nos interessa a seguinte acepcao:

(...) uma das tendéncias da grande &rea de educagdo matematica, cujo objeto de
estudo é a elaboracdo de conceitos e teorias que sejam compativeis com a
especificidade educacional do saber escolar matematico, procurando manter fortes
vinculos com a formagao de conceitos matematicos, tanto em nivel experimental da
pratica pedagdgica, como no territorio tedrico da pesquisa académica. (PAIS,
2015,p.8)

Dessa forma, as pesquisas e teorias funcionam como aporte para fortalecer préaticas de
ensino e colaborar na aprendizagem matematica.

Por outro lado, vislumbramos uma outra concepgao sobre o0 assunto:

A didatica da matematica (que nds consideramos como um aspecto da educacdo
matematica mais geral) é a arte de conceber e conduzir condigdes que podem
determinar a aprendizagem de um conhecimento matematico por parte de um sujeito
(que pode ser qualquer organismo envolvido nessa atividade: uma pessoa, uma
instituicdo, um sistema, até mesmo um animal).(D’AMORE, 2007, p.4)
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O autor assegura que a aprendizagem se dd por meio de modificacdes de
comportamentos e condi¢fes que possam ser favoraveis a esse processo. Ainda nesse
entendimento, Galvez (1996) comenta que o objetivo primordial da Didatica da Matematica é
analisar como funcionam as situacdes didaticas e quais caracteristicas de cada situacdo s@o
imprescindiveis para a evolugdo da conduta dos alunos e, consequentemente, de seus
conhecimentos. Vale salientar que, mesmo no fracasso, podemos explorar o potencial de uma
situacdo didatica. De fato, podemos identificar onde o processo falhou e contornar o erro para
experiéncias futuras.

Nesse contexto, apresentamos uma teoria que supera as tradicionais vertentes do
processo de ensino e aprendizagem e procura intensificar as relagdes entre professor, aluno e
saber, sendo nomeada como Teoria das Situa¢6es Didaticas (TSD).

Esse estudo foi desenvolvido pelo educador matematico francés Guy Brousseau na
década de 80 e teve como influéncia a organizacdo de um processo sequencial dividido por
fases. Tal processo verificava o desenvolvimento cognitivo do individuo, proposto por Piaget.
Todavia, ao contrario do que era idealizado por Piaget, Brousseau considerou, além das etapas
de desenvolvimento da crianca, a especificidade da aprendizagem de cada saber matematico.

De acordo com Almouloud (2007), a teoria das situacbes didaticas pretende produzir
um modelo de interacdo entre o aprendiz, o saber e o milieu. Esse ultimo termo de origem
francesa, que significa “meio”, ¢ utilizado para caracterizar o ambiente no qual a
aprendizagem devera se desenvolver.

Nesse sentido, Brousseau (1986, p.6 citado por Almouloud, 2007, p.31), defende que:

Um processo de aprendizagem pode ser caracterizado de modo (se ndo
determinado) por um conjunto de situacBes identificAveis (naturais ou
didaticas) reprodutiveis, conduzindo frequentemente a modificacdo de um
conjunto de comportamentos de alunos, modificacdo caracteristica da aquisi¢do
de um determinado conjunto de conhecimentos.

Ainda segundo Almoloud (2007), essa teoria objetiva a caracterizacdo de um processo
de aprendizagem ligado a um encadeamento de situacGes que possam ser reproduzidas, de
modo a conduzir frequentemente a modificacdo de um conjunto de comportamento dos
alunos. Assim, o centro dessa teoria ndo é o aluno, mas sim a situacdo didatica em sua
esséncia que possibilita a interacdo entre o professor, aluno e o saber matematico.

Essas relacOes, que sdo desenvolvidas em sala de aula, partem de uma concordancia
entre professor e aluno, chamada de contrato didatico. A esse respeito, Brousseau (1986,
p.127 citado por D’ Amore, 2005, p.71) atesta:
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Em uma situacdo de ensino, preparada e realizada por um professor,o aluno tem, em
geral, como tarefa, de resolver um problema (matematico) que lhe é apresentado,
mas 0 acesso a essa tarefa é feito através da interpretagdo de perguntas colocadas,
das informacdes fornecidas, das obrigaces estabelecidas que sdo constantes da
maneira de ensinar do professor. Esses habitos (especificos) do professor esperados
pelo aluno e os comportamentos do aluno esperados pelo professor constituem o

contrato didatico.

Desse modo, esse acordo entre professor e aluno estabelece regras a serem cumpridas
por ambos e possibilitam a constru¢do de um ambiente favoravel ao ensino e a aprendizagem.
Para a sistematizacdo da teoria das Situagfes Didaticas, Brousseau (1996) aponta elementos
substanciais para a verificacio dos conceitos concebidos pelo aluno. E proposto um modelo
de sistema didatico estruturado por trés componentes: professor, aluno e saber, que
normalmente € intitulado triangulo didatico. Tal esquema apresenta as relacfes estabelecidas
entre essas partes durante uma situacdo didatica. A seguir, apresentamos o modelo

desenvolvido por Brousseau.

Figura 1 - Triangulo Didatico

Epistemologia O Saber Relac¢io

do professor aluno/saber

N/ N\

Professor Aluno
frolessor]

Relacao

pedagogica

Fonte: elaborada pela autora.

Nessa perspectiva, Almouloud (2007) apresenta hip6teses sobre as quais a TSD esta
apoiada. Na primeira hip6tese, o autor destaca que o aluno aprende adaptando-se a um milieu,
que é agente de dificuldades, contradicdes e desequilibrio. Tal conjectura é baseada na
epistemologia construtivista de Piaget. Na hipo6tese seguinte é evidenciado que somente o
milieu ndo provido de situacOes didaticas € insuficiente para aquisicdo de conhecimentos
matematicos. Desse modo, € necessario que o professor intencione uma situagédo de ensino, de

modo a germinar a aprendizagem. Na ultima hipdtese, é ressaltado que esse milieu e as
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situacOes didaticas devem interligar os saberes matematicos inerentes ao processo de ensino e
aprendizagem.

No enfoque do sistema didatico, a relacdo entre professor e aluno, denominada relacéo
pedagdgica, merece destaque. O docente desempenha papel de mediador, considerando que o
mesmo é responsavel pela organizacdo da sequéncia didatica. Assim, quando o saber esta
sendo introduzido, a relacdo do aluno com o saber ainda é imprdpria. O professor fica
incumbido de produzir situacdes que aproximem o aluno do saber (MENEZES, 2006).

A vista disso, a pratica pedagdgica do docente deve ser realizada de modo a estimular
o0 aprendiz a ressignificacdo, conceituacdo e identificacdo de uma situagdo proposta, para que
em posse desses elementos consiga construir um conhecimento matematico.

Em sintese, nas palavras de Brousseau (1996, p.49, citado por Pommer, 2008, p.49) o
trabalho do professor sera “propor ao aluno uma situacdo de aprendizagem para que [este]
elabore seus conhecimentos como resposta pessoal a uma pergunta, e os faca funcionar, ou os
modifique como resposta as exigéncias do meio e ndo a um desejo do professor”. Desse
modo, fica evidente a necessidade de novas experiéncias e praticas educativas que tragam
situacOes de aprendizagem como forma de viabilizar a estruturacdo do saber matematico.

Outra conexao manifestada na teoria das situacdes didaticas é a relagdo entre professor
e saber. De acordo com Almouloud (2007, p.27) “A rela¢do do docente com o saber depende
da sua formagdo e histéria de vida.” Tal relagdo ¢ caracterizada como Epistemologia do
professor e exprime a ideia de que o docente ndo deve possuir somente o dominio do
conteddo matematico, mas elaborar estratégias para incitar o processo de interiorizacdo da
situacdo didatica, de modo que o educando se aproprie e use essa situacdo para significar o
conhecimento.

Na ultima relacdo aluno-saber, deve-se considerar os conhecimentos prévios dos
alunos e proporcionar um ambiente favoravel no qual o mesmo sinta-se instigado a realizar
investigacOes, fazer dedugdes e comprovar suas suposicfes. Além disso, Brousseau (1996)
aponta essa fase como sendo a devolucdo da situacdo didatica, que significa o aceite do aluno
pela responsabilidade na busca da solu¢do do problema aventado. Isto posto, Pommer
(2013,p.16) salienta que: “as situacdes didaticas abrem a possibilidade do aluno vivenciar
uma mudanca do ponto de vista didatico, o que favorece a construcdo de uma nova relagao
deste com o saber, relacdo que coloca o aluno numa postura construtiva: o autor do proprio
conhecimento”. Desse modo, o educando tem a oportunidade de modelar o saber e redescobrir

caminhos para ir ao encontro da aprendizagem.



23

Ainda no que concerne & TSD, destacamos o nucleo central dessa teoria: a situacdo
didatica que € definida por Brousseau (1978, p.25 citado por Almouloud, 2007, p.33) como:

O conjunto de relagdes estabelecidas explicitamente e/ou implicitamente entre um
aluno ou grupo de alunos, um certo milieu (contendo eventualmente instrumentos ou
objetos) e um sistema educativo (o professor) para que esses alunos adquiram um
saber constituido ou em constituicéo.

Assim, percebemos que a situacdo didatica estard caracterizada sempre que se
verificar, por parte do professor, o propésito de proporcionar a aprendizagem de um
determinado conteudo.

Outro enfoque relevante que merece evidéncia é a situacdo adidatica, que é
caracterizada como parte substancial da situacdo didatica. Nesse quadro, o desejo de ensinar
ndo € deixado claro para o discente, mas foi intencionado pelo professor de modo a fornecer
oportunidades para que este tome posse do saber vindouro (ALMOULOUD, 2007).

Em consonéncia com Almouloud (2007), na situacdo adidatica o problema é
selecionado de maneira a fazer o educando progredir por interesse proprio. A aquisicéo de
conhecimentos serd justificada pelo desafio da problematica, concebida sem o apelo as raz6es
didaticas. Além disso, o professor novamente encarrega-se da funcdo de mediador, criando
oportunidades para que o aluno seja o principal agente da sua aprendizagem. Destarte, Freitas
(2010, p.86) explica a relevancia dessas situagdes no processo de ensino quando reitera que:

As situacOes adidaticas representam 0S momentos mais importantes da
aprendizagem, pois o sucesso dos alunos nelas significa que ele, por seu mérito,
conseguiu sintetizar algum conhecimento. Nesse sentido, elas ndo podem ser
confundidas com as chamadas situacdes ndo-didaticas, que sdo aquelas que nédo
foram planejadas visando uma aprendizagem.

De acordo com o autor, é importante observar que as situacdes adidaticas, ainda que
ndo sejam percebidas pelo aluno, sdo idealizadas pelo professor com o propdsito de conduzir
a aprendizagem. Portanto, ndo deve ser confundida com uma situacdo que ndo foi planejada
para construcdo de conhecimento.

Com fins a sistematizar o processo de aprendizagem, a Teoria das Situacdes Didaticas
analisa e desmembra esse processo em quatro etapas dissemelhantes, em que o educando tem
relacOes distintas com o saber. O esquema da figura 2 mostra a disposi¢do cronoldgica dessas

fases:
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Figura 2 - Organizacdo da teoria das situagdes didaticas

Formulacado

Teoria das

Situacoes Didaticas

Validacao

Institucionalizacdo

Fonte: elaborada pela autora.

Os estagios iniciais (a¢do, formulacdo e validacdo) séo caracterizados como situagGes
adidaticas. Tendo em vista que, nesses tempos dominantes, o aluno é o autor da sua
aprendizagem e interage com o milieu de modo que ele possa transitar entre acdo e reflexao.
Na ultima fase (institucionalizacdo), o professor novamente assume a funcdo principal,
considerando que, 0 mesmo ird designar o conteudo a ser concebido como um estatuto oficial.

Nessa concepcdo, inicialmente serd discutida a dialética da agdo. Nesse momento, 0s
alunos tém a oportunidade de interagir com o0 meio e tomar decisfes para organizar estratégias

para a solucdo do problema exposto. A esse respeito, Almouloud (2007, p.37) afirma que:

Uma boa situacdo de ag¢do ndo é somente uma situacdo de manipulacéo livre ou que
exija uma lista de instrugBes para seu desenvolvimento. Ela deve permitir ao aluno
julgar o resultado de sua acdo e ajusta-lo, se necessario, sem a intervencdo do
mestre, gracas & retroacdo do milieu. Assim, o aluno pode melhorar ou abandonar
seu modelo para criar um outro: a situagdo provoca assim uma aprendizagem por
adaptacéo.

Desse modo, 0 aluno toma suas decisbes por meio de acdes sobre o milieu. Nessa
altura, é possivel haver troca de informacdes entre os alunos, e suas escolhas sdo conduzidas
pelas retroacdes do milieu.

Na fase seguinte, a situacdo de formulacdo apresenta as interacfes existentes em
determinada atividade proposta. Tal situacéo é caracterizada pela troca de saberes entre alunos
e outros individuos que serdo emissores ou receptores. Essa transferéncia de informacGes
pode ser expressa, por meio de mensagens escritas ou orais. Além disso, a linguagem utilizada

pelo aluno nessa fase pode ser a linguagem natural ou mesmo matematica. (ALMOULOUD,
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2007). Vale salientar que, nessa dialética, os alunos podem trabalhar de modo colaborativo,
buscando interagir e complementar os conhecimentos uns dos outros.

De modo geral, para Brousseau (1998,p.36) citado em Almouloud (2007,p.39) a
situagdo de formulagdo consiste em “desenvolver progressivamente uma linguagem
compreensivel por todos e que leva em conta 0s objetos e as relacfes pertinentes da situacao
de forma adequada (isto €, permitindo raciocinios uteis e agdes)”.

Na terceira fase, a dialética da validacédo, o aprendiz tenta convencer um ou Varios
interlocutores da legitimidade das assercGes que sdo feitas. Assim, a comprovacdo empirica
ndo é suficiente, os alunos devem elaborar provas e demonstracGes para veracidade das suas
afirmacgoes.

Segundo Almouloud (2007), o emissor deve fundamentar a exatiddo e a importancia
do seu modelo e fornecer uma validacdo semantica e sintatica. No que lhe concerne, o
receptor pode discordar do argumento exposto ou ndo entender a logica que foi utilizada e
esclarecer sua objecdo. Desse modo, diferente da situagdo de formulacdo em que o objetivo
fundamental é a comunicacdo linguistica, a dialética da validacdo propde a argumentagédo
sobre a firmeza das assercdes, e desse modo permite sistematizar as interacdes com o milieu.

Como observado nas fases anteriores, o professor concede parte do seu
comprometimento ao aluno com o proposito de desenvolver suas potencialidades, bem como
administrar a sua relacdo com o saber. Na Ultima etapa, o docente reassume 0 seu
compromisso. Tal fase se denomina institucionalizacao.

Na dialética da institucionalizacéo, espera-se que o aluno ou grupo de alunos assuma
o significado de um saber que foi elaborado por ele mesmo ao longo das fases anteriores.
Segundo Almouloud (2007, p.40), nessa situagdo “o professor fixa convencionalmente e
explicitamente o estatuto cognitivo do saber”. Apo6s a estruturagdo e validagdo do
conhecimento, este fara parte do patriménio matematico do educando.

E importante aludir que 0 momento em que a institucionalizagio ocorre pode interferir
no processo, sendo capaz de desorganizar todas as fases elaboradas e desenvolvidas.
Almouloud (2007) assevera que, se a institucionalizacdo for feita prematuramente, o
educando ndo terd o entendimento conveniente do significado do saber, obstaculizando a
aprendizagem de modo generalizado. Se for feita tardiamente, pode desenvolver no aluno
concepcdes desconformes que, alem de retardar a aprendizagem, bloqueiam as aplicacOes

desse conhecimento.
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Em suma, apds a vivéncia de todas essas fases, o saber efetua-se e os alunos devem se
apropriar do mesmo e utiliza-lo em questdes futuras. A imagem a seguir, ilustra a

complementariedade entre esses processos.

Figura 3 — Saber e Conhecimento

Institution

Savoir

Deécontextualisation /
institutionnalisation

Contextualisation /
dévolution

Connaissance

Situation

Fonte: Laparra e Margolinas (2010).

Diante do exposto, observamos que as reflexdes levantadas e debatidas ao longo do
texto nos remetem a importancia de uma teoria intimamente ligada ao ensino e aprendizagem
de matematica, tendo em vista que alguma aversdo a disciplina é corriqueiramente
desenvolvida por alunos. E importante enfatizar que tal teoria foi concebida de modo a
levantar hipoteses sobre as fragilidades no ensino dessa disciplina e, a partir disso, elaborar
situacbes que visem estimular a construcdo do saber matematico, bem como mensurar as
funcdes e relacdes entre aluno, professor e saber diante de uma sequéncia didatica elaborada e

que tenha por finalidade estimular autonomia do aprendiz na constru¢do do conhecimento.

2.2 Engenharia didatica

Sobre o campo epistémico de estudos nominado Engenharia Didatica, percebemos
uma serie de influéncias que culminaram na delimitacdo dessa area de estudos. A seguir
apresentaremos as principais contribui¢fes para constitui¢do da ED.

Podemos destacar inicialmente a influéncia de um viés piagetiano, no que diz respeito
a objetivar situacdes de ensino pautadas na analise minuciosa do individuo em situacOes de
aprendizagem. Por outro lado, destacamos os tragos do pensamento de Bachelard (1996), no

que concerne a descricdo de obstaculos epistemologicos. A nogcdo de obstaculos
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epistemoldgicos foi concebida originalmente para a Fisica, mas vale salientar que sua ideia
pode ser expandida para outras areas do conhecimento.

Assim, de maneira analoga ao caso de Bachelard, Brousseau adaptou esse conceito
para a matematica e aponta o expediente inescapavel dos obstaculos, procedente da interacéo

dialética entre “conhecimento” e “meio”. De fato, assegura que:

Um conhecimento, como obstaculo, é sempre fruto de uma interacdo de um aluno
com 0 meio e, mais precisamente com uma situacdo que torna o conhecimento
interessante [...] todavia, tais concepgdes sdo comandadas por intermédio das
condi¢es de interacdo. (BROUSSEAU, 1976, p.107)

Nessa perspectiva, apresentamos outra corrente de grande importancia para a
Engenharia Didatica. Estamos nos referindo a Didatica da Matematica, que se desenvolveu
principalmente na Franca do final dos anos 60, com o surgimento dos Institutos de
Investigacdo acerca do Ensino das Matemaéticas (IREM). A Didatica da Matematica tem como
marco a reforma da matematica moderna, bem como o éxito das teorias piagetianas sobre a
psicologia do desenvolvimento. No ambito das pesquisas em Didatica da Matematica,
podemos enfatizar a Teoria das Situa¢fes Didaticas, descrita por Brousseau (1986), que
estuda as formas de elaboracéo e apresentacao do saber escolar.

Artigue (1995) evidencia que a Teoria das SituagBes Didaticas passou por alguns
entraves metodoldgicos e assim culminou no desenvolvimento, em oposicdo aos paradigmas
classicos de experimentacdo em sala de aula, de uma metodologia especifica:A Engenharia
Didética.

Assim, Artigue (1995) ao apresentar o termo Engenharia Didatica faz uma analogia
entre a forma de trabalho do professor e o trabalho de um engenheiro que para realizar um
projeto especifico, baseia-se em um conhecimento cientifico e aceita submeter-se a um
controle do tipo cientifico. Ao mesmo tempo, é obrigado a trabalhar objetos bem mais
complexos do que os objetos depurados da ciéncia e, portanto, enfrentar, com todos 0os meios
de que dispBe, problemas que a ciéncia ndo quer ou ndo pode assumir.

Por outro lado, ainda conforme Artigue (1995) a Engenharia Didatica vista como
metodologia de pesquisa € inicialmente caracterizada por um esquema experimental baseado
em “realizag¢Oes didaticas” em sala de aula. Esse esquema consiste na concepcao, realizagéo,
observacdo e analise de sequéncias de ensino.

Nesse escopo, a engenharia didatica apresenta dois niveis de pesquisa —

microengenharia e macroengenharia. A primeira diz respeito a uma visdo mais restrita na
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medida em que se interessa pelas relaces e fendbmenos que ocorrem no interior da propria
sala de aula e “sdo mais faceis de desenvolver na pratica” (ARTIGUE, 1995, p.36). Ja a
segunda, macroengenharia, diz respeito as dificuldades de cunho metodolégico e/ou
institucional e envolvem um interesse de identificacdo de condicionantes oriundos do
funcionamento da escola ou de uma instituicdo (ALVES, 2016).

A pesquisa que ora apresentamos trata-se de uma microengenharia que busca
desenvolver uma Engenharia Didatica no ensino de Histéria da Matematica relativo ao
conteudo sequéncia de Jacobsthal no campo dos inteiros. Além disso, apresentamos também a
sistematizacdo de variaveis macrodidaticas que dizem respeito a organizagdo global e as
variaveis microdidaticas, que se relacionam a um estagio especifico da engenharia, sobretudo,
a fase da experimentacao.

Outrossim, a Engenharia Didatica que visamos se apoia em sua fase de
experimentacdo, na metodologia de ensino nomeada Teoria das Situa¢des Didaticas - TSD,
conforme foi mencionado anteriormente. Essa teoria foi desenvolvida especificamente para o
ensino de matematica e pretende produzir um modelo de interagcdo entre o aluno, o saber e 0
ambiente de aprendizagem no qual o conhecimento devera se constituir (ALMOULOUD,
2007). Empenhada em coletar e analisar dados de uma determinada pesquisa, a Engenharia
Didatica é subdividida em quatro, fases que serdo delineadas a seguir:

Figura 4 — Fases da Engenharia Didatica

Engenharia
Drdatica

]
|

|
Concepgioe Andlise 2
e E Experimentacdo posteriori e
Andlises a priori o

Fonte: elaborada pela autora.

2.2.1 Analises Preliminares

E a fase inicial da Engenharia Didatica. Sobre essa etapa, Pommer (2013, p.23)

assegura que:
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Nesta analise preliminar é feita uma reviséo bibliografica envolvendo as condicoes e
contextos presentes nos varios niveis de producdo didaticabe no ambiente onde
ocorrera a pesquisa, assim como uma analise geral quanto aos aspectoshistorico-
epistemoldgicos dos assuntos do ensino a serem trabalhadose dos efeitos por eles
provocados, da concepcdo, das dificuldades e obstaculos encontrados pelos alunos
dentro deste contexto de ensino.

Nesse sentido, o investigador tem a incumbéncia de analisar aspectos indispensaveis,
por exemplo: realizar uma abordagem histdrica relativa a génese dos conceitos que serdo
tratados no decorrer da pesquisa; definir e estruturar os conceitos matematicos, objetivando
motivar uma melhor compreensdo do objeto de estudo; examinar os sistemas de ensino, de
modo a investigar como os saberes sdo ministrados, avaliar os livros didaticos adotados e
analisar as concepgdes de professores e alunos a respeito dos desafios encontrados.

Ainda nesse estagio, é preciso estabelecer o problema de pesquisa, apresentar
hipdteses e fundamentar as escolhas feitas no decorrer do trabalho. Para isso, 0s objetivos
especificos tém de estar bem definidos, de forma a justificar a necessidade do estudo.

Outrossim, é essencial produzir uma revisdo bibliografica sobre os aspectos que
influenciam no processo de ensino e aprendizagem dos saberes. Para tal, realiza-se consultas

em artigos, livros, revistas e demais fontes.

2.2.2 Andlises a priori

E a etapa que tem como finalidade validar as conjecturas apontadas nas analises
preliminares. A esse respeito Artigue (1995, p.42) pontua que “nesta fase, o pesquisador
tomara a decisdo em atuar sobre um nimero determinado de variaveis do sistema, fixadas por
determinadas restricdes. Estas sdo as varidveis de comando, percebidas como pertinentes com
relacdo ao problema estudado”

Essa etapa € marcada pela construcdo dos principios desejados pela aplicacdo da
sequéncia didatica. Nessa perspectiva, necessitam estar bem definidas as variaveis da
pesquisa, que poderdo garantir o alcance dos objetivos esperados pela experimentagdo. A esse
respeito, Artigue (1988) destaca dois tipos de variaveis: as macrodidaticas ou globais que séo
referentes a organizagdo global da engenharia e as variaveis microdidaticas ou locais,
relacionadas a organizacdo local da engenharia, ou seja, a organiza¢do de uma sec¢do ou de
uma fase.

Destarte, na analise a priori devemos: descrever as escolhas das variaveis locais,

relacionando-as sempre que possivel com as globais; elaborar e desenvolver situacdes
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didaticas; investigar a importancia da situacdo para o aluno e prever os comportamentos

provaveis, mostrando de que modo a andlise realizada pode controlar essas a¢des.

2.2.3 Experimentacao

E considerada como classica. E a fase de aplicagdo de todo o instrumental preparado.
Segundo Almouloud (2007), é a ocasido de pbr em pratica o dispositivo construido,
corrigindo-o quando as andlises locais identificam essa necessidade, possibilitando uma
complementacdo, por meio de um retorno as analises a priori. Além disso, Carneiro (2005,

p.105) esclarece que:

Durante a experimentacéo, coletamos e organizamos um corpus de pesquisa variado,
composto por produgdo dos alunos, registro de perguntas, dividas e erros
constatados durante o acompanhamento de suas agles e diarios de classe dos
ministrantes. A analise desse material é essencial para a etapa da validagao

N&o obstante, segundo Amouloud e Silva (2012), nesse periodo apresenta-se 0S
objetivos e as condi¢bes em que a pesquisa foi concretizada. E também a oportunidade de
instaurar o contrato didatico e registrar as observacdes feitas durante o processo de
experimentacdo. Assim, a descri¢do de todos os acontecimentos deve ser realizada. Esta pode
ser feita por meio de relatos, questionarios e até mesmo transcricdo de gravacdes.
(NASSERALA, 2014).

2.2.4 Analises a posteriori

E o Gltimo passo de aplicacdo da ED. Essa etapa consiste em analisar os dados obtidos
durante a experimentacdo, tais como material produzido pelos alunos, videos e observacdes.
Essas informacgdes permitirdo a construgdo dos protocolos da pesquisa. Nessa acepcao,
Almouloud e Coutinho (2008), atestam que:

A andlise a posteriori de uma sessdo é o conjunto de resultados que se pode tirar da
exploracdo dos dados recolhidos e que contribuem para melhoria dos conhecimentos
didaticos que se tém sobre as condigdes da transmissdo do saber em jogo. Ela ndo é
a cronica da classe, mas uma analise feita a luz da analise a priori, dos fundamentos
tedricos, das hipoteses e da problematica da pesquisa.
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Desse modo, 0s resultados da anélise a posteriori viabilizam uma comparagdo com as
hipoteses e objetivos propostos ao longo das analises a priori. Apresentando, a validagdo ou
ndo das hipdteses levantadas na pesquisa. Além disso, Artigue (1988) reitera que cada uma
dessas fases é retomada e aprofundada no decorrer da pesquisa, em funcdo das necessidades

decorrentes. Na verdade, deve existir uma harmonia em todos 0s estagios do estudo.
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3 SOBRE O ESTUDO DO PROCESSO DOS MODELOS DE GENERALIZAGCAO DA
SEQUENCIA DE JACOBSTHAL

3.1 Analises preliminares

Segundo os pressupostos da Engenharia Didatica, como forma de sistematizar a
analise preliminar, € recomendavel proceder a uma descricdo das principais dimensdes que
definem o fenbmeno a ser analisado e que se relacionam com o sistema de ensino, quais
sejam: a didatica, a epistemoldgica e a cognitiva. Cada uma dessas perspectivas atua na
constituicdo do objeto de estudo (PAIS, 2015).

Desse modo, no gque concerne a dimensdo didatica, analisamos a abordagem dada a
sequéncia de Jacobsthal, por meio de uma pesquisa de cunho bibliografico, buscando discutir
as definicbes e propriedades referentes a esse objeto que foram apresentadas em artigos
cientificos. Inicialmente, para elucidarmos a sequéncia classica de Jacobsthal, selecionamos
os trabalhos de Horadam (1996), Koken&Bozkurt (2008), Gnanam&Anitha (2016). Nesses
trabalhos, encontramos propriedades relativas a férmula de Binet, representacfes matriciais,
bem como o0 modelo de extens&o aos inteiros para a SJ.

Num segundo momento, foi realizado um estudo sobre a s - Sequéncia Generalizada
de Jacobsthal e a (s,t) — Sequéncia Generalizada de Jacobsthal. Nesse sentido, selecionamos
os trabalhos de Atanassov (2011) e Alves (2017). Tais produgdes serviram de subsidio para o
delineamento de propriedades como: extensdo aos inteiros e representacdes matriciais das
referidas sequéncia.

Vale salientar que Alves (2017) apresenta as duas fases iniciais de uma Engenharia
Didatica para a s-sequéncia de Jacobsthal e para a (s,t)- Sequéncia de Jacobsthal, buscando
realizar uma transposicdo didatica do saberes cientificos para o saber escolar . Destacamos
nesse texto uma proximidade com o que tencionamos desenvolver, tendo em vista que
propomos a utilizacdo da Engenharia Didatica em completude com a Teoria das Situacdes
Didaticas.

Dando prosseguimento ao levantamento bibliografico, selecionamos as obras de
Falcon e Plaza (2007) e Jhala, Rathore e Sisodiya (2014) em que 0s autores apresentam a
sequéncia de k-Jacobsthal. Esse tipo de sequéncia apresenta uma espécie de generalizacao
para a SJ. Assim, os autores estabelecem algumas adaptagcdes da formula de Binet e as

identidades de Catalan e d’Ocagne para os nimeros de k-Jacobsthal.
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Ao trabalharmos com a Sequéncia dos Polindbmios de Jacobsthal (SPJ), foram
selecionados os artigos de Horadam (1997), Catarino e Morgado (2016) e Alves (2018). Os
autores apresentam inicialmente as propriedades bésicas e gradativamente realizam o
desenvolvimento algébrico dos conceitos matematicos inerentes. Outrossim, é destacada
também uma abordagem matricial para SPJ, bem como as extensdes das identidades de
Cassini, Catalan e d’Ocagne.

Iniciando a abordagem sobre quaternios, octénios e sedénios de Jacobsthal, foram
exploradas suas definicdes e principais propriedades. Para isso, privilegiaram-se 0s artigos
discutidos no &mbito da matematica pura. Nesse sentido, destacam-se os trabalhos de: Liana e
WiIoch (2015), Aydin e Yuce (2017), Cimem e Ipek (2017a) e Cimem e Ipek (2017b).

Finalmente, encerrando o campo epistémico matematico, foram desenvolvidos os
nimeros gaussianos de Jacobsthal, fundamentando-se nos trabalhos de Berzsenyi (1997),
Harmam (1981) e Asci & Gurel (2013). Ademais, no que diz respeito as relagdes bi, tri e n-
dimensionais, os autores consultados foram: Harmam (1981), Oliveira, Alves & Paiva (2017)
e Oliveira (2018).

Em um segundo momento, elegemos alguns trabalhos para compreensdo da
metodologia de pesquisa, bem como a teoria de ensino utilizada. Assim, destacamos as
producdes de Brousseau (1996, 1997), Artigue (1995), Almouloud (2007), Pais (2015),
(Galvez,1996), D’ Amore (2005) que versavam sobre a Didatica da Matematica e sua origem
francesa e sobre Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa.

Considerando agora a dimensdo epistemoldgica, foram ponderados aspectos tais como
a origem e o0 progresso dos conceitos matematicos relativos a sequéncia de Jacobsthal. Para
isso, foram considerados os trabalhos de Santos (2017) e Oliveira (2018). O primeiro
apresenta ao longo de sua investigacdo uma abordagem para Sequéncia de Fibonacci, dando
énfase a formula de Binet e seus diversos modelos de representacdo e generalizacdo. Por outro
lado, Oliveira (2018) realiza o processo de complexificacdo da Sequéncia de Fibonacci e
ainda discute o crescimento dimensional por meio das relacfes recorrentes: bidimensionais,
tridimensionais e n-dimensionais e através da algebra quartenidnica e octonidnica.

Além disso, divisamos as afinidades desse objeto com outros conceitos matematicos
que podem sugerir um amplo repertorio de relagdes matematicas conceituais imprescindiveis
tanto para os estudantes como, também, a partir de uma perspectiva de ensino de Matematica.

Assim, é possivel associar 0 objeto matematico em questdo a outros contedos

estudados na academia. E perceptivel que podemos fazer analogias entre a sequéncia de



34

Jacobsthal e outros temas matematicos que vao, desde os mais simples, como os estudados no
ensino médio, até os mais abstratos, que sdo contemplados apenas no ensino superior. Desse
modo, confirmamos sua evolucdo tanto no ambito epistémico quanto no que concerne ao
desenvolvimento matematico gradativo.

Sobre a dimensdo didatica, o levantamento realizado em artigos e periddicos no
ambito da matematica pura permite tracar caminhos para a realizacdo da transposicao
didatica, ou seja, transformar o contetdo cientifico em um conteddo que possa ser ensinado
em sala de aula.

No que se refere a dimensdo cognitiva, foram propostas situacdes didaticas de modo
que o aluno possa discernir e manifestar a intuicdo, conduzindo-o ao desenvolvimento de um
raciocinio l6gico-dedutivo e, desse modo, mobilizar o conhecimento deste tépico.

Na secdo a seguir, iniciaremos nossa discussdo sobre recorréncias lineares e 0s

processos matematico-evolutivos da Sequéncia Generalizada de Jacobsthal.

3.2 Recorréncias Lineares

Algumas sequéncias podem ser definidas recursivamente, por meio de uma carga que
permite calcular qualquer termo em fungéo dos antecessores imediatos. Entretanto, para que a
sequéncia fique perfeitamente determinada, faz-se necessario o estabelecimento dos seus
primeiros termos. (LIMA et. al., 2016). Assim, Martinez et al. (2013, p.451), apresenta a
seguinte definicéo:

Definicdo 1: Sequéncias recorrentes sdo sequéncias Xy, X, X,,...em que cada termo e

determinado por uma dada funcdo dos termos anteriores. Dado um inteiro positivok, uma
sequéncia recorrente de ordem k é uma sequéncia em que cada termo é determinado em
funcdo dos k termos anteriores:
Xnow = T (Xn+k—1, Xnsk 213 Xni1y X ), VN e N
Nesse escopo, divisamos o interesse em evidenciar as sequéncias recorrentes lineares.

Segundo Martinez et al. (2013) quando a fungdo é linear existem constantesc,,c,,...,C, tal

que: X, =C Xy g +CX e +---+CX,, YNeN. Essas sequéncias sdo determinadas pelos

seus k primeiros termos.
Assim, priorizamos o estudo relativo as recorréncias lineares de segunda ordem. Nesse

sentido, conforme Lima et al. (2016) as recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas
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(que ndo possuem termo independente deX,) e com coeficientes constantes, que séo

definidas da forma x_,,+ px,, +0X, =0 em queq=0. Podemos associar a cada recorréncia

n+2 n+1

linear de segunda ordem homogénea e com coeficientes constantes uma equacdo do segundo
grau, chamada equacdo caracteristica dada por: r*+ pr+q=0. O teorema a Seguir mostra
uma forma de obter uma solugdo mais geral para recorréncia, com base nas raizes da equacao

caracteristica e r,. Assim, temos o seguinte teorema.
Teorema 1: Se as raizes de r>+pr+q=0sdo rer,, entdo, a =cI" +c,I,'é solugio da

recorréncia X,,, + pX.., +gx. =0, quaisquer que sejam os valores das constantes c.e C,.

n+2 n+1

Demonstracao: Ver Lima et al. (2016, p.67)

O Teorema anterior propde uma obtencdo para a formula de Binet, que sera tratada
mais adiante. Na se¢do a seguir, sera apresentada a Sequéncia de Jacobsthal que se configura
como uma recorréncia linear de segunda ordem. Serdo apresentadas suas principais

propriedades, bem como seus modelos de generalizagéo.
3.3 A férmula de Binet como modelo de generalizacdo da SJ

A sequéncia de Jacobsthal é definida pela seguinte relacdo de recorréncia

J,=J,4+2J,,,n=2, tais que as condicBes iniciais sdo J,=0,J, =1 que descreve o

seguinte conjunto numérico:  {J, }..n =10,1,1,3,511,21,43,85,171,...} e possui

propriedades que se relacionam com outros conceitos matematicos.

Tal sequéncia recebe esse nome como referéncia ao matematico Ernest Erich
Jacobsthal (1882-1965), especialista em Teoria dos NUmeros e ex-aluno de Ferdinand G.
Frobenius, que foi um dos primeiros a estudar/definir os polindbmios de Fibonacci.

A respeito dessa tematica, destacamos o préprio trabalho de Jacobsthal (1882-1965),
intitulado Fibonaccische Polynome und Kreisteilungsgleichungen, em que o0 mesmo apresenta
propriedades relativas aos polinbmios de Fibonacci e equagfes circulares. Na figura 4,
apresentamos parte importante de seu trabalho, que envolve uma forte abordagem de pesquisa

em termo de sequéncias recorrentes que enfatizaram representacGes matriciais.
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Figura 5 - Propriedades das sequéncias numéricas estudadas por Jacobsthal

Fonte: Jacobsthal (1919-1920)

Com base na figura anterior, destacamos a equagdo de recorréncia f,,, = f, +x-f .

Fundamentados na analise da mesma, observamos que parax =1 obtemos a sequéncia de
Fibonacci. Parax=2 en>1 resulta a sequéncia de Jacobsthal mencionada anteriormente.
Também é possivel a extracdo propriedades relativas as matrizes de ordem 2.

N&o obstante, notamos que, para a obtencdo de um numero qualquer de Jacobsthal, é

necessario conhecer os seus dois elementos anteriores e, em seguida, utilizar a relacdo de

recorréncia. A titulo de exemplo, se desejarmos obter o nimero J-, é necessario estabelecer

os elementos J, e Jg,, € prosseguir com a relagdo de recorréncia.

Um tdpico que merece investigacdo é sobre a possibilidade de obter os termos dessa
sequéncia sem a necessidade de utilizar a relacdo de recorréncia mencionada anteriormente.

Para tal, adotamos o emprego da formula de Binet. Segundo Horadam (1996), essa formula é
obtida considerando-se o =2e 3 =-1, que sdo raizes da equacdo caracteristicax’ —x—2=0.

Entre as muitas propriedades existentes, podemos mencionar
o’ =a+2a+f=La f=-2,a-F=3, =p+2,a" - > =3.
Prosseguindo, temos que as raizes desta equacdo devem satisfazer a a’=a+2e

B? = B+2. Multiplicando a primeira dessas relagdes ", e a segunda por 3", obtemos
(a2 =a" +2a" e B =" +2-B" (ii). Subtraindo a segunda equagio da primeira, e

n+2 _ pn+2 N+l pn+l n__ pn
P @ P —2(0{ ’BJ. Se

dividindo ambas por a -/, chegamos a:a = 7
a_

a-pf a-pf
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an_ﬂn

colocarmos H, =
a-p

,temos: H..,=H_,+2H . Temos a+pB=La-B=3,a-f=-2,

consequentemente obtemos:

0_ po _ 2 p2 3 3 _ 2 2

Y A AR ol BTN i AR STV il Gl ) | A A
a-pf a-p a-pf a-p a-p

3

2 2 2 2
eH4:(a =/ )'(Z P ):(a+ﬂ)'(a2+ﬂ2):5. Com isto, os resultados H,,H,,H, -+,
a_

representam a sequéncia de Jacobsthal, com J =

an_ﬂn

a-p

,onde n>1

Isto posto, observamos que a férmula de Binet permite a obtencéo dos termos inteiros
da sequéncia de Jacobsthal, sem precisarmos utilizar os conceitos de recursividade, atuando
assim, como um modelo de generalizacdo da sequéncia de Jacobsthal. A seguir, podemos
formalizar um modelo de Generalizacdo para essa sequéncia por intermédio da férmula de

Binet com a apresentacdo do teorema a sequir:

Teorema 2: Dado um nimeron >1, entéo J, = d ;’B = %(2” —(—1)") , onde 0s nimeros

a =2, S =—1correspondem as duas raizes da equacio X’ —x-2=0.

Demonstracéo:
A demonstracdo imediata segue por Inducdo Matematica. Para n=1, temos
_2-(-D)' 2+1
-3 3
valida para k +1
k _ pk k-1, pk-l Kk pk k-1 k-1 k -1y pk -1
‘]k+1:‘]k+2‘]k—1:a p 1ol @ 7| _a -f +2a+2F" o (1+207)-f (1+257)
a-f a-p a-p 3
_ ak 'a_ﬂk ﬂ B 2k _2_(_1)k (_1) B 2k+1_(_1)k+1|:J
3 3 3

No que diz respeito as propriedades relativas a essa sequéncia, encontramos no

J; =1. Supomos a validade para N=12---,kK. Vamos mostrar que é

trabalho de Kovaci¢, Spoljari¢ & Marohni¢ (2014), algumas propriedades. Adotando
procedimento analogo aos autores, apresentaremos as proposicdes e suas respectivas
demonstracdes:

Proposicao 1: Paratodo ne N, sdo validas as proposicoes:
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J.., =23, +(-D"
(ii)d,,=2"-3J,
Demonstracdo: Para realizar nossa demonstracdo, usaremos o0 Principio da Inducéo

Matematica:
(i) - Paran = 1, temos J, =2-J, +(-1)' =1.
Agora, supomos a validade para algum k e vamos mostrar que vale para o seu sucessor k +1.

Observamos que:
Jpo =k t2:3 =31 +(Jey _(_1)k) =2-J,+ (_1)“1':‘
(ii)- Para n =1, temos: J, =2"-J, =1.

Analogamente ao item (i), supomos que a proposicao é valida para algum k e mostramos que
também é verdadeira para o seu sucessor. Desse modo, temos:
o =dn+2:d =iy +2'(2k - ‘]k+l) =y +24 —2),= 24— N =

Prosseguindo os estudos relativos a Sequéncia de Jacobsthal, sera apresentada a
possibilidade de extensdo a nimeros inteiros, contrapondo a abordagem classica dada a essa
sequéncia. Nesse sentido, recorremos a definicdo proposta por Lind & Marcos (1995) que
propGe uma ampliacdo para nogdo de sequéncia e apresenta o conceito de sequéncia bi-
infinita, que € til para tratar sequéncias longas como infinito em duas dire¢6es. Desse modo,
temos a seguinte definicao:

Definicdo 2: A sequéncia bi-infinita denotada por (x;);_, pode ser descrita por:

e Xy Xy X Xy Xo e

Com base na definicdo acima propomos uma extensdo de uma sequéncia cujo dominio

é definido pelo conjunto dos nimeros naturais, para 0s nimeros inteiros conforme posto
abaixo.

Definicdo 3: Considerando uma sequéncia x:N — R, definimos uma extensdo para

sequéncia x, aaplicacdo z:Z — R, em que Z :|_, . Nomeamos de sequéncia estendida.

Denotamos a fungdo z:Z — Rpor (z,),.,. Em situagBes oportunas podemos

descrever a sequéncia estendida em questéo por:

(o Zigrn 290 2.0,20, 21, 2, Zyre ) K EN

Nesse escopo, Gnanam & Anitha (2016) apresentaram um trabalho sobre os nimeros
negativos de Jacobsthal e por meio disso descrevem um novo conjunto numérico. Assim,

observamos a obtencéo de alguns casos particulares.
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3,=3,+23, Jo=da+2d,
Fazendo n=1, temos:{1=0+2J , Fazendon=2,temos: {0= %+ 2,
34:% ;1
-2 4

Repetindo o raciocinio anterior podemos conjecturar alguns valores, tais quais:

Quadro 1 - Descri¢do dos primeiros valores numéricos da Sequéncia de Jacobsthal

estendida aos inteiros
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1| 1| 3 | 5|11 21| 43 85 | 171 314
8

2 4 16 | 32 | 64| 128 | 256 | 512 | 1024
Fonte: elaborada pela autora.

J 1 1

-n

Assim, vamos apresentar uma férmula fechada para a obtencdo dos termos da

sequéncia estendida aos inteiros. Desse modo, como a formula de Binet é dada por

n n
J, = d ﬁ é natural esperarmos que possamos obter J . com a substituicéo direta de n por
a p—
—n na formula abaixo.
(_1)n+1
Teorema 3: Para todo inteiro positivon = 0, temos J_, = o -J,

Demonstracdo: Vamos utilizar a formula de Binet para obter o resultado desejado

O p d B g F_ L 1 pea (B-d) (DA
- 3 3 3 3 3" 38" 3a"p" 3(0{/3)” 3(_2)n
e (@) ey (@6 s Is
(-2 3 -D"-(2) 3 (2

Sobre as relacdes existentes entre e [, destacamos aquela que relacionam as raizes
da equacéo caracteristica com os termos da sequéncia de Jacobsthal. Dessa maneira, temos a
seguinte propriedade:

Propriedade 1:Paratodo n>0, vale que:
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():a"=ad, +2J,
(i): 5" =pJ,+2J,,
Demonstracdo: Usaremos o Principio de Inducdo Matematica para demonstrar as

propriedades.

(i) Vamos verificar a validade para n=0, temos: a° =1=¢-J,+2J_, = a-0+2-% =1.

Agora, supomos a validade para N=1,...,K. VVamos mostrar que é valida para k+1. Temos
que:a* =al, +23,,,entdo "' =a-a* =a(ad, +23, ) =a’d, +2ad, ,

Como consideramos a validade para n=2, temos: @a°®=¢J,+2J,. Assim,
a“t=a?) +2ad,_ =(ad,+2])-J, +2ad, , =ad, +2], +2ad, ,=a(J, +2], )+2], =
=ald,,,+2J3,(c.q.d)

Faremos procedimento analogo para o segundo caso:

(if) Verificando a veracidade para n=0, temos: ° =1=f-J,+2J , = ﬂ'0+2'% =1

Supomos a validade para N=1,---,K. Vamos mostrar a validade para k +1. Temos que:
L =pJ, +23_,,entdo g =p. 4" = p(BI, +23,,) =L, +2B3, ;-
Como consideramos a validade para n =2, temos: g = gJ, +2J,. Assim,
B =21 +283,  =(BI,+21)-3, +2p83, = BI, +2], +2p3, =PI, +23,)+2], =
=£J,.,+2J,0
Da propriedade anterior, podemos ainda extrair a formula de Binet. Desse modo,

fazendo (i)—(ii) , temos:

a"-p"=al, - pI,

a'=p"=J,(a-p)

) 2=

a-p

As investigacdes de Koken&Bozkurt (2008) apresentam uma discussdo que relaciona

0s numeros de Jacobsthal com matrizes. Iniciaremos nosso estudo apresentando a matriz que
: 12 : o . .
0s autores caracterizam como F = 1 ol Seguindo um raciocinio comum as pesquisas

mencionadas, obtemos alguns casos do produto entre matrizes:

e R e A
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4 3 5 6|1 2| |11 10
eF'=F°-F= . = . De acordo com os casos levantados, podemos
3 2(|11 0 5 6

n+l 2‘]n
o2,

n

conjecturar o seguinte resultado: F" = { } . Assim, enunciamos o0 seguinte teorema:

Teorema 4: Para um dado neN a enésima poténcia da matriz F é dada por:

J 2J
F { JM 2] ’ } sendo J_,,J_ eJ_, nimeros de Jacobsthal.
n n-1

Demostracéo: Faremos a demonstracdo do teorema anterior utilizando o Principio da Inducéo

J, 2,

Matemética. Assim, paran =1, temos: F' =
J, 2],

] Assim, suponhamos a validade para

J 2]
n=k, temos F“=| * “
NN

Fk+1:Fk_F:|:‘]k+l ZJk]F 2_:|:‘]k+1+2"]k 2‘]k+1}:{~]k+2 2‘]k+l:|D

] Vamos mostrar a validade para n=k+1. Entdo,

Jo 23|11 0] [J,+23,, 2], Joa 23,
0 1
Consideremos agora a matriz F*=| 1 1 |. Se observarmos, tal matriz € a matriz inversa
2 2

da matriz F que vimos anteriormente. De modo semelhante, podemos obter as matrizes

l 1 (_1)2 1 2 (_1)2+1 1

|2 2| |t e . .
F?= = em que F? é a inversa da matriz F?.
_1\2+1 _1\2+2
13T
4 4 22 22+1

Seguindo o procedimento, obtemos:

L3, &

_= 3
F—3 _ 4 4 _ 2371 d 3 4 .
= 3 5 = (_1)3+1 (_1)3+2 , hovamente podemos notar que F™ éalnversa
° 3 2.3 .
8 8 23 3 23+1 5

da matriz F*. Com base nos casos levantados, podemos conjecturar o seguinte resultado:

(_1)n J 2 (_1)n+l

-J

. on-1 “Jna . on n _ {]_(n_l) 2J_, }
(_1)n+1 ¥ ). (_l)n+2 y an 2\]7(”1)
2n n 2n+1 n+1

Teorema 5: Para um dado ne N aenésima poténcia da inversa da matriz F é dada por:
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(_1)n J } 2 (_1)n+l J

. on-1 on -J, :{]_(n_n 2J_, }
(_1)n+l ¥ 5. (_l)n+2 y ‘]—n 2‘]—(n+1)
n n n+1 n+1
2 2

Demonstracdo: Usaremos o Principio da Inducdo Matemética para chegar ao resultado
desejado.

Desse modo temos que para n=1, a matriz inversa correspondente é F~'. Desse modo,

temos:
(_1)1 (_1)l+1
o Jo 20— J. 2] 0 1
-l 2 2 _ [ 0 —1} =1 1
(_1)1+1 (_1)1+2 ‘]—l 2J 5 - _=
S N P J, 2 2

Agora, vamos considerar que o teorema seja valido para algum k, provaremos a validade para

0 seu sucessor k+1. Desse modo, obtemos:

—l k —l k+1
Coa 28 |10 1
F_k_le_k'F_le_kZ 2 2 11 1=
(_1)k+1 (_1)k+2 - _=
J, 2 J 2 2
2k k 2k+1 k+1
B (_1)k+1 (_l)k+2 (_l)k+2 (_1)k+l (_1)k+2
i 2—k"]k ?"Jk—l z—k'Jk i T"]k ok (235 +3y) i
(_1)k+2 (_1)k+1 (_l)k+l (_1)k+2 (_1)k+3
i 2k+1 Yk 2k 'Jk+ 2k+1 Y%+ 2k+1 "9k W'(Z‘]k+‘]k+l)
B (_1)k+1 (_1)k+2
o 20| 1, 2,
= = O
(- (- oy 2w
o Y 'W'(Jm)

n

Teorema 6: Para um dado inteiro n, temos det(F“) =(-2)".

Demonstracgéo: dos estudos relativos aos determinantes sabemos que det(F")=(detF)".

2
0 =-2, concluimos que: det(F)" =(-2)".

1
Temos que det F :‘1

Com origem no teorema anterior, vamos demonstrar uma identidade, a partir de sua
extensdo aos indices inteiros. Tal identidade é atribuida ao matematico italiano Giovanni

Domenico Cassini (1625-1712), que prop0s a seguinte relacdo para a Sequéncia de Fibonacci

f . f f ?=(~1)"(KOSHY,2011). Com base na identidade anterior e ainda tendo como

n-1'nsl
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apoio os trabalhos de Koken & Bozkurt (2008), apresentaremos um modelo de extensdo da
identidade de Cassini para a Sequéncia de Jacobsthal.

H . n ‘]n+1 2‘]n -n ‘]—(n—l) 2‘J—n
Teorema 7: Considerando as matrizes F" = e F'= vale
Jo 2, o 20y

n -n

que: (') ‘]n—l‘] n+l an = (_1)n—1 2" (ii) J—(n—l)J—(n+l) _J—zn =(-D" 2

Demonstragcéo: (i) Sabendo que F" ={ \;*l 2] " } e det F =(-2). Dessa forma, teremos:
n n-1
n n 'Jn+1 2 : ‘]n
(-2)" =det F" =det =23, ,-23,,-2-3,-3,.
Jo 23,

Assim, 3, ,3,, 32 =(-2)" = ()" -2

2J

.. -n ‘J—(n—l) -n 2
(i) det F " =det J 2] =2(3_pd iy —950)

-n —(n+1)

Por outro lado, temos que: detF ™ = —% . Assim, podemos escrever que

detF " =detF'.detF"-....detF* =(—%j . Assim,

nvezes

1 n
Z(J—(n—l)‘]—(ml) - an) = (_Ej

Z(J—(n—l)‘]—(n+l) - J_Zn) = (_1)n '(2)n
‘]—(n—l)‘]—(nJrl) - an = (_1)n ‘(Z)MD

Isto posto, apresentaremos algumas propriedades como forma de generalizar a

sequéncia de Jacobsthal.
3.4 Algumas propriedades da s- Sequéncia Generalizada de Jacobsthal
A esse respeito Atanassov (2011), expde a s-Sequéncia Generalizada com a seguinte

definicao.

Definicéo 4: O conjunto numérico {J:%}, _, definido por meio da relagéo de recorréncia:

é chamado de s- Sequéncia Generalizada de Jacobstjal
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Se observarmos, para s=2 obtemos a sequéncia classica de Jacobsthal, definida por
Horadam (1996). Empregando raciocinio semelhante ao utilizado por Gnanam & Anitha
(2016), apresentamos o seguinte lema que relaciona a s-Sequéncia de Jacobsthal a nimeros

inteiros.

Lema 1: Para todo inteiro positivo ‘n’, temos:

(I) Js ( l)n+l Jn
s"

(") ‘Jn+l Se ‘J +( 1)

Demonstracéao (i): Temos que

(_1)n+l (- 1) S —(-D" n‘l—(—]_)“s—n -
" ( l) s+1 _( 1) ( ) s+1 -
n D" " - (-D"s™" [ (D" —sT" DT s
=(-1)-(-1) :[( )( )s+l( = L(_l)(_l) (( 1)s+1s ]:(S sill) j:JnD
. Sn+l_(_1)n+1 ~ 5-8"—5-(=1)"+5-(-1)" + (-1)" B s-(s"-(-D")+s-(-D)" +(-1" ~
) n+l s+1 - s+1 B s+1 -
(")=s-(s”—(—l)")+(5+1)(—1)n Gl ) BRI Ea |

s+1 s+1 s+1

Tendo em vista o raciocinio empregado por Koken&Bozkurt (2008) apresentamos a
. s-1 s
matriz F, = ,$23.
1 0

Nesse sentido, Alves (2017) apresenta algumas propriedades matriciais referentes a s-

sequéncia de Jacobsthal. A seguir veremos algumas propriedades expostas pelo autor.

Teorema 8: Para todo inteiro positivo ‘n’, temos:

(i):F —{JM s-d },nzZ;

Jo s-J,
(G NG T
-1 n-1 n n
(“) : Fs_n = S n+l Sn+2
(D™ . (D
Sn n Sn+1 n+1

Demonstracgéo (i):
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Faremos a demonstracdo do Teorema acima utilizando o Principio da Inducdo Matematica.

s?—s+1 s(s—l)}_{\lef 5-J3

. . Agora, suponhamos a
s-1 s-1 J, 8]

Assim, paran=2, temos: F’ ={

S

Je., sJ
K “ } Vamos mostrar a validade para n=k+1.

validade para n=k, temos F'=|"" .
J, sd.,

Entao,

Fk+l Fk F _ Jks+1 SJkS . S_l S — (S_l)Jl<5+1+SJks SJI<S+1 —
S RSN A B I S O B W GRS VN AR N

__S“]ksﬂ ‘JI<S+1+S"]I<S S"]I<S+lj|=|:s"]ks+1_(_1)k S"Jks+1i| |:S ‘JI<5+1+(_1)|(+1 S"Jks+1j|=

| s-Ji-Jg+sde,  sHJg s-J; - (=D s-J; s- 3 +(-D¢  s-J;
— ‘Jks+2 S.‘]kSJrl O

_‘]ks+1 S‘]ks
(if)

Utilizaremos o principio da inducdo matemaética para chegar ao resultado desejado.

Desse modo, temos que para n =1, a matriz inversa correspondente ¢ F.*. Assim, temos:

( 1) s (_1)“1 s s s
35 s A NN

S T 0 1
S 1+1 _1\1+2 __JS _.\]S - - -
( 1) JS S(S:Brl st 1 SZ 2 S S

Agora vamos considerar que o teorema seja valido para algum k. Provaremos a validade para

0 seu sucessor k +1. Desse modo, obteremos:

. K . s . k+1
( 1)Sk_le_1 %Jk o 1
R =RCRT = (—1)** s =
= J7 s-—Z—-J. s S
IS S
1 k+1 . 1 . 1 k+1
( sz - J (s A et @ S)%Jk
= k+2 k+1 k+2 -
( SJ‘:)+1 ‘JkS+1 & J + (1 S) % . Jks+l
(1)~ e (- -s-3°, +@—5) - (=D**- 32
B Sk Sk —
( 1)k+2 5 (_1)k+1.s-J,f +(1—S)‘(—1)k+2 Jea
k+1 k+1 k+l
| s >
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(- 38 (-1 (sIg,+53; - J;) (—1)k+l 38 (D) - ([sJ¢; — I 1+33;
k k k
_ S S s S _
(-D*? .38 (=D " (sdg +538,, — &) ( 1) .38 (=D " ([sIg = Ig, ]+ 835,
| Sk+l k+1 Sk+1 Sk+1 k+1 Sk+l
(=)t (n D*t o (DF
) i (D +s37) |5 I s ]
- ( 1)° ( i) N s D -D**
Sk+1 "]k+1 Sk+2 ((_1)k ' +s‘]k+1) Sk+1 "Jk+l S Sk+2 "]k+2

Vale salientar que as matrizes anteriores, nos fornecem subsidios para calcular as
matrizes inversas associadas a s-sequéncia de Jacobsthal.

Assim como foi trabalhado anteriormente, o teorema abaixo nos fornece uma extensao
da identidade de Cassini para s- Sequéncia de Jacobsthal.

Teorema 9: Considerando as poténcias de matrizes indicadas por

1 1 n+1
L R
F"= J“:l ] . |eR "= ) )
S- _ 1\t n+
' " ( 1?1 Jp s = ];1)+1 Jnu
S S

Entdo vale que

()35 90, -3 =) -s"

(i) : Jf(n—l) "]f(nﬂ) _(an) =(-)"*-s"
Demonstracéo (i):

Sabendo que o determinante da matriz F, é dado por

s-1 s
. 0‘ =-5. Dessa forma, teremos que

0 determinante (—s)" = (—s)-(—S)-...-(-s) =det F,".

S S
n n-1

N s-J° 2
Destarte, temos que: det{ be " }:s-\]S Jra—s+(33)". Assim,

$:30,:30,-5 () =(=5)" < ,- 3, -0 =(-s)""o

(ii):De maneira analoga temos que detF.* = 1 . Em contrapartida, temos que
s

[ G T G
-J —J n n+
R A N e
(_1)n+1 ( 1)n+2 g0 Sn—l n-1 g"
s" s"

n+l

n+1 n+l
‘];Jrl ( ]r;)l JS ( 1)1 \]n —
S

det K, " =det
S
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B T I VT

Sn—l " n+l g" g" n-1 n
1 s 1 s 1 s s s
:W‘] ‘]n+l Szn_l ‘]n ‘] = SZn_l (‘]n 1 ‘]n+1 J "]n):
Sz:lr; 1 (‘]S ‘]r?+1 ‘]r? "]r?): (_1)n_l " _( 1)’ 5o

Isto posto, de maneira andloga ao que foi realizado até o momento, na secdo
subsequente elucidaremos propriedades e relacdes associadas a (s,t) — sequéncia generalizada

de Jacobsthal, que foi introduzida na literatura especializada por Anatassov (2011).

3.5 Algumas Propriedades da (s,t) — Sequéncia de Jacobsthal

De maneira semelhante ao que realizamos anteriormente, apoiamo-nos na defini¢éo
abaixo para apresentar as demais propriedades relativas a (s,t) — Sequéncia de Jacobsthal.
Assim, conforme Anatassov (2011) temos a seguinte definicao.

Definicdo 5: Chamamos de (s,t) — Sequéncia Generalizada de Jacobsthal a seguinte relacédo de

recorréncia determinada por :

s"—(-t)"
Jt :#,nzo,t,szzs:&—t
S+t
Nesse sentido, com o lema a seguir, proporcionara a extensao ao campo de indices

inteiros.

Lema 2: Para ‘n’ inteiro positivo, teremos:

(i) 3y =537+ (1)
( 1)n+1
(st)" "

Demonstracéo (i): Vamos desenvolver o primeiro lado da equagdo a fim de chegar a

(ii): J50 =

demonstracédo do lema.
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s ()" _ses" 4+t (t)" _s-8"—s- ()" +5-(-1)"+t-(=1)" _

Js,t —
n+1
S+t S+t S+t
_ 8 (8" = (=)D + (s +1) - () =s-[s —(-1) }(sﬂ)-(—t) s 1o
(s+1) S+t s+t
Demonstracgéo (ii): Temos que
s" I
(D™ e D™ S 0" v s Y e
s"t" " s"t" S+t S+t
o U= (=D)"s™ ("= (=D s wa [CDT D) (D) s
:(_1) l.L:(_l) 1_( ( ) ):(_1) 1.[ :|:
S+t S+t S+t
ey (EDTETST) g (8707 (=D g
S+t S+t S+t

Dando continuidade aos estudos relativos a (s,t) - sequéncia de Jacobsthal,
apresentamos agora algumas propriedades matriciais que também foram propostas por Alves
(2017). Para isso, recorreremos ao modelo de representacdo matricial e consideremos a matriz

st

s-t s-1
:L 1 0 } Nesse sentido, podemos obter as matrizes a seguir por meio de F,,.

Assim, obtemos:

2 _[sP-st+t? s(s—v)]_[ I3 s-J3t
ol t(s—t) (s-1) t-J30 (s-t)-J°
e _[$f=sttest? -t s(st-st+t?) | _[ I3 s-33
o t(s® —st+t?) (s-t)(s—t) t-J53 (s-t)Js
E4o_ [s% —s%t+5%t2 —st® +t*  s(s° —s’t+st?—t° _| 3 s-J;
L t(s® —sPt+st? —t°) (s-t)(s? — st +t2) t-J50 (s-t)- I35
o 1
Observemos agora a matriz F_ ' = . t | se atentarmos, tal matriz é a matriz inversa da
’ -S
s st

matriz F,, que apresentamos anteriormente. De modo semelhante, podemos obter as matrizes
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1 —S (G 3t (1 e
2 2a2
FrZ= st , 3 , |= st > em que F.7 é ainversa da matriz
o t—s  s*—st+t NG 1) o -D* L. '
ts? s?t? e S o s
F Seguindo esse raciocinio, obtemos
t—s Sz _St+t2 (_1)3 L st . (_1)4 . Js,t
242 3a2 2 3.3
Fi=| ST Us _| st t que é a inversa da
’ s —st+t* —s®+s%t—st? +t° ( 1) ot -D° .
t?s’ s°t® it )G
s —st+t? —-s° + 5%t —st® +1° D* .. (-1)° 7t
. T s F A O
matriz F'eF /= =
B - Y S A S (R SO S o ( 1) ot ( 1) ot
t’s* s't* . e ) s

em que F,;'é a inversa da matriz F,.

Dessa forma, com 0s casos apresentados, podemos conjecturar os seguintes resultados:

1 S _1 n+1 .
Jst Js,t (nl)nl ‘]fl S( n)n ‘Jnt
n n+l S-Jy | STt t's Assi .
st t. st (S t)J sit st ( 1)n+l ( 1)”*2 . ASSIM, enunclamaos 0
n n-1 J s;t (S t) n+1tn+l ‘Jn+1

t"s"

seguinte teorema:

Teorema 10: Para todo inteiro ‘n’ ndo negativo, temos:

(D" . D™ .
) J s,t . J s,t - n-1 n-1 n n
(I) Fsr,]t :|: . 3+slt (S t)\; st }’ (“) FS,_tn = S(_tl)n+1 t(_sl)n+2
) i t ’ ) J I’?Yt (S : t) : Sn+]_t n+1 J r?:l

t"s"
Demonstragéo (i): Estabeleceremos a demonstragdo do teorema em questdo, utilizando o

Principio da Inducdo Matematica. Dessa forma, para n=1, temos:
Fo_|sTt sl | 3t s
ULt st-0] [tedst (st)-dst

J st S. J st
Agora, suponhamos a validade para n=k, entdo FX = kft K <t |- Vamos mostrar a
’ t-Jy (S't)'Jkil

validade para n=k +1. Assim, temos
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Fk+l:Fk 'F — Jifl S‘JEI X S_t S'l _ JI:JI]_ S'\Jljt ) S_t S'l _
Sttt gt (st) 38| Lt 0 [ted8t (set)-J8t ||t st-O

_ (S_t)‘]ksfl"'St"JEYt S"Jlirtl _ s-Jifl—t-J§f1+st-J|f*‘ S'Jksfl _
(s—t)-t- 32" +(s-1%)-35Y (s-1)-32' | |st-J2'—t?J> +s-t2-3> (s-1)-J"

__S'Jksfl_t(‘]ks;tl_s"]k&t) S'Jkslrtl _ S'Jlffl_t[(_t)k] S.Jlf-’:l _
st —tP (It —sIgY)  (set)- 38" st-J3' =t [(-1)* "] (s-t)-J32"

__ S"]kslrtl"'(_t)k+1 S"Jksfl . Jkslrtz S"‘Jkslrtl
s 3+ (0] (o038 | (638 (509

(if): De maneira analoga ao caso anterior, faremos a demonstracdo da segunda parte por

inducdo matematica. Dessa forma, para n=1, temos:

1 (_1)1 s,t (_1)2 s,t
0o = gt s, L3
i t | | s%° ° tlst !
st T -
' 1 t—s (_1)2 s,t (_1)3 s,t
N B A S COR e I b

Agora, suponhamos a validade para n=k e vamos mostrar que a validade para k+1. Assim,

temos:
(G (G - 1
W. k—tl Stk—k.\]kt 0 {
Rit=RIRI=]® ) : =
) T ED (D ||l t=s
t R “Jy (St)'W'Jm P
(D e D e L] [ED e (D e (D tes
_ Sk—ltk—l k-1 tksk—l k t _ tksk k tksk—l k-1 tksk—l k st _
(D' o (D7 |1 tos D“* . (—1)k+1.Js,t+(—l)k*2. st t=s
| Rk k Skt k+1 s st Stk k+1 thgk k Skt ket "ot
(D DR
tksk k tk+15k+1 k+1
= m|

(_1)k+2 . J ot (_1)k+2 - Jlirlz

pRgket Yk (St).tkﬂskﬁ

De fato, tendo em vista o elemento a,,, podemos considerar a segunda express&o:

(DX o (DM otes (SD) (o e (E28)) (D (st Igt 3t 4 sag
tksk—l.‘]k—1+ thgkt Je ot :tksk—l Jin—=d ot :tksk—l st =
CED (s I — 3N HsI ) (D) (=) ) 83} (D) () P HsI )
thskt st thskt st thskt st
— (_1)k S‘]kSYt +(_t)k — (_1)k -\]S’t —cq. (_1)k+2 .Js,t
tksk—l St tk+lsk k+1 tk+lsk+l k+1

Recordando que foi empregada a relagéo J;>!, =s-J>" +(-t)*.
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Por fim, apresentamos a extensdo da identidade de Cassini para a s,t- sequéncia de
Jacobsthal. Dessa forma, vejamos o teorema a seguir:

Teorema 11: Considerando as poténcias de matrizes
D" La D™
Fs,t |: ‘]rirtl S.J:’t e Sn—ltn—l .‘]n—l S t"g" .‘]n
BRI CRO R R Vi D™ e D" ..
' t J t (t) n+1tn+1 Jnthl
()35 30 =) = (D) (s)™*

(i) 13560 Iy — (5D = (=" (st) ™
Demonstracao (i)

. Entdo, valem as

relagoes:

Vale lembrar que detF,, = (—st). Assim, temos que:
(—st)- (=st)-(=st)-...-(=st) = (=st)" = (=1)" - (st)" = det F, . Por sua vez,
n ‘]r?+t1 S"]r?’t s,t st st st
det F, = det ; 1= (st)- (J SN BV R ) Dessa forma, obtemos que
‘ t-J>0 (s-t)-3%
(st)-(In4- 35 =3t 35) = (=D)" - (st)". Assim, determinamos que
JERNERN GRS G C M
(i) Observando que

D" D™ e
F"— st o > t"s" I _|:Jsktnl) S-Jf}: }
s,t n+ n+ - S, S,
t ( 1) ' J st ( t) ( 1) 2 J st t- ‘]—r: (St)‘]—(tn+l)
t S n+].tn+l n+l
. 1 n+2 —l n+l —l n+l
Assim, temos que det Fs,_tn - s(n 11-)n -1 (St) (n+1)n+l ”*1 '(tnzn "]s‘t S (tnin "Jr?'t =

_(St) 2n 2n ‘]St ‘]r:l (St) 2n Zn( r?t)z (ST;LZn 1(‘]St ‘]r?+t1 (‘]r?t)z)

Por fim, podemos estabelecer que
S, S, S, 2 1 n n-. n -n
( )(J (tn -1) J—(tn+1) (Jnt) ): (St)Zn—l ((_1) (St) 1)=(_1) (St)
Portanto, J°

Stnny Ity — (I =(=D)"-(st) "o

Na secdo seguinte, objetivamos apresentar o comportamento algébrico de uma
sequéncia em que introduziremos o parametro k. Desse modo, introduzimos essa sequéncia

no sentido de propor um modelo de generalizacdo para a sequéncia classica.
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3.6 A Sequéncia k-Jacobsthal

Falcon e Plaza (2007) ja haviam definido para todo nimero real positivo k a sequéncia

k- Fibonacci, conforme a lei de recorréncia F

k,n+1

=k-F,+F.,, para nx1, e cujas
condigGes iniciais sé0 F, ,=0 e F, =1. Ao tomarmosk =1, obtemos a classica sequéncia
de Fibonacci {F,}={0,1,1,2,3,5,8,...}. Por outro lado, fazendo k =2 obtemos a sequéncia

de Pell {P,} ={0,1,2,5,12,70,169,...} .

De modo anédlogo, Falcon (2014, p.68) apresenta uma definicdo para sequéncia k-

Jacobsthal com a relagdo de recorréncia J, =J, ,+k-J,,, com n>2 e tais condicOes
iniciais J,,=0 e J,,=1. Vale salientar que, neste caso, para k=1e k=2, obtemos,

respectivamente, a usual sequéncia de Fibonacci e a sequéncia de Jacobsthal que

apresentamos anteriormente {J,}={0,1,1,3,5,11,...}. A seguir, apresentamos a discuss&o das

principais propriedades atinentes a sequéncia k-Jacobsthal.
3.6.1 A formula de Binet para sequéncia k- Jacobsthal

Da relagdio de recorréncia J, =J,, ,+k-J, ., podemos escrever que

,n

J
Jin =1+k-; e considerando a relacdo tnzﬁ, podemos obter que
Jk,n—l L Jk,nfl ‘]k,n—l
‘]k,n—z
J
t =_—Xn =1+k-;=1+k- !

" ‘]k,n—l [ ‘]k,nf1 j tn—l
‘Jk,n—z

Nesse sentido, apoiamo-nos no trabalho de Martines e Salas (2011), que versa sobre a
convergéncia de quocientes de termos consecutivos de uma sequéncia. Assim, consideramos 0
teorema:

Teorema 12: Suponhamos que a,b, p,q > 0sejam nimeros positivos tais que:

b o % p+yp?+4q
a
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n+l

5 A - c
Entdo a sequéncia {a,}, definida por a, = —=.
c

a sen=1
Onde {c ¥}, € definido por c, = b sen=2
pc,,+dc, ,sen>3; p,qeZ’
_ p+ypP+4g

converge e lim a, =

n—oo 2

Demonstracéo: Ver Martinez e Salas (2011, p. 1957)

. 1, _
Com base nisso, assumimos que limt_ = 1lim ] k" — 1 existe. Dessa forma, podemos
e e k,n-1
determinar a equagio do 2° grau A°—A-k=0 que possui raizes /11:1+\/;+4k e
1-+/1+4k
R

Assim, temos que J,, =a,-4"+a,-4,". Nesse sentido, para n=0 e n=1podemos
indicar o seguinte sistema
‘]k,o =a1'210+a2'/120 =0 . {a1+a2 =0
Jk,1:a1'/111+a2'/121:1 a-A4+a,-4,=1

Com  isso,  obtemos a =-a,e  substituindo na  outra  equagdo

ai.gi+a2./12:1<—>a1(,11—12):a1(\/4k+1):1em que  obtemos ainliW:_az,

Finalmente, temos : J

k,n

C 1 |(1eIra )Y (1Y
Jak +1 2 2

Ademais, podemos estabelecer uma representacdo para numeros do tipo J,  usando

raciocinio semelhante ao que foi empregado por Gnanam e Anitha (2016) para estabelecer

termos do tipo J_, . Dessa forma, apresentamos o seguinte teorema:

(_1) n+1
k n

Teorema 13: Para todo inteiro positivo n >0, temos J, = Jin

Demonstracéo: Pela formula de Binet temos que
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1 1 A -4

AT A A G (DA -4 (D) (A4
ety Ak Ay (A (DK (h-4)

O teorema anterior nos permite obter a extensdo aos inteiros para os termos da

sequéncia de k-Jacobsthal, nos quais podemos exemplificar alguns valores.

Jeam 1;3k
I 1+ 2k

De modo semelhante ao que foi realizado anteriormente, vamos estabelecer algumas
propriedades matriciais referentes a sequéncia k- Jacobsthal.

3.6.2 Representacdo Matricial da Sequéncia k-Jacobsthal

De maneira andloga ao que realizamos para a matriz F, tomamos a matriz

1 k
F = L O} . Assim, podemos analisar alguns casos especiais

F2=‘1+k KT _[Js k-di, o [Tk @Rk [ K-Jys
L1 k] | k| 1ek k Jos k-J,

o k?+3k+1 (1+2k)k}:[~]k,5 k-Jk,ﬂ

1+2k  (k+Dk Jea K-dis

‘]k,n+1 k“]k,n

O que nos leva a conjecturar que F :{ ] K]
k,n ’

}. Diante disso, enunciamos o
k,n-1

seguinte teorema.

. . 1 k n ‘]k n+l k- ‘Jk n
Teorema 14: Seja a matriz F, = 10 ,temos que F' = J' K. ] Tl,n=2.
k,n ’ k,n-1

Demonstracao:Utilizando o Método da Inducdo Matematica temos que
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Fkn+1: Fkn.Fk1:|:Jk,n+1 k"]k,n :|F- k}:|:‘]k,n+l+k"]k,n k"]k,n+1:|:|:‘]k,n+2 k"]k,n+1:|D
‘]k,n k"]k,n—l 1 0 ‘]k,n +k"]k,n—1 k"Jk,n ‘]k,n+1 k"Jk,n
Além disso, o teorema a seguir nos permite uma generalizagdo para matrizes do tipo F,"™.

‘]k,n+l‘] +k"‘]k,n‘]k,m

k,n+m+1 = k,m+1

1 k
Teorema 15: Seja a matriz F, =L 0} entdo J

Demonstracao: Por meio de algumas propriedades matriciais elementares temos que

‘]k,n+m+1 k"]k,n+m _ ka+n _ Fkn_ka _ ‘]k,n+1 k"]k,n ) ‘]k,m+1 k"]k,m _
J k-J Jen K-doa J K-Jy s

k,n+m k,n+m-1 k,m

‘]k,n+1‘]
Jind

k,m+1+k"]k,n‘]k,m (‘]k,nJrl‘]k,m-l_k‘]k,n‘]k,m—l)k
+k"]k,nfl‘]k,m (‘]k,m‘]k,n_+_k‘]k,n—1"]k,m—l)k |

k,m+1

Da igualdade entre matrizes, determinamos que J, \.m1 = i it dima T K- Jy ndim

para n,m=>0ao
De modo andlogo as propriedades estabelecidas para matrizes inversas, vamos

determinar as matrizes do tipo F". Nesse sentido, podemos estabelecer alguns casos

particulares para as matrizes inversas, tais quais:

1 2
F-! ;_) 11 (k—](;) Jk’o K ( Ii-) i {‘]k,o k‘Jk,—l:|
k = 2 3 -
R
1 1 (-1’ (-’
F*= kK Kk k Ja k.k—z.\]k'2 _|:‘]k 1 k‘]k,—2:|
_ 1Lk ED? J k.ﬂ.\] Tz Wi
Tk ke 2 Tk )3 ks
__i k+1 (—1)3.\] " ( 1)4‘\]
Fo= k? k® _ k2 ¢ k® k3 :Fk—z ka,—s}
Lrk _1+2k ) 1D 0 (D | s K
g % (3 Vka K4 Tk
kel 2 ] [,
Fk_4: 'S 'S _ k3 k3 k* kd :|:‘]k,3 k‘]k,ﬂ
_1+42k k2+3;k+1 (—%1)5.\]k4 k.(—15)6.\]k5 s ks
Lk k k ’ k
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‘]k,—(n—l) k- ‘]k,—n }

Assim, podemos conjecturar que F " é daforma F " = .
‘Jk,—n k- ‘]k,—(n+1)

Teorema 16: Para um dado inteiro ‘n’ ndo negativo, vale que

(_1)n (_1)n+1
VI k- ]
£ gt ket K" n _|:‘]k,(nl) K-Jy - }
k™ n+ n+ -
(-t 3 K. (-)"? 3 oo k- i)
kn k,n kn+1 k,n+1

Demonstracdo: Utilizamos o Principio da Indugdo Matematica para realizar a prova

do teorema. Assim,

_ 1\ _n\n+l _1\n+l _1\n _1\n+2
%'Jk,n—l kﬁ.‘]k,n 0 1 %‘Jk,n ( 3‘_)1 ‘Jk,n—l %Jk,n
F"-F'= K 11 1= « 2 ‘ 1 ‘ 3
_1 n+1 _1 n+2 - _= _1 n+ _1 n+ _1 n+
( ) Yk L"]knﬂ k k ( ) k,n+1 ( ) ‘]kn+( ) k,n+1
kn ' kn+l ) kn+1 ) kn ' kn+l )
0 (_1)n+1 (_1)n+2 (_1)n+1 (_1)n+2
T"]k,n K" '[k"]k,n—l+‘]k,n] K" "]k,n K" "]k,n+1
- (_1)n+2 - ( 1)n+3 -

(_1)n+3 (_1)n+2
K" ‘Jk,n+l W'[k"Jk,n—i_‘Jk,nﬂ] )

— (_l)n+1 (_1)n+2
A A k. ——.J

K" kn ket e _ i Koy O
(_1)n+2 (_1)n+2
AN k -J

K k,n+l ) k"2 k,n+2

Contudo, podemos estabelecer relacbes semelhantes as que realizamos anteriormente.
Nesse sentido, vamos estabelecer algumas identidades tal qual a identidade de Cassini que

pode ser obtida por meio do calculo do determinante da matriz F".
Teorema 17: Para n> 2, temos que
(I) . Jk,n—l‘]k,nﬂ - Jan = (_1)” ’ kn_l; (”) : ka(nfl)Jkﬁ(nJrl) - szv*” - (_1)n(k)_n_l'

Demonstracéo (i): Podemos observar que

J k-J
det K" =det{ Jk'”” " kin
k,n ’ k,n-1

:| =k- ‘]k,n—l‘Jk,n+l —k- ‘]k,n : ‘]k,n =k (‘Jk,n—l‘Jk,n+l - ‘szn)
Por outro lado, temos que: det K" =det(F,)---det(F, ) = (—k)---(-k) = (-1)" -k" . Finalmente,
obtemos que J,, Iy ni—Ji, =(D" k"o

(i1): Nesse item, repetimos 0 mesmo argumento para determinar que



1Y -
:|:k(‘]k,(nl)‘]k,(n+1)_‘]k2,n):(_Ej :(_1) k™o

podemos estabelecer algumas propriedades envolvendo

‘Jk,—(n—l) k‘]k,—n

detF, " = det[ ] ]
k,—n

k,—(n+1)
N&o obstante,

utilizando a lei de recorréncia J,  =J, ,+k-J,, , temos que:

Jio =Jk’1+k'Jk’0

Jzs=d,+k-J, Joo,—Jd,=k-J,,
Jea=dst+k-J,, Ja— o=k,
Js=Ja+k-J, 5 Ja—dis=k-J,

E s = k‘Jk,s
‘]k,n—l = ‘Jk,n—2 +k- ‘Jk,n—3

‘]k,n = Jk,n—1+k'Jk,n—2 ‘Jk,n+1 Jk,n = k‘Jkn 1
‘]k,n+1:‘]k,n+k"]k,nfl Jins2 ‘]k,n+1 K-Jyn
‘]k,n+2 :Jk,n+1+k'Jk,n

Efetuando as operaces cabiveis, determinamos que Jk,n+2 - Jk,l = kz Jk,i .
Quando consideramos indices negativos, observamos que -
Jeo=datk-J, Jeo—di=k-J, .,

Jea=d L+k-J, 4 Jeai—de=k-J,
Jeo=d s tk-J Jeo—Jde =k,
J Je = da=k-Jy ¢
J Ji_

k-3 :‘Jk,—4+k"]k,—5
- k 4_"]k,—5 :k"‘]k,—fs

k-4 — ‘Jk,—s +k"]k,—6

‘]k,—n

‘]k,—n—l = ‘]k,—n—Z +K- ‘Jk,—n—3

= ‘]k,—n—1+k.‘]k,—n—2 ‘Jk,—n _‘]k,—n—l = k"]k,—n—z
‘Jk,—n—l - ‘]k,—n—Z =k- ‘]k,—n—s

n+3

Finalmente temos, Jk,o - Jk,_n_z = kZ‘]k,—i
i=2

3.6.3 A formula de Binet para os numeros de k-Jacobsthal

57

somas

Observamos que a introducdo do parametro ‘k’ na sequéncia de Jacobsthal, apresenta

algumas variagdes no contexto da matematica pura, como por exemplo a concepg¢do dada por

Jhala, Rathore e Sisodiya (2014). Desse modo, com origem na proxima definicéo,

discutiremos algumas identidades e propriedades que confirmam uma evolucdo continua das

propriedades atuais estudadas por especialistas ao redor do mundo.
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Definicdo 6: Definimos os nimeros de k-Jacobsthal por meio da relagdo de recorréncia
Jin=k-J 1 +2-3,,,,n=2 com condicdes iniciais J ,=0 € J, , =1. Com base nisso,
podemos encontrar que:

Jo =Ko=K +2,, , =K>+4k; I, ; =k* +6k* +4
Da relagio de recorréncia J,, =kJ,,,+2-J,,, Podemos escrever que

J
Jin —k+ 2.; e considerando a relagio t,=—" podemos obter que
‘]k,nfl ( Jk]n,l J ‘]k,n—l
‘]k,n—z
t = Jen _ K + 2.# —k+2- 1. Novamente, recorremos ao teorema apresentado por

" ‘]k,n—l ( ‘]k,n—l J tn—l
‘Jk,n—z

Martinez e Salas (2011), e assumindo que limt =Ilim

nN—oo N—o0

‘Jk,n

=r existe. Dessa forma,
k,n-1

k++vk?+8

podemos determinar a equacéo do 2° grau r’—k-r—2=0 que possui raizes = >

, 2
er, =w. Desse modo, temos que J,, =3, K" +a,-I,". Assim, para n=0 e n=1

Jo.=a-r’+a,-rL=0 +a,=0
podemos indicar o seguinte sistema:{ o =& T -{ai 2

L ) S . L
‘]k,1=a'1'r1 +a,-h =1 a-n+a, rz_l

Diante  disso, obtemos @ =-a, e substituindo na outra equagdo

a-n+a,-r, =1<—>a1(r1—r2)=a1(x/k2+8)=19m que obtemos a, = k21+8 =—a,. Por fim,

temos : J, , = ! (

k?+8

2

k+v&715}”_(k—vﬁ715]”
=1

Do mesmo modo, se utilizamos a formula de Binet, podemos estabelecer uma formula

fechada para a obtencdo dos termos da sequéncia k-jacobsthal como modelo de extensdo aos

B (_1)n+1 ' J

inteiros e podemos obter que J, _ =-—— «n- Alguns casos particulares podem ser

levantados, tais quais:
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k
J, =%
k,—2 4
k?+2
‘]k,—3 8
] k3 + 4k
k,—4 16

De maneira semelhante ao que realizamos anteriormente, podemos estabelecer
algumas identidades matematicas para a k-sequéncia de Jacobsthal. Assim, nas secdes
subsequentes apresentamos propriedades que nos permitem designar relacbes da referida
sequéncia.

Segundo Jhala, Rathore e Sisodiya (2013) a identidade de Catalan é dada por:

Proposicao 2: Para qualquer inteiro positivo, temos que

‘]k,n—r‘]k,n+r - ‘]k,nz = (_1)n+1fr ’ ‘]k,r 2"

Demonstracdo: Utilizando a formula de Binet, temos:

n-r n-r n+r
r1 B rz r1

2
n+r n n
I3~ 2_[ . —h J_(rl —h ] —
k,n-rYk,n+r kn = -
L-r L-r L=

2n

) rl2n _rln—rrzn+r _rln+rr2n—r +r2 ) 2n _zrlnrzn _I_r22n _
(rl_r )2 (rl_rz)2
_ r.12n _r.ln—rr2n+r rln+rr.n r_l_r rl2n _l_zrlnrzn _r22n _ 2(r1r2) rn rrn+r I,.1n+rr2n—r _
(rl_rz)2 (rl_rZ)Z
_ 2(_2)n _ r.1n—rr.2n+r _ r.1n+rr2n—r _ 2(_2)n _(_2)n rl—rrzr _(_2)n r.1r rz—r _
(r1_r2)2 (I’l—l’z)z
-, r ry -r
:(_Z)n,Z—E rz—zlr2 (a2 2r'r, rzr
(rl_rz) (rlrz) ('1 rz)
r_ pry2 r ,»ry2
— (_1)n+1 . 2n (rl r2 ) (_l)n+1 . 2n (rl rz )

(-2 (-1 D -27(r-1)
=(_1)n+l—r.(2)n—r.(rl r_2r r +r j ( 1)n+1— (2)” r.[ r_rrj _

(rl - rz) n-r
= (=)™ ()"" - ‘]I<2,r ,r>0o
Jhala, Rathore e Sisodiya (2013) apontam a identidade abaixo conhecida como
Identidade de d’Ocagne;
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Proposicéo 3: Se m>ntemos que J, \Jy v =k miadin = (2)" i mn -

Demonstracdo: Pela formula de Binet, temos:

m m n+l n+l m+1 m+1 n n
L -h 'r1 —h j_[ri —h 'ri_rz j:

‘]k,m‘]k,n+1 - ‘]k,m+1‘]k,n = [

L-n hL-n L-n L-n
_ rlm+n+1 _ r.1m r2n+1 _ r2mr.1n+1 + r2m+n+1 rlm+n+1 _ r.1m+1r.2n _ r2m+1r1n + r.2m+n+1 ~
(r1_rz)2 (ﬂ_rz)z
B rlm+1r2n n I,2m+1|,1n _ r.1m|,2n+1 _ r2mrln+1 B (rl . rz)n (rlm‘”rl + rzm‘“rz — rlm_nrz rlrzm_n) )
(rl_rz)2 (rl_rz)z
, _ m-n m-n
() (B
("1_"2)2 (E_rz)z
A AL A n
=(-2) ——2—=(-2) Jyp0
-

3.6.4 Uma segunda representacado matricial para a sequéncia de k-Jacobsthal

k 2
Vamos definir a seguinte matriz IF :L 0] Com origem na mesma podemos

especificar alguns casos particulares, tais como:

o _[K042 2] [de 20| [0k 2k +a] [Je 23]
k2] e 23] k2+2 2K Jos 23,0

IF* =

Tk r6k2+4 20k +4k) | [Jis 23i4
k® + 4k 2k? +4 Jea 235

Tais representacfes nos levam ao proximo teorema

Teorema 18: Seja ‘n’ um inteiro positivo, tal que N> 2 podemos determinar que:
IFn _ ‘Jk,n+l 2‘Jk,n
‘]k,n 2‘]k,n—l
Demonstracdo: Dos casos particulares anteriores, tomamos a hipdtese de inducédo

‘]k,n 2‘]k,n—l

IFn+1 ‘]k,n+1 2‘]k,n k 2 k"Jk,n+l+2‘Jk,n 2‘]k,n+1 ‘]k,n+2 2"]k,n+1
— . = = O
‘]k,n 2‘]k,n—l 1 0 k‘]k,n +2‘]k,n—1 2‘]k,n ‘]k,n+1 2"]k,n

n_ ‘]k,n+1 2‘Jk,n . n+1 n
IF" = . Assim, vale observar que IF"™ =IF"-IF. Desse modo,
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Corolério 1: Para quaisquer inteiros positivos m,n >1temos que
J ‘] ‘]k,n+1+2"]k,m‘]k,n

k,m+n+1 = k,m+1
~ J 2]
Demonstracdo: Podemos observar que IF™" = IF™|F" :{ k.mensd . komeen } Por outro
k,m+n k,m+n-1
lado, temos:
IFm ) “:n _ ‘]k,m+1 2‘]k,m ) ‘]k,n+1 2‘]k,n _ ‘]k,m+1‘]k,n+1+2‘]k,m‘]k,n 2‘]k,n‘]k,n+1-I_Z‘]k,nz‘]k,n—l _
‘]k,m 2‘]k,m—l ‘Jk,n 2‘]k,n—l ‘]k,m‘]k,n+1+2‘]k,m—1‘]k,n 2‘]k,m‘]k,n +2‘]k,m—12‘]k,n—1

_ ‘]k,m+1‘]k,n+1 + 2‘Jk,m‘]k,n 2(‘]k,n‘]k,n+1 + 2‘]k,n‘]k,n—l)
‘]k,n‘]k,n+1 + 2‘]k,n—l‘]k,n 2(‘]k,m‘]k,n + 2‘]k,n—l‘]k,m—l)
E por meio das relagdes matriciais obtemos que J

‘] ‘Jk,n+1+2‘]k,m‘]k,n|:'

k,m-+n+1 = k,m+1

Adotando procedimento similar ao que realizamos anteriormente, vamos estabelecer a
representacdo para matrizes inversas do tipo IF". Dessa forma, analisamos alguns casos

particulares.

- (-1’ (-1)?
IE? 0 1 2° Jk’o 2 2 Jk’l |:‘Jk0 23,
=1 k|= = .° '
- _ —1)2 -1)3 J, . 2J,
2 2] &L 2) Jia 2-—(22) N ot T
1 k (-1)° (-1)°
= = J,. 2.7
IE2= 2 2 _ 2 k0 22 k2 _ ‘Jk,—l 2‘]k,—2
k k2+2| | (-1)° (-1)* Jeo 245
_Z 4 22 ‘]k,z 2'?%,3
Lk k?+2 (-1)° (-1)*
-= J., 2.7
Ee-| 4 4 || 22 % 22 R e 20
k2+2  K*+4k | | (-D)* 5 (-1)° ] Jes 2di
8 8 23 Tk3 STToa ke
K2 K4k -1)* ] 2'(—1)5 ]
IE~ = 8 8 _ 23 k3 24 k4 _ ‘Jk,—S 2‘Jk,—4
k®+4k Kk*+6k*+4| |(-1)° (-1)° Jia 230
16 16 ot ke 2o ks

Com base nos casos particulares levantados acima, temos o0 seguinte teorema:

: Para um dado inteiro ‘n’ n ivo, :
Teorema 19: P dado int ‘n’ ndo negativo, vale que

(_1)n (_1)n+1
— ] 2-——1]
. on-1 k,n-1 on k.n :{‘]k’(nl) Z‘Jk,—n }
(G 3 2_(—1)n+2 3 i 2o
2n k,n 2n+l k,n+1
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(_1)n . (_1)n+l
on-1 ‘]k,n—l on 'kaﬂ
Demonstracédo: Tomando a hipdtese de indugdo IF ™" =
(_1)n+1 (_1)n+2
2n Jk,n ' 2n+1 Jk,rH—l

Desse modo temos que:

_1\" _n\nl _n\n+l _1\" _\n+2
%"Jkn—l 2( 1) "]kn 0 1 ( 1) ‘]kn ( 1,)1 ‘]kn—1+k( 1) ‘]kn
IF—n . IF—l — 2n ‘ 2n ' . 1 k — 2n ' 2n ' 2n '
_n\n+l _\n+2 - _- _1\n+2 _1\n+l _1\n+3
( 2} 'Jk,n k%"]k,ml 2 2 ( 2];1)+1 ‘]k,n+1 ( ;-21 ‘]k,n +k ( 2];1)+1 ‘]k,n+l
_1\n+1 _1\n _1\"+2 _1\n+l _1\n+2
% k,n (2n—1_)1‘]k,nl+k ( ;)n ‘]k,n %'Jk,n ( ;)n '[Z'Jk,n—l-i_k‘]k,n
- _1 n+2 _1 n+l _1 n+3 - _1 n+2 _1 n+3 -
(Z%Jk,m—l %‘]k,n +k(2%‘Jk,n+l (Z%Jk,ml %'[Z'Jk,n+ka,n+l:|
B _1 n+1 _1 n+2 _1 n+1 _1 n+2
( 2?1 “Yk.n %'Jk,n+l %"]k,n 2'(2%'Jk,n+l
- (_1)n+2 (_1)n+3 - (_1)n+2 ( 1)n+2 -
?' k,n+1 ? K,n+2 ? k,n+1 Z'W"Jk,mz
_ i ‘]k,—n 2"]k,—(n+l) O
_‘]k,—(n+1) 2- Jk,—(n+2)

3.7 Sequéncia dos Polindmios de Jacobsthal — SPJ

Nessa secdo, nos propomos a discutir o estudo de propriedades relativas a Sequéncia
dos h(x) polinbmios de Jacobsthal (SPJ). Assim, observamos um interesse sistematico, por
parte de varios matematicos especialistas, no sentido de obter generalizacdes de propriedades
e elementos invariantes distinguidos da sequéncia de Jacobsthal. (ALVES, 2018b). Nesse
sentido, a seguinte definicdo aponta uma forma de generalizacdo da sequéncia de Jacobsthal.

Definicdo 7: Os polindmios da forma {J (x)} ., definidos pela seguinte relacdo de

neN
recorrénciaJ, (X) =J, ,(X)+2x-J, ,(X),n>2com as condi¢Bes iniciais J,(x)=0e J,(x)=1
séo chamados de polindmios de Jacobsthal (HORADAM,1997).

Na figura 5, apresentamos o0s primeiros elementos presentes na sequéncia dos

polindbmios de Jacobsthal.
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Figura 6 - listagem dos primeiros termos da SPJ

Jy(x)=0 Jo(x) = 1+8x+12x*

Jy(x) =1 Jo(x) = 14 10x +24x* + 8x*
Jy(x)=1 Jo(x) = 1+ 12x + 40x* +32x°
Jy(x)=1+2x Jo(x) = 1+ 14x + 60x* +80x" +16x*
Jo(x) =1+4x Jo(x) = 1+16x +84x* +160x” + 80x*
Jy(x) = 1+6x +4x

Fonte: Horadam (1997)

A lei de recorréncia fornecida anteriormente, nos informa a equacéo caracteristica para

a sequéncia dos polinbmios de Jacobsthal tal qual 1>—1-2x=0 Que possui raizes:

1+ \/8x +1 1-+/8x+1

a(x)= : B( )—T. Além disso, algumas relagdes podem ser facilmente

estabelecidas, como por exemplo:

a(X)+ L(x) =1
a(X)- B(x) =-2x
a(X)— B(X) =+8x+1

Cabe observar, que quando tomamos x —1 nha equagdo caracteristica acima, obtemos
a equacdo caracteristica referente a classica sequéncia de Jacobsthal. Agora, vamos adotar
alguns procedimentos realizados anteriormente para a sequéncia dos polindmios de
Jacobsthal. Desse modo, temos que:

J(X), = J(X); +2x- I (X), J(x), = I(X), = 2x- I (X),
‘](X)3 ZJ(X)Z +2X'J(X)1 J(X)3—J(X)2 =2X"](X)1
\](X)4 :‘](X)3+2X'J(X)2 ‘](X)4_‘](X)3 =2X-J(X)2

J(X)s =I(X), +2x-I(X); .93 (X)s—I(X), =2%x-I(X),

‘] (X)n+1 = ‘] (X)n + 2X' ‘] (X)n—l ‘J (X)n+l - ‘] (X)n = 2X : ‘J (X)n—l
J(X).o =3I (X),,1 +2%-I(X), J(X), — I (X)), =2X-I(X),

n+2

E com algumas eliminacbes de termos correspondentes, obtemos que

309,290, =22 300, 0u Y300, =5 (00, -3
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J (X)o -J (X)—l =2x-J (X)fz

J (X)—l -J (X)_z =2x-J (X)—s
J (X)72 —J (X)73 =2x-J (X)74
Analogamente, podemos determinar que J(X) ;—J(X) , =2x-J(X) 4

J()_p = I(X) iy =2%- I (X)_,
J (X)—n—l -J (X)—n—z =2x-J (X)—n—s

n+3

O que nos leva a obter que J(X), —J(X)_,_, = ZXZJ (X) .
i=2

N&o obstante, Catarino e Morgado (2016) apresentaram uma espécie de generalizacao
para os polindmios de Jacobsthal. Tal representacdo foi nominada como h(x) — Sequéncia

polinomial de Jacobsthal.
3.7.1 h(x) — Sequéncia polinomial generalizada de Jacobsthal

Para introduzir tal sequéncia, recorremos a defini¢do proposta por Catarino e Morgado

(2016).
Definicéo 8: A sequéncia dos polindmios de Jacobsthal pode ser definida segundo a regra de
recorrénciaJ, ., (x)=J, ,(X) +h(x)-J, .4 (x),n>0, com as  condigOes iniciais
Jpo(X)=0,J,, =1 em que h(x) €& um polindmio com coeficientes reais que determina a h(x)-
sequéncia polinomial generalizada de Jacobsthal — h(x) — SPGJ.

Note que no caso em que h(x)=2x, recaimos na sequéncia proposta por Horadam
(1997). Por outro lado, a definicdo anterior nos permite motivar alguns casos particulares, tais
quais: J, ,(x) =1, J, ;(x) =1+h(x); 3, , (X) =1+ 2-h(x); I, 5 (X) = h(x)*+3-h(x)+1

Com base na recorréncia estabelecida anteriormente, podemos associar uma equacao

1+ 1+ 4h(x)

caracteristica tal qual A°—A-h(X)=0 cujas raizes sdo a(X)= 5

B(X) = 1-/1+4h(x) |

2

como por exemplo:

Ainda podemos estabelecer algumas relagdes entre esses valores,

a(X)+ () =L a(x)- (X) =-h(x); a(x) - B(X) = J1+4h(X)
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Destarte, podemos escrever uma generalizacdo da formula de Binet para essa
(N-F0 g
a(x)—-B(x)

De modo similar ao que realizamos em etapas anteriores, vamos estabelecer algumas

sequéncia, qual seja J, (X) =

identidades matematicas para a h(x)- Sequéncia dos Polinbmios de Jacobsthal. Iniciaremos
pela generalizacdo da identidade de Catalan, que é proposta por Catarino e Morgado (2016).
Diante disso, apresentamos o teorema.

Teorema 20: Considerando N e r, nimeros inteiros ndo negativos, tais que r < n, temos:

Innr )i () =I5, () = (D)™ (O™ - 35 (%)

Demonstracdo: Pela generalizacdo da férmula de Binet, temos
Jun e (03 00 = 7,0 :[“”_r(x)—ﬂ"‘r(x) . “””(X)—ﬂ””(x)}(a”(@—ﬂ”(X>j2 _
‘ ’ ‘ a(x) - B(x) a(x) - B(X) a(x)—B(X)
_ ()= () o™ ()BT () +T(X) _a (X)) 22" (X)B"(¥) + B (X) _
(a(x) - B(x))* (a(x) - B(x))*
_ () =a" ()L () —a" ()BT () + B (¥) —a” (¥) + 22" (x) A" () - B (X) _
(a(x) - B(x))*

_2(a(X)B(X)"—a" ()BT () - ()" (X) _

(a(¥) - B(x))°
_2(=h())" =" ()" (x) — ™ () B (X) _

(a(x)— B(x))*
_ 2(=h(x))" = (=h(x))"a" (x) 8" (x) = (=h(x))"a" (x) B (X) _
(a(x) = B(x))*

_(hgoy 22 008 (W= 008 (9

(a(x)- (X))

— (_1)n . (h(x))n . Zar(x)ﬂr(x) _ﬁr(x)ﬂr(x) _ar(x)ar(x) _ (_1)n+1 . (h(x))n (ar(x) _IBr(X))

(@B ((X)— A (Ch(0) (@)~ A
n+l n (ar(x)_ﬂr(x))z n+l-r n-r aZr(X)_Zar(x)ﬂr(x)_l_ﬂZr(X)
D)™ (h =(-1 -(h . -
OO0 o oy o —pooy - [ (@0~ S’ j

— (1L n-r ar(x)_ﬂr(x) 2: _q\nHL-T n-r 12
= (D" - (h(x)) [—a(x)_ 500 ] (D" (h()™ - 35, (%)

Outra propriedade que podemos destacar ¢ a identidade de d’Ocagne, ainda conforme

Catarino e Morgado (2016) apresentamos o teorema abaixo.
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Teorema 21: Suponha que n seja um ndmero inteiro ndo-negativo e m qualquer nimero
natural. Se M>Nentéo:

Jnm (I 0ea () = I s () I, () = (D) (X)) I, 1y (X)

Demonstracéo: Segundo a formula de Binet, podemos escrever que
‘]h,m (X)‘]h,ml(x) - ‘]h,m+1(x)‘]h,n (X) =

:(am(x)—ﬂm(x),a”“(x)—ﬁ”“(x)j_(am”(x)—ﬂ"“(x),a”(x)—ﬁ“(x)j:

a()-B(x)  a(x)-B(x) a()-B(X)  a(x)-B(x)
_a™™ () —a" (0" () = B" ()" () + ™" (X)
(a(x) - B(X))*
2™ () =2 (X) A" () = BT (X) + BT (x)
(er(x) - B(x))?
_a™ )" () + B (" () —a" () A" - B (e (X) _
(a(x)- A(X))’
(@(x)- B (™" () (X) + ™" () B(X) —a"™" (X) B(X) - () A" (X))
(a(x) - B(X))*
() [a™"(9) |-[a()=BO)]-[ 87" () ]-[(@(x) - B())]
(a(x) - B(X))’
[2(x) - BOY][@™" ()~ B""(X) ]

=(-h(x))"- =
(=) (@(X)- B’

=(=1)"(h()"- aag; :g:xg(x) =(=1)" (")) -3y a(X) ©

3.7.2 Representac¢des matriciais para h(x)- Sequéncia polinomial de Jacobsthal

Passamos agora, a examinar algumas propriedades matriciais que sdo exploradas pelos

autores. Diante disso, Catarino e Morgado (2016) propdem a seguinte matriz

1
B(x) = [h(x) J . Com origem na mesma podemos identificar alguns casos especiais:

BZ(X):{h(x)-l 1 }BS(X):[ h(x)-1 h(x)+1]

h(x)-1 1+h(x) h(x)-(L+h(x)) 1+2h(x) |
B (x) = h(x)-(h(x)+1) 1+2h(x)
(0= h(x)-(2h(x) +1) h*(x)+3h(x)+1

Tomando como apoio 0s casos anteriores, podemos enunciar o seguinte teorema
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Teorema 22: Para n>1 temos B" :{h(x)‘]h,nl(x) Jhn(X) }

h(x)‘]h,n(x) ‘]h,n+1(x)
Demonstracéo: Utilizaremos o método da indugdo matematica para realizar a prova. Assim,

h(X)J,o(X)  J,.(X)
h(x)J,.(X) Iy, (X)}

supomos a validade para n e vamos mostrar que também tera validade para n+1. Desse modo:

para n=1,B'(x) :{ :{ 0 ﬂ que verifica o teorema acima. Agora

h(x)

Bn+l(x) — B(X)Bn(x) :|: 0 1:|_|:h(x)‘]h,n1(x) ‘]h,n(x) :|

h(x) 1|| h(x)J,,(X) Iy ,.a(X)
T h(x)J,,(X) Jpma(X) }_
(03,0500 +h(0)3,, 00 h()3,, (0 + 3,400 |
T h(x)J,,,() Jyma(X) }_
OOy, 300+ 3,0 () (03,0 (0)+ 3,4 (%)
(03,00 35000
1 h(03,,, (0 Jh,m(x)} -

De modo anédlogo ao que realizamos em secBes anteriores, podemos estabelecer a
identidade de Cassini por meio do determinante da matriz B"(x) . Dessa forma, apresentamos

0 seguinte teorema.

Teorema 23: Para n< v, temos que J,, ,(X)J;, .. (X) — 37, (X) = (=D)" (h(x)"™*.

Demonstracdo: Sabendo que o determinante da matriz B(x) é igual &

0
h) j:—h(x).Por
h(x)‘Jh,n—l(X) ‘]h,n(x)

outro lado, temos que
h(X)Jh,n(X) Jh,n+1(x)

= h(X)‘]h,n—l(X) : ‘Jh,n+1(x) - h(x)‘]r?,n (X) :

Além disso, podemos observar que |B(x)|n =

B“(X)‘ 0 que nos leva a obter que:

h(X) 3501 (¥) - 40 () =D(¥)IZ, () = (=h(x))’
()| I s (0 Jna ()= 32,00 ] = (=D (h(x))"
Jnna () 34,0 () =30, () = ()" (h(x)"" o
Nas secOes anteriores, apresentamos, um conjunto de teoremas e definigdes

matematicas que mostram um processo matematico e epistemologico evolutivo, relativo a
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sequéncia cléssica originalmente introduzida por Enerst Jacobsthal. Com o objetivo de
proporcionar informagdes simplificadas, o quadro abaixo apresenta a descrigéo dos principais

modelos de generalizacdo da Sequéncia de Jacobsthal.

Quadro 2 — Descricao das defini¢fes decorrentes da Sequéncia de Jacobsthal

DEFINICAO MATEMATICA DESCRICAO
J,=J,,+2J ,,n>2 Sequéncia recursiva cléssica
J,=0,J,=1 (HORADAM, 1996)

2" —(-1)" Formula de Binet para sequéncia de
J, = —3 Jacobsthal (HORADAM, 1996).

(- Modelo de extensdo aos inteiros
Jon = on J (GNANAM E ANITTA, 2016)

32=526D 0552

Termo geral para a s- sequéncia de

s+1 Jacobsthal (ANATASSOV, 2011)
g" _(_t)n Termo geral para a s,t - sequéncia de
st _
Jo" = o L 0,1,82 2,8 # —t | jaconsthal (ANATASSOV, 2011)

Jy=dnatk-J,n=2
J0=0,J,,=1

Sequéncia recursiva para 0s k-numeros de
Jacobsthal (FALCON,2014)

Jen=k-J 1 +2:3,,,,n=2
Jio=0,J,,=1

k- sequéncia de Jacobsthal
RATHORE E SISODIYA, 2014)

(JHALA,

J(x), =J(X),, +2x-I(X), ,,n=2
J(X), =0,J(x), =1

Sequéncia dos Polinémios de Jacobsthal
(HORADAM, 1997)

‘]h,n+1(X) = ‘]h,n (X) + h(X) : ‘]h,n—l(x)! n>0
Jno(X)=0,3,,(x) =1

h(x) — Sequéncia polinomial de Jacobsthal
(CATARINO E MORGADO, 2016)

Fonte: elaborada pela autora.

3.8 Quatérnios de Jacobsthal

Um quatérnio é definido da seguinte forma: q=q,1+0q,e, +0,€, +0,e, que é dividido

em duas partes nas quais a parte escalar (q,,0;,d,,0;)e uma parte vetorial (Le,e,,e,).



69

Segundo Liana e WIloch (2015) pode-se considerar a equagdo escrita na forma:
q=0,1+0q,i+09,j+0gk em que I, J,Ksdo unidades imaginérias. O quatérnio é o conjunto
gerado pela base canonica 1=(1,0,0,0),1=(0,1,0,0), j=(0,0,1,0)e k=(0,0,0,1). Em que

séo definidas as seguintes operac¢des de multiplicacéo:

Um Quatérnio de Jacobsthal é dado pela equa¢do JQ, =J, +1J,,, + JJ,,, +kJ ;. Onde

a parte escalar é composta por (J,,J..;,J,.,:J,.5) COM 0s nUmeros reais de Jacobsthal e a parte

n+2?

vetorial possui a base (L, j,k).

Lema3: J ,+J, =2"
Demonstracéo:
n+l ¢ q\n+l n_(_1\n n+l ¢ q\n+l n_(_ mn\n n. n .on
Jn+1+Jn=2 (D™ 42" ()" 22 () 2242 32",
3 3 3 3

Teorema 24: Seja n =1 numeros inteiros. Entdo

JQ,., +JQ, =2"(1+2i+4j+8Kk)

Demonstracéo:

Pela defini¢do de Quaternions de Jacobsthal, temos que:

‘]Qn+1 +‘]Qn = ‘]n+l +i‘]n+2 + J‘]
=J,+J,.)+i0J

+kd,., +J,+1J
+Jn2) + 10

n+l+ J‘] +k‘]n+3
+J...)+k(J

n+3 n+2

+‘Jn+4)

n+l n+1 n+2 n+3

Com base no lema 1, obtemos que:

JQ,,,+JQ, =2"+i- 2"+ j. 2" 4 k. 2"
=2"+i-2"-24+j-2"-2°+k-2". 2°
=2"+2i-2"+4j-2" +8k-2"
=2"1+2i+4j+8k)o

Lema 4:

3(J,,,— )+ 4" = 2" + 2(-™*

n+1
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Demonstracéo:

2 - (—1)“+13— 2"+ (-1 } 41y =

— 2n+l _ (_1)n+l _ 2n + (_1)n + 4(_1)n+l — 2n . 2 _ (_1)n+l _ 2n + (_1) A (_1) A (_1)n —
— 2n _ (_1)n+1 + (_1)(_1)n+1 +4(_1)n+1 — 2n + 2(_1)n+1 O

33, —J ) +A(-1)" = 3(

Teorema 25: Seja N um numero inteiro, n>1. Temos

JQ,,,-JQ, = %[2”(1+ 2i+4j+8k)+2(-1)"(A-i+ j—k)]

Demonstracao:
‘]Qn+1 - ‘]Qn = 'Jn+1 + i‘]n+2 + j‘]n+3 + k‘]n+4 - ‘]n - i‘]n+1 - J‘] k‘]n+3
= (‘]n+1 - ‘]n) + i(‘]n+2 - ‘]n+1) + j(‘]n+3 - ‘]n+2) + k(‘]n+4 - ‘]n+3)

ne2

Conforme o lema anterior, temos que:

3J,,,—J,)+4=D)" = 2" + 2(-)™
3, —Jd.)=2"=2(-1)"
1
J .. —-J ==(2"+2-(-1"
n+l n 3( ( ))

Assim, com base na relacdo acima pode-se estabelecer que:

1
3

S22 O 22D 202 2 k22 2D

n n H 1 n+l n+l H 1 n+2 n+2 1 n+3 n+3
3Q,..—3Q, =Z(2"+2:(-1) )+|§(2 +2-(-1) )+j§(2 +2-(-1) )+k§(2 +2-(-)"°)

=%[2”(1+2i+4j+8k)+2-(—1)n(1—iJr j—k)]u

Lema5: Seja n>1 e r >1, inteiros. Temos que:

3J,,, +J, )+AEY)TT =2 (27 + )+ 2(-D)" "

n+r

Demonstracao:

= 2" 2 (D) (D) 2" 2 — ()" (D) T+ A=)
=2"(2"+2") = ()" [ (D) + (=D |+4(-D)""

33, +J,.,)+4-D)" " = 3[
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n r r 1 n-r
=2 {2 +—} D" [(—1) +(_1)r}+4(—1)
i

=271 (2% +1) — (D) [ (<D)* + 1]+ 4D

Como (-1)* é igual & 1 para todo r  z com r >1, temos:

3(Jpy + 3, ) HA(EDT =2V (2 D) + (<D (-1-1) + A=)
022 4 1)+ (=1)" (4—2)

=2""(2" +)+2(-)" "o

n+r

Teorema 26: Se N>1r>1 entdo
JQ,,, +JQ, ., = %[2“-r (2T +1)(A+2i+4+8K) - 2(-1)" " (A—i+ j—k) ]
Demonstracéo:

‘]Qn+r + ‘]Qn r ‘] n+r+l + J‘]n+r+2 + k‘]n+r+3 + ‘]n—r + I‘]
—(J _r)+l(J o) +10

+kJ
+ ‘]n—r+2) + k(‘]n+r+3 + ‘Jn—r+3)

n-r+l + J‘]n—r+2 n-r+3

n+r n+r+l n+r+2

Com efeito, pelo lema anterior, temos que:

on- r(22r+1) 2( 1)n r_HI:zn r+1(22r+1) 2( 1)n r+1}

‘]Qn+r + ‘]Qn re _{ n J |:2n—r+2 (22r +1) _ 2(_1)n—r+2] +k |:2n—r+3 (22r +1) _ 2(_1)n—r+3:|

= %[an (2" +1)(L+2i+4j+8k)—2(-)""(1-i+ ] —k)]m

Lema 6: Seja N=1r =1, entdo temos que 3(J
Demonstracéo:
)=3£2 (-1 ;2 +(-1) j

=22 -(-D"(-D)"-22"+(-)"(-D)" =22 -2") - (-D)'[(-D)" - (D]

n r 22r_1 n (_1)2r_1
=2"|2"—— 1 2" (-1
23l 5 e |
— 2n—r (22r _1) _ (_1)n—r ':(_1)2r _ :'

Como (-1)* é igual a 1 paratodo I >1,r€Z. Temos:
305 =3, )=2"" ) - ()" [L-Y=2""2 -)-(-)""-0=2""(2" Do

J _r) — 2n—r (22r _1)

ner ~ Vn

3(J

n+r ~ Yn-r

n+r

Teorema 27: Sejam n>1,r >1. Temos que JQ,,, —JQ, , :%_an (2" =1)(L+2i+4j+8k)

Demonstracéo:
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‘]Qn+r - ‘]Qn—r = ‘]n+r + i‘]n+r+l + j‘]n+r+2 +kJ n+r+3 ‘]n—r - i‘Jn—r+1 - j‘]n—r+2 - k‘]n—r+3
= (‘]n+r - ‘]n—r) + i(‘]n+r-¢—l - ‘]n—r+1) + j(‘]n+r+2 - ‘]n—r+2) + k(‘]n+r+3 - ‘]n—r+3)

= %[znr (22r —l) + i(zn—r+1(22r _1) n j(zn—r+2(22r _1)) n k(zn—r+3(22r _1):|

_ %(zzf 1).2"" (14 2i + 4] +8K) 0

O teorema 27 estabelece uma rela¢éo entre um quatérnio e sua norma. Assim, a norma

de um quatérnio é definida da seguinte forma:

+J?

n+3

N@IQ)=J2+J2, +J2

n+1 n+2

Teorema 28: Sendo N(JQ,)a norma de JQ, , entao N(JQ,) = %[85-22“ +10-2°"(=1)" +4 |

Demonstracao:
3
Usamos a definicdo da norma de um quatérnio e obtemos que N(JQ,) = ZJn2+s :
s=0
Assim, temos que:
N (‘]Qn) = Jr? + ‘Jrirl + ‘]r‘|2+2 + ‘]r12+3
n n 2 n+l n+l 2 n+2 n+2 2 n+3 n+3 2
(2D (20D (2 DY) (2 (D)
3 3 3 3
~ l 22n _ 2 . 2n . (_1)n + (_1)2n + 22n+2 _ 2 . 2n+1 . (_1)n+l + (_1)2n+2
9 +22n+4 _ 2 A 2n+2 A (_1)n+2 + (_1)2n+4 + 22n+6 _ 2 . 2n+3 A (_1)n+3 + (_1)2n+6

= %[Zzn (1+ 22 + 24 + 26)+ 2” (_1)" (—2 + 4—8+16)+ (_1)2n + (_1)2n+2 + (_1)2n+4 + (_1)2n+6i|

= %[85- 2" +10-2"(-1)" +4 o

N&o obstante, Szynal-Liana e Iwona Wloch (2015) apresentam uma representacdo
matricial que inclui os quatérnios de Jacobsthal. A seguir, apresentamos um teorema que

expde a matriz proposta pelos autores.

Teorema 29: Seja n>1 um numero inteiro, vale que:

Q, Q] [IQ JIQT[1 17"
Q.. JQ | |39, I ||2 0
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Demonstracdo: Como método de prova, utilizaremos o Principio de Inducdo Matematica.
Dessa forma, para n =1 o resultado é evidente. Assim, vamos supor a validade para n=k e

mostrar a veracidade da hipétese para n =k +1. Desse modo, temos:

s e Rl
JQ.., JQ, JQ, JQ []|2 O
Nesse sentido, devemos provar que:
[JQM JQK}[JQ1 JQOH1 T
Q. JQu) [JQ JQJ[2 O
Utilizando nossa hipétese de inducao, temos:
o salle o] o la WG
JQ, JQ ||2 ol |2 0] |JQ., JQ ||2 0
{JQK +2:3Q., JQ, }:{JQM JQ, }:
Qi +2-JQ JQu;] [JQ. JQus

Teorema 30: Seja n>1 um ndmero inteiro, temos:
JQ: —3Q,.,-9Q,, =(IQ7 ~3Q; - 3Q, )-(-2)""

Demonstragao: Vale observar que:

J J
‘ Qn Qn_l - JQnZ - JQn—l ' JQn+1
‘]Qn+l ‘]Qn
Por outro lado temos que:
Q0 IQ[L At
: =(JQ?-JQ,-JQ,)-(1-0-2-1
‘JQZ sl o U )

=(9Q7 - Q;9Q;)-(-2)"
Por fim, apoiados no teorema 27, podemos concluir que:
JQ-JQ,,-3Q,, =(IQ -JQ,-IQ,)-(-2)"'o
Ainda no que concerne aos quatérnios de Jacobsthal, vamos explorar algumas

propriedades relativas ao seu conjugado que foram propostas por Aydin e Yuce (2017). Nesse

sentido, apresentamos a seguinte definicao:

Definig&o 9: O conjugado do quatério de Jacobsthal JQ, é denotado por JQ, e é dado por:
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IQ =J,-i-d,,—j-J,.,—k-J

n+2 n+3

Além disso, o seguinte teorema fornece algumas propriedades relativas a esse assunto

Teorema 31: Para n>1 temos as seguintes relacdes
) 3Q+)Q,=2J,

(i) JQ7=2J3,JQ,-3Q,JQ,
(“I) ‘]Qn+1 + 2‘]Qn = ‘JQn+2
(IV) ‘JQn - i‘]Qn+l - j‘]Qn+2 - k‘JQn+3 = ‘]n + ‘Jn+2 + ‘]n+4 + ‘]n+6

Demonstracao:
(i) Podemos observar que:

JQn _E = ‘]n +i‘]n+l+ j‘]n+2 +k‘]n+3 +‘Jn _i‘]n+1_ j‘]n+2 _kJn+3
=2]J,0

(i)
‘]Qn2 :(‘Jn +i‘]n+l+ j‘]n+2 +k‘]n+3)'(‘]n +i‘]n+1+ j‘]n+2 +k‘]n+3)

= ‘]nz +i‘]n‘]n+1+ j‘]n‘]n+2 +k‘]n‘]n+3 +i‘]n+1‘]n _‘]nz+1+k‘]n+l‘]n+2 - j‘]n+l‘]n+3 +

+ j‘]n‘]n+2 - k‘]n+2‘]n+l - ‘]r?+2 + i‘]n+2"]n+3 + k‘]n+3‘]n + j‘]n+3‘]n+l - i‘]n+3‘]n-¢—2 - ‘]r12+3

= 'Jr12 _‘]r12+l_‘]nz+2 _‘]r?+3 +2‘]n(i‘]n+l+ j‘]n+2 +k‘]n+3)
= 2‘Jn (‘Jn +i‘Jn+l+ j‘]n+2 +k‘Jn+3)_(‘JnZ _‘Jr$+l_‘]r$+2 _‘]r$+3)
=2J.-JQ,-JQ, JQ, o
(iii)

‘JQn+l +2‘]Qn = (‘]n+l +i‘]n+2 + j‘]n+3 + k‘]n+4)+ 2(Jn +i‘]n+l + j‘]n+2 + k‘]n+3)
=(‘]n+1+2‘]n)+i(‘]n+2+2‘Jn+1)+ j(‘]n+3+2‘Jn+2)+k(‘]n+4+2‘]n+3)
= ‘Jn+2 + i‘Jn+3 + j‘]n+4 + I(‘]n+5
:‘JQm-ZI:I

(iv)

‘]Qn - i‘]le - an+2 - k‘]Qn+2 = (‘]n + i‘]n+l + j‘]n+2 +kJ n+3)
- i(‘Jn+1 + i‘Jn+2 + j‘]n+3 + k‘]n+4)

- j(‘]n+2 +i‘Jn+3 + j‘]n+4 + k‘]n+5)
- k(‘]n+3 +i‘]n+4 + j‘]n+5 +k‘]n+6)
= ‘Jn +‘Jn+2 +‘]n+4 +‘Jn+6[:'
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3.9 Octbnios de Jacobsthal

Conforme Santos (2016), os octénios representam uma extensdo nao-associativa dos

quarternios. Assim, constituem uma algebra de dimensdo oito, sobre R com a seguinte base:

{&,=le=ie=j6=Ke =¢e6=ie¢e=]e e =ke}

Segundo Cimen & Ipek (2017), o produto octoniénico é representado conforme a
figura abaixo:

Figura 7 - Produto octoniénico

x |1 e1 e2 es eq €5 es ey
1 11 e €9 €3 £4 €5 €5 ey
ep |er —1 ey —ex e —eq —er e
ez | €2 —ez —1 & eg €7 —€y —Ej
€3 | €3 €2 —ep —1 e —Cs €5 —E4
€4 | €4 —e5 —e€5 —er —1 & €2 €3
es |es ea  —er e —ep —1  —es ez
€6 | €6 €T €4 —€5 —€E2 €3 -1 —€1
er | €7 —eg €5 €4 —e3 —E2 €] -1

Fonte: Cimen & Ipek (2017)

Nesse sentido, Cimen & Ipek (2017) apresentam a seguinte defini¢do para os octonios
de Jacobsthal.
Definicdo 10: Definimos os niumeros octonios de Jacobsthal pela seguinte relacdo de

recorréncia

n 7
Jy=D 308 =J,8+J

s=0

n+1e1 + ‘Jn+2e2 + ‘]n+3e3 +

+ ‘Jn+4e4 + ‘Jn+5e5 + ‘]n+6e6 + ‘]n+7e7

Definigdo 11: O conjugado do octdnio de Jacobsthal J_ é denotado por J_n e € dado por:

Jn = Jneo - ‘]n+lel - Jn+2e2 - ‘]n+3e3 - ‘]n+4e4 - ‘]n+5e5 - ‘]n+6€6 - ‘]n+7e7

Definicdo 12: A norma N(J, ) é definida por:
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& & T 2 2 2 2 2 2 2 2
N(‘]n) :‘]n "]n = ‘]n +‘]n+1+‘]n+2 +‘]n+3+‘]n+4+‘]n+5+‘]n+6 +‘]n+7

Em contrapartida, com algumas operacfes elementares, podemos estabelecer a

seguinte relacdo de recorréncia para 0s octonios e assim temos:

Considerando a sequéncia classica de Jacobsthal, temos que a equacdo caracteristica é

dada por x*—-x-2=0, cujas raizes sio dadas por «=2e S =-1. Cimen & Ipek (2017),

7 7
escrevem o =Y 2°e e B =Y (-1)°e, ¢, ainda:
s=0 s=0

(S
Il

I

Wik ¢ o

sALalil A I\
Wl

(]
@D

n+s=s

(2n+s . (_1)n+s )e

S

a o —,B*ﬁ”)
A expressdo acima caracteriza a férmula de Binet para os octdnios de Jacobsthal.
Nessa perspectiva, o teorema abaixo apresentado por expde algumas propriedades que

envolvem a relacéo de recorréncia para os octonios de Jacobsthal, bem como a sua norma.

Teorema 31: Para n>1, r >1, temos as seguintes identidades:

(i):J ,+J =aa"
o 1 * *
i):J ., —J ==(aa"+af B"
( ) n+1 n 3( ﬁﬂ )
AR 2 1, . n-rg_2r * n—r+1
(|||):Jn+r+JrH:§(aa (@ +1)+fap™™)

(IV) :jn+r - jn—r = %[a*(an+r _an—r):'



(v):N(J,) :%[21845-22” +170-2" B" +8]

Demonstracéo:

(i): Considerando a defini¢do 10, podemos escrever:

Utilizando a identidade J

J

n+l

jn+l + jn = (‘Jn+1 + ‘]n)eo + (‘]n+2 + ‘]n+l)el + (‘]n+3 + ‘Jn+2)ez +
+ (‘]n+4 + ‘Jn+3)63 + (‘]n+5 + ‘]n+4)e4 + (‘Jn+6 + ‘Jn+5)65
+ (‘]n+7 + ‘]n+6)e6 + (‘]n+8 + ‘]n+7)e7'

+J,, =2"na equacdo anterior, podemos obter que:

n+1

+J, =2"e,+2"e, +2" e, + 2" %6, + 2" e, + 206, + 2" e, + 2" g,

=2"(e,+2'e, + 2%, + 2%, + 2%, + 2°¢, + 2°¢; + 2°¢, + 2'e,

7
n S
=2") 2%,
s=0
n *

=2"-a O

(if) Podemos escrever que:

Utilizando a identidade J,,—J,

Wik Wik Wik, Wl

jn+l - jn = (‘Jn+1 - Jn)eo + (‘Jn+2 - ‘]n+l)el + (‘Jn+3 - ‘Jn+2)ez +
+ (‘]n+4 - ‘Jn+3)e3 + (‘]n+5 - ‘Jn+4)e4 + (‘Jn+6 - ‘]n+5)e5
+ (‘]n+7 - Jn+6)e6 + (‘Jn+8 - ‘]n+7)e7'

_ 2'+2-(-0)" na equacéo anterior, podemos obter que:

(2"+2: (D" )eg+(2 42 (=)™ e + (27 42 (D) Je, +

+...+(2”*7 +2-(—1)”*7)e7

276, +2-(-1)"e, +2" e + 2 (-1)"e + 276, + 2- (-1) e, +

| +...+2" e, +2-(-)" e,

:2”(e0 +2e,+2%,+...+2'e,)+2-(-1)" (e0 +(-De, +(-D)%e, +...+(-1)7e, )J

—2” -iZSeS +2-(-1)" -i(—l)ses}

[a”a*+a-,8” ~ﬁ*] O

(iii) Temos que

77
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)e +(‘]n+r+l n r+l)e +(‘]n+r+2 n r+2)e +
+‘]n—r+7)e7

_(‘]n+r
+...+(J

n+r

n+r+7

- . . 1 x .
Utilizando a identidade J,,, +J,, = §[2“"(2” +1)—2(—1)“"] na equacdo anterior, podemos

obter que:
(277 (2 +1) =2+ ()" Jey +[ 2727 +1) =2 (-1)" " e +
H[ 27 (2P 4D =2 (D) ey [ 27T (2 +D) = 2- (D) e

2n7r(22r+1)e -2-(-1)""e, +2n7r+l(22r+1)e _2,(_1)n—r+1e +
VAR 22r +1)e -2 ( 1)n r+2(:,‘ +...+2" r+7(22r+]_)e —2. ( 1)n r+7

>
>
%
+
(&)
>
Il
Wl
K—J%

Il
Wl
/_/;\

OOII—\

(2% +1)-2"" (e, +2¢, + 2%, +...+2"e, )+
—2-(-D)""( e+( e, +(-1)°e,+..+(-D)e;)

(27 +1)2"" ZzSe +2. (=)t Z( 1)° e}

—

OJII—‘ OOII—‘
—

(a2r+1) -a*+a-ﬂ”_r+1-ﬂ*}|:|

(iv): Observando que:

A Py

‘Jn+r - ‘Jn—r =(‘]n+r - ‘Jn—r)eO +(‘Jn+r+l _‘Jn—r+l)el +(‘]n+r+2 - ‘Jn—r+2)e2 +
+"'+(‘Jn+r+7 _‘]n—r+7)eY

- o 1 « .
Utilizando a identidade J,,, —J,, = 5[2”‘r (2* —1)] na equacao anterior, podemos obter que:
R R on-r (22r _1) eo + 2n—r+l (22r _1) el + 2n—r+2 (22r _1) ez +
o+ 27T (27 1)

(e, +2¢,+ 2%, +...+27e7)]

S B
2“(22r -1)- izSe}

S

Wl ooll—\ OOII—\ OOII—‘

=0
2“ (2" -1)a’ }
]

2n+r on- r)a

(an+r _an—r)a*}u

(v) Recorrendo a defini¢do de norma de um octonio de Jacobsthal, temos que:



+J?

7 2 2 2 2 2 2 2
N(‘] )_‘]n +‘]n+1+"]n+2+‘]n+3+‘]n+4+‘]n+5+‘]n+6 n+7

2n _( 1) 2n+1 _ (_1)n+l N 2n+2 _ (_1)n+2 2 N 2n+3 _ (_1)n+3 2
3 3 3
2n+4 ( 1)n+4 2 . 2n+5 _ (_1)n+5 2 . 2n+6 _ (_1)n+6 2 N 2n+7 _ (_1)n+7 2
3 3 3

(220 2. 2" (21" 4 (-1)P" 4 28M2 _ 2. ML ()™ 4 (D)2 4

B B L LG (T E R B | L LA
228 2. M ()M 4 (=1)2MB 4 2200 2. 2™ ()™ 4 (—1)20 4
| 22012 0. QM (L) 4 ()P 4 22 0. T L ()T o (—1) ¢ |
2% (1+22 +20 420428 421427 +2“)+
= % 2" (-1)"(-2+4-8+16-32+64 128+ 256) + (—1)*" + (-1)*""
H(=D)" + (=)™ + (=)™ + (=" + (=1)*" + (1)

|-

= %[22”(21.845) +2"4"(170)+8 |o

Teorema 32 (Identidade de Cassini): Para todos inteiros ndo negativos ne rcom r<n,

temos que:

P (2 1
‘]n+1Jn—l ‘Jn_ 3 ( ﬂ ﬂ )

Demonstracao:

Podemos observar, que:

o o™ "\ (oo — B p * 0 p*pn\?
j 3 _j2= -Bp BB |leco BB
n+1% n-1 n =
3 3 3

l (a*)2 .a2n _a*anﬂﬂ*ﬂn—l _ﬂ*ﬂnﬂa*an—l + (ﬂ*)ZﬂZn
_[(a*)Z 'a2n _ Za*anﬂ*ﬁn + (,B*)ZﬁZn:'

_ %[Za*anﬁ*ﬂn 0{* n+1ﬁ ﬂn -1 ﬂ ﬁf‘H—l }

_a"pap [2-(aB)- ()]

3 3

_(@pyap [2-@ (D) -((D)-2)]
3 3

1 9
('dF {“%2} (s H
3 3 3 3
_(2'df 9_(-2'df 3_(-2'ap .{1+ 1 }
2

3 6 3 2 3
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(=2)"
3

{a*ﬂ* + %ﬂ*a*}m

Teorema 33 (Identidade de Catalan): Para todos inteiros ndo negativos ne rcom r <n,
temos que:

52 . 2

j jn—r “Vn
9

n+r

(@' B 1-(-2))+fa’1-(-2) "]

Demonstracéo:

Com efeito, temos:

j j _jz _ [a*amr _ﬂ*ﬁmr j‘(a*an_r —ﬂ*ﬁ“_r J_[a*an _ﬂ*ﬂn JZ

n+r

n-r n 3 3 3
_ 1 (a*)z _a2n _a*am—rﬂ*ﬁn—r _ﬂ*ﬂnﬂa*an—r + (IB*)ZﬂZn
9 _I:(a*)Z‘aZn_Za*anﬂ*ﬂn_i_(ﬂ*)ZﬂZn:l

R A A Y e
CBEL (o @ py-(pra)]
sl 4] o33
9 B o 9 -1 2
_ —(‘2);“*ﬁ* [1+1-(-2) ~(-2)" ]

(=2)"
9

(&' B (1-(-2))+fa’(1-(-2) ") ]o

A secéo a seguir, continua a versar sobre o crescimento dimensional. Nesse sentido,
apos a discussdo dos quatérnios e dos octonios de Jacobsthal, apresentaremos uma algebra de

16 dimensdes que é denominada Sedénio.
3.10 Sedénios de Jacobsthal

De acordo com Cimen & Ipek (2017), a algebra dos sedénios € uma algebra de 16
dimensGes. A seguir, veremos algumas definicdes e propriedades mais relevantes para esses
ndmeros.

Definicéo 13: Definimos os sedénios de Jacobsthal pela seguinte relacéo de recorréncia:
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Na figura abaixo, podemos observar como ocorre o0 produto entre esses nimeros.

Figura 8 — Produto sedenidnico

. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 =0 3 -2 5 —4 -7 6 9 -8 -11 10 =13 12 15 -14
2 2 -3 =0 1 6 7 —4 =5 10 11 -8 -9 -14 =15 12 13
3 3 2 -1 -0 7 —6 5 -4 11 -10 9 -8 -15 14 -13 12
4 1 =5 —6 =7 =0 1 2 30 12 13 14 15 -8 -9 -10 -11
5 5 4 -7 6 -1 =0 =3 2 13 -12 15 -14 9 -8 11 -10
6 6 7 4 =5 -2 3 =0 -1 14 -1 -12 13 10 -11 -8 9
7 7 —6 5 4 -3 -2 1 -0 15 14 -13 =12 11 10 -9 -8
8 8 -9 -10 -11 -12 -13 -14 =15 -0 1 2 3 4 5 6 7
9 9 8 -1 10 -13 12 15 -4 -1 -0 -3 2 =5 4 7 =6

10 | 10 11 8 -9 =14 =15 12 13 -2 3 =0 -1 -6 -7 1 5
11 {11 -10 9 8 -15 14 -13 12 -3 -2 1 -0 -7 6 -5 4
12 | 12 13 14 15 8 -9 -10 -11 -4 5 6 7 =0 -1 -2 -3
13 (13 -12 15 14 9 8 1 -10 -5 -4 T —6 1 -0 3 -2
14 (14 -1 -12 13 10 -11 8 9 -6 -7 -4 5 2 -3 -0 1
15 [ 15 4 -13 -12 11 10 -9 8§ -7 6 -5 —4 3 2 -1 =0

Fonte: Cimen & Ipek (2017)
Definig&o 14: O conjugado do sedénio de Jacobsthal SJ. ¢ denotado por SJ_ e é dado por:

SIy = J08 = Jnul = Jnia€ —Jnigfs = = Jhaslis

Defini¢do: 15 A norma N(SJ,) do sedénio de Jacobsthal, é dada por:

U ko

n+l n+15

83 S, =37+

Por outro lado, sabendo que a formula de Binet para a classica SJ corresponde a

J, =%(2”—(—1)“), Cimen & lpek (2017) indicam a seguinte formula de Binet para os

n _1\n 15 15
sedénios de Jacobsthal, tal qual: SJ, = 2 A—ﬁ B.Com A= Zzs'eS e B= Z (-D’e, .
3 3 s=0 s=0

O teorema a seguir, apresenta algumas identidades que podem ser obtidas por meio

das definicGes anteriores.

Teorema 34: Paran > 1, temos as seguintes identidades:
(1):83,,,=S3,+28J,,

(ii):SJ, +SJ, =2J.¢,

Demonstracéo:

(i): Considerando que:



15 15
SJ n T 2SJ = Z J nesCs T 22 ‘Jn—l+ses
s=0

%
o

(‘]n+s + 2‘]n—1+s )es

[
5 1 5
o

e.=SJ

n+l+s™s n+1

J ]

wn
I
o

(i) Para a demonstracdo do item (ii), recorremos a definicdo de conjugado do sedénio de

Jacobsthal:

S‘]n + STn = (‘]neo + ‘]n+le1 + ‘]n+2e2 +oeet ‘]n+15€15) +
+ (‘]neo - ‘]n+lel - ‘]n+2ez -t ‘]n+15€15)
=2J),€e,0

Teorema 35: Para n>1,r >1, temos as seguintes identidades:

(i):SJ,,,+SJ, =2"(e,+2¢ +2%, +2°e, +...+2%¢,)
2" (e, +2¢e,+2%e, +...+2%¢, ) +
i):s). —s) =12 G2, )
3| +2(-1)"(e, —€,+€, —...— &)

_ 2" (27 +1) (

(iii):SJ,,, +SJ 6, +26 +2%, +...+ 2%,

n-r

_\n-r+l
LA

3 (- +e,—...—€)

(iv):SJ,,, —SJ, , = (%J(eo +2e +2%, +...+ 2%,

Demonstracéo:
(i): Sabendo que:

S‘] +S‘]n :(‘] +‘Jn)eo+(Jn+2+Jn+l)el+“'+(‘]n+16+‘]n+15)615

n+l n+l

Utilizando a identidade J_, +J, =2", temos:

+SJ, =2"¢g, +2""e +2"%e, +---+ 2"

n 2 15
=2"(e,+2e +2%,+---+27¢;)O

SJ

n+l

(i1) Considerando que
S‘]n+1 - S‘Jn = (‘]n+1 - ‘]n)eO + (‘Jn+2 - ‘]n+1)el tooet (‘]n+16 - ‘]n+15)615

Com baseem J,_,—J , podemos escrever que:

n

2"+ 2(-1)"
3
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[N

(2" +2-(=D)"e,) + (2" +2-(=1) " e,) +
5 s L @2 D)+ (-D"e) }

(2" 442 (-D)"%e,) +- -+ (27 4+ 2- (1) Peyy)
(2", +2-(=1)"e, +2"e, +2-(—1)"e, +

| 2%, +2-(-1)""%e, +---+ 2" + 2- (—1)”+15e1j
[2"(e, + 26, + 2%, +---+ 25 ) +

12-(-D)" (e, —€, +€,—--—8) }D

w

Wl

(iii): De fato, temos:

S‘] n+r + S‘] n-r — (‘]n+r + 'Jn—r )eo + (‘Jn+r+1 + ‘Jn—r+1)e1 +
+ (‘] + ‘]n—r+2)ez teeet (‘] n+r415 T ‘]n—r+15)e15

n+r+2

Considerando que J,., +J, , = %[2”‘r (2"+1)-2- (—1)“*] . Obtemos:

2" (2% —1) - 2(-D)"" 2MTH(2F _1) - 2(-1)"
g s 1{[ (2" 1) - 2(-1)"" Jeo +[ 2" (2% ~D) - 2(-1)"" [, + }

T g H[ 2P 1) = 2(-D)" T ey e [ 27T (27 1) - 2(-D)"T ey
1 (277 (2 —1)e, —2(-1)" e, + 2" (2% ~)e, — 2(~1)" e, +
B §{+2”‘”2 (2% -1, —2(-1)""Pe, +- -+ 2" (22 — g — 2(-D)" 915}
1| 2727 +D) (e + 26, + 2%, + oo+ 27) +
- 5{—2-(—1)“" (e, —e +e,—-—ey)

n-r rn2r
_2727+D (B, +26,+2%€, +---+ 2, ) +

2
(iv): Tendo em vista que:
SI, =S =0, =30 )80+ (Jrir =0 )8+
+(Jnirz = Jnrs2)€ + o+ (Jnirass = Jnorass)ess

Conforme a identidade J,., —J, , :%2’” (2*" —1) é possivel escrever:

(6 —€ +e,—-—¢5)n

2" (27 —1)e, +2" (2% —1)e, +
s3 -sy =1 (27 -1e, (2" -1,
3| 427222 1), +--+ 2727 ~ 1)y,

- %[2 (2% =1)-(ey +2¢,+ 2%, +---2%;,) |

n-r n2r
_27e-h 1)(e0 +2¢,+2%e,++- 2%, )o
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Os teoremas a seguir, fornecem algumas identidades costumeiramente utilizadas ao

longo do estudo sobre sequéncias recursivas. Tais quais: identidade de Cassini, Catalan e

D’Ocagne.
Teorema 36 (ldentidade de Cassini): Para os sedénios de Jacobsthal vale a seguinte
identidade: 3., -S3, , - 532 = 2 CY {AB+%}

Demonstracao: Utilizando a formula de Binet para os sedénios de Jacobsthal, temos:

n+1 n+1 n-1 n-1
SJ,..-SJ, ,—SIt= 2 A DTl [2 A ED g,
3 3 3 3
n n 2
JEA_ED g
3 3

~ 1 22n A2 _ 2n+1 A(_l)n—l B _ (_1)n+1 B . 2n—1A+ (_1)2n BZ +
9| —(22" A2 =2.2" A(~1)" B+ (—1)2" B2
1

[2:2"A(-1)'B-2""A(-)" B~ (-1)""B-2""A]

2n (_1)n

2AB—2A-(—1)B—(_21) BA

=( j

3

3

9AB

4pB + A
2 2

2n (_1)!’1

(9AB

3 3

=(

2n (_1)I"I

J

Teorema 37 (Identidade de Catalan): Para os inteiros ndo negativos ne rcom r <n, temos

que: SJ, . -SJ,., —SJ?= 2 (;1)

Demonstracao: Temos que:

2-

6 3 j(328j:

H

-| AB +%:|EI
L 2

(-1)")[ AB(2) "~ BA(-1)" |
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3 3 3 3
n n 2
N A
3 3

~ 1 22n AZ _ zn—r A(_l)nH’ B _ (_1)n—r B . 2n+r A+ (_1)2n BZ +
(22" A2 —2.2" A(~1)" B+ (~1)2"B?)

S‘Jn—r .S‘Jn+r _S‘]nz :(2 _ A_(_l) ] Bj(z A—(_l) BJ—I—

9
1 n n n-r n+r n-r n+r
=§[2.2 A(-1)'B-2""A(-)™ B-(-1)""B-2"" A]

_2 Y g_l) [2AB-27" A(-1)""B-(-1)""B-2""A]

2n'(_1)n -r r -r r
= [ AB+BA-2"A(-1)'B-(-1)"B-2'A]

_ 2n%9‘”(2r ~(-1))[ AB(2) " ~BA(-D) " |

Teorema 38 (Identidade de d’Ocgane): Suponha que n seja um numero inteiro ndo negativo

e mum namero natural qualquer. Se m>n, temos que :

1 m n n m
SJ-SJ ., —SJ._.SJ. =§[2 (-1)"AB-2"(-1)"BA]
Demonstracéo:
m _1\m n+l _1\n+l
SJ,-83,,,-S3,.,8d, = 2—A—( Y B |- 2 A—( L) B
3 3 3 3
m+1 _1\m+1 n _1\n
B AN G M N GOl
3 3 3 3

~ 1 2m+n+1 AZ _ 2m A(_l)n+1B _ (_1)m B . 2n+lA+ (_1)m+n+1 BZ +
9 _(2m+n+l AZ _ 2m+l A(_l)n B _ (_1)m+1 B . 2n A+ (_1)m+n+1 BZ

:%[2m+1A-(—1)“B+(—1)m+1B-2”A—2"‘A-(—1)“*lB—<—1)“‘B-Z”“A]

= %{[2"‘ A-(-1)"BR-(-1) |-[(-D"B-2" A(-(-1) + 2)]}

3.2".(-1)"AB-3-2"-(-1)"-BA
9

B 3[2"-(-1)"AB-2"(-)"-BA]
- 9
= %[22"“ (-)"AB-2"-(-)"-BA|o
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Teorema 39: Seja N(SJ,)a norma do sedénio de Jacobsthal, vale que:

N(SJ,) = %[1431655765(22“) +(2")(~1)"43690+16 |
Demonstracéo: Considerando a definigdo de norma do sedénio de Jacobsthal

N(S‘]n) = ‘]r? +‘]r?+l+‘]r?+2

_ 2n_(_1)n 2+ 2n+1_(_1)n+1 2+ 2n+2_(_1)n+2 2+
3 3 3

n+15 ¢ ayn+15\?
+...+[¢j

2
+ot g

3
(1422420 4204 28 120 Ry QM 2 18
? +2%0 427 2% 4270 + 2% 4+ 2% "

2. (-1)" -2+4-8+16—-32+64-128+256-512+1024 +
—2048 +4096 -8192 +16384 — 32768 + 65536

+(_1)2n +(_l)2n+2 +(_1)2n+4 +'“+(_1)2n+30

O |-

= é[zzn (1431655765) + 2" (~1)43690 +16 |

Na secdo a seguir, apresentamos 0s numeros gaussianos de Jacobsthal e suas
principais propriedades, bem como um modelo de generalizacdo para a mesma que envolve a

sequéncia dos polindbmios de Jacobsthal.
3.11 Numeros Gaussianos de Jacobsthal

De modo semelhante ao que alguns autores realizaram para 0s niUmeros gaussianos de
Fibonacci (BERZSENYI, 1997; HARMAN, 1981), propomos a seguinte discussdo dos
numeros Gaussianos de Jacobsthal, bem como alguns teoremas e propriedades relativas a esse
topico.

Assim, consideremos a definigdo proposta por Asci e Gurel (2013), que veremos a

sequir:

Definigdo 16: Os Gaussianos de Jacobsthal séo definidos pela seguinte relagcdo de recorréncia

GJ,,, =GJ,+2GJ, ; com n>1, cujas as condicdes iniciais sdo GJ, =% e GJ, =1.
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Da defini¢do acima podemos estabelecer alguns casos particulares, tais quais:

GJ, =1+i
GJ, =3+i
GJ,=5+3i
GJ; =11+5i

Com base nisso, suponhamos que GJ, =J, +J, i . Vamos mostrar a validade para o seu

sucessor GJ_ ,. Desse modo, conforme a definigdo 16, temos:

GJ,.,=GJ, +2GJ, , =3, +J,,)+2(J,,+J, i)

=J,+2J, )+, +23, ,)i=J, ,+J

n+1

Ademais, vejamos um modelo que possibilita uma generalizacdo da definicéo

anterior, introduzindo os polinémios de uma variavel real.
3.11.1 Polinbmios Gaussianos de Jacobsthal

Desse modo, Asci e Gurel (2013) definem os polinbmios gaussianos de Jacobsthal da
seguinte forma.

Definicdo 17: Os polinbmios gaussianos de Jacobsthal sdo definidos pela seguinte relacdo de

recorréncia  GJ,,(X)=GJ (X)+2xGJ,,(X), com n>1 e com as condi¢Oes iniciais
GJ,(X) :% e GJ,(x) =1.
Assim, podemos observar alguns termos iniciais da sequéncia, como:

GJ,(x) =1+xi

GJ,(x) =2x+1+xi

GJ,(X) =4x+1+(2x+1)xi

GJ, (X) = 4%X% +6X+1+ (4X +1)i

A equacdo caracteristica associada & essa sequéncia é t>—t—2x =0, cujas raizes sdo dadas

por:
_1+48x+1 1-v8x+1
2

a(X) e ﬁ(x):T. De a(x)e p(x) podemos estabelecer algumas

relagdes, tais quais: a(X)+ £(x)=1e a(X)-L(x) =-2x
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A seguir, vamos determinar a formula de Binet para a sequéncia dos polinémios
gaussianos de Jacobsthal. Nesse sentido, vejamos 0 seguinte teorema.
Teorema 40: Para n>0, temos que:

GJ (x)= a(X)" - B(X)" Liox or(x)“‘1 _ﬁ(x)n—l
n a(X)— B(X) a(X) - B(X)

Demonstracao: Faremos a prova desse teorema por indugdo matematica. Assim, temos:
Para n=1, obtemos:
1 1 0 0
X) = B(x) . X)" — B(x
T T MO C i 1 3

a(x)-B(x) a(x)-A(x)
=1=GJ,(x)

Agora, suponhamos a validade da hipétese para n=1,2,3,...,k e vamos mostrar a

veracidade para seu sucessor n=k +1. Nesse sentido, vamos recordar a recorréncia abaixo:
GJ, . (x)=GJ, (x)+2xGJ, ,(x)
k k k-1 k-1
_a( =B a0 =B
a(x)—B(x) a(x) - B(x)
k-1 k-1 k-2 k-2
L 2xa(X) —2xpX) o e(X) - F(X)

(%)~ B(¥) a(x)~B(¥)
_ a0 +2xa (0! - f) - 2xB) i{a(x)“ oL CO NP 0 —ﬂ(X)“}
(%)~ B(¥) a(x)~B(¥) (%)~ B(¥)
_ a0 @) +2x) - B (B +2X) i{a(x)“ ~B() " +2xa (0" —2x—/3(x>“}
(%)~ (X) a(x)~(X)
W02 (1) a(x)') = BB, . [ a0 a(x)+2%) - S H(B(X) +2%)
B(X)*=p(x)+2x a(x)— B(x) a(x)—p(x)
_a() =B ix{“(x)“ (2(x)) - B (ﬂ(X)Z)}
a(x)~B(x) a(x) = B(x)
_ [a(x)k“ —ﬂ(x)k*lj+ ix[a(x)k A" JD
a(x)~B(¥) a(x)~ B(x)

Ainda no que diz respeito a sequéncia dos polindmios gaussianos de Jacobsthal, o
teorema que sera enunciado a seguir é voltado para uma abordagem matricial que permite

determinar qualquer termo dessa sequéncia, por meio de um determinante especial. Vejamos:

Teorema 41: Seja a matriz D, (x) tridiagonal nxndada por:



Dn (X)

Com Ddx)zé.Enﬁo(mtDAxy:GJAx)nzl

Demonstracao: Ver Asci e Gurel (2013, p.29)

Doravante, apresentamos as matrizes 2x2 Q(x) e P dadas por: Q(X) = L 0

1+ix 1
P= . l
2

Teorema 42: Para n>1, temos: Q”(X)~P={

ésimo polindbmio gaussiano de Jacobsthal.

Demonstracéo: Vamos provar o teorema por Inducdo Matematica. Assim, temos:

Vejamos para n=1

i o

Assumimos a validade do teorema para n=Kk. Vamos mostrar que também é

1+ix 1

'[1%

H

1+ix

1 i 0 0
-x 1 2x :
=0 -1 1 0
S T T 2x
0 0 -1 1]

. Nesse escopo, temos o0 seguinte teorema:

G‘] n+2 (X) G‘] n+1 (X)

GJ,.(0)  GJ, (%)

2X +1+ix 1+ix}
1

GJ,(x) GJ,(x)
{GJZ(X) GJl(X)}

verdadeira para n =k +1. Nesse sentido, obtemos:

1 2x
1 2x]|

Qk+l(X) . P —

Tk+1

{

1+ix
1

GJ,.1 (%)

1

2

(GJ,a(x) GI,,(X)
_G‘] k+2(X) GJ k+1(x)

H

Gy, (x)  GJyu(X)

G, (X)

}D

De maneira semelhante ao que realizamos anteriormente. Podemos estabelecer uma

1 2x
1 0

|

I

1 2x
1 0

I

1+ix 1

1

2

|

89

}. Em que GJ, (x)é o n-

extensdo da identidade de Cassini para a sequéncia em questdo, que envolve o conceito e

propriedades fundamentais dos determinantes.
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Teorema 43: Para n>1, temos

GJ,,(X)GI, ,(X)—GIZ(X) =(-D"2"*x" " (2+x—i)

Demonstracédo: Para suceder a demonstragdo do teorema acima, empregamos algumas
propriedades de matrizes e determinantes.

Primeiramente, observamos o determinante das seguintes matrizes
n-1

detQ"(x) = ‘i =(=2x)"*

0

1+ix 1) j
ol X o Lo
17272 2

detP=

Por outro lado, do T 42,t Q"*(x)P S0 83,00
r outr rem m : -
or outro lado, do Teorema 42, temos que GJ,(x) GJ (%)

O que nos leva a obter que:

GJ,,(x)GJ, 4 (x) ~GI; (x) = det (Q""(x) - P)
=detQ"*(x)-det P

=(-2x)" '_—1(2+ X—1)
2
n-1 n1—1 .
= (1" (2x) —2(2+ X —i)
= (D" X" 2+ x-i)o
Se observarmos quando x =1 a identidade de Cassini seria do tipo
GJn_lGJn+1 —GJnZ =(3- |)(_1)n on-2

Teorema 44: A soma dos polinbmios gaussianos de Jacobsthal é dada por:

§ 1
GJ, (X)=—|GJ,,.,(x)-1
; k( ) 2X[ n+2( ) ]
Demonstracao:

Darelagdo GJ,,,(x) =GJ, (x)+2xGJ, ,(x) podemos obter que:

63,400 = 5-(63,.4(9~63, ()

Observando a recorréncia para alguns valores de n, temos:
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GJ,(x) = %(GJZ(X) -GJ (X))
GJ,(x) = %(GJg(x) —-GJ,(x))

GJ,(x) = %(GJ4(X)—GJ3(X))

63,140 =5 (63,4 ~ B3, (¥)

63, () = 2-(63,.5(0~GJ,., ()
Assim, obtemos que:

: 1

2263, (¥) =7 -(GJ,.,(9) -G, (x)
k=0 X

1
:Z(GJM—Z(X)_]')D
Ademais, o interesse desta secdo, foi direcionado para a discussdo de definicdes e
teoremas que trazem como enfoque o modelo unidimensional, bem como os polinémios
gaussianos de Jacobsthal. Todavia, seguidamente, vamos nos dedicar a concep¢do de um
modelo bidimensional para a referida sequéncia e estabelecer algumas propriedades e

teoremas relativos a esse topico.
3.12 Relagdes Recorrentes e Crescimento Dimensional

As relacdes bidimensionais foram introduzidas na literatura especializada por Harman
(1981), que apresentou relacdes recorrentes com duas variaveis para 0 modelo de Fibonacci.
Posteriormente, Oliveira, Alves & Paiva (2017) realizaram uma expansdo dessas
propriedades, bem como descobrimento de algumas identidades sobre esse topico. N&o
obstante, os autores constataram que 0s numeros complexos de Fibonacci podem se estender a
dimens@es superiores. Nesse sentido, foram propostas as relacfes recorrentes tridimensionais
e suas respectivas identidades. Finalmente, Oliveira (2018) prop0Ge as relagdes recorrentes n-
dimensionais para 0 modelo de Fibonacci, alem de apresentar o seu termo geral e algumas
identidades.

Nesse sentido, apoiados nos trabalhos de Harman (1981); Oliveira, Alves & Paiva

(2017) e Oliveira (2018), objetivamos explorar o crescimento dimensional para a Sequéncia
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de Jacobsthal e apresentaremos as relacdes recorrentes bidimensionais, tridimensionais e n-

dimensionais.

3.12.1 Relag6es Recorrentes Bi-dimensionais

A seguir, serdo apresentadas algumas propriedades advindas de um modelo com duas
variaveis que se configura como uma relacdo recorrente bidimensional. Nesse sentido,
consideramos os numeros da forma G(n,m) definidos como conjunto dos inteiros gaussianos,
tais quais (n,m)=n+im com neZ e meZ. Dessa forma, buscou-se estabelecer um
modelo que considera a inser¢do de unidades imaginarias no aumento dimensional. Para esse
fim, realizou-se uma analogia direta com a classica sequéncia de Jacobsthal, a fim de motivar
uma representagdo para os numeros de Jacobsthal da forma G(n,m). Para iniciar as
discussOes, apresenta-se
Definicdo 18: Considerando o0s valores iniciais G(0,0)=0,G(1,0)=1G(0,1) =ie
G(L1) =1+i, podemos escrever os nimeros da forma G(n, m) utilizando as seguintes relagdes

de recorréncias:

G(n+1,m)=G(n,m)+2G(n-1m)
G(n,m+1) =G(n,m)+2G(n,m-1)

Com fins a demonstrar o teorema que inclui a principal identidade a ser mostrada, nos

atemos apresentar o lema a seguir que nos auxilia na generalizacdo de G(n,m).

Lema 7: Considerando a definicdo anterior, vale que:

(i): G(n,0)=J,

(i): GO,m)=J,, i

(iii): G(n,n)=J,+J,,-i
(iv): GLm)y=J, ., +J, i

m+1

Demonstracao:

Utiliza-se o segundo principio de indug&o finita sobre n. Desse modo, supomos que 0
resultado é valido para todos o0s naturais menores ou iguais a ne vamos mostrar que também é

valido para n+1. Assim, fixa-se m=0 e consideram-se os valores iniciais G(0,0)=0¢e
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G(L0)=1, previamente estabelecidos, bem como a relacdo de recorréncia

G(n+1,m) =G(n,m)+2G(n—1,m) Desse modo, temos:

G(n+1,0)=G(n,0)+2G(n-10)
G(2,0)=G(10)+2G(0,0)=1=J,
G(3,0)=G(2,0)+2G(1,0)=1+2=3=J,
G(4,0)=G(3,0)+2G(2,0)=3+2=5=1,

G(n-1,0)=G(n-2,0)+2G(n-3,0)=J_,
G(n,0)=G(n-1,0)+2G(n-2,0)=J,
G(N+1,0)=G(n,0)+2G(n-1,0)=J, +2J . =J .o

Dessa forma, o percurso demonstrativo realizado acima evidencia a validade da

propriedade G(n,0)=J,. Nesse momento, de modo semelhante, propbe-se uma
demonstracdo para G(O,m)=J_-i. Assim, considera-se n=0 e a relagdo
G(n,m+1) =G(n,m)+2G(n,m-1) e as condicdes inicias G(0,0)=0,G(1,0)=1e G(0,2) =1i.
Nesse sentido, supomos que o resultado é valido para todos 0s naturais menores ou iguais a

m e vamos mostrar que também € valido para m+1.

G(n,m+1)=G(0,m)+2G(0,m-1)
G(0,2) =G(0,1)+2G(0,0)=i=J, -i
G(0,3)=G(0,2)+2G(0,1) =3i=J, i
G(0,4) =G(0,3)+2G(0,2) =5i=J, -i

G(0,m-1)=G(0,m-2)+2G(O0,m-3)=J_, i
G(0,m)=G(0,m-1)+2G(0,m-2)=J_-i
G(O,m+1)=G(0,m)+2G(0,m-1)=J_-i+2]_ -i=J_,-io

m+1

Dando prosseguimento, com base na recorréncia G(n+1,m)=G(n,m)+2G(n-1,m)e
nos valores iniciais G(0,0)=0,G(1,0)=1,G(0,1) =1 e G(1,1) =1+i. Desse modo, toma-se
m=1. Supomos que o resultado é valido para todos o0s naturais menores ou iguais a n.
Vamos mostrar que também é valido para n+1

G(n+11) =G(n,)+2G(n-11)

G(21)=6G@11)+2G(0,) =11+1)+2i=J,-G(L,1D)+2J,-G(0,1)

G(31)=G(2,)+2G6(11) =31+i)+2i=J,-G(1,1)+2J,-G(0,1)
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G(4,1) =G(3,1)+2G(2,1) =5(1+i) +6i = J, -G(1,1) +2J,-G(0,1)

G(N-11)=G(n-2,1)+26(n-31)=J_,-G(L1)+2J,_,-G(0,)
G, =G(N-11)+2G6(n-21)=J, -GLY+2J_,-GOY)=J +J_,-i
G(N+11)=G(n1)+26(n-11)=J -GL1Y+2J_ ,-G(0,))+2J, G(L1)+4J , G(0,1)
=G@LD[J, +2J,,]+2G0O.D[J,,+2J,,]
=G1L1)J,,+2G(0,1)J,
=J,,+(J,+2I)i
=J ,+J.,,-10

n+1 n+2

n+l

Finalizando, pretende-se mostrar que G, my=J, ., +J, -i. Nesse sentido, considera-
se a relacdo de recorréncia G(n,m+1)=G(n,m)+2G(n,m-1). Assim, com base nas
condi¢Bes iniciais G(0,0) =0,G(1,0)=1,G(0,1) =ie G(L1) =1+i. Averigua-se a recorréncia
para n=21e supomos a validade do resultado para todos o0s naturais menores ou iguais a me

vamos mostrar que também é valido para m+1.

GALm+1)=G@Im)+2G(L,m-1)
GL2)=G1LD+2G@L0)=3+i=J,+J,-i
G(L3Y=G1L2)+2G6(1,1)=5+3i=J,+J;-i
G(L4)=G(1L3)+2G(1,2)=11+5i=J,+J, i

GALM-1)=GLm-2)+2G(Lm-3)=J_+J__-i
G@Lm)=G@,m-)+2G(,m-2)=J
GLm+1)=GALM)+2GAm-)=J, .+, -i+2[J, + -]

=Ja+23,+[J,+23,,] i

=J. .,+J

m+1""]m'i
m+1
m+1
a1 O

Destarte, observa-se que a relacdo de recorréncia, a definicdo 18 e o lema 7,
configuram-se como subsidios para uma andlise do comportamento da recorréncia

G(n+1,m)=G(n,m)+2G(n—1,m)quando se fixa m natural e faz-se variar o valor de

n=12,3,.... Nesse sentido, ttm-se 0 seguinte teorema.

Teorema 45: Para dois inteiros N,M, os nimeros da forma G(n, m) podem ser escritos como

G(nnm)=J3,J.,.,+J,.J,-i

n+1
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Novamente, recorre-se ao Principio de Inducdo Matematica como alternativa de prova para o

teorema em questdo. Nesse sentido, pode-se escrever que:

G(n+1,m)=G(n,m)+2G(n—1,m)
G(2,m)=G(,m)+2G(0,m)=1J
G(Bm)=G(n,2)+2G(n,)=J,,.,
G(4,m)=G(n,3)+2G(n,2) =3J

m+1

+3J3,-1+2J, .,
+5J,1+2]

+2J,

m+1 m+1

G(n-Lm)=G(n-2,m)+2G(n-3,m)=J,,J, 1+JJ -

G(n,m)=G(h-1,m)+2G(n-2,m)=J,J,,+J,..J,

m+1 n+1

G(n+1m)=G(n,m)+2G(n-1,m) =[J, ;.1 +J,ad,, ]+2[Jn1J
+2J )i

n+l

=Jna (3, +2J, 1)+J (J

=J. .J..,+J.J

m+1% n+1 mYn+2

n+1

ma T J4Jm 4
‘J4‘]m+1
m+1 + Jn‘]

+J,-1+23,-1=3,3,,,+3.3,, -1

i=J.J
+6J,, 1=

+J.J, -1

o]

Isto posto, o teorema acima especifica mais uma generalizacdo da Sequéncia de

Jacobsthal. Nesse escopo, serdo demonstradas algumas identidades bidimensionais para os

nameros de Jacobsthal do tipo G(n,m).

Identidade 1: A soma de seis termos consecutivos é dada por

iG(n+ k,m)=7[G(n,m)+G(n+3,m)]

Demonstracao: Sabendo que

G(nm)=J3.3,..,+3,.3, K

Gn+1lm)=J, 3, ,+J,,Jd, K
G(n+2,m)=J,,,J m+l+‘]n+3‘] -k
G(n+3m)=J,,d,,+J,..J,K
G(n+4,m)=J_.,J, l+Jn+5J -k
G(n+5m)=J,.:3,..+J,.69n K

Observe que

Zs:Jmk_‘] +Jn+1+‘]n+2 ‘]n+3+‘]n+4+‘]n+5

k=0
=J +J, ,+J ,+d, .+ . +2], ,+d s+
=J +J, ,+J,,+2) +5] ,+2), ,+2] ,,
=3),+2),,+J,,,+5),.5+J,.,+2J,,
=3J,+6J, ,+J,,+2J.,,
=3J,+6J,,+J,.,+2(J,,+2J,)

+2J

n+2

+2J

n+3
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=3J,+6J,,,+J,,,+2),,,+4J,
=7J,+73,.,5
Em continuidade tém-se:
Z‘]n+k =Jatdiotdistdnatdas+t o
=) +J,+ds I+ I +2), s+, +23,.,
=J, +d,+ s +43,,,+2), ,+ 3., +2], ,
=J, a+d,+d,+23,,+53,.,+J,,+3],
=3J,,+6J,,.,+3J, .,
=3J,,,+6J,.,+3J,:+20J,.,+23,.,)
=3J,,+6J,.,+J,,+23,.,+4J. ,
=73,,+7J..,

Portanto,
5
ZG(n+k,m) =G(n,M)+G(n+1,m)+G(h+2,m)+G(n+3,m)+G(n+4,m)+G(n+5,m)

k=0
_(‘J +‘Jn+1 ‘]n+2+‘Jn+3+Jn+4 n+5)‘]m+l+(‘Jn+l+‘]n+2+‘Jn+3+‘J

Z(an+ijm+l+(Z6:‘]n+k)'Jm k
k=0 k=0

=703, +J3,3)dnu+ 70 +3,0.0) 0
m+1% n+3 n+l n+4‘] k]

=7[3,,,3, +J
J. +J.,J, k+J +Ja+ 3, K]

= 7 [‘]m+l n+1 m+1 n+3 n+4

=7[G(n,m)+G(n+3,m)]o

+‘]n+5 +‘Jn+6)‘]m -k

n+4

n+1

+J.,J, k+3J

m+1

J

m+1

Identidade 2: A soma dos n primeiros nimeros G(n, m) é dada por

ZH:G(k, m) _—[(Jn+2 DJpa+@ns—DJ,, K]

Demonstracdo: Observando a relagdo G(n-+1,m) =G(n,m)+2G(n—1,m), temos:

G(2,m)=G(1,m)+2G(0,m) G(2,m)-G(L,m)=2G(0,m)
G(3,m)=G(2,m)+2G(L, m) G(3,m)—-G(2,m)=2G(1,m)
G(4,m)=G(3,m)+2G(2,m) G(4,m)-G(3,m)=2G(2,m)
G(5,m)=G(4,m)+2G(3,m) G(5,m)-G(4,m)=2G(3,m)
: =k

é(n—z, m)=G(n—-3,m)+2G(n—4,m) G(n-2,m)-G(n-3,m)=2G(n—-4,m)
G(n-1,m)=G(n-2,m)+2G(n—-3,m) G(n-1,m)-G(n-2,m)=2G(n—-3,m)

G(n,m)=G(n-1,m)+2G(n-2,m) G(n,m)-G(n-1,m)=2G(n-2,m)
G(n+1,m)=G(n,m)+2G(n-1,m) G(n+1,m)-G(n,m)=2G(n-1,m)
G(n+2,m)=G(n+1,m)+2G(n,m) G(n+2,m)—=G(n+1,m)=2G(n,m)

Desse modo, tem-se que:
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G(n+2,m)-G(@,m)= ZZH:G(k, m) ou ZH:G(k, m) =%(G(n+2, m)—-G(Lm))
Assim, obtém-se: - ;
Zn:G(k, m) = %(G(n+2, m)-G(1,m))

YR TR PR U S S B
2 n+2% m+1 n+3 m
1

:E[(‘]n+2_1)‘]m+l (n+3 1)‘] k]

Teorema 46: Para 0s numeros inteiros com indices quaisquer, vale a seguinte propriedade

m+n+3
G(-n,—m) = (=1) ~————G(n,m)
2m+n+
Demonstracéao:
G(—n,—m) = ‘]—(m+1) ' ‘]—n + ‘J—(n+1)‘J—mi

_ (_1)m+2 . J (_1)n+l ( 1)n+2 J (_1)m+l

ol Vme T o Jn+ i o N
_%. m+1.3n+%.3n+1.3m.i
=%(JMJ 300 1)
=(_213%T3G(n,m)u

Teorema 47: Para 0s nimeros inteiros com indices quaisquer , tém-se que:

G(n+2,m+2)=G(n+1,m+1)+2G(n,m+1)+2[G(n+1 m)+2G(n,m)]

Demonstracao:

Sabendo que G(n+2,m)=G(n+1,m)+2G(n,m)e G(n,m+2)=G(n,m+1) +2G(n,m). Entdo
tem-se que G(n+2,m+2) =G(n+2,m+1)+2G(n+2,m). Aplicando a relagéo de recorréncia
tém-se:

G(n+2,m+2)=G(n+2,m+1)+2G(n+2,m)
=G(n+1,m+1)+2G(n,m+1)+2G(n+2,m)
=G(n+1L,m+1)+2G(n,m+1)+2[G(n+1,m) +2G(n,m)]o

Ademais, observa-se o corolario apresentado por (Oliveira, Alves & Paiva, 2017) que

fornece uma formula de Binet variante para 0s numeros do tipo G(n,m). Nesse sentido,
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realiza-se uma adaptagdo do mesmo, mas neste caso, considera-se a representacdo desses

ndmeros para a Sequéncia de Jacobsthal. Dessa forma, enuncia-se o seguinte coroléario.

Corolario 2: Os numeros de Jacobsthal do tipo G(n,m)sao descritos pela seguinte formula

variante de Binet

(I)G(n’ m) _ o™ G(l,l) _anﬁmG(ﬂ, a) _amﬂmG(a, ﬂ)
(a-B)
(”)G(_n,_m) _ (_l)n+m+3 ' an+m+l G(l,l) _OfnﬂmG(ﬂ, a) —amﬂmG(a,ﬁ)
2m+n+1 (a_ﬁ)z
Demonstragao:

Sabendo que g(n,m)=J,J,_,,+J,,J, -i €aplicando a formula de Binet tem-se que:

nY m+1

G(nm)=JJ,.,+J,..3, I

_ an_ﬂn . am+l_ﬂm+l s an+l_ﬂn+l . am_ﬂm I
a-p a-pf a-p a-p

an+m+l _anﬂmﬂ _am+lﬂn +ﬁn+m+l . an+m+1i —0{n+1ﬂmi _ﬁm—lami _ﬂn+m+l

(a-p) (=)
_a""(1+i)—a"B"(B+ai)—a"B" (a + Bi)
(a=p)
_ "G —a"f" G(B @) —a"B'C(@ ) _
(a=p)

No segundo item, considera-se o teorema 37 de modo a observar que

n+m+3
G(-n,—m) = (2”‘%6(”’ m) , que nos leva a obter a segunda parte do teorema.

Dando continuidade a discussdo, propfe-se uma extensdo no que tange ao aumento

dimensional. Nesse sentido, dedica-se a explorar as relacdes recorrentes tridimensionais.

3.12.2 Relagbes Recorrentes Tridimensionais e Identidades

De maneira analoga ao que foi realizado para o caso das relagdes bidimensionais,
propde-se a seguinte definigdo, bem como o lema 8 que configuram-se como suportes para 0s

teoremas que serdo vistos adiante.

Defini¢cao 19: Tomando os seguintes valores iniciais definidos como G(0,0,0) =0,
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G(1,0,0)=1,G(0,1,0) =i,G(0,0,1) = j,G(0,1,1) =i+ j,G(L,0,1) =1+ j,G(L,1,0) =1+i €

G(1,1,1) =1+i+ j devem satisfazer as seguintes relagdes tridimensionais:

G(n+1,m, p)=G(n,m, p)+2G(n—1,m, p)
G(n,m+1, p)=G(n,m, p)+2G(n,m-1, p)
G(n,m, p+1)=G(n,m, p)+2G(n,m, p-1)

Lema 8: Conforme a definicdo anterior, vale que:

(i) G(n,0,0)=J,
(i) GNLY=J,+J,,-i+J -]
(i)  GMnL0=3,+3,,-i

(iv) G(n,O,)=J, +J,,, -]

Demonstracdo: Para demonstrar a propriedade (i), recorre-se aos Vvalores iniciais
G(0,0,0)=0=J, € G(1,0,0) =1=J, € tomamos como base a primeira relacdo recursiva, tal
qualG(n+1,m, p) =G(n,m, p) + 2G(n—1,m, p) . Dessa forma, analisa-se a recorréncia para
m= p =0 e supomos que o resultado é valido para todos os naturais menores ou iguais & n.

Vamos mostrar que também é valido para n+1. Temos:
G(n+1,0,0)=G(n,0,0)+2G(n-1,0,0)
G(2,0,0)=G(1,0,0)+2G(0,0,0) =1=J,
G(3,0,0)=G(2,0,0)+2G(1,0,0) =1+2=3=1,
G(4,0,0)=G(3,0,0)+2G(2,0,0)=3+2=5=1,
G(5,0,0)=G(4,0,0)+2G(3,0,0) =5+6=11=J;

G(n,0,0) =G(n—-1,0,0)+2G(n—2,0,0) = J,
G(n+1,0,0)=G(n,0,0)+2G(n-1,0,0)=J_,
G(n+2,0,0)=G(n+1,0,0)+2G(n,0,0)=J_ . +2J =J_,0O

n+l

Prosseguindo, para a propriedade (ii), utilizam-se os valores iniciais G(0,1,1) =i+ je
G@L1L)=1+i+je relagioG(n+1,m, p)=G(n,m, p)+2G(n—-1,m,p). Dessa forma,
considera-se m= p =1¢€ supbe-se que o resultado é valido para todos 0s naturais menores ou

iguais & n. Vamos mostrar que também €é valido para n+1. Nesse sentido, observa-se que:
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G(n+111)=G(n,1,1)+2G(n-1,11)
G(211)=G(111)+2G(0,1,) =1+3i+3j=J,+ J;i+ J,]
G(311)=G(2,1,1)+2G(111) =3+51+5]j=J,+J,i+J,]
G(4,11)=G(3,11)+2G(2,11) =5+11i+11j=J,+ Jii + J5]j

G(n+211)=G(n+111)+2G(n,11) =, +J, i+J,,]+2(3, + I .0 +J, 1))
= ‘]n+l +2‘Jn +(‘]n+2 +2‘]n+1)i + (‘Jn+2 +2‘]n+1)j
= ‘]n+2 + ‘]n+3i + ‘]n+3j g

Dando continuidade, para a propriedade 3 recorre-se novamente as condicGes iniciais
G(1,1,0)=1+ieG(0,1,0)=ieG(n+1L,m, p)=G(n,m, p)+2G(n—1,m, p) . Nesse sentido,
supomos que 0 resultado é valido para todos 0s naturais menores ou iguais a ne vamos
mostrar que também é valido para n+1. Assim, fixa-se m=1e p=0. Assim, temos:

G(n+110)=G(n,,0)+2G(n-1,1,0)
G(2,1,0)=G(11,0)+2G(0,1,0) =1+i+2i=1+3i=J, + J,i
G(310)=G(2,1,0)+2G(1L1,0) =1+3i+2+2i=3+5i=J,+ J,i
G(4,1,0)=G(3,1,0)+2G(2,1,0) =3+51+2+6i=5+11li=J, + J.i
G(5,1,0)=G(4,1,0)+2G(3,1,0) =5+11i+ 6 +10i =11+ 21i = I, + Ji
G(n,1,0)=G(n-11,0)+2G(n-2,1,0)=J,+J, i
G(n+11,0)=G(n,1,0)+2G(n-1,1,0)=J,,,+J, .,
G(n+2,1,0)=G(n+11,0)+2G(n,,0)=J, ., +J, ,i+2(I,+J,.,i)
=J,,+2),+(J3,.,+2J3, )i

= ‘]n+2 +Jn-¢-3“:I

n+2

Por fim, para a demonstragéo de (iv) observa-se as condig¢des iniciais G(1,0,1) =1+ je
G(0,0,1) = je considera-se G(n+1,m, p) = G(n,m, p)+ 2G(n—1,m, p). Destarte, faz-se m=0
e p=1 e supomos que o resultado é valido para todos os naturais menores ou iguais a n.

Vamos mostrar que também é valido para n+1. Destarte, constatamos que:
G(n+1,0,1) =G(n,0,1) +2G(n-1,0,2)
G(2,0,1)=G(L0,1)+2G(0,0,1) =1+ j+2j=14+3j=J,+ J,]
G(3,01)=G(2,0,1)+2G(1,0,1) =1+3j+2+2j=3+5]=J,+J,]
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G(4,0,1) =G(3,0,1)+2G(2,0,1) =3+5j+2+6j=5+11j=J,+ J,]
G(5,0,1) =G(4,0,1)+2G(3,0,1) =5+11j+6+10j =11+21j = + J,

G(n,0,1)=G(n-1,0,1)+2G(n-2,0,1)=J,+J,.,]
G(n+10,1)=G(n,0,1)+2G(n-1,0,)=J, ., +J,.,]
G(n+2,01)=G(n+10,1)+2G(n,0,1)=J, ,+J,.,]+2(3,+J,..])
=J,.,+2),+(J3,.,+23,.,)]
=3y, #0500
De modo semelhante, utilizando o segundo principio indutivo sobre m pode-se obter

n+1

as seguintes propriedades G(0,m,0)=J,i,G(O,m,)=J,i+J .j G@ALmMO)=J_ . +J.i €

G(lv mrl) = ‘Jm+1 + Jml +Jm+1j :

N&do obstante, por inducdo sobre p é possivel obter as propriedades

G(O!O’ p):‘Jpij(Ovlv p):‘]p+1i+‘Jpj7G(:Lov p):‘]p+1+‘Jpj7G(:Ll! p):‘Jp+1+‘]p+li+‘]pj *

Lema 9: Valem as seguintes propriedades
i GO,m0)=J, i
@) GOmMY=J.i+J, ]
@iii) G@Am,0)=J,,+J, i
(iv) GAmY=J, ,+J 1+J ]

Demonstracéo: Para a demonstracdo do item (i), considera-se a relacdo de recorréncia
G(n,m+1, p)=G(n,m, p)+2G(n,m—-1, p) . Nesse sentido, consideramos os valores iniciais
G(0,0,0)=0e G(0,1,0) =i. Assim, aplica-se 0 segundo principio de indugdo sobre M. Desse

modo, supomos que o resultado € valido para todos os naturais menores ou iguais a Me vamos
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mostrar que também é valido para m 1. Assim, fixando N = p =0 obtemos que:

G(0,m+1,0) = G(0,m,0) + 2G(0, m—1,0)
G(0,2,0) = G(0,1,0) +2G(0,0,0) =i =1-i = J,ji
G(0,3,0) = G(0,2,0) +2G(0,1,0) = i + 2i = 3i = J,i
G(0,4,0) = G(0,3,0) + 2G(0,1,0) = 3i + 2i =5i = J,
G(0,5,0) = G(0,4,0) + 2G(0,3,0) = 5i + 6i =11i = J;i

G(0,m,0) =G(0,m—1,0)+2G(0,m—2,0) = J_i
G(0,m+1,0) = G(0,m,0) + 2G(0,m-1,0) = J

m+lI

G(0,m+2,0)=G(0,m+10)+2G(0,m,0)=J__i+2J_i
=(J,,+2J)i
=J i

m+2
Dando continuidade, para a propriedade (ii), empregam-se as condicdes G(0,0,1) = je
G(0,L)=i+je a relagio de recorrénciaG(n,m+1, p)=G(n,m, p)+2G(n,m-1,p).
Destarte, utiliza-se o0 segundo Principio de Indu¢do Matematica. Dessa forma, supomos que o

resultado € valido para todos 0s naturais menores ou iguais a Me vamos mostrar que também

é valido para m +1. Assim, estabelecendo n—oe P =1. Temos que:

G(0,m+11)=G(0,m,1)+2G(0,m-11)

G(0,21)=G(0,1,1) +2G(0,0,) =i+ j+2j=i+3j=J,i+J,]
G(0,31)=G(0,2,1)+2G(0,1,1) =i+3j+2i+2j=3i+5j=J,i+J,]
G(0,4,1) =G(0,3,1)+2G(0,2,1) =3i+5j+2i+6 j=5i+11j=J,i+ J, ]
G(0,51) =G(0,4,1) +2G(0,3,1) =5i +11j+6i+10j =11i+21j = J,i+ J,

G(0,m1)=G(0,m-11)+2G(0,m-2,1)=J_i+J_.j
G(0,m+11) =G(0,m1)+2G(O,m-11)=J_i+J_,j

GO,m+21)=G0O0,m+L1)+2GO,m)=J_ ., i+J. ,j+2(3,i+J,.])
=J,,+23.)i+,.,+23,...)]
= ‘]m+2i +‘]m+3j

Prosseguindo, para o item (iii), utilizamos os valores G(1,0,0)=1eG(L10)=1+ie
observando a relagdo G(n,m+1, p)=G(n,m, p)+2G(n,m-1, p). Com base no segundo

Principio de Inducdo Matematica, supomos que o resultado é valido para todos os naturais
menores ou iguais a Me vamos mostrar que também é valido para m +1. Fazendo n=1¢€

p=0, temos:
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G@m+10)=G(,m,0)+2G(,m-10)
G(1L2,0)=G(110)+2G(L0,0) =1+i+2=J,+J,i
G(1,3,0)=G(1,2,0)+2G(1,1,0) =3+i+2+2i=5+3i=J,+ J,i
G(L4,0)=G(1,3,0)+2G(1,2,0) =5+3i+6 +2i =11+5i = J; + J,i
G(1,50)=G(14,0)+2G(1,3,0) =11+5i1+10+ 61 =21+11li = J, + Ji

G(Lm,0)=G@LM-10)+2GLm-2,0)=J__ +J_i
GILM+10)=G(Lm,0)+2G(Lm-10)=J__,+J

m+lI

G@Lm+2,0)=GLm+10)+2G(1,m0)=J,.,+J, ,i+2(3,., +J,.1)
= ‘]m+2 +2‘]m+l +(‘]m+l +2‘]m)l
:‘]m+3 + ‘Jm+2i

Por fim, a Gltima propriedade consideramos as condic@es iniciais G(1,0,1) =1+ je
G(1L1LY)=1+i+j e G(n,m+1 p)=G(n,m, p)+2G(n,m-1, p) . Nesse sentido, supomos que
o resultado € valido para todos os naturais menores ou iguais a Me vamos mostrar que

também é valido para m +1. Assim, estabelecendo n=p =1, temos:

GLm+11)=G(m1)+2G({Lm-11)
G(L21)=GLL1Y+2G(10,1)=3+i+3j=J,+J,i+J,]
G(L31)=G(121)+2G(LL1)=5+3i+5j=J,+J,i+J,]
G(1,4,1)=G(131)+26(1,2,1) =11+5i+11j=J, +J,i+J]
G(L51)=G(141)+2G(131)=21+11i+21j=J, + Jsi+J,]

GLm1)=GLm-L1)+2G(L,m-21)=1J
G@Am+1)=GAmD+2GALm-11)=J, ,+J,,
GLm+21)=GALm+11)+2GAm1) =], ,+2J

=J

g F Il +d041]
i + Jm+2j
m-*—l—i_("-J +2‘Jm)i+(‘]m+2+2Jm+1)j

i+J,.5] O

m+2
m+1

+J

m+3 m+2

Lema 10: Valem as seguintes propriedades

)  GOop=3,]

(ii) GO.1Lp)=J,,-

(i)  G@O,p)=J,,+J,-]

(iv) GLLp)=J,,+J, - i+J, -]

i+J,-]

Demonstracao: Para procedermos a demonstracdo do item (i), consideramos a relacdo de
recorréncia G(n,m, p+1) =G(n,m, p)+2G(n,m, p—1) e as condicdes iniciais G(0,0,0)=0 e

G(0,0,1)=j. Prosseguindo, aplicamos o principio de inducdo finita e supomos que o
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resultado é valido para todos 0s naturais menores ou iguais & p e vamos mostrar que também

é valido para p+1. Fixamos n=m=0. Nesse sentido, obtemos:

G(0,0, p+1) = G(0,0, p) +2G(0,0, p—1)
G(0,0,2) =G(0,0,1) +2G(0,0,0) = j=J, - j
G(0,0,3)=G(0,0,2) +2G(0,0,1) =3 = J, |
G(0,0,4) = G(0,0,3) +2G(0,0,2) =5 = J, j
G(0,0,5) =G(0,0,4) +2G(0,0,3) =11j = J, |

G(0,0,p)=G(0,0,p-1)+2G(0,0,p-2)=J, ]

G(0,0,p+1)=G(0,0, p) +2G(0,0, p-1)=J ]

G(0,0,p+2)=G(0,0, p+1) +2G(0,0,p) =J ;] +2J,]
=J,.0]

Dando continuidade, para o item (ii), utilizamos as condicdes G(0,1,0)=i e
G(0,L,)=i+je a recorréncia G(n,m,p+1)=G(n,m, p)+2G(h,m,p-1) e com base no
segundo principio de inducdo sobre p e supomos que o resultado é valido para todos os
naturais menores ou iguais a p . Assim, vamos mostrar que também é valido para p+1. De

fato, tomando n=0e m =1, temos:

G(0,1, p+1) =G(0,1, p)+2G(0,1, p-1)

G(0,1,2) =G(0,1,1)+2G(0,1,0) =3i+ j = J,i+ J, ]
G(0,1,3)=G(0,1,2)+2G(0,1,1) =5i +3j = J,i + J, j
G(0,1,4)=G(0,1,3)+2G(0,1,2) =11i+5] = J i+ J, |
G(0,1,5) =G(0,1,4)+2G(0,1,3) = 21 +11j = Ji + J j

G(0,4,p)=GOLp-D)+2G(0,L, p-2)=J ,i+J,]

G(0,1,p+1)=G(0,1 p)+2G(0,1, p-1)=J ,i+J,,]

G(0,Lp+2)=G(0,L p+1)+2G(0,1, p)=J,,i+J ] +2(I ,i+J,])
=3y, 123,,)i+(J,,+23))]
=J

p+3I +J p+ZJ

Para o item (iii), tomamos os valores iniciais G(1,0,0)=1e G(10,1) =1+ je com

referéncia na recorréncia  G(n,m, p+1)=G(n,m, p)+2G(n,m,p-1). Nesse sentido,
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baseando-se no segundo principio de inducdo sobre p e supomos que o resultado é valido para
todos os naturais menores ou iguais @ p . Assim, vamos mostrar que também é valido para
p+1. Avaliando a recorréncia para n =1e m=0, temos:
G0, p+1)=G(0,p)+2G(0,p-1)
G(10,2)=G(10,1)+2G(10,0)=3+j=J,+J,]
G(@1,0,3)=G(10,2)+2G(1,0,1) =5+3j=J,+J,]
G(1,0,4)=G(10,3)+2G(1,0,2) =11+5)=J,+J,]
G(1,0,5)=G(1,0,4)+2G(1,0,3) =21+11j=J,+ J. ]

G(LO,p)=GL0,p-1)+2G(L0,p-2)=J ,+J,]
GL0,p+) =G0, p)+2GL0,p-1)=J ,+J,,]
GLO,p+2)=G@L0,p+)+2GL0,p)=J,,,+J,,]+2(J,,,+3,])

p+2

=J,,+2]
=

+(J,,+23,)]

p+1 p+1

p+3 + ‘] p+2.l

Para procedermos a prova do item (iv), observamos as condi¢es iniciais
G@110)=1+ie G(1,1,) =1+i+ je arecorréncia G(n,m, p+1) =G(n,m, p)+2G(n,m, p-1) .
Assim, com base no segundo principio de indugdo sobre p, supomos que o resultado é valido
para todos 0s naturais menores ou iguais & p . Assim, vamos mostrar que também € valido

para p+1. Analisando a recorréncia para n=m=1, temos:

GLL p+1)=G(L1 p)+2GALL p-1)
G(11,2)=G(1LL1)+2G(L10)=3+3i+ j=J,+ Jji+J,]
G(L13)=G(LL2)+2GLL1Y) =5+5i+3j=J,+J,i+J,]
G(1,14)=G(113)+2G(L12) =11+11i+5j=J  + Jsi+J,]
G(1,15)=G(114)+2G(L13) =21+ 2% +11j = J, + J i+ I, ]

G(LLp)=G@LL p-D)+2G(L1L p-2)= i+J,]

p+1+‘]p+l
GLLp+)=GLLp)+2GQLLp-)=J,,+J ,i+J, 4]
GLLp+2)=G@QL p+)+2GQLLp)=J,,+I 0+, 0+2(F, +I a1 +d,])

:JM+2Jp+1+(Jp+2+2Jp+1)i+(Jp+1+2Jp)j
=J .+J

T Y p+3 I+Jp+2]

p+3



106

Teorema 48: Os nimeros da forma G (0, m, p) sdo descritos por

G(O’m’ p) :(‘Jm "]p+1)°i +(‘]m+l°"]p)j

paratodo m,peN

Demonstracdo: A demonstracdo sera realizada por meio do Principio de inducdo sobre m
Nesse sentido, supomos que o resultado é valido para todos 0s naturais menores ou iguais a m

. Assim, vamos mostrar que também é valido para m +1. fixando o valor de P , temos que:
Para m = O, observamos que:
G(0,0, p) :(‘]o "]p+1)'i+(J1'Jp)j
=J, ]
Conforme o lema 4, percebemos que a propriedade é verdadeira. Agora vamos supor a

validade do teorema para todos 0s naturais menores ou iguais a M. Assim, vamos mostrar que

também ¢é valido para m +1.

G(O,l, p):(‘]l"]p+l)i+(‘]2"]p)j
G(O’Z! p):(‘]z"]p+l)i+(‘]3"]p)j
G(0’3’ p):(Js'Jp+1)i+(‘]4"]p)j

G(O,k, p) :(‘Jk "Jp+l)i +(Jk+1Jp)j
G(0,k+1, p) :(‘Jk+1"]p+1)i +(‘Jk+2Jp)j

Vamos mostrar a veracidade do teorema para m =k +2 . Assim, temos:

G(0,k +2, p) =G(0,k +1, p) +2G(0,k, p)

[ 3303, 20 3, (003,

:(Jk+1+2‘]k)‘]p+1'i+(Jk+2+2‘]k+1)\]p 3|
=(‘]k+2"]p+l)i+(‘]k+3"]p)j

Dai segue o resultado.

Teorema 49: Para quaisquer n,m, p e N, os nimeros do tipo G(n, m, p) podem ser descritos

por:
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G(nvm! p): ‘]n "]m+1.‘Jp+1+(‘]n+1"Jm .‘Jp+1)i+(‘Jn+1'Jm+1"Jp)j

Demonstracdo: A demonstracdo sera feita por inducdo sobre N. Nesse sentido, fixando

naturais quaisquer Ne p, temos que:

G(O’mlp):‘]O"]mﬂ"]pﬂ (‘J ‘] ‘]m+1) (‘Jl"]m+l"Jp)j
=(In3pa)i+(Ina-3y)

A equacdo acima transcrita, conforme o teorema 48 é verdadeira. Outrossim, vamos

supor a validade do teorema para n=1,2,---k +1. Nesse sentido, temos que:
G(l,m, p)=Jl"]m+1'Jp+1+(‘]2"Jm.‘]p+1)'i+(‘]2"]m+1"]p)'j
G(Z!m! p):‘]Z'Jm+l"]p+l+<‘]3"]m"]p+1).i+(‘]3"]m+1"]p)'j
G(B,m, p):‘]s"]m+1"]p+1+(‘]4"]m"]p+l)'i+(‘]4"]m+1"]p)'j

G(k!m’ p):‘]k "]m+1'Jp+l+(‘]k+l"]m"]p+1>'i+(‘]k+1"]m+1"]p)'j
G(k+1,m, p)z‘]k+l"]m+1"]p+l+(‘]k+2 "]m "]p+1)'i+<‘]k+2 'Jm+1"]p)'j

Doravante, vamos mostrar a validade para n = k + 2. Observamos que:

G(kk+2,m,p)=G(k+1m,p)+2G(k,m, p)
:|:‘]k+l"]m+l"]p+l (‘]k+2 ‘] ‘]p+1) (‘]k+2"]m+1"]p)j:|+
+2|:‘]k .‘]m+l"]p+l+(‘]k+l"']m "Jp+1)'i+("]k+l.‘]m+l"]p) J:|

=(‘]k+1+2‘]k)‘]m+l p+1+(Jk+2+2‘]k+l)‘J ‘Jp+l
+(‘Jk+2+2‘]k+l)‘Jm+l ‘]p J
:‘]k+2"]m+l"]p+l (‘J +3 ‘] ‘]p+1).i+(‘]k+3"]m+l"]p)j

O que prova o resultado.
Identidade 3: A soma de seis termos consecutivos é dada por:

> G(n+£,m,p) = 7[G(n.m, p)+G(n+3m, p)]

(=0
Demonstracao:

Sabendo que:



G(n,m, p)z‘]n.‘]m+l"]p+1+(‘]n+l"]m"]p+1)i+(‘]n+1"]

n+1":I "]p+l+(‘]n+2"]m"]p+1)i+(‘]n+2' m+1"]p)j

G(n+2!m1 p):‘]n+2 +(‘Jn+3 "Jp+1)i+(‘]n+3'

G(n+3’m’ p)z‘]n+3 m+1 p+1+(‘]n+4 'Jp+l i
(

G(n+1m,p)=1J

m+1

m+1 p+1

G(n+4,m,p)=J.,-J
G(n+5m,p)=1J

m+1 p+l +

n+5 ‘]m+1 : J p+1 n+6 m’ p+1

)i+
‘Jn+5 ‘Jm"]p+l)i+(‘]n+5"]m+l"]p)j
+(Jnes I Jpa )i+ ( '

5
Por outro lado, conforme foi estabelecido na identidade 1, temos que: >3, =73,+73, ;€

(=0

6 -
Z‘]m( n+1 7‘Jn+4 ) ASSIm’
(=

5
ZG(n+f,m, p)=G(n,m, p)+G(n+Lm,p)+G(n+2,m,p)+G(n+3,m,p)+

(=1

+G(N+4,m, p)+G(n+5m,p)
_(‘J +‘Jn+1+‘]n+2+‘Jn+3+‘Jn+4+‘]n+5)‘]m+l p+1+
+(‘]n+l+‘Jn+2+‘]n+3+‘]n+4+"]n+5+‘]n+6)‘] ‘]p+l

+(‘] +‘Jn+5+‘]n+6)‘]m+1 J

+J,.,+ s+

n+l n+4

5
:(z‘]mfzj‘]mﬂ p+1 (z‘]m/j ‘] ‘]p+1 (Z‘anj m+l J

_7(‘J +‘Jn+3)‘]m+l p+l+7(‘Jn+l n+4)‘] ‘]p+l'|+7(‘]n+l+‘Jn+4)‘]m+l ‘]
7 ‘Jn"Jm+1"]p+l+‘]n+3"Jm+l"]p+l+‘Jn+l"Jm"Jp+1'i+‘]n+4 p+1
- _+‘]n+l"]m+1 p J+‘Jn+4 m+1"]p'j

_‘Jn"]m+l"]p+l (‘] ‘] ‘]p+l) (‘Jn+l"‘]m+1 ) J+‘Jn+3 m+1 ‘Jp+1
_(‘]n+4 ‘] ‘]p+l) (‘]n+4"]m+1"]p)'j
=7[G(n,m, p)+G(n+3,m, p)]

n+1

=7

Identidade 4: A soma dos n primeiros nimeros G(n,m, p) é dada por

< 1 .
ZG(f,m, p)zz[(‘JmZ _1)‘]m+1"]p+l ( n+3 1)‘] ‘]p+1 |+(‘]n+3 ) m+l"Jp.J:|
(=0

Demonstracéo: Considerando a relagdo G(n+1,m, p) =G(n,m, p)+2G(n—-1,m, p)
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}



G(2,m, p)=G@,m, p)+2G(0,m, p)
G@B,m,p)=G(2,m, p)+2G(1,m,p)
G(4,m, p)=G(3,m,p)+2G(2,m, p)
G(B,m, p)=G(4,m, p)+2G(3,m, p)

G(n-1,m,p)=G(h-2,m, p)+2G(n—-3,m, p)
G(n,m, p)=G(n-1,m, p)+2G(n—-2,m, p)
G(n+1,m, p)=G(n,m, p)+2G(n—-1,m, p)
G(n+2,m, p)=G(n+1,m, p)+2G(n,m, p)

Dessa forma, temos que:

G(n—2,m,p)=G(h—-3,m, p)+2G(n—4,m, p) =
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G(2,m, p)-G(@,m, p)=2G(0,m, p)
G@B,m,p)-G(2,m, p)=2G(,m,p)
G(4,m, p)—G(3,m, p) =2G(2,m, p)
G(5,m,p)-G(4,m, p)=2G(3,m, p)

G(n-2,m, p)—G(n—-3,m, p)=2G(n—4,m, p)
G(n-1,m,p)-G(n—2,m, p) =2G(n-3,m, p)
G(n,m,p)-G(n-1L,m, p)=2G(n—-2,m, p)
G(n+Lm, p)—G(n,m, p)=2G(n-1,m, p)
G(n+2,m,p)-G(n+1Lm, p)=2G(n,m, p)

G(n+2,m, p)-G(Lm, p)=2) G(,m, p). Assim, temos que:
(=0

iG(ﬁ,m, p)==(G(n+2,m, p)-G(Lm,p))

N |-

‘Jn+2 "]m+1"]p+l+(‘Jn+3"Jm "Jp+1)i+(‘Jn+3"Jm+l"]p) J -
‘]1'Jm+1"]p+1_(*]2"]m "]p+1)i_(‘]2"]m+1'\]p)j

1 . .
=E[(Jn+2 _‘Jl)‘]m+l'Jp+1+(‘]n+3 _1)‘Jm "]p+l'| +(‘]n+3_1)‘]m+l"]p ’ J}

1
2

A seguir, apresentamos algumas defini¢Ges e teoremas voltados para uma abordagem
n-dimensional em que serd explorado o aumento do ndmero de variaveis, bem como suas

unidades imaginarias.

3.12.3 Relagbes Recorrentes n-dimensionais e identidades

Conforme Oliveira (2018), algumas relagdes recorrentes n-dimensionais apresentam

uma expressdo generalizada para numeros hipercomplexos na forma G(n,n,,n,,---,n,) comn

varidveis. Com base nisso, buscamos a compreensdo da generalizacdo e de algumas
propriedades n-dimensionais relativas ao modelo de Jacobsthal. Nesse sentido, apoiados no
trabalho da referida autora, apresentamos a seguinte definicao.

Definicéo 20: Considerando G(n,n,,n,,n,,...,n,)um nimero hipercomplexo com n variaveis

para n=>2, temos que além da unidade imaginaria i, o conjunto de componentes
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imaginarias, tais quais (g = j, 4, =k,..., 4, ,). Nesse sentido, definimos as seguintes
condicdes iniciais:
G@O0L... ) =1+ +...4+ u, ,
G110L...)=1+i+u, +...+ u,,

G(11L...,L0)=1+i+ 2 +...+ u, 4

Nesse sentido, os nimeros da forma G(n,n,,n,,---n,)devem satisfazer as relagoes n-

dimensionais de recorréncia:

G(0,0,0,...,0)=0
G(10,0,...,0) =1
G(0,1,0,...,0) =i
G(0,0,1,...,0) = j

G(0,0,0,1,0...,0) = 4,

G(0,0,0,0,1,0...,0) = 1,

G(0,0,0,...,0,) =y, ,

GLLL....)=1+i++...4+ 1,
GOLL...)=i+m+...+ 4, ,

G(n+yn,,...,n )=G(n,n,,...,n.)+2G(n-Ln,,...,n,)
G(n,n,+%,...,n)=G(n,n,,...,n.)+2G(n,n, -1,...,n )
G(n,n,,n;+1...,n,)=G(n,n,,n,...,n )+ 2G(n,n,,n, -1,...,n,)

G(n,n,,n,,...,n, +1) =G(n,n,,n,,...,n,)+2G(n,n,,n,,...,n, -1
Teorema 50: Os numeros do tipoG(n,n,,n,,---n_)tais que n,n,,n,,...,n N sdo descritos
por:
Gy, ) = (30 3 adn i Jn )+ (Jmiadn e oo J o )i+
t(Jnidnndn, o dn )+t (I adn adna oI ) o
Demonstragdo: Com base nas relagbes validadas anteriormente  GJ =J +J i,
G(nm) =331+ di € G(nm, p)=3,3,..3 0 + 30030 g + I dmad - ASSIM, por

meio de um processo indutivo, podemos observar que:
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GJ,=J,+J,.i

G(nm)=JJ, ,+J,.,J,i

G(nm, p)=J,Jp 1 b+ dnd i+ 30030003,

G(nm, p,a)=J,Jnudpadqn T dnadnd pudeal + Jnadnad g d g + 3,47

m+1

m+1‘] p+l‘] q k

G(M Ny 1) = (I dnadmt o ) F(Jmeadmy Js oo g )i+
-i_<‘]nl+1‘]n2+l‘]n3 ‘]nn+1)ﬂl +"'+(‘]n1+1‘]n2+l‘]n3+1 ‘]nn )/un—z

Identidade 5: A soma de seis nimeros G(n,n,,n,,...,n,) CONsecutivos é expressa por:
5
D G(n+0,n,,n,,...,n) =7[G(n, Ny, N;,...,0) +G(N+3,n,,0,,....0, ]
£=0

Demonstracédo: Utilizando o raciocinio indutivo, temos que:

iG(nM, m) =7[G(n,m)+G(n+3,m)]

(=0

iG(nHﬁ, m, p) =7[G(n,m, p)+G(n+3,m, p)]

ZS“G(n+f,m, p,q) =7[G(n,m, p,q)+G(n+3,m, p,q)]

5
> G(n+4,n,,n,,...,0)=7[G(n,n,,n,,...,n ) +G(n+3,n,N;,....n,)]

Assim, conf;rome as demonstracgdes realizadas anteriormente, temos que:
G(M N0 = (3, dy i ) F(Jad Jpa oo dy )i+
(I adn, oo dua ) ot (I adnadnn o Ja ) o
G(N+10,,0) =(Jyadn adn o Jo )+ (Jnsedn dns oo Jnn )1 +
F(Jnadniadn, o)t + oot (o dn s oo d, ) o
G(n+2,n,,...,n ) = (Jnﬁz\]nﬁl\]nﬁ1 -...-Jnn+1)+(Jn1+3Jn2Jn3+1 -...-Jw)i +
+(Jnadnadny o )+ (Jniadnadma o I ) s
G(N+5,n,.0,) = (I 63 adn o o) F(Jnedn Jngen oo It )i+

+(Jn1+6an+1Jn3 ""'Jnn+1)/“1+‘”+(‘]n1+6‘]n2+1‘]n3+1‘---'Jnn)ﬂn_z

Dai, temos que:
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5
> G(n+6,n,,n,,...,0)=G(n,n,,Ny,...,N) +G(N+1,N,,0,,...,0,) +

17

+G(n+2,n,,n,,...,n ) +--+G(n+5,n,,n,...,n,)
(‘] +‘]nl+1 Jnl+2+”"]n1+5)(‘]n2+1‘3n3+l"""]nn+l)+

+(‘]n+1+\]n+2+Jn+3+..,\]n+6) (JHZJ”3+1 .”.Jn"*’l)l—l_(‘]”z‘*'lJ%.""‘]nn+1)1u1+"'+

6 [(anJn3+l 3y )it (I e 30 +]

5
=37 cd NI
Z nl+/( n2+l ng+1 nn+l)+z ny+/ +"'+(‘]n2+l‘]n3+l"""]nn)’uﬂ—z

/= =1

J J e d )ie(d -]
=7(3, +‘]”1+3)(Jﬂz+l‘]n3+l"""]nn+1)+7(».]nﬁl+Jr‘l+4)|:( ey t) i+ (I, ot ) e+

et (I oI ) s
(I dnaee ot )it (Jnadny oo do ) 1+
=7 (I, + 0 s ) (I adnger oI ) F (Jna + 0
( n 3)( 1¥n+1 l) ( 1 4){4_“_4_(‘]”2%3“34.‘__.\]nn)ﬂn2

=7[G(n,n,,n,,...,n,)+G(n+3,n,,n,,...n)]

Identidade 6: A soma dos n primeiros nimeros do tipo G(n,n,,n n, ) € dada por:

......

(‘]m+2 _1)(J”1J“2+1J"3+1"""]nn+1)+
J, 13, ""J”"*li_'_‘]”l*l‘]”ﬁl‘]ns"""]nn+1ﬂ1+J

m+1Yn, Yng+1
(‘]n1+3 _1)(‘{"] ‘]n2+1‘]n3+1"""Jf1n’un—2

n+1

> G(,n,,n,,...,n) =
(=0

N~

Demonstracéo: Utilizando o raciocinio indutivo temos que:

36 = [~y (s -D3, ]

NN

n 1 m p+1 ‘]q+1‘i+‘]m+1"]p“]q+1'j+
[Z:;‘G(f,m, p) :E|:(‘Jn+2 _1)‘Jm+l"]p+l"]q+1+(Jn+3_1)£‘] J J K

m+1% p+1

. 1 . .
[Z:;‘G(E,m, plq) :E[(‘]mz _1)‘]m+l"Jp+l+(‘]n+3 _l)(‘]m "Jpﬁ-l'I +‘]m+1"]p : J)j|

(302 1) (In T erdnr o Jn ) +

(J _1) ‘]r»1+l“] ‘]n3+l ""‘Jnn+li+“]nl+1‘]n2+l‘]n3"""]nn+1nul+
W N T e dy o

n+1Yn,+1

> G(ln,,n,,...n) =
(=0

N~

De maneira analoga ao que realizamos anteriormente, vamos considerar a relacdo de

recorréncia G(n+Ln,,...,n,)=G(n,n,,...,n ) +2G(n-1n,,...,n,) . Dai segue que:
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G2,n,,...,n)=G6En,,...,n,)+2G(O,n,,...,n,)
G@n,,...,n)=G(2,n,,...,n,)+2G@n,,...,n,)
G(4,n,,...,n.)=G@3n,,...,n)+2G(2,n,,...,n,)

G(n-2,n,,...,n,)=G(n-3,n,,...,n )+ 2G(n-4,n,,...,n.)
G(n-1n,,...,n,)=G(n-2,n,,...,n. )+2G(n-3,n,,...,n,)
G(n,n,,...,n.)=G(n-4n,,...,n)+2G(n-2,n,,...,n,)
G(n+Ln,,...,n)=G(n,n,,....,n,)+2G(n-Ln,,...,n,)
G(n+2,n,,...,n)=G(n+Ln,,...,n,)+2G(n,n,,...,Nn.)

O que nos leva a obter que

G(2,n,,...,n)-G@n,,...,n,)=2G(O,n,,...,n,)
G@3/n,,...,n)-G(2,n,,...,n,)=2GLn,,...,n,)
G(4,n,,...,n.)-G@B,n,,...,n,)=2G(2,n,,...,n,)

G(n-2,n,,...,n,)-G(n-3,n,,...,n,)=2G(n—-4,n,,...,n,)
G(n-1n,,...,n.)-G(n-2,n,,...,n.)=2G(n-3,n,,...,n,)
G(n,n,,...,n.)-G(n-4,n,,...,n)=2G(nh-2,n,,...,Nn.)
G(n+1n,,...,n,)—-G(n,n,,...,n.)=2G(n-1,n,,...,n,)
G(n+2,n,,...,n,)-G(n+Ln,,...,n ) =2G(n,n,,....,n,)

Destarte, realizando as operagdes convenientes, obtemos:

> G(l,ny,ng,...,N,) :%[G(n+2,n2,n3,...,nn)—G(l, N, Ny,....N,)]
=0

(T oo ) F (Jueadn dnr oo I )i+
_+(Jnl+3an+lJn3-...-Jnn+1)yl+...+(Jn1+3an+1Jn3+l-...-Jnn),un_z )
(93nadma o Jna )+ (3030 Jna oo I )i+

_+(J2an+l\]n3 SO AP 7R S (P SR SIPRTRRR A Y72

(3002 =) (Indnadna oo Jn )+

J "]nn+1i+‘Jnl+l‘Jn2+l‘]n3 """]nn+llui+
.3

+‘]n1+1‘Jn2+1‘]n3+l"""]nn/un—z
Destarte, neste capitulo foram discutidos as principais definicbes, teoremas e

N~

_1
2

n1+1‘] n, J ny+1 oo

propriedades referentes aos processos de generalizacbes da SJ, enfatizando a férmula de
Binet, modelos de representacdes matriciais, modelo de extensdo aos inteiros, bem como a
determinacdo das identidades de Cassini, Catalan e d’Ocagne. Além do mais, foram

contempladas algumas definicdes e propriedades relativas a algebra dos quaternios e ainda
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uma abrangéncia sobre 0s nimeros gaussianos e as relacdes recorrentes n-dimensionais. Tais
elementos funcionam como aporte tedrico necessario para concepcao das situacdes didaticas
que serdo descritas no proximo capitulo. A figura 6 apresenta uma descricdo do campo

epistémico matematico.

Figura 9 - Descrigdo do campo epistémico matematico

[ CAMPO EPISTEMICO MATEMATIC 0]
- [ Sequencia dos Polindmios de Jacnhsthal]
_

—F
//,—
Matmes Associadas _ — —
._ Determmantes =
:[Sequencm de Jat:obstha_l]

[ e ]“"" ' | I
Extensdo aos inteiros / | [m]

[ Gaussianos ]

o [ Niumeros k—.l'ﬂcobsthal] s-3GJ
4 (=0)-3GT

[ Relacdes recorrentes ]

n-dimensionais

Fonte: Elaborada pela autora.

Nesse sentido, a figura 6 apresenta a sequéncia de Jacobsthal e suas relagbes com 0s
diversos conteudos matematicos. Além disso, observamos os seus principais modelos de
extensdo e generalizacdo que confirma o carater de evolucéo ininterrupta do seu processo
matematico e evolutivo. No capitulo seguinte, serdo expostas as analises a priori da
Engenharia Didatica, bem como o processo de concepcdo das situacBes didaticas e a descri¢do

dos momentos em que foi realizada a experimentacao da pesquisa.
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4 UMA EXPERIENCIA DE ENSINO DO MODELO GENERALIZADO DE
JACOBSTHAL NUM CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

4.1 Analises a priori das situacdes didaticas

Essa etapa € marcada pela construgdo dos principios desejados pela aplicagdo da
sequéncia didatica. Nessa perspectiva, as variaveis da pesquisa necessitam estar bem definidas
para que possam garantir o alcance dos objetivos esperados pela experimentacdo. A esse
respeito, Artigue (1996) destaca dois tipos de varidveis: as macrodidaticas ou globais e as
microdidéticas ou locais, conforme mencionadas anteriormente.

Destarte, na analise a priori devemos: descrever as escolhas das variaveis locais,
relacionando-as sempre que possivel com as globais; elaborar e desenvolver situacdes
didaticas; investigar a importancia da situacdo para o aluno e prever os comportamentos
provaveis, mostrando de que modo a analise realizada pode controlar essas acoes.

Assumimos posicdo em conformidade com PAIS (2015, p.102), quando afirma que:
“Uma sequéncia didatica ¢ formada por certo numero de aulas planejadas e analisadas
previamente com a finalidade de observar situacdes de aprendizagem, envolvendo os
conceitos previstos na pesquisa didatica”. Desse modo, reconhecendo o potencial de
sequéncias didaticas e tendo em vista 0 que propomos, apresentaremos, com base nas fases de
acao, formulacdo, validacdo e institucionalizacdo preconizadas pela Teoria das SituacGes
Didaticas, situacfes-problemas que foram pensadas para abordagem em sala de aula.

Destarte, na secdo subsequente apresentaremos a discussédo das atividades selecionadas
para a experimentacdo. Assim, propomos uma abordagem da sequéncia generalizada de
Jacobsthal pautadas nas fases da TSD, buscando prever o0s possiveis comportamentos dos

professores em formacdo inicial diante das situa¢des indicadas.

4.2 Concepcao e descricao das situagdes didaticas

A seguir, apresentamos um conjunto de situacdes didaticas que foram organizadas a
partir de todo o aporte matematico realizado no capitulo 3, com fins a promover a
identificacdo e exploracdo de algumas propriedades e teoremas relativas a SJ. Pretendemos
identificar as fases de acéo, formulagdo, validacdo e institucionalizagdo em cada uma das

sequéncias de ensino.
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De acordo com a teoria das sequéncias recursivas a cada sequéncia recursiva linear de
segunda ordem, podemos associar uma equacdo do segundo grau denominada equacao
caracteristica do tipo:

r’+pr+q=0

No caso da sequéncia de Jacobsthal, a equacdo caracteristica € dada por x? —x—2=0
cujas raizes sdo a=2e p=-1. Nesse sentido, na primeira situagdo didatica, solicitamos a
determinagéo das poténcias do tipo «"e g". Diante disso, apresentamos a situagdo 1, discutida
com base na TSD.

Situacdo Didatica 1 — A equagdo x? —x—2=0 é denominada equacédo caracteristica
que esta associada a sequéncia de Jacobsthal. Nesse sentido, € possivel determinar os valores

de «"e p"? Em caso afirmativo, deduzir uma expressao utilizando os termos da sequéncia de

Jacobsthal para a determinacgdo desses valores.

A seguir, delinearemos as etapas propostas pela TSD para a situacdo anterior. Desse
modo, iniciamos com a dialética da acéo.

Situacdo de acdo: De acordo com Galvez (1996) as situacOes de acdo sdo aquelas nas
quais se gera uma interacdo entre alunos e meio fisico. Dessa forma, de modo preliminar o

estudante poderéd observar alguns valores a medida que toma n —=1,2,3... obtendo alguns
valores tais quais: o' =2; a® =4; «® =8 € assim por diante, de modo semelhante também

poderd constatar alguns valores para a outra raiz da equagdo e obter
pr=-1, p* =1, p°=-1.... Essa compreensdo poderd facilitar conjecturas que serdo
levantadas posteriormente.

Situacdo de Formulacdo: A situacdo de formulacdo é marcada pelas interacdes
existentes em determinada atividade proposta. Tal situacdo é caracterizada pela troca de
saberes entre alunos. Essa transferéncia de informacdes pode ser expressa, por meio de
mensagens escritas ou orais. Além disso, a linguagem utilizada pelo aluno nessa fase pode ser
a linguagem natural ou mesmo matematica. (ALMOULOUD, 2007). Assim, alguns casos
particulares podem ser motivados, por exemplo:

a’=a+2=a-3,+2-J,
d=a-ad’=a(@+2)=a’+2a=3a+2=1,+2-J,
a'=a’ a=Ba+2)-a=3a"+2a=5a+6=J,+2-1,

Com base nos casos anteriores, podemos conjecturar que o" =aJ, +2-J, , € de modo

analogo pressupomos que g" = £-J_+2-J_,.
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Situagdo de validag@o: Nessa etapa, “sao pedidas verificagdes e, portanto, explicacfes
sobre as teorias utilizadas e também dos meios que subjazem nos processos demonstrativos.”
(D’AMORE,2005, p.83). Dessa forma, na fase de validacao o aluno tenta convencer um ou
mais interlocutores da assercdo de suas afirmacdes. Para isso, devem ser elaboradas provas
para demonstra-las.

Assim, partindo da formulacdo produzida na fase anterior, espera-se que o0 aluno possa

articular uma demonstracao para " =aJ, +2-J,, e para g = .3, +2-J, . Isso pode ser

feito por meio do principio da inducdo matemaética, ou seja, sera feita a determinacdo para o

expoenten+10 que resultaraem g™ =aJ, , +2-J,

ni1

Situacdo de Institucionalizacdo: Por fim, a mediacdo do professor sera finalizada com
a apresentacdo das principais propriedades formais que asseguram a consisténcia das
operacbes e manipulacdes realizadas nas fases anteriores (ALVES, 2016). Com a
recapitulacdo do que foi estabelecido nas fases anteriores, o professor podera estabelecer a
formula de Binet que permite uma forma explicita para obtencdo dos termos da sequéncia de
Jacobsthal.

an_ﬂn

Dando continuidade, consideremos a formula de Binet dada por J, = que foi

concebida originalmente pelo matematico Jacques-Phillipe-Marie Binet (1786-1856). Dessa
forma, a préxima proposta de atividade busca estabelecer a descricdo das propriedades
relativas & Sequéncia de Jacobsthal estendida ao campo dos inteiros. Assim, a férmula de
Binet podera ser utilizada como componente de prova ou demonstracdo. Com base nisso,
apresentamos a situacdo abaixo.

Sequéncia Didatica 2 — Considerando a sequéncia de Jacobsthal definida pela lei de
recorréncia J =J_,+2J ,, podemos estabelecer uma relagéo paraJ_ ?

Situacdo de agdo: Segundo Pais (2015, p.34): “uma situacdo de agdo ¢ aquela em que o
aluno realiza procedimentos mais imediatos para resolu¢do de um problema, resultando na
producdo de um conhecimento de natureza mais experimental e intuitiva do que tedrica”.
Dessa forma, com base na relagcdo de recorréncia estabelecida para a sequéncia de Jacobsthal
0s alunos poderdo determinar alguns casos particulares substituindo valores como
n=...—3,-2,-1,0,1 € poderd perceber que sdo obtidos os termos da sequéncia de Jacobstal
estendida a indices inteiros.

Situacdo de formulacdo: Nesse estagio, temos como objetivo a comunicacdo de

informacdo entre os estudantes. Nesse sentido, os mesmos devem modificar sua linguagem
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habitual e adequa-la as informacBes que devem comunicar. (GALVEZ, 1996). Nessa

perspectiva, observamos alguns valores tais quais J_lzl; J, =—1; J, =§; J, =—i.
2 4 8 16
. ~ (_1)n+l
Assim, podemos supor que J_, = o J,.

Situacdo de validacdo: Nessa fase, o aprendiz tenta convencer um ou VArios
interlocutores da legitimidade das asserc¢des que séo feitas. Assim, conforme Pais (2015), esse
tipo de situacdo relaciona-se ao plano argumentativo racional e preocupa-se com a questdo da
veracidade do conhecimento. Assim, com base nas formulacdes realizadas na fase anterior, o
aluno podera utilizar a formula de Binet para determinar um modelo fechado para obtencéo
dos termos dessa sequéncia.

1 1 1 1

" f A F g f 1 1 pa (B-a") (D(d-F)

J = - o _F _ — = =

- 3 3 3 3 3" 38" 3"p" 3(aﬂ)” 3(_2)n
ey (=) en (@ -ED) ey |

(-2)" 3 D"-(2)" 3 (2

Situacdo de Institucionalizacdo: No ultimo estagio espera-se que o aprendiz ou grupo

de aprendizes adote o significado de um saber que foi elaborado por ele mesmo ao longo das
fases anteriores. Segundo Almouloud (2007, p.40), nessa situagdo “o professor fixa
convencionalmente e explicitamente o estatuto cognitivo do saber”. Dessa forma, o professor
retorna as discussoes feitas nas etapas anteriores, evidenciando a possibilidade de obtenc¢éo da
férmula de Binet, também no campo dos inteiros.

Prosseguindo, a proxima situacdo busca a articulacdo de outros conceitos matematicos
a sequéncia de Jacobsthal. Dessa forma, buscamos relacionar os conceitos de matrizes e
determinantes e a determinacéo de suas propriedades. Assim, consideremos a matriz proposta
por Koken e Bozkurt (2008) dada por F" = [‘]J”” 22 'JJ”

} . Nesse sentido, vamos obter uma
n n1
propriedade relativa ao determinante dessa matriz.

Situagdo Didatica 3 — Considerando a matriz F" obter uma relacéo utilizando o seu
determinante.

Situacéo de acgdo: Assumimos posi¢do conforme Brousseau (1997) quando afirma que
a situacdo de acdo constitui o processo pelo qual o estudante elabora estratégias, isto €

“ensina-se a si mesmo” um método de resolver seu problema. Assim o aluno organiza suas



119

estratégias e constrdi a representacdo da situacdo que serve de guia para tomada de decisdes.
Dessa forma, os estudantes poderdo analisar alguns casos particulares e calcular o

determinante das matrizes F, F2, F?3,...analisando os valores.

Situacdo de formulagdo: Esses tipos de situagdes “favorecem a aquisi¢do de modelos e
linguagem explicitas; se ttm uma dimensdo social explicita, fala-se entdo de situacdo de
comunicac¢do.” (D’AMORE, 2005). Assim, com base nos casos particulares anteriores, a

generalizacdo devera ser evidenciada. Dessa forma, temos observado:

det(F)z‘i 3‘:—2=(—2)1; det(FZ)z‘i ;‘:4=(—2)2;det(F3)=‘2 2‘:—8=(—2)3

Assim, podemos conjecturar que det F" = (-2)".

Situagdo de validagdo: “E a etapa na qual o aprendiz deve mostrar a validade do
modelo por ele criado, submetendo a mensagem matematica (modelo da situacdo) ao
julgamento de um interlocutor.” (ALMOULOUD, 2007, p.39). Dessa forma, com suporte nas
informagdes elaboradas nas fases anteriores, podemos levantar inferéncias a fim de obter a
relacdo desejada. Diante disso, o estudante serd capaz de calcular o determinante da matriz
F"e comparar com a conjectura estabelecida na dialética da formulagdo e obter a relagédo

Jyd =9 = (D2

ni1
Situacdo de institucionalizacdo: Nesse estagio, as informacdes levantadas nas fases
anteriores possibilitam a caracterizacdo e generalizacdo dos resultados. Assim, o professor
finalizara sua mediagdo com a indicacao das principais propriedades atinentes a sequéncia de
Jacobsthal. Dessa forma, “depois da institucionalizac¢do feita pelo professor, o saber torna-se
oficial e os alunos devem incorpord-los em seus esquemas mentais, tornando-o assim
disponivel para utilizacdo na resolu¢do de problemas matematicos.” (ALMOULOUD, 2007,
p.40).
A situacdo que iremos propor a seguir, possui como objetivo a identificacdo e
caracterizacdo das matrizes do tipo F* F? F2. Nessa atividade, os alunos deverdo
constatar que tais matrizes tratam-se das inversas das matrizes F,F? F*.... Nesse sentido,

apresentamos a seguinte situagéo.
Situacdo Didéatica 4 — Com origem na matriz F"é possivel determinar as matrizes do

tipo F"? O que essas matrizes representam? Podemos estabelecer uma demonstracdo para F"
?
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A seguir, serdo descritos as fases da TSD buscando indicar o comportamento desejavel
para um grupo de estudantes em cada estagio.

Situacdo de acdo: A fase atual é marcada pela interacdo de um aluno ou grupo de
alunos com o ambiente de aprendizagem. Além disso, € 0 momento da tomada de decisbes e
organizagOes de estratégias para resolucdo do problema matemaético. Preliminarmente,
podemos comparar as simbologias F"e F" buscando compreender que esta Ultima matriz é a
representacdo notacional para uma matriz inversa.

Situacdo de formulacdo: Esse momento € marcado pela comunicacdo entre os alunos.
Dessa forma, os mesmos devem fazer uma adaptacdo da sua linguagem usual a fim de
transmitir uma informacéo aos demais. Assim, a troca de mensagens entre os estudantes sera

importante para a determinacao de alguns casos particulares, tais quais:

0 1 11 13
F—1: 1 1 _ \]0 2\]—1 _F—2: 2 2 _ \]_1 2\]_2 _F_3: 4 4 _ \]_2 2\]_3
E _E J_l ZJ_Z | —l E = 2‘]—3 ’ § _E ‘]—3 2, .
4 4 8 8

Assim, o0s aprendizes podem observar que as matrizes F F? F®sdo
respectivamente, as inversas das matrizes F,F? F*. Assim, a conjectura a seguir podera ser
desenvolvida

(_1)n . J } 2 (_l)n+l . J

_ 22 " _ ‘J—(n—l) 2‘J—n
(_1)n+l 3 (_1)n+2 ‘]—n 2‘]—(n+1)

on n 2: ol "Jn+1

Situagdo de validacdo: A medida que na fase anterior a finalidade é a troca de
informacdo entre os discentes, a etapa de validagdo busca provar o que foi tomado como
hiptese anteriormente. Dessa forma, as producBes realizadas nas fases anteriores sao
empregadas nessa fase com escopo de “validar as hipoteses que foram formuladas”
(ALMOULOUD, 2007, p.40). Assim, a utilizacdo do principio da indu¢cdo matematica, bem
como propriedades matriciais serdo imprescindiveis para a obtencdo do resultado desejado.

Dessa forma, usando a hipdtese de indugdo e verificando para n+1 nos assegura a prova

. . . J 2]
desejada. Nesse sentido, o aluno devera propor que F"* =| " ~
‘J—(n+1) 2‘]—(r1+2)

Situacdo de Institucionalizacdo: Segundo Brousseau (1996) na institucionalizacéo

reconhece-se 0 valor de um procedimento que se converterd em um recurso de referéncia.
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Desse modo, essa fase devera proporcionar ao docente uma argumentacdo que viabiliza a
representacdo de matrizes inversas bem como sua formulacéo e generalizacéo.

Por fim, a proxima situacdo que sera abordada é voltada para compreensdo do
processo matematico evolutivo da sequéncia de Jacobsthal ao longo de décadas. Nesse
sentido, nossa proxima atividade apresenta um modelo de generalizacdo dessa sequéncia que
foi introduzido por Anatassov (2011). Na definigdo 1, o autor apresenta a descri¢do da SGJ
(Sequéncia Generalizada de Jacobsthal) na qual define a s-sequéncia de Jacobsthal pela

n n
seguinte relagdo J, =ﬂ, n>0,
s+1

Isto posto, na Situacdo 5, desejamos que um grupo de alunos possa estabelecer um
modelo de extensdo aos inteiros para s-sequéncia de Jacobsthal. Com isso, enunciamos a
proxima situagao.

Situacdo Didatica 5 — E possivel encontrar os valores J5,,J5,,35... ? Podemos
apresentar um modelo de generalizacdo para 0s mesmos?

Situacdo de acdo: Nesse momento, a organizacdo das estratégias torna-se relevante
para a solugdo do problema em questdo. Diante disso, os aprendizes podem estabelecer
algumas semelhancas entre os elementos da sequéncia. Além disso, podera constatar que para

n+l
ey,

Situacdo de formulacdo: A dialética da formulacdo consiste em estabelecer

s =2 obtemosovalorde J_, =

progressivamente uma linguagem que seja compreensivel a todos (BROUSSEAU, 1997).

Assim, os alunos poderéo trocar informacgdes e com isso indicar alguns casos particulares, tais

. 1 D) .. 1-s (-D° s“—s+1 (-D)* .,
quais: J1=g=( )~Jl;J,2=—=( ) . =( 4) -J;. Com base

J;3 %=
S % g2 S S

(_1)n+1
- 7 s S S
nisso, é possivel prever que J_, = 5 J,

Situacdo de validacdo: Recordamos que nessa fase faz-se necessério a utilizacdo de
algum mecanismo de prova para validar o que foi conjecturado na fase anterior. Sendo assim,

os estudantes devem apresentar uma demonstragdo para J° que pode ser feita por meio de

uma manipulacao algébrica ou ainda utilizando a definicéo 1.
Situacdo de Institucionalizagdo: Etapa na qual a intengdo do professor, diante do
problema proposto, é revelada. Dessa forma, “nos momentos finais de sua mediagdo, o

professor deve explicitar e indicar as principais propriedades formais que asseguram a
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consisténcia das operacOes e manipulacdes executadas nas fases anteriores (ALVES, 2016,
p.77)

A situacdo didatica 6 aborda mais um modelo de generalizacdo da SJ com a insercao
da variavel real X. Nesse intuito, consideramos a sequéncia dos Polindmios de Jacobsthal
que foi introduzida na literatura especializada por Horadam (1997) que apresenta a seguinte

relacédo de recorréncia J(x), = J(x), +2x-J(x),_,, n=>2, cujas condi¢des iniciais sdo tais
que J(x),=0 e J(x),=1. Com base nessas informagOes, a seguinte situacdo didatica foi

proposta para os estudantes.

Situagdo Didatica 6 — A partir da relacdo de recorréncia apresentada e considerando

sua equacdo caracteristica associada A°—1—-2x=0, estabelecer a formula de Binet para a
Sequéncia dos Polinbmios de Jacobsthal.

Situacdo de Acdo: Na fase inicial da TSD, o estudante de posse do problema, deve
recorrer aos seus conhecimentos prévios na tentativa de tracar uma estratégia de resolugédo
para o problema proposto. Assim, o estudante podera propor alguns casos particulares de
modo a conhecer a sequéncia em questdo e posteriormente elaborar hipdteses. Assim, podem
constatar que J(x), =1 J(x), =1+2x; € J(x), =1+4x.

Situacdo de Formulacdo: Nessa etapa, 0s estudantes poderdo trocar informacdes e a
partir disso realizar o calculo das raizes da equacdo caracteristica que posteriormente serao

utilizadas para o estabelecimento da férmula de Binet. Nesse sentido, a partir do célculo do

1++/1+8x —/1+8x

o ) 1
discriminante delta, devem encontrar as raizes a(X) = — e B(X)= >

Situacdo de validacdo: A validacdo do teorema, ocorrera pelo emprego da teoria das
sequéncias recursivas, tendo em vista que a solucdo mais geral pode ser dada por:

J(X), =a,-a"(X)+a,-B"(x). Assim, por meio de um sistema de equacdes, 0s seguintes

1 1
valores serdo encontrados @; = e ad,=— . Dai, obtemos que:
T+8x - ° Jl+8X ]

:

1+1+8x ) (118X )
1 an _ 1 ‘ﬂn _ an _ﬂn _ 2 2
1+8x V1+8x V1+8x

Situacdo de Institucionalizagdo: Segundo Alves (2016) a institucionalizacdo é o

]
7

momento da mediacdo do professor, em que este deve explicitar e indicar as propriedades

formais construidas a partir das discussoes realizadas nas etapas anteriores. Nesse sentido, o



123

professor deve apresentar a formalizacdo do teorema em questdo e além disso, evidencia-lo
como um modelo de extenséo da formula de Binet.

Dando prosseguimento, os alunos foram apresentados a uma nova sequéncia nominada
h(x)- Sequéncia Polinomial Generalizada de Jacobsthal (h(x)-SPGJ) que foi introduzida na
literatura especializada por Catarino e Morgado (2016) e possui a seguinte relacdo de

recorrénciaJ,  (x) =J, ., (X)+h(x)J, . ,(x),n=2, com as condi¢des iniciais J, ,(x)=0¢e
J,1(X) =1. De porte das informagdes salientadas, expomos a proxima situacdo didatica.

Situagdo Didatica 7- E possivel estabelecer alguma semelhanca entre a sequéncia h(x)-
Sequéncia Polinomial Generalizada de Jacobsthal e a Sequencia dos Polindmios de Jacobsthal
? O que essa sequéncia representa?

Situacdo de Acdo: ApoOs o contato inicial com a referida sequéncia e dispondo de
alguns conhecimentos prévios sobre sequéncias recursivas, os estudantes podem obter alguns
casos especificos, com intuito de encontrar pontos afins entre as duas sequéncias e comparar 0
conjunto numérico formado por ambas.

Situacdo de Formulacdo: Essa etapa € propicia para a interacdo e troca de informacao
entre os participantes da pesquisa e 0 meio no qual estdo inseridos. Além disso, a linguagem
usual deve dar espaco a formalizacdo. Com base nas estratégias planejadas na fase anterior, 0s
estudantes podem determinar os seguintes resultados J,,(x)=1J,;(X) =1+h(x);e
Jia =1+2h(x).

Situacdo de Validacdo: Nessa fase, os estudantes poderdo prosseguir na verificacao
das hipdteses e observacdes realizadas anteriormente. Nesse caso, a validacdo sera realizada

por meio de uma discussdo que sera sucedida de uma argumentacdo a respeito da h(x)-SPGJ

como forma de generalizacdo da SPJ. Ademais, é possivel que os estudantes observem que
quandoh(X) =2X, constatamos a sequéncia Polinomial de Jacobsthal evidenciada por

Horadam (1997).

Situacdo de Institucionalizacdo: Conforme Alves (2018, p. 36) “as informacdes
coligidas do grupo de estudantes e organizadas e encaminhadas pelo professor, devem
conduzir o grupo na busca pela generalizagdo dos resultados”. Desse modo, a situagdo
didatica em questdo permite uma compreensdo do processo histérico e matematico-evolutivo
da Sequéncia de Jacobsthal e seu modelo de generalizacdo por meio da h(x)-SPGJ.

Por fim, conclui-se a se¢cdo com a Ultima situacdo didatica. Nesse sentido, 0s

estudantes foram apresentados a matriz proposta por Catarino e Morgado (2016) que é dada
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0
por B(x) = {h(x) )

1 i i . . S
:|. Desse modo, com origem na matriz anterior, consideramos a situagéo

didatica VII.
Situacdo Didética 8- Considerando a matriz proposta por Catarino e Morgado (2016),

é possivel estabelecer a matriz do tipo B"(x)? Em caso afirmativo apresente uma

demonstracéo para B"(x).
Situacdo de Acdo: De posse do problema, o estudante propora estratégias que
conduzirdo a resolucdo do problema. Nesse sentido, alguns casos particulares podem ser

concebidos pela turma, tais quais:

BZ(X):{h(x)-l 1 ]BS(X):{ h(x)-1 h(x)+1]
h(x)-1 1+h(x) | h(x)-(1+h(x) 1+2h(x)|
B4(X):{h(x)-(h(x)Jrl) 1+2h(x) }

h(x)-(2h(x)+1) h?*(x)+3h(x) +1

Situacdo de Formulagdo: Com base nos resultados obtidos anteriormente e com a

interacdo entre os estudantes, o resultado seguinte podera ser conjecturado, tal qual:

. _{h(X)-Jh,nl(X) Jhn(X) }

h(X)-Jpn(X) I pa(X)

Situacdo de Validagdo: Com origem nas hipoteses levantadas na fase de formulacéo, e
com fins a comprova-las, os estudantes poderdo utilizar o Principio de Inducdo Matemaética
como alternativa de prova do teorema. Note que para n =10 resultado é imediato. Assim,

supde-se a validade do teorema para n = k € prova-se a veracidade para 0 Seu SUCESSOrk +1 .

0 1j|'|:h(x)‘]h,kl(x) Jin(X) }

B**(x) = B(x)B*(x) :[

h(x) 1| | h(x)J,,(X) Iy pa(X)
B i h(x)J,, (X) Jhia (X) } 3
_hz () Jdn () +h(x)J, (X)) h(X) I, (X) + I 1 (X) -
B i h(x)J; (X) I (X) } B
_h(X)(h(X)‘]h,k—l(X) +J (X)) h(x)Jy (X)+ 3,1 (%)
i h(x)Jp (X)) Jp e (X)
IO Jh,mz(x)} -
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Situacdo de Institucionalizagdo: Finalizando a mediagéo, o professor deve formalizar
as principais propriedades que comprovam a veracidade e consisténcia das hipdteses
levantadas nas fases precedentes. Nessa ocasido, o professor deve fomentar na turma a
percepcdo de que a determinacdo do termo geral, bem como a abordagem matricial que foi
iniciada com a cléssica sequéncia de Jacobsthal, pode ser generalizada para a h(x)-SPGJ,
caracterizando uma evolugao continua no que diz respeito ao seu processo matematico.

Ademais, nessa secdo nos propomos a descrever as atividades selecionadas para a
experimentacdo apoiados nos pressupostos da TSD. Assim, objetivamos a exploracdo de
alguns teoremas e propriedades concernentes a SGJ. Isto posto, na se¢do subsequente seréo
evidenciados os protocolos da pesquisa realizados na fase de experimentacdo. Dessa forma,
explicitaremos o campo e 0s sujeitos da pesquisa, bem como a conducdo das atividades

realizadas nessa etapa.

4.3 Experimentacio

A etapa de experimentacdo tem como objetivo pér em préatica todo o instrumental
elaborado na fase anterior. Nesse sentido, tomamos como publico alvo 12 estudantes
regularmente matriculados na disciplina de Historia da Matematica do 3° semestre do curso de
Licenciatura em matematica do Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Ceara
(IFCE) — Campus Fortaleza.

A aplicacdo ocorreu durante oito aulas, com duracdo de duas horas. No primeiro
encontro, foi realizada a exposicdo dos objetivos propostos e a metodologia de trabalho
adotada. A seguir, foi apresentada a relagdo de recorréncia, determinacdo de alguns casos
particulares e obtencdo da formula de Binet. Alem disso, foi discutida a situacdo didatica 1.
No segundo momento de aplicacédo, foi trabalhada a segunda situacéo didatica e apresentada
as matrizes associadas a SJ.

Continuando, o terceiro e quarto encontros, foram dedicados para as discusses das
situacOes didaticas 3 e 4, respectivamente. Na quinta aula, apresentou-se a definicdo de s-
sequéncia de Jacobsthal, bem como a obtencdo de alguns termos da sequéncia, discussdo de
algumas propriedades e a resolugdo da situacdo didatica 5. Na sexta aula, foi introduzida a
definicdo de SPJ e algumas propriedades preliminares e, em seguida, sucedeu-se com a
aplicacdo da situagdo didatica 6. No sétimo encontro, definiu-se a h(x)-SPG e motivou-se a

identificacdo de alguns casos especificos que proporcionaram elementos substanciais para o
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desenvolvimento da situacdo didatica 7. No oitavo encontro, trabalhou-se a definicdo de
matriz associada a h(x)-SPG e a discussédo da situacao didéatica 8.

As atividades propostas tinham como enfoque as fases de acdo, formulacgéo, validacao
e institucionalizacdo propostas pelas TSD. A organizacdo das estratégias de resolucdo foi
realizada em grupo e as conclusdes obtidas em cada situacdo problema foram registradas no
papel ou expostas no quadro.

Como procedimentos de coleta de dados foram considerados: as observacdes
realizadas durante a aplicacdo, a producdo escrita dos estudantes, bem como registros de
audio e video. Na se¢do seguinte, apresentamos a analise de alguns dados coletados durante a
pesquisa, evidenciando os elementos mais relevantes das producdes dos discentes.
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5 ANALISE E DISCUSSAO DOS DADOS

A etapa de analise a posteriori proposta pela Engenharia didatica, tem como objetivo
a descricé@o do conjunto de dados recolhidos durante a etapa de experimentacdo, bem com as
principais observacdes realizadas no decurso das se¢des de ensino.

Ademais, apresentamos as descri¢des relativas a aplicacdo de cada uma das sequéncias
didaticas, buscando evidenciar as producgdes dos estudantes e observando as fases de acéo,
formulacéo, validacdo e institucionalizacdo da TSD. N&o obstante, vale salientar que um dos
objetivos primordiais da pesquisa foi investigar modelos de generalizacdes da SJ conforme

ilustra a esquematizacao realizada na figura a seguir:

Figura 10 - Processo historico-evolutivo da SJ
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PROCESSO HISTORICO-EVOLUTIVO DA SEQUENCIA DE

JACOBSTHAL

N
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2014)

(1996)
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gel?ir:lsz;u;ao C]asI' sica (S’D_selﬂfﬂfﬂ_ k-sequéncia

Atanassov Jhala et.al

(2011) (2014)

Catarino &

Morgado
(2016)
Sequéncia - . s hix)- Sequéncia
femTo IR ST Generalizada
" : Polinémios de Gaussianos de .
Polinomial de Jacobsthal Tacobsthal dos Polindmios
Jacobsthal aceds getus de Jacobsthal

Asci &
Gurel

(2016)

Harmam

(1981)

Crescimento Nuameros Relacdes bi, tri e
Dimensional Gaussianos n-dimensionais

Oliveira, Alves Asci &
& Paiva (2017) Gurel
(2016)

Szvnal-Liana & Cimen & Ipek ‘
Wiloch (2017)
(2015)
Quatérnios, .. . -
Octdnios e Quatérnios de Octdnios de Sedénios de
Sedénios Jacobsthal Jacobsthal Jacobsthal

Cimen & Tpek
(2017)
Fonte: Elaborada pela autora.

5.1 Analise a posteriori e VValidacéo interna

Com fins a organizar a aplicacdo das situagbes didaticas, as atividades foram
apresentadas aos alunos por meio de situacdes- problemas que eram compostas por questes
que tinham como finalidade estimular os estudantes a esforcar-se para resolvé-las. Nesse
sentido, foi dado enfoque a formulagcdo de conceitos, demonstracdo de teoremas e
propriedades e oportunizar uma compreensdo sobre os modelos de representacGes matriciais e
formas de generalizacdo da SJ.

As situacGes didaticas viabilizam a compreensdo dos modelos de extensdo e
representacdo dessa sequéncia. Inicialmente, os estudantes foram apresentados sobre a
relacdo de recorréncia, a equagdo caracteristica associada & essa sequéncia e sobre

representacbes matriciais que envolvem o0s termos da sequéncia de Jacobsthal.
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Posteriormente, a Sequéncia dos Polinbmios de Jacobsthal foi introduzida e, além disso, a
h(x)- Sequéncia dos Polindmios Generalizadas de Jacobsthal. Dessa forma, nos momentos em
que foi realizada a validacdo das hipoteses, em especial nas situacdes que envolviam a
discussdo e demonstracdo de teoremas e propriedades, a estratégia de prova corriqueiramente
utilizada foi o Principio da Inducdo Matemaética. Ademais, algumas manipulagdes algébricas,
bem como definicdes e propriedades matriciais foram substanciais, considerando a
importancia da verificacdo formal para atestar a veracidade das hipoteses levantadas pelos
aprendizes. Assim, foi possivel estabelecer um modelo de extenséo aos inteiros para SJ, bem
como a compreensdo das matrizes inversas associadas & essa sequéncia e além disso,
compreender a s-SGJ e a h(x)- SPGJ como um modelo de generalizacdo da SJ.

Nesse sentido, a experimentacdo foi iniciada com a exposicdo dos objetivos propostos,
bem como a entrega da lista de exercicios aos estudantes. Na ocasido, a turma foi orientada a
realizar troca de informacGes e tracar um plano de estratégias para resolucdo do problema
proposto. As interacdes, discussdes e producgdes realizadas pelos aprendizes foram registradas
por meio de imagens e gravacdes de audio e video. A seguir, serdo apresentados os dados
coletados na fase de experimentacéo.

Dessa forma, a situacdo didatica 1, tem como objetivo estabelecer uma férmula que

possa relacionar os termos da sequéncia de Jacobsthal. Dessa forma, a fase de acdo visa a
identificacdo das poténcias do tipo o®,a’,...e f°,f°,...conforme descreve o aluno 1 na

figura 11 e o aluno 3 na figura 12.

Figura 11 — Determinacdo das poténcias do tipo " e A" (aluno 1,
fase de acdo)

Tl 5 e
2 2 T
Y 3 - (-)) !

. ...-': -5
7 4 Bz (-)) - -4

Fonte: elaborada pela autora.

Figura 12 - Relagdo entre as poténcias do tipo a" com os termos da SJ (aluno 3, fase
de formulacéo)
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Fonte: elaborada pela autora.

A fase de formulacdo possibilitou aos alunos a proposicdo de conjecturas de alguns
casos particulares que podem levar a uma possivel identificacdo da expressao desejada.

Assim, na figura acima, o aluno 3 exp0s 0 seu raciocinio para estabelecer a relacéo
a"=al, +2],, -

Por outro lado, ainda no que diz respeito a fase de formulagéo, na figura 13 vamos
observar o raciocinio utilizado pelo aluno 4 para estabelecer a relacdo " = J_+2J_,. De
modo anélogo ao que foi realizado pelo aluno 3 na figura 12 o estudante obtém a expressdo

desejada por meio da identificacdo de algumas poténcias de .

Figura 13 - Relacéo entre as poténcias do tipo A" com os termos da
SJ (aluno 4, fase de formulagéo)

Fonte: elaborada pela autora.



131

Nao obstante, o aluno 3 desenvolve uma légica na qual os valores do expoente ‘n’ sdo
substituidos e o estudante observa como a relacdo vai se comportando. Isso foi feito na
tentativa de formular uma conjectura para a relacdo envolvendo a segunda raiz da equacéo

caracteristica. Logo abaixo, ressaltamos os argumentos utilizados pelo estudante:

Figura 14 - Poténcias do tipo A" e relagdes com os termos da SJ (aluno 3,
fase de formulacéo)

B 1

1

ﬁa: 3f +2

Fonte: elaborada pela autora.

Apbs as deducdes levantadas, na fase de validacédo foi utilizado o Principio da Inducéo
Matematica em que 0s estudantes supdem a validade da propriedade para n =k € devem
mostrar a sua exatiddo. Nas figuras abaixo, sdo mostrados os procedimentos adotados pelos
alunos 1 e 3. Ao observamos as figuras 15 e 16 concluimos que os estudantes conseguem

realizar a prova do teorema empregando o referido método.

Figura 15 — Demonstracdo da relagdo o"=aJ, +2J,,(aluno 1, fase de
validacao)
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Fonte: elaborada pela autora.

Nesse sentido, 0 aluno 3 argumenta suas concepg¢des explicando o processo percorrido

na fase de validacdo para realizar a prova do teorema com a utilizacdo do método da indugédo

Temos que «—2e f=-1. Ai eu substitui @ na equacéo caracteristica ai fica que
2 ;3 T . 3 2
a‘=a+2. Ai &, se eu multiplicar & dos dois lados eu vou ter que @ =a° +2a
P 2 ~ . 3 —
certo ? s6 que a” =a+2entdo seria” =3 +2 se eu multiplicar por & novamente

4 2 2 ~ 4 .
eu vou ter que @ =3 +2 mas como & =a+2, entdo o =S +6ta? [..]
Entdo se observar estdo aparecendo 0s termos entdo eu posso dizer que
a"=ad, +2J, ;. [...] Entdo eu vou mostrar por inducaol...]

Figura 16 — Demonstragdo da relagdo g" = gJ_ +2J_, (aluno 3, fase de validacdo)

2 =%
: V,-& Fara XY $ A cjj'(_'
124 gora =K, -+ e~ \ o s ;
7 ar ~= (4'_! 3 $h 4 _)ku‘ ‘;f_: . ;:)_K
VZrcraon yoid rale pars
== '_ : =
prit=pc. p

By 05 )e- p Ot 9P T
= Z. 8 +2Ix + 2P Iy

-_—_—&(jt*fg\jxd.)"" ;jg
B 637

Fonte: elaborada pela autora.

Figura 17 - Exposicdo da demonstracéo para poténcias do tipo " e A"
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Fonte: elaborada pela autora.

Dando continuidade, a segunda situacdo didatica buscava questionar se era possivel

determinar valores do tipo J,,J,,J,... e posteriormente apresentar uma formula de

extensdo aos inteiros. Assim, registramos as situacdes de acdo e formulacdo na figura 18,

destacando o raciocinio empregado pelo aluno 2 para a obtencdo dos termos dessa sequéncia.

Figura 18 — Determinagéo dos termos da SJ como modelo de extensdo aos inteiros (aluno 2,

fase de acéo)

I o= §0+ T-1 % Ji=1, Jo= 0 = Rl ‘% - ‘,1_,

B0 =Tt 2] v o e B v 5= 0 L))

-é-—l‘- }'2+2}—ﬁ;{) S-u-é,jw ] WC' ’ZL/*},’*/Q.: ;
/

Fonte: elaborada pela autora.

Por outro lado, o aluno 3 utilizou a relacdo de recorréncia da sequéncia de Jacobsthal e
com a substituicdo de alguns valores de ‘n’ negativos, obteve alguns termos para a SJ
estendida aos numeros inteiros. Na figura 19, constatamos as operagOes realizadas pelo
estudante, que tinham como finalidade obter alguns valores para J | .

Figura 19 — Indicagdo dos termos da SJ como modelo de extens&o aos inteiros (aluno

3, fase de acdo)
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Fonte: elaborada pela autora.
Além disso, expomos na figura 20 a argumentacdo légica realizada pelo aluno 5 para

conjecturar uma expresséo para J .

Figura 20 - Conjectura da formula de Binet estendida aos inteiros (aluno 5, fase de

acdo e formulacao)
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j' = Ji-‘] + 2’3_7"2 :.).:1 = j_z-f 23_3 J—vlz_(___g__;_——'jfr\.
J4= Jo "‘23-'1 “_‘ :‘4""23‘3 %
e~ bj e
2L =
SR ’—é- ¥
HES=POC

J; 230_1—\— 23:)‘2
oz BEs GEVZOPS

= -+ 2/3—-;;
04

Fonte: elaborada pela autora.

N&o obstante, ainda no que diz respeito & fase de formulagdo, o aluno 6 realiza

operacgdes com a utilizacdo da férmula de Binet e levanta hipoteses no intuito de conjecturar
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uma férmula fechada para os termos da Sequéncia de Jacobsthal estendida aos conjunto dos

ndmeros inteiros.

Figura 21 — Estabelecimento de hipoteses para a formula de Binet estendida aos inteiros

(aluno 6, fase de agéo e formulagéo)

-—
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Fonte: elaborada pela autora.

Por fim, a etapa de validacéo foi realizada por meio do emprego da formula de Binet.

Assim, a fala abaixo expressa os caminhos utilizados pelo estudante para realizar a

demonstracdo solicitada.

1 _ . , ,

Aluno 3: Temos que o " =—e B"como também é o inverso né? a gente sabe que é
n
a

1 n_ pn
—. A gente sabe que 0 ana p

B a-p

lugar do N vamos colocar —Ne observar o que vamos obter [...]

que é a formula de Binet para Jacobsthal. No

A seguir, o discente realiza sua explicagdo no quadro, no intuito de verificar a

propriedade de extensdo aos inteiros.
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Figura 22 — Verificagédo da propriedade de extensdo aos inteiros para a SJ

(aluno 3, fase de validacao)
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Fonte: elaborada pela autora.

_ )n+1

2n

Figura 23 — Demonstracdo de J_, = -J, (aluno 3, fase de validac&o)

Fonte: elaborada pela autora.



137

Na figura acima, os alunos puderam validar a formulagéo levantada na fase anterior.
Suas hipoteses foram argumentadas a partir do desenvolvimento da formula de Binet para o0s
indices inteiros.

Prosseguindo, a situacdo didatica 3 solicitava que os estudantes pudessem estabelecer
uma relacdo por meio do determinante da matriz F" :[JJ”” 2J,

n n-1

] A relacdo que sera

obtida é a extensdo da identidade de Cassini para a SGJ, que nesse caso € dada por

J ., —J32=(=1)""-2"". Dessa forma, temos as compreensdes dos estudantes manifestadas

n+1

nas situacOes de acdo e formulacdo foram registradas nas figuras 24 e 25 que sdo apresentadas

a sequir.

Figura 24 — Calculo do determinante das matrizes F,F®, F*e F*e conjectura da expressdo
det F" =(-2)" (aluno 2, fases de agéo e formulagdo)

F - {? %J swed F =4 molsune?, Jencrust> AR
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Fonte: elaborada pela autora.

Figura 25 — Caracterizacdo do determinante das matrizes F,F* F’eF*
det F" =(-2)" (aluno 2, fase de acéo)
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Fonte: elaborada pela autora.
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No excerto abaixo o aluno 2 utiliza a linguagem para reforcar as ideias empregadas
anteriormente, sua fala evidencia a compreensdo extraida diante das decisdes tomadas.

Aluno 2: A relagdo entre os determinantes das matrizes é obtida quando eleva

2 ao expoente da matriz, sendo negativo quando n for impar, e positivo quando n for

par (n=expoente da matriz). O determinante pode ser obtido pela soma dos elementos

da primeira ou da segunda coluna, sendo positivo se 0 expoente da matriz for par, e

negativo se o expoente for impar.

Do depoimento anterior, o estudante da énfase a uma outra forma de calcular o
determinante da matriz F" observando possiveis relaces entre as colunas da matriz. Dessa
forma, foi ponderado outra possibilidade para calcular tais valores.

Por outro lado, a figura 26 apresenta o raciocinio empregado pelo aluno 3 nas fases de

acao e formulacéo.

Figura 26 — Indicagdo do determinante das matrizes F,F?,F*e F*e conjectura da expressao
det F" =(-2)" (aluno 3, fases de agéo e formulacgdo)

Fonte: elaborada pela autora.

Né&o obstante, o estudante apresenta suas concep¢oes e reforca o pensamento
empregado anteriormente. Constatamos isso em sua fala:
Aluno 3: Eles sdo poténcias de 2, em que o expoente € o indice da matriz. O

determinante é o produto entre e gelevadoa N.

Em contrapartida, o aluno 1 apresenta suas concepc¢des a respeito da indicacdo dos
determinante das matrizes F,F?,F?,....Dessa forma, o estudante argumenta que:

Aluno 1: sdo poténcia de 2 elevado ao indice da matriz vezes -1 elevado também ao

indice da matriz. O determinante é o produto de ¢ e /3 elevado ao indice N .

Para validar suas hipdteses o aluno 6 efetua demonstracdao da propriedade por meio da

comparacao entre as duas formas encontradas para calcular o determinante da matriz F". Em
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sua exposicdo no quadro o estudante explica quais caminhos foram utilizados para a

realizacdo da prova conforme seu depoimento a seguir:

Aluno 6: [...] Se a gente tirar o “det” dessa matriz 2x2 a gente vai saber que o

detF"=2J ,-J..,—2J7 eaiagente pode colocar 0 2 em evidéncia e vai ficar dessa

formadet F"=2(J,,-J,.,—J%). S6 que baseado na relacéo que o aluno 2 fez que é

n+.

aquela que det F" =2"-(-1)", a gente pode igualar essas duas formas do determinante

e ficamos com essa relagdo J_,-J. ,—J2=2""-(-1)".

Abaixo, o aluno 6 realiza sua exposi¢cdo no quadro, na finalidade de promover uma

demonstracéo para a propriedade.

Figura 27 — Exposicao da identidade de Cassini (aluno 6, fase de validacéo)
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Fonte: elaborada pela autora.

Né&o obstante, na figura 28, observamos detalhadamente o raciocinio empregado pelo
estudante para a validacéo de suas hipoteses.
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Figura 28 — Demonstracédo da identidade de Cassinipara a SJ (aluno 6, fase de validacgdo)
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Fonte: elaborada pela autora.

Figura 29 — Demonstracédo da identidade de Cassinipara a SJ (aluno 6, fase
de validacéo)
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Fonte: elaborada pela autora.

Dando continuidade, a situacdo didatica 4 solicitou que os estudantes estabelecessem
as matrizes do tipo F™". Desse modo, a turma deve observar que as matrizes do tipo
F F? F,...sd0, respectivamente as inversas das matrizes F,F? F?,.... Assim, na fase
de acéo, os alunos foram estimulados a estabelecerem alguns casos particulares no intuito de
promover uma espécie de generalizacdo que serdo validadas posteriormente pelos mesmos.

Na figura 30, o aluno 5 realiza a substituicdo de alguns valores de n <z na matriz

F" no intuito de encontrar as matrizes F X, F72,....
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Figura 30 — Caracterizacdo das matrizes do tipo F ™, F,--- (aluno 5, fase de acio)

F’h- = [ :J—‘*v\1 ?..:)‘ﬁ\,
= Jm_ 2_;1\-1

Fonte: elaborada pela autora.

A respeito das matrizes estabelecidas acima, a pesquisadora questionou 0s estudantes
sobre 0 que essas matrizes representam. Nesse sentido, os alunos analisaram as matrizes e
constaram que tratam-se de matrizes inversas. Dessa forma, 0s mesmos argumentam que:

Aluno 1: Representam a matriz inversa de F", ou seja, F é igual a matriz inversa
de F.

Por outro lado, o0 aluno 6 é assertivo em sua analise quando pontua que a matriz F°

representa a matriz identidade, F* é a inversa de Fe F2¢ a inversa de F?2, conforme é
mostrado na figura 31:

Figura 31 — Indicacfo das matrizes do tipo F°,F™, F,---(aluno 6, fase de acio)
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Fonte: elaborada pela autora.
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Sob outra perspectiva 0 aluno 2, utiliza a definicdo de matriz inversa e executa
algumas operagdes entre as linhas de uma matriz para realizar o célculo da inversarF. Na

figura 32 é apresentado o desenvolvimento dos procedimentos efetuados pelo estudante na

fase de acéo.

Figura 32 — Caracterizagéo da inversa da matriz do tipo F (aluno 2, fase de agéo)
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Fonte: elaborada pela autora.

A partir dos casos particulares apontados na etapa de acdo, na fase de formulacéo os
estudantes tem a incumbéncia de desenvolver suposicGes e prognosticos a respeito das
matrizes do tipo F™. Assim, o0 aluno 1 apresenta uma generaliza¢do das matrizes citadas com

base nas inversas estabelecidas anteriormente, observamos isso na figura 33.

Figura 33 — Caracterizagdo da inversa da matriz do tipo F"(aluno 1, fase

de formulacéo)
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Fonte: elaborada pela autora.

Figura 34 — Deducé&o da inversa da matriz do tipo F"(aluno 3, fase de formulacéo)
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Fonte: elaborada pela autora.
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Dos protocolos estabelecidos anteriormente, os alunos devem apresentar a veracidade

das hipoteses construidas anteriormente. Desse modo, hovamente 0s estudantes recorrem ao

Principio da Indugdo Matematica como estratégia de prova para caracterizagdo da matriz

- {J_(n_n 2J .,

-n

passos do referido método com interesse em estabelecer a matriz designada acima.

] 23 } Nesse sentido, na figura 35 vislumbramos o aluno realizando os
—(n+1)
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Figura 35 — Demonstracdo de uma formula fechada para célculo de inversas do tipo F™
(aluno 6, fase de validacao)

Supends Quis ol ) QJ'*\\,\, P

-n-1
Rosmudln vols por> F = QJ-n-i,,
5\1;349‘ BormES /2‘7"82“ FZF _ [Jmu AJ-n Jo QJ—_(\ 3
J-n i} hAEN

J—n w4 'Ljo = J--J'A'J-n \)~7\+_L‘ Q\J—J * ‘ld—f\-gJ-Q
J—’n'«.)o s« Yy Jon-Adoy -y AN N
= J-'n QLJa'n-;L- ﬂbﬁé‘ ) ilaI‘;‘anﬁ T F—“-& ‘}U‘\ Jinwonnes

wromels o ,QM/W-«QQ

J-—’h-i QJ'Y\’B.‘_

Fonte: elaborada pela autora.
Além disso, 0 aluno 3 apresenta uma outra estratégia para validar o teorema. Nesse

sentido, o discente recorre a defini¢cdo de matriz inversa com o intuito de encontrar os termos

gue compdem tal matriz.

Figura 36 - Verificagdo de matrizes do tipo F"(aluno 3, fase de validacao)
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Fonte: elaborada pela autora.

Figura 37 — Demonstracdo para célculo de inversas do tipo F™ por meio da definigdo (aluno

3, fase de validacao)
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Fonte: elaborada pela autora.

Figura 38 — Demonstracdo para calculo de inversas do tipo F™ por meio da definigdo (aluno

3, fase de validacao)
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Fonte: elaborada pela autora.

ab

Das figuras 36, 37 e 38, observamos que o estudante nomeou a matriz L d} como

sendo a matriz F. Dando continuidade ao desenvolvimento do seu raciocinio, o discente
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realiza a operacdo de multiplicacdo de matrizes no propésito de encontrar os valores de a,b,¢C

e d. Com a realizagdo da multiplicacdo, sdo estabelecidas quatro relacbes e a partir das
mesmas é possivel encontrar os termos da matriz. Na fala a seguir, o estudante defende a
veracidade de suas hipoteses quando explica o procedimento que realizou para a obtencdo da
matriz F".

Aluno 3: [...] Se a gente observar, por exemplo, quando a gente tem uma matriz A
entdo Asignifica a matriz inversa de A. Entdo F"seria a inversa de F". Eu aprendi
em elementar 2 que se eu pegar a matriz F"vezes a sua inversa teremos a matriz

a b
identidade. Vou chamar F" = [c d} . [...] Agora vamos fazer a multiplicagéo.

Na figura 39, o aluno obteve os elementos ae C. Abaixo, ilustramos as operac6es

realizadas na conclusédo de sua demonstracao.

Figura 39 — Concluséo da demonstracéo para célculo de inversas do tipo F™ por

meio da definicdo (aluno 3, fase de validacao)
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Fonte: elaborada pela autora.
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Sobre a demonstracdo apresentada pelo estudante, observamos que apesar de ter
utilizado um método extensivo para a validagdo de suas conjecturas, o raciocinio empregado
expde uma forma diferente de demonstrar um mesmo teorema. Assim, percebemos a
importancia de fomentar nos discentes o interesse em estabelecer definicdes e demonstracdes
para possibilitar a compreensdo da SJ e seus modelos de representacéo e generalizacao.

Na situacdo didatica 5, foi apresentada a seguinte definicdo de Anatassov (2011) para

Sn _ (_1)n
S+

a s- sequéncia de Jacobsthal dada por J, = ,$>2 . Nesse sentido, foi solicitado

que os estudantes identificassem as possiveis semelhancas entre s-SGJ e com a SJ. Além
disso, foi requerido que os discentes apresentassem um modelo de generalizacdo para valores
do tipoJ:,,J%,,J3°%,---,J°5 . Vale ressaltar que a mediagdo do pesquisador sera significativa
para a assimilacdo e incorporacdo com o conjunto de simbologias provenientes da defini¢do
Dando continuidade, a pesquisadora indagou a turma a respeito das possiveis

aproximacdes entre a formula de Binet estabelecida para a sequéncia J, e a defini¢do proposta
por Anatassov para J°. Assim, os estudantes realizaram uma analise da nova sequéncia e

foram unénimes em seus depoimentos quando afirmaram que para s = 2 obtemos a classica

sequéncia de Jacobsthal. Abaixo seguem as falas dos pesquisados.

Aluno 2: Observando a definicdo de Anatassov para a sequéncia de Jacobsthal e
relacionando com a formula de Binet para Jacobsthal, concluimos que ambas séo
iguais para s = 2

Aluno 1: Dada a sequécia s- de Jacobsthal, notemos que quando substituirmos s=2,
temos a sequéncia de Binet para Jacobsthal

Aluno 3: A sequéncia de Jacobsthal e a s-sequéncia de Jacobsthal tem uma relacéo,
qguando s=2, temos exatamente a férmula de Binet para Jacobsthal.

Aluno 6: E perceptivel que essa s-sequéncia é igual a formula de Binet de Jacobsthal
no caso s=2.

Aluno 4: Podemos notar que essa nova sequéncia € similar a formula de Binet de
Jacobsthal no caso de s=2.

Isto posto, a partir da definicdo da s-SGJ, os estudantes observaram que para o caso

2"—(-D"
particular em que s=2 podemos determinar que J,ﬁ%como termo geral da
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sequéncia numérica de Jacobsthal. Prosseguindo, na fase de acdo, alguns casos particulares

foram estabelecidos, conforme mostra a figura 40.
Figura 40 — Indicacao dos termos da s-SGJ como modelo de extensdo aos inteiros

(aluno 1, fase de agéo)
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Fonte: elaborada pela autora.
Figura 41 — Indicagdo dos termos da s-SGJ como modelo de extensdo aos inteiros (aluno

5, fase de acdo)
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Fonte: elaborada pela autora.

Dando continuidade, o momento de formulagdo, explicitado nas Figuras 42 e 43,
possibilitou os discentes apresentarem a possivel identificacdo dos termos da s-SGJ como
modelo de extensdo aos inteiros. Assim, os educandos manifestam a apropriagdo de um
sistema notacional que proporciona o levantamento de conjecturas nas quais apresentam uma

generalizacdo para a referida sequéncia com base nas observacdes realizadas na etapa de acao.
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Figura 42 — Caracterizagdo de uma generalizagdo para os termos da s-SGJ como

modelo de extens&o aos inteiros (aluno 3, fase de formulacao)
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Fonte: elaborada pela autora.
N&o obstante, o aluno 2 apresenta suas hipoteses para a fase de formulacdo e observa

as aproximagOes existentes entre J° e entre a extensdo aos indices negativos da classica

sequéncia de Jacobsthal J_ . Abaixo, podemos verificar as operacdes efetuadas pelo discente.

Figura 43 — Caracterizacdo de uma generalizacdo para os termos da s-SGJ como modelo

de extensdo aos inteiros (aluno 2, fase de formulacao)
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Fonte: elaborada pela autora.

Dos protocolos produzidos com base nas interacdes dialéticas dos discentes realizadas

na fase anterior, com as informacdes e conjecturas empregadas, a fase de validacdo é marcada
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pela verificagdo e apresentacdo da exatiddo das relagOes determinadas previamente. Nesse
sentido, o aluno 1 utiliza a formula de Binet e algumas manipula¢cdes como estratégia de

prova, conforme veremos na figura 44.

Figura 44 — Demonstragéo da s-SGJ como modelo de extensdo aos inteiros (aluno

1, fase de validagéo)
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Fonte: elaborada pela autora.
De maneira alternativa, o aluno 3 e o aluno 2 desenvolvem seu raciocinio utilizando

algumas manipulacdes algébricas diferentes das que foram estabelecidas na figura anterior.
Observamos que ambas nos conduzem a mesma expressao para determinacdo de um modelo

de extensdo aos inteiros para a s- SGJ. Nas figuras 45 e 46 podemos constatar esse fato.

Figura 45 — Demonstracdo da s-SGJ extensdo aos inteiros (aluno 3, fase de validacéo)
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Fonte: elaborada pela autora.
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Figura 46 — Demonstragédo da s-SGJ como modelo de extenséo aos inteiros (aluno 2, fase de

validacao)
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Fonte: elaborada pela autora.
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Das figuras 44, 45 e 46 observamos que os trés estudantes conseguiram identificar as
semelhancas entre a SJ e a s-SGJ, percebendo assim que a segunda a partir da insercdo da
variavel ‘s’ configura-se como um modelo de generalizagdo da cléssica sequéncia de
Jacobsthal. Dessa forma, ao analisar esse padrdo os estudantes concluem as aproximacoes
entre os dois modelos de extensdo aos inteiros.

Dando prosseguimento, foi apresentada aos estudantes a Sequéncia dos Polindmios de
Jacobsthal que configura-se como um modelo de generalizacdo da classica sequéncia. Nesse

sentido, consideramos os polindmios da forma {J (x)} _ que foram propostos por Horadam

(1997) e sdo definidos pela seguinte relacéo de recorréncia
J(X), =3(X),, +2x-J(X),,,n=>2

Com a apresentacdo da definicdo, alguns guestionamentos foram levantados como
forma de instigar a percep¢do por parte dos estudantes sobre o processo matematico-evolutivo
da sequéncia de Jacobsthal.

Nesse sentido, foi questionado a turma sobre as diferencgas e possiveis relagdes que
podem ser estabelecidas entre a sequéncia classica e a dos polinbmios de Jacobsthal. Os

depoimentos abaixo expressam as concepcdes dos estudantes sobre o assunto:
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Aluno 7: A diferenca entre J =J, ,+2J. ., e J(X),=J(X),,+2x-J(x),, € a

presenca da variavel Xe o resultado é um polinémio.

Aluno 11: A sequéncia inicial e a sequéncia polinomial se comportam da mesma
forma, inclusive pelos termos iniciais e se diferenciam com o acréscimo do valor X.
Assim, para a sequéncia polinomial, os termos seguintes gerados séo polinémios.

Aluno 8: podemos perceber que a diferenca entre as duas relacdes de recorréncia
J.=J,,+23, , e J(X),=J(X),,+2x-I(X),,, é a presenca da varidvel X onde o
resultado é um polinémio.

Aluno 7: a diferenca do primeiro para o segundo é a varidvel que a gente ndo sabe
que € esse x aqui, entdo ele seria como se fosse o resultado de um polindmiol...]. O
que a gente pode perceber é que a partir do segundo a gente ja vai ter um polinémio
na variavel x.

Dando continuidade, a seguinte situacdo problema 6 solicitava que 0s estudantes

pudessem estabelecer a férmula de Binnet para a sequéncia dos polindmios de Jacobsthal.

~ . ~ P 2
Dessa forma, os estudantes poderdo considerar a equacio caracteristica A°—A—-2X=0¢ a

partir de suas raizes indicarem um percurso de demonstracdo para a formula em questéo.

Iniciando o plano de estratégias, na fase de acdo os estudantes mobilizaram seus

conhecimentos prévios para o estabelecimento de alguns casos particulares, conforme

observamos na figura 47.

Figura 47 — Determinacéo de alguns termos SPJ (Aluno 12, fase de a¢éo)
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Fonte: elaborada pela autora.

N&o obstante, o Aluno 10 esboca no quadro branco alguns valores para a sequéncia

por meio da substituicdo de alguns valores naturais de ‘n’. Na figura 48, observamos o

raciocinio empregado pela estudante.



153

Figura 48 - Identificagéo de termos da SPJ (aluno 10, fase de acéo)
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Fonte: elaborada pela autora.

Na fase de formulacdo, os estudantes realizaram o calculo das raizes da equacdo do
segundo grau. Isso foi feito no intuito de encontrar os valores de a e [ para um posterior

estabelecimento da formula de Binet para a SPJ. Desse modo, o aluno 8, realizou no quadro
branco o célculo do discriminante A e posteriormente utilizou a formula de Bhéskara para

encontrar os valores das raizes da equacdo do 2° grau.

Figura 49 — Determinacdo das raizes da equacao caracteristica (Aluno 8, fase de

formulacao)
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Fonte: elaborada pela autora.
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Por outro lado, o aluno 4 expde 0 seu raciocinio no interesse de encontrar os valores

1++/1+8x 1+8x

de a(x)= > —e pB(x )— T Na figura 46, constatamos que o estudante obteve

tais valores.

Figura 50 — estabelecimento das raizes @ (X)e £(X) (Aluno 9, fase de formulagéo)
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Fonte: elaborada pela autora.
A validacdo do teorema se deu com o emprego da teoria das equa¢Ges homogéneas de

onde pode-se extrair que a solugdo mais geral pode ser expressa por a, =C,r" +C,r;'. Nesse
sentido, realizando uma adaptagdo para a sequéncia dos polindmios de Jacobsthal pode-se
escrever que J (x)=a -a"(X)+a,-B"(x). Assim, o aluno 11 organiza um sistema linear

com os termos iniciais da sequéncia e em seguida realiza a demonstracdo da formula de Binet
para SPJ.

Figura 51 — Demonstracdo da formula de Binet para SPJ (Aluno 11, fase de validacédo)
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Fonte: elaborada pela autora.

Figura 52 — Continuacdo da demonstracdo ( Aluno 11, fase de validacéao)

Fonte: elaborada pela autora.
Além disso na figura 53, divisamos o aluno 12 realizando a etapa de validagdo da

pesquisa com base nas relacdes e hipoteses estabelecidas nas fases anteriores.

Figura 53 — Demonstracdo da formula de Binet para a SPJ (Aluno 12, fase de validacéao)
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Fonte: elaborada pela autora.

Destarte, a fala abaixo expressa os argumentos utilizados pela estudante para a

obtencdo da férmula em questao.

Aluno 12: Nos encontramos as raizes e essas raizes eu vou chamar de @ e S ai vou
substituir para encontrar os valores de a,e a,. [...] Como meu valor de a =-a,ai
vou substituir e vou encontrar o valor de a,e depois o valor de a,e ai vou colocar o
a, em evidéncia.

A situacdo didatica 7, propGe a introducdo da h(x)- Sequéncia Polinomial
Generalizada de Jacobsthal . Nesse sentido, questionou-se aos participantes da pesquisa se era
possivel estabelecer semelhancgas entre a h(x)-SPGJ e a SPJ.

Nas fases de acdo e formulagcdo foram estabelecidos alguns casos particulares que
concorrem para a verificagdo da SPJ como um caso particular dessa nova sequéncia. Assim,

temos na figura 54 as operacdes realizadas pelo aluno 8.

Figura 54 — Estabelecimento de alguns valores da h(x) — SPGJ (Aluno 8, fases de acdo e

formulacéo)
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De maneira analoga, o Aluno 11, realiza algumas substitui¢ces de valores de n e N

na perspectiva de encontrar valores para a h(x) — SPGJ.

Figura 55 — Caracterizagdo de alguns valores da h(x)- SPGJ (Aluno 11, fases de acdo e

formulacéo)
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Fonte: elaborada pela autora.

A fase de validacdo deu-se através da argumentacdo realizada pelos estudantes que
manifestam uma compreensdo da h(x)-SPGJ como uma espécie de generalizagdo para SPJ.

Nesse sentido, os pesquisados perceberam que as duas sequéncias tratam-se da mesma,
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quando realizamos a substituicdo do polindmio h(X) por 2x e assim obtemos a sequéncia

proposta por Horadam. Os depoimentos a seguir atestam esse fato:

Aluno 12: Entao fazendo uma relagdo entre os termos, na sequéncia dos polindbmios
de Jacobsthal temos que a diferenca entre essa sequéncia para a anterior é que aqui

nés temos um polindémio h(X) .

Aluno 11: E possivel estabelecer uma relacéo entre as duas sequéncias pois, podemos
observar que o h(x) representa um polindbmio, e se igualarmos as duas sequéncias,

encontramos uma relacéo de h(X) =2x.

Por fim, os alunos foram apresentados a uma matriz proposta por Catarino e Morgado

1
(2016), tal qual B(x) =[ } Nessa perspectiva, foi solicitada uma demonstracdo para as

0
h(x) 1
matrizes do tipo B"(x). Dessa forma, nas fases de acdo e formulagéo os alunos utilizaram

algumas operacdes elementares entre matrizes na finalidade de estabelecer alguns casos
particulares que possibilitardo a identificacdo de conjecturas que serdo validadas futuramente.

Abaixo, apresentamos o raciocinio empregado pelo Aluno 12 para determinar as matrizes do

tipo B*(x), B*(X),...

Figura 56 — Caracterizacdo das matrizes do tipo B*(x), B*(x),... (Aluno 12, fases de ago
e formulacéo)
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Fonte: elaborada pela autora.
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Sobre a formulagdo realizada, o aluno 11 foi questionado sobre como ele tinha

chegado a uma conjectura para a matriz B"(x). A sua fala deixa explicito o raciocinio

empregado pelo mesmo para a formulag&o de sua hipotese:

Aluno11: Quando eu olhei a partir da matriz B*(x) quando eu tava olhando pra ela
percebi que quando coloca em evidéncia da pra ver que continua aparecendo alguns
termos da sequéncia, sempre nessa Ultima coluna aparecia ja os termos da sequéncia,
na primeira coluna ndo aparecia exatamente porque tinha que colocar o h(x) em
evidéncia depois que eu fui fazendo percebi que colocava o h(x) em evidéncia e
aparecia 0s termos ai eu fui associando o ‘n’ do coeficiente da matriz para os

elementos dessa sequéncia e af terifamos B"(X) .

Na figura 57, observamos o0 momento de formulagéo realizado pelo estudante.

Figura 57 — Estabelecimento das matrizes do tipo B?(x), B*(x),--- (Aluno 11, fases de

acdo e formulacéo)
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Fonte: elaborada pela autora.

Para validar as conjecturas estabelecidas no

{71

Moy o

decorrer das etapas anteriores, 0s

estudantes recorreram ao principio da inducdo como estratégia de prova do teorema em

questdo. Nesse sentido, observamos a argumentacgéo I6gica empregada pelo aluno para provar

a veracidade do seu modelo. Assim, sua fala expressa o percurso construido para chegar ao

resultado.
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Aluno 11 :Para essa matriz ser verdadeira a gente tem que fazer a prova por inducéo.
Primeira coisa, a gente vai fazer para n=k [...] e a gente precisa a gora também fazer

para n=k+1.56 que a matriz B**(x) é a mesma coisa que B(x)-B*(X)[...]
Por fim, apresentamos as operacOes realizadas ao longo da fase de validacdo pelo

educando.

Figura 58 — Demonstragdo para B(x)" (Aluno 11, fase de validagéo)
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Fonte: elaborada pela autora.

Figura 59 — Finalizacdo da Demonstracéo pra B"(x) (Aluo 11, fase de validagéo)
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Fonte: elaborada pela autora.

No quadro 3, realizou-se um delineamento dos momentos de resolucdo das situagdes

didaticas que apresentamos a seguir:

Quadro 3 - Categorizacdo das etapas de resolucao das situacOes didaticas pautadas na TSD

Objetivo Estabelecer uma relagdo parae para e  usando os nimeros de Jacobsthal.
Agdo Obtencéo das poténcias do tipo &', a®,a’,...e B, B%, 3%,
Formulagéo Estabelecimento das conjecturas " =aJ, +2J, ,e " =3, +2J, ;.

Validacao

Utilizacdo do principio da inducdo para demonstracdo das propriedades
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anteriores.

Institucionalizagdo

Formalizacédo de uma formula fechada para obtencéo de poténcias do tipo

a'e g".

Objetivo Conceber uma demonstragdo para J_, como modelo de extensdo aos inteiros.
Agdo Compreens&o do sistema notacional e comparagio entre J e J_,
Formulacéo Determinacgdo de alguns casos particulares e caracterizagdo da conjectura
(_1)n+1
‘]—n =" n-
2n
Validagdo Utilizacdo da férmula de Binet para a demonstragdo da relacéo
(_1)n+1
‘]—n = +J n
2n

Institucionalizacdo

Generalizacao e formalizagdo do modelo de extensdo aos inteiros para a SJ.

Objetivo Estabelecer a identidade de Cassini para sequéncia de Jacobsthal.

Agao Caracterizagdo dos determinantes das matrizes F, F?, F?,---
Formulagdo Identificagéo e descrigio da relagdo det F" = (-2)"

Validagéo Demonstracdo da identidade de Cassini por meio do calculo do determinante

da matriz F"

Institucionalizacéo

Formalizacdo da extensdo da identidade de Cassini para a SJ.

Objetivo Compreender matriz inversa e apresentar uma demonstracdo para F™
Acédo Compreensdo de F~"como a inversa da matriz F" .
Formulacéo Identificacdo de alguns casos particulares tais quais as matrizes
-1 -2 -3
FoF5 R,
Validagéo

5 H 5 - ‘]—(n—l) 2‘]—n
Demonstracéo por indugdo para F™" = 3 23

-n —(n+1)

Institucionalizacdo

Formalizacdo e generalizagdo de F~"como a n-ésima poténcia da inversa da
matriz F .

Objetivo Apresentar um modelo de extensdo aos inteiros o para s- sequéncia de
Jacobsthal

Acéo Identificacdo de semelhangas entre a SJ e s-SGJ

Formulacéo Identificacdo de alguns casos particulares e caracterizacdo da conjectura

1 n+l

J s _ (_ ) . J S

Validagéo (_1)n+l

.- ~ . . - S S

Utilizacdo da formula de Binet para demonstracdo de J_n = §" : Jn

Institucionalizacao

Generalizacdo da s- SGJ como modelo de extensdo aos inteiros.

Objetivo Estabelecer a foérmula de Binet para a Sequéncia dos polindmios de
Jacobsthal.
Acéo Determinagdo de alguns casos particulares da SPJ
Formulagéo L . « - 2
¢ Indicacéo das raizes da equacgdo caracteristica A =1-2x=0
Validacao Demonstracdo com base na teoria das sequéncias recursivas da férmula de
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| & ()- ')
Binet para SPJ, tal qual J(X), = %
1+8x

Institucionalizacdo Formalizacéo e generalizagdo da férmula de Binet para SPJ

Objetivo Compreender a h(x)-SPGJ como modelo de generaliza¢do da SPJ

Agao Identificagdo do sistema notacional e comparagéo entre J (X),e J (X

Formulacéo Estabelecimento de alguns casos particulares da h(x)-SPGJ

Validacao Argumentacao sobre a h(x)-SPGJ como forma de generalizagdo da SPJ

Institucionalizacdo Formalizacdo da h(x)-SPGJ como modelo de generalizac¢do da SJ

Objetivo Estabelecer e propor uma demonstracéo para a matriz B" (X)

Agao Indicacao de casos particulares do tipo B*(X), B*(X)e B*(X)

Formulagéo h(x)-J X J (X
Conjectura e escrita da matriz B" = 00 Jhn1(X) na (X)

h(X)"]h,n(X) ‘]h,n+1(x)

Validacéo h(x)-J X J. (x
Demonstracao por inducdo para B" = 09 Jh2(X) i (X)
h(X)-Jp o (X)) Iy e (X)

Institucionalizagdo Formalizacdo e generalizacdo da h(x)-sequéncia e discussdo sobre o seu
processo matematico-evolutivo.

Fonte: elaborada pela autora.

Os dados apurados durante as etapas anteriores serviram para consolidar as escolhas
feitas sobre o estatuto final do saber na fase de institucionalizacdo que se deu por meio da
formalizacdo e generalizacdo de teoremas e propriedades, bem como o estabelecimento de
uma concepgdo de matematico-evolutiva da Sequéncia Generalizada de Jacobsthal.

Nesse sentido, 0 quadro 3, apresenta a institucionalizacdo realizada pelo professor no

decurso das situacbes didaticas. A vista disso, na primeira situacdo didatica, os estudantes

propuseram valores para as poténcias do tipo @"e B". Com isso, foi possivel estabelecer a

formalizacdo de uma propriedade para obtencdo de poténcias com essa caracteristica.
Continuando, na segunda situacdo didatica, os alunos estabeleceram alguns termos da SJ e sua
extensdo aos inteiros. Ademais, por meio da férmula de Binet, apresentou-se uma
demonstracdo para mesma, 0 que concorreu para a generalizacdo e formalizacdo do modelo

de extensdo aos inteiros para a SJ. Na terceira situacdo didatica, foi caracterizado o
determinante das matrizes F,F?,F?*,...e demonstrada a identidade de Cassini. Isso permitiu

expressar um modelo de extensdo dessa identidade para a SJ.

Prosseguindo a institucionalizagdo, na quarta situacdo didatica, foi realizada a
compreensdo das matrizes inversas. Além disso, a demonstragdo por indugdo propiciou a
formalizacdo e generalizagdo de F™ como a n-ésima poténcia inversa da matriz F.

Seguidamente, na quinta situacdo didatica, os estudantes indicaram as relacBes entre 0s
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termos da SJ e da s-SGJ e sua extensdo aos inteiros. 1sso ocasionou uma generalizacdo da s-
SGJ como modelo de extensdo aos inteiros. Nesse enfoque, na sexta situacdo didatica, ocorreu
a determinacéo de alguns termos da SPJ e a identificacdo das raizes da equacdo caracteristica
associada a relacdo recursiva. Desse modo, pOode-se caracterizar uma extensao da férmula de
Binet para a SPJ.

Na penultima situacdo didatica, ocorreu uma percep¢do do sistema notacdo e
comparacdo entre a SPJ e h(x)-SPGJ. O que viabilizou a compreensédo da h(x)-SPGJ como
modelo de generalizacdo da SPJ. Finalizando, a situacdo didatica oito, possibilitou a
indicacdo de matrizes associadas a h(x)-SPGJ e, propiciou o entendimento sobre o seu
processo matematico — evolutivo.

Por outro lado, no ambito dos interesses do professor-pesquisador com os dados
produzidos pela classe, segundo os pressupostos da Engenharia Didatica é prevista uma etapa
de validacao que € classificada em dois tipos: validacdo interna e validagéo externa.

Segundo Laborde (1997, p.105) a validagdo interna envolve “uma descricdo genérica
da classe ou das condutas e tipos de producdo majoritaria na classe, estudo de sua evolucdo e
verificacdo de sua adequacdo no que concerne ao esperado dos estudantes”. Nédo obstante,
Laborde (1997) assegura que a validacdo externa baseia-se na comparacdo dos estudantes
antes e depois da aplicacdo da sequéncia, por meio de entrevistas ou questionarios e ainda na
comparacdo com as producOes de estudantes externos ao tipo de experimentos e sequéncia
estruturada.

Nessa perspectiva, salientamos que nessa pesquisa a validacdo foi realizada
internamente, tendo em vista que sdo analisados apenas as producdes e o desempenho dos
estudantes que foram observados em sala, ndo havendo comparagcdo com produgdes externas a
esta aplicacao.

Assim, os dados coligidos no decurso desta pesquisa possibilitam o entendimento de
que os objetivos propostos foram atingidos. Com isso, ocorre a validagao interna que se inicia
com as analises preliminares, em que se realizou um estudo bibliogréfico sobre o processo
matematico de génese, evolucdo e generalizacdo das principais propriedades atinentes a
Sequéncia de Jacobsthal. Isso permite caracterizar que o primeiro objetivo, que diz respeito ao
seu processo epistemologico e histdrico-evolutivo, foi alcangado. Por outro lado, na etapa de
concepcao e analise a priori, a validacdo ocorre por meio das elaborages das situacoes

didaticas e planejamento dos momentos de aplica¢do, que atuam como suporte para etapa de
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experimentacdo. Diante disso, pode-se deduzir que o segundo objetivo da pesquisa foi
satisfeito.

No que diz respeito ao terceiro objetivo, verifica-se a validagdo por intermédio da
situacdo didatica, sobretudo, na etapa de institucionalizacdo da Teoria das Situacdes
Didaticas. Além disso, as declaragdes dos estudantes atestam que o objetivo geral cumpriu-
se, possibilitando aos pesquisados a compreensdo da Histéria da Matematica por meio da
sequéncia de Jacobsthal e seus modelos de extensdo e generalizacdo. Assim, os professores
em formacdo inicial tém a oportunidade de desenvolver um entendimento sobre 0 processo
matematico-evolutivo da SJ, por meio da formulacdo de teoremas e demonstracdo. Seguem 0s
depoimentos abaixo.

Aluno 5: “As aulas de historia da matematica me mostraram como sequéncias sdo
desafiadoras e instigantes. Trabalhar suas definicbes e demonstracfes aumentou
minha capacidade de perceber como essas sequéncias se comportam a fim de
entender melhor suas semelhancas ou particularidades. Em especial, o estudo da
sequéncia de Jacobsthal me trouxe uma visdo melhor sobre outras sequéncias, pelo
seu comportamento.”

Aluno 6:“As aulas foram de grande ajuda na minha formagdo como professor de
matematica. A experiéncia de fazer parte da construgdo de um objeto matematico é
bem Unica e, além disso, por poder participar ativamente do processo[...]. Dado o
fato de que costumamos apenas observar as demonstracdes sendo feitas e, algumas
vezes, tentando replica-las, tentar criar elas “a partir do zero” reforgou a nossa
consciéncia em relacdo ao trabalho do pesquisador, até mesmo nos inspirando nesse
caminho [...]”

Aluno 3:“Achei as aulas Otimas, mostrou-me uma nova perspectiva da historia da
matematica, através das sequéncias. Foi muito interessante. Achei muito bom esse
fato das defini¢des e demonstragdes pelo fato de podermos ver padrdes e chegarmos
a conclusdes definitivas e prova-las por meios matematicos [...]”

Aluno 2:“Ao fazer a matricula na disciplina de Histéria da Matematica, pensei que a
disciplina seria mais voltada para a historia em si, e me surpreendi por ter sido da
forma que foi, ou seja, aprofundada em demonstra¢cbes matematicas, abordando
assuntos que pouco foram vistos no decorrer do curso, e que para mim foram de
suma importancia [...].Eu particularmente ndo conhecia a sequéncia de jacobsthal, e
foi interessante conhecer mais e ter a oportunidade de explorar suas propriedades e
caracteristicas a partir de alguns elementos.”

Diante do exposto, constatamos que as situacdes didaticas realizadas no ambito da sala
de aula suscitaram em alguns estudantes, uma concep¢do da HM e sua relacdo com a
epistemologia dos conceitos matematicos. Nao obstante, as atividades que oportunizaram a
formulacdo de definicbes e teoremas, possibilitou o desenvolvimento de um raciocinio
inferencial e motivaram a compreensdo da SJ, seus modelos de generalizagdo e seu processo

de evolucdo matematica.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, evidenciamos uma preocupacao distinguida e particularizada a respeito
do desenvolvimento histérico da Sequéncia Generalizada de Jacobsthal. Além disso,
objetivamos uma discussdo sobre o seu ensino, desenvolvimento epistemoldgico por meio da
formula de Binet e seus modelos de extens&o.

Nesse escopo, abordamos um conteldo matematico cujas discussdes sdo pautadas num
contexto de matematica pura, que em sua maioria se mostra isento de qualquer interesse
pedagogico. Assim, ndo é comum a discussdo de seus conceitos e propriedades em um curso
de formacdo de professores de matematica. Desse modo, realizamos uma transposicao
didatica em que foram selecionados alguns teoremas e propriedades da sequéncia classica,
bem como a Sequéncia Polinomial e seus modelos de extensdo. Dessa forma, o estudo
envolveu a participacdo de um grupo de estudantes regularmente matriculados na disciplina
de HM. A escolha da disciplina justifica-se por possibilitar a discussdao de defini¢bes e
propriedades matematicas e por viabilizar a compreensdo sobre o estado atual e evolutivo do
objeto matematico.

Nessa perspectiva, observamos que alguns compéndios de HM tendem a evidenciar
alguns conceitos de maneira sucinta e trivial, 0 que pode ocasionar um entendimento raso e
deslocado, sobretudo no que concerne ao seu processo evolutivo. Além do mais, percebemos
gue algumas descobertas recentes sobre 0 processo matematico e evolutivo, sao
negligenciadas nos livros especializados. Nessa pesquisa, isso se torna evidente quando se
investiga sobre os modelos de extensdo da SJ e sobre seu crescimento dimensional,
comprovado nas relagdes e identidades n-dimensionais.

Em contrapartida, considerando o seu enquadramento na corrente franc6fona de
investigagcdo nominada de Didatica da Matematica, apoiamos nosso itinerario de estudos na
metodologia de pesquisa conhecida como Engenharia Didatica. Destacamos a etapa de

experimentacdo, com base na Teoria das Situa¢fes Didéticas, que se configura como uma
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teoria especifica e intimamente relacionada aos conceitos matematicos. Assim, o emprego da
ED busca a obtencdo, acumulo, constatacdo e determinacdo de conhecimentos técnicos,
didaticos e metodoldgicos sobre uma pratica controlada de transmissdo e transposicao
didatica, relativamente a determinado conteudo matematico (ALVES, 2017).

Assim, a fase de andlises preliminares da ED possibilitou a demarcacdo de aspectos de
ordem epistemoldgica, didatica e cognitiva. Além do mais, essa etapa permitiu um estudo
bibliografico que evidenciou um conjunto de modelos de extensdo e propriedades
matematicas que permitiu uma analise do seu desenvolvimento matematico, histdrico e
evolutivo. Dessa colecdo de modelos, distinguem-se alguns resultados tais quais: a sequéncia
estendida no campo dos inteiros, propriedades e generalidades matriciais e as relagoes
recorrentes n-dimensionais, que revelam seu continuo processo de desenvolvimento
matematico. Tais fatos oportunizaram a obtencdo do primeiro objetivo especifico.

Prosseguindo, a fase de analises a priori viabilizou a andlise de varidveis didaticas
para a elaboracdo de situacGes de ensino, que propdem apresentar propostas de problemas que
podem ser replicadas em sala que possam permitir ao estudante o desenvolvimento do seu
raciocinio inferencial, por meio da formulacdo e identificacdo de defini¢bes, teoremas e
propriedades atinentes a SJ. Isso evidencia que o segundo objetivo especifico foi atingido.

Ademais, as analises a posteriori e a validagdo interna da pesquisa permitiu constatar
que o ultimo objetivo da pesquisa foi atingido, tendo em vista que foi fomentada a discussédo e
formulacdo de definicbes e teoremas atinentes a SJ. Além disso, as etapas de validacdo e
institucionalizacdo favorecem a incorporacdo e elaboracdo de conhecimento por parte dos
estudantes. Além disso, vale destacar que estratégia de prova amplamente utilizada foi o
Principio de Indugdo Matematica e nessa ocasido alguns estudantes manifestaram uma
compreensdo rasa ou até mesmo equivocada, o que necessitou de algumas intervencgdes por
parte do pesquisador ao longo das sequéncias didaticas.

Outrossim, as fases de estruturacéo e organizacdo da pesquisa, tais quais: discussao do
processo evolutivo do objeto matematico, concepg¢do das situacdes didaticas, experimentacdo
e andlise e validacdo dos resultados, ocasionou alguns progressos no sentido de: expandir a
discussdo matematica dos modelos de generalizagdo da SJ; enaltecer a funcéo das definigdes e
demonstracfes matematicas no contexto da HM, para a compreensdo de sua evolucdo e
propor aos professores em formacdo inicial a compreensdo ndo estatica do modelo de

Jacobsthal.
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Por fim, esperamos que o percurso metodoldgico abordado neste trabalho funcione
como referéncia para organizar e sistematizar futuras pesquisas no ambito do ensino de
matematica, fundamentadas nos aspectos da Engenharia Didatica em complementaridade com

a Teoria das Situacfes Didaticas.
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