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Os numeros de Fibonacci foram nomeados depois de Leonardo Pisano o qual, em
seu Liber Abaci (1202) prop6s o famoso problema dos coelhos e, com ele, surgiu a
série de inteiros. Por anos, tais nimeros inspiraram a producdo intelectual de
centenas de artigos matematicos igualmente tratando com tais nimeros direta ou
indiretamente ou em suas multiplas adaptacoes e relagdes. Em Dezembro, 1962, a
Associagdo Fibonacci organizou com o proposito de coletar uma bibliografia
fibonaticista, engajando pesquisa e producéo para publicacdo, com o lancamento
da revista The Fibonacci Quarterly (ALFRED, 1965, p. 32).



RESUMO

Nesta pesquisa trazemos algumas orientacfes didatico-metodoldgicas relativas a abordagem
de estudo com vistas no ensino, seguindo alguns resultados matematicos oriundos da Historia
da Matemética. Com destaque para a sequéncia de Fibonacci (SF) e seus modelos de
generalizacdo. Modelos referendados em alguns trabalhos que tratam da exploragdo de
propriedades generalizadas e estendidas da sequéncia de Fibonacci. Valendo-se disso
suscitamos uma discussdo sobre a identificacdo, descricdo e exploracdo de outras
propriedades desta sequéncia, com énfase para a formula de Binet. Como elementos
estruturantes desta sistematica, utilizamos as concepgbes metodolégicas da Engenharia
Didatica (ED) associada a Teoria das Situa¢6es Didaticas (TSD), referenciais que permitiram:
realizar um recorte do desenvolvimento matematico relativo a generalizacdo da SF, através da
formula de Binet, descrever algumas situacfes didaticas envolvendo o modelo de
generalizagéo da sequéncia de Fibonacci, e aplicar tais situagdes no contexto do ensino, tendo
em vista o estabelecimento ou formulacao de defini¢cdes relacionadas com alguns dos modelos
elencados. Desta maneira, acreditamos que a sistematizacdo discutida possa ser uma
referéncia ao estudo e ensino de outros topicos matematicos, principalmente, a professores em

formacé&o inicial da graduacao.

Palavras-chave: Engenharia didatica. Teoria das situacGes didaticas. Sequéncia de Fibonacci.

Formula de Binet.



ABSTRACT

This research brings some didactic-methodological guidances related to the study approach
with a view to the teaching, following a few mathematical results from History of
Mathematics. Focusing on the Fibonacci sequence (FS) and its generalization models.
Renown models in some papers that deal with generalized and extended properties of
Fibonacci sequence, based on it, we raised a discussion about the identification, description
and exploration of other properties of this sequence, with emphasis on Binet’s formula. As
structurant elements of this systematics, we used the methodological conceptions of Didactic
Engineering (DE) associated to Theory of didactic situations (TDS), referentials that permit:
achieving a snippet of mathematical development concerning the generalization of FS,
through Binet’s formula, describing a few didactic situations involving the generalization
model of the Fibonacci sequence, and applying such situations in the context of teaching,
having in mind the establishment or formulation of definitions related to some of models
mentioned. Thus, we believe that the discussed systematization can be reference to the study

and teaching of other mathematical topics, mainly, for teachers in formation.

Keywords: Didactic engineering. Theory of didactic situations. Fibonacci sequence. Binet’s

formula.
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1 INTRODUCAO

Reconhecidamente, nos cursos de formacdo de professores de matematica, ainda
registramos entraves, obsolescéncias e perspectivas cristalizadas ha décadas, relativas ao
estudo e ensino de matematica. Assim, poderiamos apontar uma profusdo de exemplos, que se
enguadram num rol de dominio de habilidades especificas, que ainda se mostram aquém do
razoavel, no que concerne a um caminho para a boa formacao inicial de professores.

N&o obstante, como mencionamos h& pouco, questionamos a grande quantidade de
estudos académicos que, em maior ou menor substancia, sdo portadores de uma retorica
cientifica a respeito da formacdo do professor, em detrimento, da proposicdo de saberes
cientificos que indicam roteiros praticos e operacionalizaveis para o contexto de sala de aula.

Diante de um quadro preocupante e persistente, e de indicadores nao favoraveis,
relativos a formacdo inicial do professor, a despeito de uma multiplicidade de estudos
cientificos, que evidenciam esforcos, com o escopo de superacdo de sérios obstaculos,
elegemos nesta dissertacdo a formacdo inicial do professor e a possibilidade de
instrumentalizagdo do mesmo para o estudo e ensino de Matemaética.

Sobre a dificuldade suscitada, podemos relatar um pouco de nossas experiéncias na
graduacdo, especificamente, na disciplina de HM. De fato, na condicdo de aluno do curso de
Licenciatura do Instituto Federal do Ceara — IFCE defrontamos conteudos, no ambito da
disciplina de Histdria da Matemaética, que evidenciaram um carater retorico, de curiosidade,
novelesco e, do ponto de vista temporal, repleto de descontinuidades, dando conta de seu
processo evolutivo.

Como caracterizamos, identificamos um algum entrave em proporcionar ao estudante
em formacado inicial, de um curso de Licenciatura em Matematica, uma concepcdo adequada
sobre um processo de estudo e ensino, em Matematica, de alguns resultados matematicos,
advindos da Historia da Matematica.

Tal fato, realmente, evidencia uma lacuna na formacao inicial do professor. Mas como
superar tal entrave? Como ja destacamos, devemos proporcionar ao professor os indicios de
um pensamento evolutivo, que pressupde a indicacdo e exploracdo de saberes particulares,
com uma visao afetada pelo carater matematico evolutivo.

Assim, devemos nos questionar que abordagem de estudo e ensino devemos utilizar
em Matematica, numa perspectiva de instrumentalizar o professor em formacéo inicial, no

sentido, de uma exploracéo de saberes particulares numa trajetoria evolutiva?
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A fim de suscitarmos elementos que nos condicionem a tal postura, assinalamos
nossas leituras dos artigos de Alves e Borges Neto (2010), Alves, Borges Neto e Maia (2012)
dos quais, destacamos suas percepcOes e orientacbes relativas ao estudo e ensino de
determinado topico matematico.

Desse modo, sobre o estudo da Matematica, Alves, Borges Neto e Maia (2012, p. 54)
enfatizam “a relevancia do estudo da Matematica, por meio de sua Historia e Epistemologia”.
Sem se furtar, todavia, dos aspectos filoséficos em qualquer contexto de investigacdo. Neste
sentido, num artigo intitulado Historia da Matematica: os nameros figurais 2D e 3D, Alves,
Borges Neto e Maia (2012) abordam exemplos de propriedades formais, num decurso de
evolucdo historica, epistemoldgica, demarcando perspectivas filoséficas a respeito dos
préprios especialistas que depuseram sua atencao no referido tema.

O caréater relevante dessa abordagem de estudo se evidencia, na medida em que,
segundo Alves (2016b) de modo ndo marginal, registramos a abordagem de livros de Histéria
da Matemaética — HM, que costumam registrar hiatos historicos concernentes a varios casos de
definicdes e objetos matematicos.

Sendo esses hiatos historicos caracterizados pelo fato de se fazerem presentes
determinados tragos histdricos e a génese dos conceitos cientificos, num contexto de séculos
atrds, todavia, ndo encontramos vestigios explicativos do estagio atual de evolucdo,
generalizacdo e o papel assumido no edificio matematico.

Quanto ao ensino da Matematica, Alves e Borges Neto (2010) destacam que devemos
abordar determinado topico ou conceito matematico numa perspectiva inter-relacional, isto €,
este deve ser ensinado numa abordagem que possibilite o maior numero de relacGes
conceituais.

Como forma de explicar suas concepgdes Alves e Borges Neto (2010, 2011) e Alves
(2013, 2015a, 2015h, 2016a, 2016b) apresentam nesse conjunto de trabalhos, uma discussao
relativa ao estudo e ensino, de um tépico bastante conhecido da HM, no caso, a sequéncia de
Fibonacci, destacando de modo especial, seu processo de generalizacdo. De modo geral, dos
escritos analisados que auxiliaram na constituicdo de nossa argumentacgéo, distinguimos duas
categoriais:

i) trabalhos relacionados ao estudo do modelo generalizado de Fibonacci, em
destaque, trabalhos sobre: uma discusséo de artigos envolvendo propriedades da sequéncia de
Fibonacci apoiada na tecnologia, Alves (2013); a sequéncia generalizada de Fibonacci e suas
relacbes com o numero de ouro, Alves (2015a); a evolucéo historica do modelo de Fibonacci:

a classe das fungdes hiperbolicas de Fibonacci, Alves (2015b).
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i) trabalhos relacionados ao ensino do modelo de generalizacdo da sequéncia de
Fibonacci, em destaque, os trabalhos sobre: a sequéncia de Fibonacci e de Lucas: uma
aplicacdo da sequéncia Fedathi, Alves e Borges Neto (2010); a existéncia da Sequéncia de
Fibonacci no campo dos inteiros: uma atividade de investigacdo apoiada nos pressupostos da
sequéncia Fedathi, Alves e Borges Neto (2011); a construgdo de definicdes: o caso da
sequéncia generalizada de Fibonacci, Alves (2016a); uma Engenharia Didatica para a
generalizacdo da nogédo de sequéncia de Fibonacci na disciplina de HM, Alves (2016b).

Numa perspectiva de ampliarmos a discussdo suscitada nos estudos de Alves e Borges
Neto (2010, 2011) e Alves (2013, 2015a, 2015b, 2016a, 2016b) relacionados ao processo de
generalizagdo da SF; assinalamos como intuito da pesquisa realizarmos um estudo, com vias
ao ensino, de outras propriedades de generalizacdo da SF, sendo este, fundado nos aspectos
matematicos, relativos a tais modelos.

Desse modo, abordaremos um percurso que pode fornecer elementos que caracterizam
a evolucdo, derivacdo, sistematizacdo e generalizacdo do modelo, de apelo bioldgico,
concebido e recordado pelos autores de livros de HM, como modelo da Sequéncia de
Fibonacci.

Assim, optamos por uma trajetéria de investigacdo que ndo prescinde ainda de um
componente de divulgagdo cientifica atinente a evolugdo do modelo fibonacciano, que se
mostra indene as modificagdes do tempo. Tal trajetéria descrevera os elementos que, no
transcorrer de extensa consulta bibliografica, se apresentaram como sendo 0s mais
representativos e que detém o potencial de proporcionar maior impacto na formacgdo do
professor.

Por outro lado, proporcionar ao futuro professor os indicios de um pensamento
matematico evolutivo, requer a indicacdo e exploracdo de saberes particulares. Com este
intuito, descreveremos em secOes posteriores, 0 modelo da SF a partir de sua férmula de
generalizacdo, a formula de Binet, que permite a descri¢do de propriedades pouco divulgadas
num contexto de graduacdo de um curso de licenciatura em matematica, embora, varias das
propriedades discutidas nestas se¢des, ndo envolvem grande e aprofundado conhecimento
matematico que extrapola um curso de graduacao.

Referendados nos elementos apontados na discussdo anterior, elegemos a seguinte
questdo norteadora do processo de investigacdo: Como desenvolver um estudo sobre o
processo de generalizacdo da sequéncia de Fibonacci que promova situacdes didaticas
envolvendo a identificagcdo, descricdo e exploracdo de propriedades do seu modelo

generalizado e seus aspectos evolutivos?
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Ora, tendo em vista a questdo norteadora suscitada, apresentamos o seguinte objetivo
geral: Descrever elementos de um estudo relativo aos modelos de generalizacdo da sequéncia
de Fibonacci que promovam a identificacao, descri¢do e exploracdo de suas propriedades.

Para alcancar nosso objetivo geral, bem como uma consequente resposta a nossa
questdo norteadora, apresentamos 0s seguintes objetivos especificos:

1 Analisar o desenvolvimento matematico dos modelos de generaliza¢do da sequéncia
de Fibonacci.

2 Analisar o desenvolvimento matematico da formula de Binet.

3 Descrever situacdes didaticas envolvendo o modelo de generalizagdo da sequéncia
de Fibonacci, desconsiderados pelos autores de livros de HM.

4 Aplicar uma metodologia de ensino na organizacdo de atividades do modelo de
generalizacdo da sequéncia de Fibonacci voltadas a sala de aula, tendo em vista o
estabelecimento ou formulagdo de definigdes.

Assim, fundamentados na perspectiva de estudo e ensino, em HM, de Alves e Borges
Neto (2010), Alves, Borges Neto e Maia (2012), e tendo como elementos de sistematizacéo,
as concepcOes da Engenharia didatica de Almouloud (2007), Artigue (1995) e Pais (2002), em
consonancia, com a teoria das SituacGes didaticas de D"Amore (2007), Picelli (2010),
Teixeira e Passos (2013), Souza e Lima (2014) referenciais que nos permitiram o
desenvolvimento da pesquisa organizada da seguinte maneira:

No capitulo I, apresentamos a problematica e o0s objetivos do estudo.

No capitulo Il realizamos a caracterizacdo da Engenharia Didatica e da Teoria das
Situagdes Didaticas como referenciais tedricos e metodoldgicos.

No capitulo I11, indicamos a primeira etapa da pesquisa, que de acordo com a ED, séo
as analises prévias da pesquisa tendo como fundamento o levantamento bibliografico que nos
permitiu a analise didatica e epistemoldgica necessarias a identificacdo e descricdo do modelo
de generalizacdo da sequéncia de Fibonacci, com destaque para a formula de Binet.

No capitulo 1V, ainda fundamentados na analise didatica e epistemologica realizadas
destacamos a identificacdo e descri¢cdo de alguns modelos de generalizagéo e extensdo da SF,
em outros contextos matematicos.

No capitulo V, mostramos a segunda etapa da pesquisa, que de acordo com a ED, ¢ a
concepcdo e analise a priori que nos permitiu a partir das propriedades discutidas nos
capitulos anteriores, elaborar as atividades didaticas direcionadas a experimentagéo.

No capitulo VI, expomos o terceiro e quarto momentos da pesquisa, que de acordo

com a ED sdo: a experimentacdo e a analise a posteriori/validacdo. Assim, relativo a
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experimentacdo, caracterizamos o publico alvo e os instrumentais de coleta dos dados
utilizados.

Posteriormente, descrevemos a analise a posteriori e apresentamos a analise dos
resultados dos momentos de aplicacdo. Dando continuidade, apresentamos o confronto entre
os elementos suscitados a priori e as observa¢Ges a posteriori numa discussao relativa a
validacdo do estudo. Finalizamos a pesquisa apresentando as consideragbes finais e
perspectivas futuras.

A fim de assegurar uma trajetoria planejada, estruturada com amparo de um Viés
investigativo e rigor cientifico, no campo de Didatica da Matematica, assumiremos
determinados elementos caracteristicos de um processo de pesquisa que se apoia ha
Engenharia Didatica (ED) em completude com a Teoria das Situa¢fes Didaticas (TSD), como

referenciais tedrico metodologicos, discussdo que apresentaremos no capitulo seguinte.



20

2 ENGENHARIA DIDATICA E A TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS

Desse modo, como destaca Artigue (1995) a Engenharia Didatica como metodologia
de pesquisa no Ensino de Matematica teve sua origem na década de 80, na Franca, tendo
como inspiracdo o trabalho do engenheiro, que fundamentalmente, em sua atividade
profissional incorpora referéncias do conhecimento cientifico, no enfrentamento de problemas
praticos, que em muitas situacdes apresentam solucdes complexas, e somente uma teoria
prévia, ndo é suficiente, a uma compreensao devida dos problemas em analise.

Nesse sentido, devemos considerar todos 0s meios necessarios a essa compreensao, e
possivel solucdo das questdes identificadas. Sobre essa visdo de adaptacdo durante a atividade

pratica Pais (2002) ressalta que:

A engenharia didatica caracteriza uma forma particular de organizagcdo dos
procedimentos metodoldgicos da pesquisa em didatica da matematica. O interesse
pelo seu estudo justifica-se pelo fato de se tratar de uma concepgéo que contempla

tanto a dimensdo tedrica como experimental da pesquisa em didatica. (PAIS,
2002, p.99).

Além disso, “como metodologia de investigacdo, a engenharia didatica se caracteriza
em primeiro lugar por um esquema experimental baseado em realiza¢6es didaticas em classe,
que dizer, sobre a concepcdo, realizacdo, observacdo e analises de sequencias de ensino.”
(ARTIGUE, 1995, p.36). Podendo ser caracterizada também “como pesquisa experimental
pelo registro em que se situa e pelos modos de validacdo que lhe sdo associados: a
comparacao entre analise a priori e analise a posteriori.” (ALMOULOUD, 2007, p.171).

Assim, as experiéncias praticas sob a égide do professor sdo valorizadas, no sentido de
complementar as teorias desenvolvidas fora de sala de aula. Sendo uma metodologia de
pesquisa que valoriza as producdes do professor, o percebendo como um pesquisador em
potencial, e que pode “ser utilizada em pesquisas que estudam os processos de ensino e
aprendizagem de um dado objeto matematico e, em particular, a elaboracdo de génesis
artificiais para um dado conceito.” (ALMOULOUD, 2007, p.171).

Como destacam Almouloud (2007), Artigue (1995) e Pais (2002) no planejamento de
uma ED devemos nos organizar a execugdo de quatro fases consecutivas, sendo estas: i)
andalises prévias ou preliminares; ii) concepcdo e analise a priori; iii) experimentagéo; iv)
analise a posteriori e a validagdo. A seguir, destacamos cada uma dessas quatro fases da

Engenharia Didética.
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2.1 Anélises Prévias

Na visdo de Almouloud (2007) as andlises prévias sdo caracterizadas como o primeiro
nivel de organizacdo da engenharia didatica, tendo por objetivo, a identificacdo de problemas
relacionados ao ensino e aprendizagem do objeto de estudo. A fim de detectarmos esses
problemas devemos fazer de maneira preliminar, um levantamento em referéncias
bibliograficas tais como: artigos, teses, revistas, dissertagdes, dentre outras fontes.

Artigue (1995) argumenta que nesta andlise devemos considerar as seguintes
dimensGes: a epistemoldgica, associada ao saber em jogo; a cognitiva relacionada com as
caracteristicas do publico ao qual se pretende ensinar, e a didatica relacionada as
caracteristicas do sistema de ensino; destacando ainda, que numa “investigacdo de Engenharia
Didatica, a fase de concepcdo se fundamenta ndo apenas em um quadro didatico geral e nos
conhecimentos didaticos previamente adquiridos no campo de estudo, mas também num
conjunto de analises preliminares. ” (ARTIGUE, 1995, p. 38).

Sendo este quadro didatico geral, de acordo com Artigue (1995), contemplado a partir
da andlise das seguintes pontos, relativos ao campo de estudo: a epistemoldgica dos conteidos
de ensino; do ensino tradicional e seus efeitos; das concepgdes dos estudantes, das
dificuldades e obstaculos que determinam sua evolucdo; do campo de restricbes onde sera
realizada a acdo didatica; destacando que tudo deve ser realizado, com vista ao alcance dos
objetivos especificos da pesquisa.

Almouloud (2007) destaca que posteriormente a esta analise, devemos fazer um
resumo dos principais problemas detectados no ensino e aprendizagem do objeto em estudo,
relatando os resultados das pesquisas analisadas sobre o tema, além de destacarmos o0s
problemas de ensino e aprendizagem que serdo objeto da investigacdo, e para 0s quais se

pretende buscar uma solucéo.

2.2 Concepgao e analise a priori

Sobre a analise a priori Almouloud (2007) e Pais (2002) caracterizam essa fase, como
a de escolha das variaveis didaticas, sendo estas: as macro didaticas ou globais, relativas a
organizacdo da engenharia; ou micro didaticas ou locais, relativas a organizacdo local da
engenharia, ou seja, de uma sessdo ou fase da pesquisa.

Artigue (1995, p.42) assinala que “nesta fase, 0 pesquisador tomara a deciséo em atuar

sobre um nimero determinado de variaveis do sistema, fixadas por determinadas restri¢des.
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Estas sdo as variaveis de comando, percebidas como pertinentes com relacdo ao problema
estudado”.

Sobre as varidveis estas podem ser caracterizadas, como: de ordem geral ou
dependentes do conteido matematico estudado, tendo suas analises em trés dimensdes: a
epistemoldgica, relativas as caracteristicas do saber; a cognitiva, relacionadas as dimensdes
cognitivas dos alunos, sujeitos a aprendizagem; e a didatica, associada as caracteristicas do
sistema de ensino, em que 0s sujeitos estao inseridos.

Tal caracterizacdo € primordial a um alcance minimo dos objetivos tracados, devido
tais escolhas estarem diretamente relacionadas com a construcdo das situagdes-problema;
nesse sentido, o professor/construtor deve estar atento a escolha das varidveis didaticas que
podem provocar as modificacdes, nos processos de ensino e aprendizagem relativos ao objeto
matematico em estudo.

Diante do conjunto de varidveis consideradas, temos que observar dentre estas, quais
podemos exercer algum tipo de controle, relacionando o conteldo estudado, com as
atividades que os alunos podem desenvolver a uma apreensdo dos conceitos em questdo, ou
seja, controlar os comportamentos dos alunos e explicar seus sentidos. Nessa perspectiva,
Almouloud (2007) destaca que:

A andlise a priori é importantissima, pois de sua qualidade depende o sucesso da
situacdo-problema; além disso, ela permite, ao professor, poder controlar a
realizagdo das atividades dos alunos, e, também, identificar e compreender os fatos
observados. Assim, as conjecturas que vao aparecer poderdo ser consideradas, e
algumas poderdo ser objeto de um debate cientifico. (ALMOULOUD, 2007,
p.176).

Almouloud (2007) aponta que numa analise a priori devemos proceder da seguinte
maneira: inicialmente, devemos descrever nossas escolhas, relativas as variaveis locais, além
de uma caracterizacdo da situacdo adidatica que pretendemos desenvolver; analisarmos se a
situacdo proposta tem alguma importancia para o aluno, ou seja, se esta permitird ao aluno
agir sobre ela, escolher estratégias de resolucdo, tomar decisdes, demonstrar controle e
capacidade de validacéo.

Sobre a concepcdo das sequéncias de ensino Almouloud (2007) aponta que estas
devem ser construidas com a finalidade de responder as questdes levantadas, e validar ou ndo
as hipdteses de trabalho. Como indica Almouloud (2007) devemos realizar uma andlise a
priori das situacdes-problemas, nessa analise, devemos observar duas variantes, a matematica

e a didatica.
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Na andlise matematica devemos identificar os métodos e/ou estratégias de resolucao
em cada situacdo, caracterizando 0os conhecimentos e saberes matematicos envolvidos. Na
dimensdo didatica devemos realizar, a principio, seguintes consideracdes: analisarmos se 0
que esta sendo proposto nas situac@es-problemas sdo conhecimentos pertinentes, no sentido,
de estabelecer uma relacdo entre os saberes visados e os ja constituidos; identificarmos no
escopo das situacdes suas variaveis de comando e escolhermos aquelas necessarias de estudo;
estudarmos se as situacoes escolhidas séo consistentes.

Desse modo, devemos verificar se as variaveis escolhidas ndo possibilitem aos alunos
a construgdo de conhecimentos incompativeis, mesmo que transitorios; prevermos possiveis
dificuldades de resolugdo por parte dos alunos; identificarmos novos conhecimentos e/ou
métodos de resolucdo que os alunos possam adquirir e prevermos 0s saberes/conhecimentos
e/ou métodos de resolucdo que devemos institucionalizar.

Ademais devemos elaborar e analisar uma sequéncia de situagcdes-problemas, sendo
estas, do tipo; questdes abertas e/ou fechadas numa situacdo mais ou menos matematizada,
gue envolvam um ou varios dominios do saber e conhecimento. Essas situaces problema tém
por finalidade a discussdo de novos objetos matematicos que se apresentam implicita e
explicitamente, através das questdes colocadas pelos alunos.

Almouloud (2007) argumenta que as sequéncias devem ainda ser organizadas de
maneira a possibilitar, que os alunos entendam a situacdo proposta e possam com seus
conhecimentos, engajarem-se na resolucdo e apresentar solugbes. Estas situacdes devem
colocar em jogo um campo conceitual que se pretende explorar, e que o conhecimento esteja
inserido.

Sendo 0s conhecimentos prévios dos alunos relativos ao objeto, em questdo, as
ferramentas que devem ser mobilizadas a solucdo da situacdo. Nesse sentido, as situacdes
propostas devem permitir ao aluno desenvolver certas capacidades e habilidades, tais como:

agir, se expressar, refletir e evoluir.

2.3 A TSD na Experimentacao

Almouloud (2007) argumenta que esta fase da ED se caracteriza como a etapa de
aplicacdo de todo o dispositivo organizado, as sequéncias de ensino, caracterizada como “um
certo nimero de aulas planejadas e analisadas previamente com a finalidade de observar
situacdes de aprendizagem, envolvendo 0s conceitos previstos na pesquisa didatica.” (PAIS,
2002, p.102).
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Pais (2002) argumenta que essas aulas, denominadas de se¢des, sdo organizadas com
objetivos direcionados a pesquisa, desse modo, ndo seguem a mesma dindmica de uma aula
comum. Isto é, em sua organizacdo e aplicacdo devemos considerar algumas condi¢des de
organizacédo da aula por parte do professor/pesquisador.

Nesse sentido, a organizacdo da aula aos momentos de experimentacdo, como destaca
Almouloud (2007) devem ser fundamentados, em situacGes didaticas, direcionadas aos
momentos de ensino e aprendizagem, tendo sua estruturacdo voltada a coleta de dados.
Assim, destacaremos a Teoria das SituacGes Didaticas (TSD), como teoria da Didéatica da

Matemaética, desenvolvida por Brousseau, proposta a ser:

Um modelo tedrico, apresentando contelidos matematicos, que ilustra algumas
situacBes fundamentais e que comeca a servir de fundamentagéo tedrica para novos
trabalhos de pesquisa em didatica e para a préatica de professores de matematica. E
um campo de reflexBes para fazer progredir o ensino dessa disciplina nas classes do
ensino basico, onde o professor, com a fundamentacdo dessa teoria, orienta o
aprendiz para que possa desenvolver atividades que Ihe permitam apropriar-se de
novos saberes. (BROUSSEAU apud TEIXEIRA; PASSOS, 2013, p.162).

Para Teixeira e Passos (2013) esta teoria tem como objeto principal, a situagdo
didatica. Sendo esta, um conjunto de situacdes reprodutiveis, que permitem a organizacdo do
espaco de sala de aula, aos momentos de interacdo entre: o professor, o aluno e o saber, no
meio organizado (milieu). Em seu estudo, Souza e Lima (2014) destacam que as relagdes
estabelecidas entre professor-aluno-saber podem ser representadas, no que denominam de

triangulo didatico.

Figura 1-Triangulo didatico das relacdes entre professor-aluno-saber
Al
|

Uet caslaiis
de gprencizapem

Fonte: Joannert (2002 apud SOUZA; LIMA, 2014, p.35).

Sendo que, a partir dos vértices sdo estabelecidas as relacfes entre: professor-saber,
saber-aluno, professor-aluno, sendo tais relagfes, assimétricas e conflituosas. Portanto,
“docentes e discentes sdo atores indispensaveis da relagdo de ensino e aprendizagem, bem
como 0 meio (milieu) em que a situagdo didatica se faz presente” (TEIXEIRA; PASSOS,
2013, p.157)
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Vale indicar nessa discussdo, o papel do meio (milieu) na estruturacdo da situagdo
didatica, sendo um fator primordial no contexto de interacdo dos componentes professor-
aluno-saber, de forma a permitir a evolucdo dos comportamentos e conhecimentos dos alunos,

relativos ao saber ensinado. Sobre esse papel D’ Amore (2007) destaca:

Da teoria das situacBes sabemos que o professor tem que provocar no aluno
comportamentos, que o préprio aluno, a fim de manifestar seu conhecimento, teria
que adotar autonomamente. Parece um paradoxo. Alias: é um paradoxo. A Unica
solugdo consiste em envolver um terceiro elemento, o milieu, e fazer com que a
resposta do aluno se refira exclusivamente as necessidades do milieu, que o
professor conhece bem, ou que predispds para esse fim. A arte do professor esta

entdo na organizagdo de uma relagdo entre aluno e milieu (D’AMORE, 2007,
p.184).

Observamos até este ponto, que uma situacdo didatica se concretiza nos momentos de
interacdo dos elementos professor-aluno-saber, num meio (milieu) organizado. Nesse sentido,
Teixeira e Passos (2013) assinalam que deve existir uma preocupagdo do professor com as
condicGes de apresentacdo de determinados conteldos matematicos, e uma clara intencdo em

possibilitar aprendizagem. Além disso, Brousseau ressalta que as situac6es didaticas:

Devem ser concebidas de maneira a provocar o aparecimento dos conhecimentos
que os alunos trazem, em respostas, espontdneas ou ndo, e em condi¢des
apropriadas. Elas devem ser, porém, sem nenhuma relacéo visivel para o aluno, com
uma intencdo didatica desejada e sem qualquer intengdo complementar.

(BROUSSEAU apud TEIXEIRA; PASSOS, 2013, p.162)

Relativo as argumentacdes anteriores, suscitamos 0s seguintes questionamentos:
Como organizar tais condi¢Ges que levem o sujeito a utilizar seus conhecimentos na tomada
de decisOes, e termos condi¢des de justificarmos tais posturas? A fim de respondermos tais
questdes nos pautaremos nas condic¢des, nos dispositivos de ensino e em sua utilizagéo,
apresentados por Teixeira e Passos (2013).

Inicialmente apresentaremos o que Teixeira e Passos (2013) definem como relacao
didatica, sendo o conjunto de rela¢fes entre o professor-aluno-saber; destacando que estas sdo
tradicionalmente fundadas numa transmissao do conhecimento, ou seja, uma comunicacéo de
informacdes. Sobre tal forma de apresentacdo dos saberes esta pode ser entendida como o
modelo tradicional de ensino. Sobre esta relacdo didatica Brousseau demonstra a seguinte

preocupacao, que:

A atividade do professor ndo pode restringir-se a mera comunicacdo de um saber.
Ao professor cabe a responsabilidade de apresentar um “bom problema”, que seria o
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desencadeador para a busca de um novo saber; e, ao aluno, aceitar o desafio da
resolugdo do problema, dando inicio ao processo de aprendizagem.
(BROUSSEAU apud TEIXEIRA; PASSOS, 2013, p.164)

Vale enfatizar do excerto anterior, que o autor aponta como dispositivo de ensino, um
problema. Sobre tal recurso Teixeira e Passos (2013) denominam de meio material,
salientando que podem ser: pecas de um jogo, uma prova, uma ficha, um problema. E que
devem fazer parte da acdo pratica do professor no ensino de um conhecimento, por permitir o
controle de suas condices, e ser o elo entre os conhecimentos prévios dos alunos e o saber a
ser adquirido.

No mesmo trecho, 0s autores suscitam outra preocupacado, agora relativa ao elemento
aluno, retratando o comportamento esperado do aluno perante a situacdo problema. Para eles,
0 aluno deve tomar o problema como seu, ja que este “foi escolhido para que ele adquirisse
um saber novo; percebe que a importancia desse saber € justificada pela logica interna da
situacdo e que ele pode construi-lo, sem recorrer a razdes didaticas.” (BROUSSEAU apud
TEIXEIRA; PASSOS, 2013, p.164).

Se percebermos os argumentos discutidos até agora, podemos observar o conjunto de
orientacdes de cunho metodologico que a TSD, nos apresenta. Até mesmo, por ser este um
dos seus objetivos, o de fornecer “mecanismos que propiciem a melhora nos processos de
ensino aprendizagem em matematica e envolvam, em sala de aula e fora dela, o professor, o
aluno e o saber — o conhecimento do contetido matematico.” (TEIXEIRA; PASSOS, 2013,
p.164). Falaremos mais sobre os aspectos metodoldgicos da TSD, ilustrando a Tipologia das
situacOes didaticas, que se expressam nas situacdes: didatica. adidatica e ndo didatica.

Destacaremos, inicialmente, que “o objetivo da situacdo didatica é a aprendizagem do
aluno e a situacdo adidatica é também uma forma de aprendizagem, porém o aluno é parte
ativa nesse meio.” (PICELLI, 2010, p.25).

Nesse sentido, uma situacdo didatica se caracteriza como “um conjunto de relacfes
que se estabelecem explicitamente e ou implicitamente entre os alunos, um determinado
contexto e o sistema educativo.” (BROUSSEAU apud SOUZA,; LIMA, 2014, p.35).

Desse modo, cabe ao professor buscar problemas que os alunos possam solucionar ou
Ihes desperte algum conhecimento. Além de orientar os alunos nos momentos em que estes
apresentem alguma dificuldade; ndo que, o professor ird solucionar o problema pelo aluno,
deve existir um equilibrio de acOes, sem afetar sua independéncia.

Sobre esta postura autbnoma do aluno, num meio organizado para uma situacao de

ensino, Teixeira e Passos (2013, p.164) a definem como uma situacdo adidatica, “representada
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pelo esforco independente do aluno, em certos momentos de aprendizagem”. E 0 momento
em que o aluno se debruca sobre o problema tentando soluciona-lo, tomando por base seus
conhecimentos (prévios).

Finalizando apresentamos uma situacdo ndo didatica, como sendo “aquelas em que
ndo ha uma intencionalidade didatica. Séo situac@es do cotidiano, fora ou ndo do contexto
escolar, em que o aluno poderd relacionar o que aprendeu na escola e fazer funcionar o
conhecimento.” (BROUSSEAU apud SOUZA; LIMA, 2014, p.35).

Continuaremos nossa discussdo sobre o viés metodologico da TSD, apresentando a
Tipologia das situacfes didaticas, do estudo de Teixeira e Passos (2013), no qual elencam as
principais atividades especificas voltadas a aprendizagem em Matemaética. Classificando as
situacOes didaticas, em situacdes (momentos) de: devolucdo, acdo, formulagdo, validacdo e
institucionalizacao.

1) Situagdo de Devolucdo: momento em que o professor cede a responsabilidade ao
aluno por sua aprendizagem, este tem que entrar no jogo e assumir 0S riscos por seus atos.
Nesse sentido, o professor propde o problema ao aluno e este deve ter condi¢fes de agir sobre
ele, o aluno vé o problema como um desafio. Assim, o aluno, “primeiro ele tenta resolver o
problema com os saberes que ja possui. Essa é uma estratégia que logo se mostra falha, pois
para resolucdo do problema é necessario um conhecimento novo, que é justamente o saber em
jogo.” (PICELLI, 2010, p.260).

Ainda em Picelli (2010), este frisa que pode ocorrer do aluno ndo apresentar uma
devolucéo ao professor, devido ao problema proposto ndo ter despertado o interesse do aluno,
por ser facil ou muito dificil. Tal fala, reforca os argumentos sobre as caracteristicas que o
professor deve observar na escolha de um bom problema, e que este principalmente, seja
compativel com os conhecimentos dos alunos.

2) Situacdo de Ac¢do: neste momento, cabe ao aluno de posse do problema, buscar em
seus conhecimentos, interagindo com o meio, elementos necessarios a solucdo da situacao
proposta; que se processam por meio de reflexdes e tentativas, a fim da obtencdo de uma
estratégia de resolucdo. Como “esta fase é puramente experimental, sdo solugbes que o
estudante encontra sem estar preocupado em explicitar ou validar a resposta, ou até mesmo,
fazer a relagdo entre a resposta a alguma teoria de base.” (PICELLI, 2010, p.26).

3) Situacdo de Formulacéo: se caracteriza pela troca de informacdes entre o aluno e o
meio organizado, neste momento, j& se permite a utilizacdo de uma linguagem adequada, mais
sem formalidade obrigatdria. Ou seja, existe uma organizacdo de informagfes para torna-las

comunicaveis. Por isso, pode ocorrer nesta fase “ambiguidade, redundéncia, uso de metéforas,
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criacdo de termos semioldgicos novos, falta de pertinéncia e de eficacia na mensagem, dentro
de retroagdes continuas.” (BROUSSEAU apud TEIXEIRA; PASSOS, 2013, p.165).

4) Situacdo de Validagdo: momento de convencimento dos interlocutores sobre a
veracidade ou ndo dos argumentos apresentados a solucdo do problema. Neste caso, ja se deve
utilizar uma linguagem mais formalizada e mecanismo de prova. Vale destacar, antes de
apresentarmos a Ultima situacdo que as fases de devolucéo, acéo, formalizacao e validagdo sdo
caracterizadas como situacfes adidaticas, no sentido de que o professor ndo intervém
diretamente. Desse modo, “0 professor permite ao aluno trilhar os caminhos da descoberta,
sem revelar sua intencdo didatica, tendo somente o papel de mediador.” (BROUSSEAU apud
TEIXEIRA; PASSOS, 2013, p.165). Tal intencionalidade, s6 serd revelada na fase de
institucionalizacdo, que explicitaremos a seguir.

5) Situacdo de Institucionalizacdo: momento em que a intencdo do professor, tendo
como meio o problema proposto ¢é revelada, o professor “retoma a parte da responsabilidade
cedida aos alunos, conferindo-lhes o estatuto de saber ou descartando algumas producées dos
alunos e definindo, assim, os objetos de estudo por meio de formalizacdo e da generalizacédo.”
(BROUSSEAU apud TEIXEIRA; PASSOS, 2013, p.166).

Observamos que a tipologias das situa¢fes didaticas nos permite a organizagdo dos
momentos didaticos (aulas) necessarios ao desenvolvimento das situacbes didaticas
(atividades propostas) pelo professor, ou seja, dos momentos de experimentacao.

Vale destacarmos, que podemos utilizar como recursos voltados a coleta de dados na
experimentacao alguns instrumentais, tais como: relatérios, registros fotograficos, producées

dos alunos, entrevistas, constituindo o corpus da pesquisa.

2.4 Analise a posteriori e avaliacdo (validacéo)

Almouloud (2007) salienta que a partir dos dados recolhidos na fase de
experimentacdo temos que realizar uma exploracdo desses resultados. Sendo tal aspecto
segundo Pais (2002, p.103) o “tratamento das informacdes obtidas por ocasido da aplicacédo da

sequéncia didatica”. Além de enfatizar que:

O importante é que essa andlise atinja a realidade da producéo dos alunos, quando
possivel, desvelando seus procedimentos de raciocinio. A analise a posteriori tende a
enriquecer, quando possivel, complementar os dados obtidos por meio de outras
técnicas, tais como, questionarios, entrevistas, gravacoes, dialogos, entre outras.

(PAIS, 2002, p.103).
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Os argumentos anteriores reforcam a importancia da analise a priori na ED, e 0s
cuidados que devemos ter com a anélise dos dados. Sobre a coleta dos dados, esta é realizada
por meio de observacgdes das secdes de ensino e das producdes dos alunos, podendo também
“ser obtidos pela observacéo direta do pesquisador ou da equipe de aplicagcdo da experiéncia,
desde que sejam devidamente registrados, de forma objetiva, nos protocolos da experiéncia.”
(PAIS, 2002, p.103).

Sobre a analise dos dados, Almouloud (2007) ressalta que ndo pode ser desconectada:
dos fundamentos organizados na analise a priori, das teorias de analise, das hipoteses, da
problemética e dos objetivos do estudo. E como forma de complementar essa coleta, é
aconselhavel a utilizagdo “de metodologias externas: como questiondarios, entrevistas
individuais ou em grupos, realizadas em diversos momentos do ensino.” (ALMOULOUD,
2007, p.176).

Ap0s, a andlise a posteriori caracterizada como a devida organizacdo dos dados;
devemos realizar a fase de avaliacdo (validacdo) da ED, que, como destaca Pais (2002)
caracteriza-se pelo confronto entre os dados da analise a priori e a posteriori, com o intuito de
verificarmos as hipdteses levantadas.

Assim, ap6s o confronto entre as hipdteses levantadas e a atividade pratica, temos
elementos para realizarmos uma analise sobre a produtividade ou ndo da engenharia proposta,
além de levantarmos possiveis questionamentos voltados a futuras pesquisas. Tal processo
ocorre mediante a verificacdo, reformulacdo ou mesmo refutacdo da(s) hipotese(s)
levantada(s), e dos argumentos construidos durante o processo de validacdo interna da
engenharia.

No capitulo em destaque, assinalamos os elementos relativos a ED e a TSD que
pretendemos explorar nos capitulos subsequentes. Nesse sentido, mostraremos no capitulo
seguinte, um extenso percurso evolutivo, que proporcionard vislumbrarmos o cenario do
nascedouro da sequéncia de Fibonacci e seus modelos teéricos, e de modo concomitante,
discutirmos algumas ligagdes conceituais da sequéncia de Fibonacci, com outros ramos da

Matematica.
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3 0O ESTUDO DO MODELO DE GENERALIZACAO E EXTENSAO DA
SEQUENCIA DE FIBONACCI

3.1 Analises prévias

Nesta etapa, como destaca a ED, devemos realizar a analise do conteudo de estudo em
trés dimensoes: a epistemologica, a didatica e a cognitiva. Vale destacarmos que na analise
constituida nesta etapa, focaremos apenas nas dimensdes didatica e epistemologica. Assim,
preliminarmente realizamos um levantamento bibliografico em livros de HM e artigos que
trouxessem elementos relativos a evolucdo histdrica, epistemoldgica e matemaética, dos
modelos de generalizacdo da sequéncia de Fibonacci.

Desse levantamento, destacamos como referéncias iniciais, obras que discutem a
sequéncia de Fibonacci, numa perspectiva histérica e matematica, donde destacamos 0s
estudos de: Livio (2002), Stillwell (1989), Wells (2005), Alfred (1965), Dunlap (1997),
Hoggat (1969), Posamentier e Lehmann (2007), Huntley (1985), Koshy (2011), Vorobiov
(1974), Grimaldi (2012), Sthakov (2009), dentre outros.

Sobre o estudo realizado, salientamos que este nos permitiu a caracterizagdo dos
aspectos histdricos da sequéncia de Fibonacci, principalmente os personagens ligados a sua
origem e processo de generalizacdo. Além de realizarmos, numa perspectiva de complementar
a abordagem historica, uma discussdo de elementos, com carater mais especifico, que nos
permitissem a caracterizacdo da evolucdo matematica do modelo de Fibonacci, através de sua
generalizagdo progressiva.

Ainda, do levantamento realizado, vale destacarmos que tratamos de propriedades
elementares da sequéncia de Fibonacci, e que tal estudo nos permitiu suscitar uma gama de
relacdes entre a sequéncia de Fibonacci e outros contetidos matematicos, numa perspectiva de
estudo semelhante a Santos e Alves (2016).

Sobre as relagcbes conceituais observadas destacamos que estas perpassam por
conteddos tanto do nivel basico, quanto superior, sendo estes perfeitamente discutiveis num
contexto de graduacgéo. Vale destacarmos desse contexto, a importancia da formula de Binet e
suas derivacdes, como modelo matematico de generalizacdo e extensdo da sequéncia de
Fibonacci, a outros contextos matematicos, caracterizacdo que apresentamos na figura 2 a

seguir, e que discutiremos de maneira mais especifica, nas se¢des seguintes.
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Figura 2- Relag6es entre a sequéncia de Fibonacci e outros conteddos matematicos

(Fo‘rmula de Binetj (Extensﬁes aos inteiros)

Sequéncia de Fibonacci

[Triéngulo de Pascag

( Fungdes hiperbélicas]

[Sequéncias recorrentes ]

Fungdes geradorasj

Polinbmios

(Nﬂmeros complexos J

Trigonometria

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.2 A Férmula de Binet como modelo de generalizacdo da Sequéncia de Fibonacci

Iniciamos nossa discussdo relativa ao processo de generalizacdo da sequéncia de
Fibonacci destacando os modelos obtidos a partir da resolucdo do problema dos coelhos,
caracterizados como implicitos, tendo como fundamento o principio da recursividade.
Continuando, apresentaremos a formula de Binet, caracterizada como modelo de obtencéo da
sequéncia de Fibonacci, ndo mais recursiva, e sim explicita; resultado que nos permite a

discussdo de algumas generalizacdes e extensdes do modelo fibonacciano.

3.2.1 A Sequéncia Fibonacci e seu modelo generalizado a formula de Binet

De modo tradicional, os livros de Historia da Matematica — HM definem a seguinte

sequéncia recursiva indicada por{f },, e descrita do seguinte modo f,=f ,+f ,, com

neN

n>2. Por outro lado, a mesma sequéncia pode ainda ser expressa por f ., =f +f ,, para

X,

n>1. Sabemos que uma sequéncia em R é definida por
N X,

. De modo particular,

definimos a seguinte sequéncia descrita de modo recursivo, caracterizada por
(f.)nen © (@12;3,5;8,13,;21;,34;55;89;144;233;377;....)(*) .

Tal sequéncia é chamada de sequéncia de Fibonacci. O termo Fibonacci € a abreviagao
de filho de Bonaccio, seu pai, como explica Dunlap (1997). Posamentier e Lehmann (2007, p.
22) comentam que “Fibonacci acumulou experiéncia nos campo da Aritmética e da Algebra, a
partir das viagens que realizou na Europa”, entretanto, apesar de ter desenvolvido varios
trabalhos nestes campos da Matematica, Leonardo de Pisa € lembrado geralmente em razéo

do seu problema, que descreve “a reprodugao dos coelhos imortais.” (WELLS, 2005, p. 101).
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Gulberg (1997, p.287) argumenta que “n6s ndo temos nenhuma evidéncia adicional de que
Fibonacci explorou a sequéncia, tendo seu nome ligado a ele até o século 19”.

Domingues (1991, p. 74) explica que, “provavelmente, para amenizar leitura do Livro
do Abaco, ou torna-la mais interessante”, Fibonacci incluiu no livro alguns problemas
curiosos e estimulantes, dentre os quais, um veio a se tornar especial: um homem pde um
casal de coelhos dentro de um cercado. Quantos pares de coelhos serdo produzidos num ano,
se a natureza desses coelhos é tal que a cada més um casal gera um novo casal, que se torna
produtivo a partir do segundo més? Sobre tal problema, na figura 3, apresentamos um

esquema que modeliza a situagcdo. Vejamos:

Figura 3 - Esquema mnemonico que demonstra a descricdo e modelizagdo da
reproducao de coelhos relacionada com a sequéncia de Fibonacci

casal de coelhos
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Fonte: Alves (2013, p.3).

Analisando, o esquema da figura 3, observamos que no primeiro més, teremos apenas
um casal de coelhos jovem, que ndo atingiu a maturidade. No segundo més, ainda teremos
um Udnico casal, sendo este maduro, e que pode ser reproduzir. No terceiro més, o casal
maduro do més anterior, se reproduz e gera um casal jovem, obtendo-se neste periodo, dois
casais, um jovem e um maduro. No quarto més, enquanto o casal jovem do més anterior
atinge a maturidade, o casal maduro se reproduz, obtendo-se neste periodo trés casais.
Seguindo essa dindmica de maturacdo e reproducéo, o processo de produgéo de casais coelhos

continua indefinidamente. Como representado, na figura 4, a seguir:

Figura 4- Descri(;éo da sequéncia de coelhos imortais

Fonte: Gullberg (1997, p.286).
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Ao escrevermos, em notacdo matemaética, os resultados descritos anteriormente,

tomando n como unidade temporal, e f como as filiagbes relacionadas ao tempo,

estabelecemos as seguintes relagoes:

n=1-f =1

n=2-f,=1
n=3—>f,=2="1+1,
n=4—1f,=3=1,+1f,
n=5->f,=5=1+1,

n=n—->f=1f_ +f,

Notemos, que o resultado geral obtido € um dos modelos matematicos apresentados,
no inicio da se¢éo, da sequéncia de Fibonacci, no caso, f.=f ,+f ,, com n>2.Sobre esse
resultado Hefez (2003, p.27) ressalta que a sequéncia de Fibonacci por ser “uma recorréncia

do tipo X, =X,;+tX,_, sO permite determinar o elemento X, se conhecermos os elementos

anteriores X, e X,,, que, para serem calculados, necessitam do conhecimento dos dois

anteriores, etc”. Argumentos, ja apresentados na discussao da figura 3.
Por outro lado, seguindo a perspectiva de Alfred (1965) mostrada na figura 5, a seguir,
de obtencdo através da recursividade, de valores com indices negativos para a sequéncia de

Fibonacci.

Figura 5 - Esquema mneménico envolvendo a possibilidade da generalizacdo do modelo
de Fibonacci, no sentido, de termos valores com indices negativos.

Fonte: Alfred (1965, p.2).

Passaremos, pois, influenciados pela perspectiva de Alfred (1965), ao calculo

aritmético e algébrico, destes possiveis valores. Nesse sentido, podemos avaliar, na primeira

formula, que: n=1.. f = f,+ f . Dai, poderemos ainda obter que f,=f —f;, todavia, ndo

conhecemos ainda os valores numéricos correspondentes aos termos indicados por f, ef ;.
Seguindo o mesmo raciocinio, escreveremos N=2..f,=f +f; e, dai, inferimos a

seguinte expressdo algébrica f, = f,— f,.Agora, com origem nos valores indicados em (*),

poderemos escrever ainda que f,=f,—f =1-1=0, o que nos parece natural, numa
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situacdo em que os coelhos ainda ndo existem. Entretanto, continuando o processo anterior,

escrevemos N=0..f =f,+f, o que conduz ao valor f =f —f,=1-0=1, isto &,
obtemos o valor de f,=1. Neste momento, assinalamos uma possibilidade de
distanciamento do modelo tedrico da producdo de coelhos. De fato, que significado
cognoscivel poderiamos fazer relacionar ao termo f, =12

Continuando, nossa atitude sera no sentido de avancar com o raciocinio e, um pouco
mais adiante, retomaremos alguns dos detalhes que necessitam ainda ser bem compreendidos
fo=2=1f,—f,
f,=—3=1f,—-1,

no processo anterior. Dessa forma, podemos avaliar: fs=5=T5-T.,  Noentanto,
fe=—8=1,—-"1,

f, =13

podemos relacionar os resultados do seguinte modo: — _3—_f - Além de inferirmos que:
4

f,=1=(-1)""f, paran=1
f,=-1=(-1)*"f, paran=2
f,=2=(-1)*""f, paran=3
f,=-3=(-1""f, paran=3
f.=5=(-1)"f
fo=-8=(-1)" 1,

£, =13=(-1)"". 1,

A partir das relacbes estabelecidas acima, conjecturamos a seguinte propriedade
f =(1"f , comentada por Hoggat (1969), Zeckendorf (1972), Vorobiov (1974),

Dunlap (1997), Alves e Borges Neto (2011), dentre outros estudos.

Sobre a propriedade e sua obtencdo, é valido destacarmos que na discussdo anterior,
constituimos uma investigacdo envolvendo a identificacdo de termos com indices negativos,
para a sequéncia de Fibonacci. Nessa, explicitamos relagdes aritmético-algébricas de uma

nova entidade conceitual, que denotamos por (f_ )., caracterizada pela relacdo
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fo—f =Ty ou f =Ff +f..,, para neN; numa discussdo semelhante a
Alves e Borges Neto (2011, p. 140) que definem tal modelo como a “sequéncia extendida de
Fibonacci”.

Observemos que a partir da conhecida definicdo da sequéncia de Fibonacci, para
valores n>0, Alves e Borges Neto (2011) apresenta o diagrama mnemonico, descrito na

figura 6. Explicitando, ainda, sua descri¢do dindmica para valoresn<0.

Figura 6 - Descricdo da sequéncia de Fibonacci para valores a direita de zero e a
esquerda

+ +
AN AN\
Fosdn Souyoeds fu fy £, £o fo £ fi fi f, £ f, vee fur S0 fin
A AN
+

Fonte: Alves e Borges Neto (2011, p.138).

Vale destacar que o esquema proposto por Alves e Borges Neto (2011) ndo descreve
formalismo algum, é apenas, uma maneira de significar e transmitir ao estudante um modo de

construgdo da sequéncia. Denota-la-emos, doravante, por (f,)

neZ *
Cabe observar, a possibilidade de generalizacdo do modelo recursivo anterior. Nesse
sentido, assinalamos o trabalho de Koshy (2011), quando toma a seguinte sequéncia, em que

{Glza,G2 =b,a,belIR

: Facilmente, inferimos que:
G, =G, ,+G,,,n=3

(a,b,a+b,a+2b,2a+3b,3a+5b,...,...) .Koshy (2011) chama-a de Sequéncia Generalizada

de Fibonacci (Generalized Fibonacci Sequence — GFS) que, doravante, abreviaremos apenas

por SGF. Com origem em (Gn)n indicamos o seguinte teorema.

eIN’

Teorema 1: Dada a sequéncia {G,} ,entdo G =a-F ,+b-F,, para n>3.

Demonstracdo: Por inducdo, escrevemos G,=a+b=a-F+b-F,. Vamos admitir que o

resultado ¢ valido para G,=a-F_,+b-F,, n=k. Em seguida, vejamos que

G =G +G =(a-F_,+b-F_)+(a-F_;+b-F)=a(F_,+F_)+b(F,+F_)=a-F_+b-F (cqd).
Na figura 7, trazemos um diagrama proposto por Koshy (2011, p. 110) aplicado ao

estudo de uma colonia de abelhas. De fato, o autor inicia considerando como ‘a’ um macho

(zangdo) e ‘b’ uma abelha fémea. Na figura abaixo, podemos antever o crescimento

genealogico discutido e que se apoia nos coeficientes da sequéncia (f,)

neN *
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Figura 7 - Generalizagéo e significagdo do modelo da sequéncia (G,)

neN

Generation 1 2 3 4 5

Number of female bees b a+b a+2b 2a + 3b 3a+5b
Number of male bees a b a+b a+2b 2a 4+ 3b
Total number of bees a+b a+2b 2a + 3b 3a + 5b Sa -+ 8b

Fonte: Koshy (2011, p.110)

Ainda podemos distinguir outras propriedades relacionadas com a SF ou mesmo com a

SGF descritas em varios artigos da década de 60 e 70, tais como: Adler (1971); Azevedo

(1979); Brousseau, B. (1967, 1969, 1972); Chakerian (1973); Ferguson (1966); Feinberg

(1963); Fisher e Kohlbeccker (1972); Pruit (1967); Zeckendorf (1972); Yalavigi, (1972) e
Waddill (1992).

De fato, a partir da formula de recursividade indicada nos paragrafos anteriores,

f

. n+1 1:n—l . ..
sabemos que: f,,,="f +f .. ; =1+ . Seguindo um raciocinio semelhante ao que

f

n n

encontramos em Koshy (2011, p. 240), conjecturamos o comportamento de convergéncia dos

f
guocientes do  tipo ;—”>0. Desse  modo, estabelecemos ainda  que:

n

foo. ., f 1 _ o _ kK .
;* =1+ ]j Y ]2* =1+ : . Ora chamando X,,; = " X, = ; , e determinamos a
n n n n n-1

n

fn—l
1

seguinte equagéoXn+1=1+X—, e passando o limite, escrevemos ainda que:

n

.'.x=1+1<—>x2—x—1=0. Hoggat (1969) destaca que as raizes da

limx, ,, =1+—
N0 lim x, X
equagdo quadratica x> —x—1=0 s30 ¢ = 1+2\/§ e fB= %

Além disso, Koshy (2011) declara o fato conhecido nos livros de Historia da

Matematica que, a raiz positiva dessa equacgéo, fornece justamente, 0 nimero de ouro, que é

1+ 1
expresso por ¢= e satisfaz a relacéo ¢=1+5 ; € como destaca Chakerian (1973)

representa aproximacgdes racionais da SF. Grimaldi (2012) relata que entre as muitas

propriedades satisfeitas por o e B, podemos destacar: o’ =a+1; af=-1, a—f = J5;

at=-piat+ =3, =p+1;f =—a a+f=1le a’ - p*=45.
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Huntley (1985, p. 63) argumenta que a “ligagdo entre a divisdo aurea e a série de
Fibonacci pode ser vista de um novo angulo considerando o termo geral da série. Trata-se da

formula de Binet”. Sobre tal formulacédo Stillwell (1989) destaca que:

Tal formulagdo sé foi descoberta mais de 500 anos mais tarde, por De Moivre
[1730], e ao fazé-lo De Moivre introduzia uma nova e poderosa aplicacdo de séries
infinitas, 0 método de geracdo de funcbes. Este método, que é de grande importancia
na analise combinatdria, probabilidade e teoria dos nimeros, sera ilustrado usando a

sequéncia de Fibonacci em si. (STILLWELL,1989, p.126, traducdo nossa)

Koshy (2011, p. 79) comenta que “a formula explicita de Binet, nomeada assim em
virtude de seu descobridor, 0 matematico Jacques-Phillipe-Marie Binet (1786-1856), em
1843”. Tattersall (2005, p. 30) comenta que “a primeira prova foi fornecida em 1728, pelo
sobrinho de Johann Bernoulli. E, em 1843, de modo independente por Binet. Um ano depois,
1844, também pelo matematico Gabriel Lamé”. De modo sucinto, descrevemos o seguinte
teorema.

Teorema 2: Dada ¢ a raiz positiva da equagdo x*> —x—1=0, e sua raiz negativa ¢', teremos
¢ —¢"
b9’

Hoggat (1969) declara a validade da férmula anterior, para valores n<0. O mesmo teorema

que f = , onde n>1.Vale assinalar, antes de discutirmos sua demonstragdo que, em

pode ser expresso da forma abaixo, sendo a formula de Binet ou Lameé.

1(1+5) 1(1-5)
Fn:ﬁ[TJ —E[T] ,n=012,3,...

Sobre esta formulacdo, Livio (2002, p. 108) destaca que “num primeiro momento, essa
formidavel e desconcertante férmula, desde que nao parece Gbvio, que a partir da substituicdo
de seus indices, a mesma produz ndmeros inteiros”. Além disso, Huntley (1985, p. 63)
argumenta que “ndo sdo necessarios calculos demorados para demonstrar que esta formula

produz os primeiros termos inteiros da série”. Burton (2007) ressalta que esta formula é obtida

1+2\/§ . ﬂzl—«/g

considerando-se @ = , raizes da equacéo quadraticax® —-x—1=0.

Dando continuidade, como as raizes desta equacdo devem satisfazer a a® =a +1 e
S% = [ +1. Se fizermos a primeira destas relagdes multiplicada por ", e a segunda por B",
teremos: o =a""+a" (i) e B"? =p"" +p" (ii). E ao subtrairmos a segunda equacio da

primeira, e dividirmos ambas por o—p, encontramos:
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o a
= + (iii).Se colocarmos H,=(a"—-p")/a"—p" . A equagdo

a-p a-p a-p

anterior pode ser representada de forma mais concisa como: H, ., =H

n+2 _Bn+2 n+l _Bml (Xn N

+H,,nx>1.

n+1

Notemos que, anteriormente, apresentamos alguns resultados relativos & o e B, tais

como: oa+B=1, a-B=+5 e oaf=-1.Consequentemente, obtemos: leL_B:l,

a-f
2 2 3 3 . 2 2
H, _o P =oa+B=1e Hsza p_la-pla +af+p) =2.Com isto, os resultados
a—f a-p a-p
H,,H, H, ..., representam a Sequéncia de Fibonacci, com f = % onde n>1.

Portanto, a formula de Binet apresenta a possibilidade de obtencéo dos termos inteiros
da sequéncia de Fibonacci, de maneira explicita, sem utilizarmos a ideia da recursividade,
sendo assim, um modelo de generalizacdo da sequéncia de Fibonacci. Na secdo seguinte,
continuaremos tratando da férmula de Binet, discutindo suas relagdes com as sequéncias

recorrentes.

3.2.2 Sequéncias recursivas lineares e a formula de Binet

Vejamos agora, outros tipos de demonstracBes da férmula de Binet, nesse sentido,
utilizaremos a nocao de sequéncias lineares recursivas homogéneas. Koshy (2011) discute a
seguinte equagdo a,=ca, ,+ca, ,+..+ca, ,, com ¢,C,,C;+..+C, € IR,c, #0. O autor
explicar o significado de “linear”’, na medida em que, todos os termos no lado direito
comparecem, apenas, poténcias de grau um, dos termos antecedentes a ;,a ,,::+,a .
Parker (1964, p.67) comenta que “da teoria das equacdes homogéneas de diferengas lineares
assegura que uma solucdo mais geral pode ser expressa por f(n)=cX"+C,X,", c1 e ¢, sdo

constantes arbitrarias”.

Demonstraremos os argumentos de Koshy (2011) e de Parker (1964), sobre a obtencéo
da solucdo geral de uma sequéncia linear homogénea de segunda ordem com coeficientes
constantes. Nesse sentido, utilizaremos os argumentos de Lima et al. (1998) sobre como
determinar a solugdo geral de uma relacéo recorrente de segunda ordem, sendo a sequéncia de

Fibonacci um exemplo de aplicacéo de tal modelo matematico.
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Assim, iniciaremos apresentando que Lima et al. (1998) define este tipo sequéncia da

seguinte da forma: x_,+p.x,,+qx =0, com P e ( constantes, e #0. Note que, caso

tenhamos (=0 a recorréncia torna-se de primeira ordem. Lembrando ainda que a “cada
recorréncia linear de segunda ordem homogénea, com coeficientes constantes, da forma
X ., +PX.,+0x =0, associaremos uma equacdo do segundo grau, r’+pr+q=0,
denominada de equacao caracteristica.” (LIMA et al.,1998, p.74).

Antes de continuarmos, justificaremos a associacdo existente, entre a relacdo de
recorréncia e uma equacio do segundo grau da forma r? —r —1=0(equagAo caracteristica).

Desse modo, se tivéssemos a equagéo X.., + p.X,, +0.X, =0, com g=0. Teriamos

n+1

X,.» =—P-X,,;, tornando-se uma relagdo de recorréncia de primeira ordem, que tem como
solucdo geral uma progressdo geométrica da forma X, =r". Logo, uma ideia inicial
consideravel sera observar se alguma progressdao geométrica da formax, =r", satisfaz a

equacdo X, , + p-X ., +q.x, =0. Assim, r"* + pr"*+qr" =0—r"(r’+ pr+q)=0,vn, sendo

n+2 n+1

r’+ pr+q=0 (equagdo caracteristica da recorréncia). Sendo as solucdes de r*+ pr+q=0,

solucdes da relacéo de recorréncia.
Outra questdo, evidenciada por Lima et al. (1998) é de como obter uma solucdo geral
para uma recorréncia linear de segunda ordem, homogénea, com coeficientes constantes do

tipo X,., =X, +X,. Nesse sentido, Lima et al. (1998, p.74-75) apresenta dois teoremas que

n+1

respondem a questdo levantada, teoremas que enunciamos e demonstramos a seguir:

Teorema 3: Se as raizes de r’+pr+q=0, sdor, e r, entdo a, =C,," +C,r," ¢ solucio da

recorréncia X, + p-X,,, +9.X, =0, quaisquer que sejam os valores das constantes C, e C,.

Demonstragéo: Admitindo que a, =C.r," +C,r," seja solucéo geral de X.., + p.X,,+gX, =0,

n+2 n+1

com r, e r, raizes. Logo,

CL"? +C,h"% + p(Cyi™ +C,1," ) +q(Cpr" +C,1," ) = 0

= C" (2 + pr+ p)+C,n," (1,° + pr,+ p) =0 C,r," (0)+C,r," (0) = 0,(cad )
Teorema 4: Se as raizes de r’+ pr+q=0 sdor, e r,, com r, #r,, entdo todas as solugdes de
recorréncia X, +pX ,+qx =0, sdo da forma a =Cr"+C,r,",C, e C,constantes.

Demonstracdo: Seja Y, uma solucéo dex. ., + pX..,+gX, =0, temos que C," +C,r," =y,

Tomando dois casos particulares Y; e Y,. Devemos provar queVvn=>0, teremos
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C1"1n +C2I’2n =Y
n n ~ ~ -
Cr'+Cyr, "=y, onde C, e C, sdo solugdes do sistemay. . .
Clrl "'Czrz =Y,
Demonstraremos o teorema anterior por inducdo. Com isto: I) assumiremos inicialmente que a
expressao é valida para n=1en=2. Logo, temos que obter C; e C, na resolu¢édo do sistema a

seguir. Resolvendo temos que:
Cr'+Con" =Y, A A
2 17k Yo"h N
Cr"+C,r" = ~G= rr(r,—r,) ¢ G- 6 (r,—r,)
11 2L =Y, 12\l2 ™ h 12\l ™l
Quando tivermos & =r,,,=0,r,0. O sistema pode ser classificado como SPD,

caracterizando a solucdo para n=1 e n=2. Dando prosseguimento: Il) Suponhamos que a

expressao seja valida para n e n+1, devemos mostrar que a mesma é valida para n+2.
Nesse sentido, partiremos da igualdade X,,, + PX,,; +0X, =0 (i), e como X, e X sdo
solugdes de (i), estas assumem as seguintes formas: x ., =Cr"* +C,r,""e x =C,r"+C,r,".
Ao substituirmos, esses resultados em (i), encontramos:

n+2+p(Cr“+l+Cr"+1)+q(Cr+Cr )O
X,.,+C1" (7+ pr,+q)+C,r," (?+ pr,+q) =
X ., +Cr'(r? +pr1+q)+C2r2(r2+pr2+q)_C1r1”*'2+C2r'2"+2

n+2
Como sdo r, e r, sdo raizes, temos que: x_ ., =Cr"?*+C,r,"? (cqd). A partir dos teoremas

caracterizados temos condicdes de obter solucbes gerais de equacdes recorrentes lineares de
segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes.

Fundamentados nos resultados dos teoremas 3 e 4, discutidos anteriormente, a seguir
apresentamos outras demonstracdes da Férmula de Binet. Vejamos:

Demonstracdol: Sabemos que a relacdo de recorréncia de Fibonacci é definida por:

f.,=f +f..,comn>0 ef,="f =1, eque esta tera como equacdo caracteristica r’=r+l1

n+l?

N B n
, com raizes r=EVS 2\/5 Entdo f = [1+\/_j (%j (). Para determinarmos o0s

valores de C; e C,, devemos utilizar as condigdes f, = f, =1, a partir dai, obtemos o sistema:

C,+C,=1

1+‘j§ +C % —1, resolvendo o sistema, temos: C, = % e C,= E Logo,
2 | 2 25 25

retomando (1), encontramos:



41

f

1445 (1445 ) B-11- BV 1 (14 (1=
- Cuh N N ek G B P
25 | 2 2\f 2 | Bl 2 2

Demonstracdo 2 : Em Vorob“ev (1961) discute uma demonstracdo dividida em etapas. Assim,
enunciamos 0s seguintes lemas.

Lema 1: Seja uma solucédo (a,,a,,a,,...) daequagéo recorrente f_,=f ,+ f . Entdo, dado
o ndmero c € IR, temos que (ca,,ca,,ca,,...,ca,,...)é solucdo para a formula recorrente.

Demonstracdo:  Consideremos uma solugcdo (a,,a,,a;,...), isto €, vale que

a,,=a.,+a ..c-a, ,=c-a, +C-a, descreve a sequéncia (ca,;,ca,,ca;,...,Ca,,...).

Lema 2: Sejam duas solu¢bes quaisquer para a descricéo f,,, =f .+ f,, por exemplo,

n+1

(a,a,,a,,...) e (b,b,,b,,...). Entdo, teremos ainda que
(a +b,a, +b,,a,+b,,a, +b,,...,.a, +b,,...) constitui uma solucéo.

Demonstragdo: De imediato, escrevemos a. ,=a ,+a, eb ,=b  +b . Segue que

n+1 n+1

(a,,+b,,)=(a,,+b,,)+(a,+b,) é outra sequéncia que satisfaz f,, ,=f, ,+ f,. Diante

n+2 n+1

dos fatos expostos, Vorob“ev (1961) comenta que uma solucdo qualquer da SF pode ser

descrita por c,-a, +C, -b, também sera solucéo. Vale destacarmos dos resultados dos lemas 1
e 2, que estes demonstram que solucdes da formula recorrente f, ., = f_,+ f, constituem um

espaco vetorial.

. : N . . a
Lema 3: Se duas solucdes quaisquer sdo ndo proporcionais, entéo vale &, b—2

2

Demonstragéo: De fato, se ocorressem duas solugdes, digamos (a,,a,,a;,...) € (b,b,,b,,...), e

tivéssemosiz%. Dai, tendo em vista algumas propriedades, garantimos que:
2
& _2+8 8 Portanto, obtemos 2 &% _ % & 3 Repetindo 0 argumento,
b b+b, b, b, b+b, b, b, b,
vemos 2 —%2%8 & & & o inducdo, teremos:
b2 b +b, b, b, b
G Gt & Gy =5, isto é, vale &_% _8_ &H_ .., para n>1.
bn—l bn—l + bn bn bn+l bn b2 b3 bn

Para concluir, Vorobe'v (1961) recorda que uma solucdo da formula recursiva ficara

completamente determinada, na medida em que, fixamos os dois primeiros elementos. Dali,
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tomando outra solugdo (d,.d,.d,.d,,...), buscaremos encontrar as constantes c,,c, € IR de

=d
modo que: {211 211% % =dl Ora, podemos obter os coeficientes do sistema anterior,
indicados por: cl_ bl c, b1—2611 E facil verificar a necessidade de que
bl ab, —ba,

det[ai El):aibz_blaz #0. Ora, 0 préximo argumento consiste em descrever todas as
a2 2

solugdes do tipo (M]ai [bla ] b, e, com isto, “obtemos a descri¢do de
bz _aZbl a:l.b bl

todas as solucdes da equacéo recorrente f ., =f +f ,” (VOROBE'V, 1961, p. 23).

Demonstracdo 3: Brousseau, B. (1969, p. 99) comenta que “qualquer termo da sequéncia de

Fibonacci pode ser escrito como f, =a-r" +b-s", onde ‘a’ e ‘b’ sdo constantes adequadas”. A

fim de verificar sua assertiva, o autor escolhe f, =2, f,=5 0 que resultara nas condigdes

ar +bs = . . S
. E podemos solucionar tal sistema em termos das incognitas ‘a’ e ‘b’. Com
2 2
ar°+bs® =5
f . 2—Dbs 2—bs 2 2 2 2 2
efeito, temos: a= r? +bs®> =5« 2r2 —br?s+brs? =5r . Donde, encontramos
r r

r> —br?s+brs? =5r<—>2r2+br—bs:5r<—>2r2+br+b-l=5r<—>2r3+br2+b=5r2.
r

Por outro lado, recordamos as relagdes r+s=1,r-s=-1r*=r+1. Dai teremos que

2 3 2 2 2
5r°—2r> 5r°-2(r°+r) 3r —2r_3r+3—2r r+3 Por fim

b(r’+1)=5r’-2r*<b=

(r’+1)  (r’+1)  (r*+1)  (r*+1) r+2
_ 1++/5 1-5
encontramos que: b:ig, a= 2-bs .Como I = > es :T desenvolvendo a e
r+ r

b, encontramos: a = , E ao substituirmos a e b, em f =ar"+bs",

e ()

15+45  _15-+5
10 10

10 2 10

Assim, destacamos nesta secdo algumas relacbes existentes entre sequéncias
recorrentes lineares e a formula de Binet, trazendo algumas demonstracfes de Binet a partir

dos fundamentos das sequéncias recorrentes lineares homogéneas, no caso, de segunda
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ordem. Continuando a discusséo sobre a modelo de Binet, na se¢do seguinte abordamos sua
relagdo com as fungdes geradoras.

3.2.3 Funcdes Geradoras e a formula de Binet

ApOls a caracterizacdo das sequéncias recursivas lineares homogéneas de segunda
ordem, como modelo matematico, intrinsicamente relacionado com a sequéncia de Fibonacci
e como elemento de obtencdo da férmula de Binet, destacaremos agora, a no¢do de funcbes
geradoras que segundo Koshy (2011) sdo fungdes que constituem uma poderosa ferramenta
de resolucdo de recorréncias lineares com coeficientes constantes. Com isto, nas
demonstracdes seguintes, destacamos as fungdes geradoras como elementos essenciais na
obtencdo da férmula de Binet.

Demonstracdo 4: Usaremos a nocdo de funcdo geradora, relativamente a expressdo
f,="1_,+f_,, comf =1=f,. E, assumindo que f;,=0, e tomando a funcdo geradora
correspondente a sequéncia de Fibonacci: g(X)= f,+ f,x"+ f,x° + £+ + f X"+
destacado em Renault (1996). Em seguida, Koshy (2011, p. 220) comenta que “desde que as
ordens dos coeficientes de f,, e f _, sdo de 1 e 2 menores do que f,, respectivamente,
g(x) = X+ 0+ 3+ f X" e

encontramos: X~ g(x), X2 g(x):9X-900) = £X* + 3 + Fx“ -4 £ X"+ 0 que nos
X2 -g(x) = fxC+ X+ o+ f X"+

conduz a seguinte expressao:

g(X)_X'g(X)_XZ'g(X): f1Xl+(f2_ fl)'XZ"'(fs_ fz_ fl)x3+"’+(fn_ fn—l_ fn—z)Xn"""

Recordando que f—f ,—f ,=0, com f=1=1,, determinamos:
X 1 1 1

X) —X-g(X) —x*-g(x) = X X)=——=—"% —~ : E id

g(x) —x-g(x) —x"-g(x) =x <> g(x) T \/EL—qﬁx 1—¢'x} m  seguida

escrevemos: \/5g(x) = L—l@( —1_;,)(} = i(qﬁX)n —i(qﬁ'X)n = i(gzﬁ” —¢")X" e obtemos

(¢-4")

que: g(x)= ZT X", sendo a funcio geradora dos nimeros de Fibonacci.
0

Ideia semelhante é identificada na obra de Stillwell (1989, p. 127), quando acentua que

“o fato inconteste que consiste tornar explicita a sequéncia (fn )neIN, e nNdo mais recursiva,
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quando expressa em termos do nimero ¢, é devido a simplicidade da funcédo geradora g(x)

que esconde toda sequéncia”. Passaremos, pois, a apresentacdo de outras ideias de
demonstracdo, ainda relacionadas com funcGes geradoras e a sequéncia de Fibonacci.
Dessa forma, como destaca Huntley (1985 p.144-145) “os ntimeros de Fibonacci

aparecem de novo em um contexto totalmente diverso”. O autor argumenta que ao
determinarmos alguns dos primeiros coeficientes do desenvolvimento de x/ (1—x—x?)

através de divisdo direta, forma a série de Fibonacci. A seguir, na figura 8, apresentamos a

caracterizacdo dos argumentos de Huntley (1985), através do desenvolvimento de

x/(1—x—x?) no software Maxima.

Figura 8 - Desenvolvimento da funcdo geradora da sequéncia de Fibonacci

[ (211) x/(1-x-x"2);

X

($01)
-x“-x+1

(¥14) taylor(=/(-z"2-x+1), =, 0, 70);
(304) x+x°+2 x°+3 x 45 x7+8 x%+13 x 421 x"+34 x7+55 x20+89 x 1 +144 x12+233 13 +377 x 610 x4

I

087 x €+1597 x7+2584 x"®+4181 x17+6765 x20+10946 x°1+17711 x??+28657 x2°+46366 x21+75025 x2° +
121393 x25+196418 x27+317811 x28+514229 294832040 x°°+1346269 x>1+2178309 x°2+3524578 x>0 +5702887
x21+9227465 x7° +14930352 x°°+24157917 x°7 +3908016% x°° +63245986 x°°+102334155 x20+165580141 31+
267914296 x 2+433494437 x*3+701408733 x**+1134903170 x*° +1636311903 x*9+2971215073 x*7+4807526976
x8+7778742049 %% +12586269025 x°" +20365011074 x 1 +32851280099 %72 +53316291173 x°°+86267571272
x°%+139583862445 %77 +225851433717 x°°+365435296162 x° +59128672987% x°° +956722026041 x°7 +
1548008755920 %7 +2504730781961 x%1 +4052738537881 =2 +6557470319842 x%410610209857723 x4+
17167680177565 x°°+27777890035288 x°¢+449455702126853 x%7+727234602458141 x%7+117669030460994 x*° +

180392490709135 x °+. ..

Fonte: Elaborado pelo autor.

Notemos que a partir dos resultados anteriores, percebemos a relacdo discutida em
Huntley (1985), sobre a relacdo entre a funcdo geradora x/(l— X —x?) e a férmula de Binet.

Dando continuidade, argumentaremos sobre a possibilidade apresentada por Huntley
(1985) de determinarmos o valor do coeficiente de X" no desenvolvimento de x/(l— X—Xx%),

sendo U, este resultado, que é representado por:

1 |(1+B6) (1-4B)

u = E > > ,N=>0 (Férmula de Binet)

Vale destacarmos, que o resultado anterior, mostra a relacdo discutida em Huntley
(1985) entre a formula de Binet e sua fungédo geradora, sobre a verificacdo desse resultado, a

expressamos, no apéndice A.
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Nesta secdo, estabelecemos a relagdo entre as fungdes geradoras e a formula de Binet,
como destaque para a demonstracdo do modelo de Binet através das fungdes geradoras. Na
secdo seguinte continuaremos destacando o modelo de Binet, discutindo outras extensdes e

generalizacGes.
3.2.4 A formula de Binet estendida a indices inteiros e outras generalizacoes

Ainda nesse sentido de discutirmos possiveis relacbes entre funcGes geradoras e a

formula de Binet, apresentamos agora, a possibilidade de termos nimeros de Fibonacci com
indices negativos, resultados ja caracterizados, pela seguinte propriedade f =(—1)”+1.fn

Desse modo, tomaremos como referéncia, a demonstracao de tal propriedade, 0os argumentos

de Hoggat (1969) que para demonstra-la, escreve simplesmente:

e L4

_B o —

Demonstracdo 5: Utilizando a formula de Binet, f_n=

seguida, observa que af=-1.. f?nz(_ﬂ —(—a) =(— M( j Com isto,
a—pf a—

concluimos que f_ =(-1)"".f (cqd).

Ainda sobre tal perspectiva, mostraremos a seguir outros argumentos que também
caracterizam tal propriedade de Fibonacci, assim utilizaremos a no¢do de funcdo geradora
discutida em Koshy (2011).

Demonstracdo 6: Tomando a funcdo geradora dos nimeros de Fibonacci Koshy (2011)

g(x)=fx+ £, °+ f.x3+.....+ f X" +..., e de acordo com os argumentos de Vorobiov

(1974, p.33), destacando o fato de que “a simples expressdo f_ =(-=1)"".f | permite reduzir
todos os problemas relacionados com os nimeros de Fibonacci de indice inteiro qualquer a

problemas em que podemos utilizar a sequéncia de Fibonacci com indices naturais”.

Dessa forma, podemos reescrever a funcdo geradora do seguinte modo:

g'(x)=fx—f,x°+ £, —....+(=1)"" f X" +.... Procedendo como em Koshy (2011),
9(x)= fx— %+ £ — o+ (1) X"+
fazemos: { —Xg'(x) = fx* = £,° + f.x* +.....—(=1)"™ f x"*

X*g'(x)= fx° = f,x* + f.x° — L+ (1) X"+
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Realizando os calculos, obtemos a expressio:  §'(X)+Xg'(X)—x’g'(X) =
= fx+(=f, + )X +(f,— f,— £)x° +...+ (=)™ (f —f ,—f ,)x"+....Dando continuidade,

como, f,=f,=1: (—f,+f,)=0; (f,—f,—f,)=0e (f,—f ,—f ,)=0, temos:

g (X)(L+x—=x*)=1x+(0)x® +(0)x® +....+(=1)"*(0)x" +....ag'(><)=—1+x_xz

Desse modo, obtemos a fungéo geradora dos numeros de Fibonacci com indices negativos.

Continuando, como destaca Huntley (1985 p. 144-145) “os primeiros coeficientes do
desenvolvimento de x/(l+x—x2)séo 0s mesmos, a ndo ser pelo fato de serem
alternadamente positivos e negativos”, sendo(1,—1,2,—3,5,—8,13,—21...). Fato que

caracterizamos no desenvolvimento na figura 9, a seguir.

Figura 9 - Desenvolvimento da funcdo geradora dos nameros de Fibonacci com indices
negativos.

(312) =/ (14x-x"2);
X

2
X +x+1

(314) taylor(x/(-x"24x+l), %, 0, 50);

(504) x-x°+2x°-3x +5x°-8x°+13x -21x°+34 x°-55 x0+89 x'1-144 x?+233 x13-377 xM +610 -
987 x8+1597 x7-2584 x 2 +4181 x*°-6765 x20+10946 x21 -17711 x?2+28657 x2° -46368 x2*+75025 x2° -
121393 x25+4196418 x27 -317811 x2°+514229 x2°-532040 x " +1346269 x 1 -2178309 x°2+3524578 x°°-5702887
%21 49227465 x°° 14930352 x5 +24157817 x> -39088169 x 0 +63245986 x°°-102334155 x 0 +165580141 x 1 -
267914296 x*2+433494437 x*¥-701408733 x**+1134903170 x*°-1836311903 x*+2971215073 x*-4807526976
¥ 47778742049 x*7-12586265025 x 7"+ . ...

Fonte: Elaborado pelo autor.

Além disso, Huntley (1985) apresenta uma forma de determinarmos o valor do
coeficiente de x"no desenvolvimento de x/(1+x—x2), que é u_,, correspondendo ao termo

geral da sequéncia de Fibonacci com indices negativos. Fato que apresenta o seguinte

resultado:
an _ Bn
(au—B)

Propriedade ja discutida, que caracteriza x/(1+ x—Xx*)como a funcdo geradora de

U_n — (_l)n+l |:

} —Uu_, =(-1)""u, (Férmula de Binet com indices inteiros).

extensdo dos nimeros de Fibonacci aos inteiros, demonstracdo que apresentamos no apéndice
B.
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X+1 X+1
_ ) 1(1+5 1(1-\5
A seguir, descrevemos a funcgio f,=—=| ——| —-—=|——| , com xelIR,
Bl 2 Bl 2

que representa a extensdo da sequéncia de Fibonacci, para indices inteiros. E com o software
GeoGebra, colocamos em destaque, seus valores assumidos no campo dos inteiros.

Caracterizacdo realizada na figura 10, a seguir:

Figura 10 - Visualizacdo da sequéncia de Fibonacci para valores a esquerda e a direita
de zero.

Funcio v
oo L (s (st
Tello2 )2 ) Descrigdo da Sequéncia em IR
1 [1-sY
P )
Nimero
@ n=6
Ponto
0 4=(6,9)
® B=(0,9)
Aty REAL
5 2 2
4 2 @ 1 & B n B B B
< > f\

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observemos, ainda, a simetria de alguns valores da sequéncia com relacdo ao eixo das
ordenadas, sendo estes valores de indices inteiros pares da referida sequéncia, como
demonstrado em paragrafos anteriores. Grafico semelhante é discutido por ElImore (1967) e
constitui a generalizacdo da descricdo do Teorema de Binet ou Lamé.

Finalizaremos a secdo, apresentando outros modelos generalizados da férmula de

Binet. Nesse sentido, no manuscrito de Horadam (1965) encontramos a definicdo da

sequéncia recursiva mais geral (Wn )nEIN , definida pelas seguintes condigdes:
w, =w, (a,b,p,q)w,=a,w,=bw. =p-w_,—q-W,_,, com n>2,ab,p,qe’.
Associando ao polindmio x* — px+q=0, na condicdo em que p°>—4q=0, Horadam

Ax" - BS"

(1965) indica o seguinte termo geral W, = ,A=b-af,Bb—ac. Morgado (1991,

p. 423) declara que “a sequéncia (Wn)nelN envolvendo a generalizagdo da sequéncia de

Fibonacci”, uma vez que constata novamente, a formula de Binet.Expressa por:
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S

Maynard (2008) discute também certas propriedades da Sequéncia Generalizada de
Fibonacci. Nesse sentido, define a relagdo: f, =0,f =1f =a-f ,+b-f ,n>2. 0
autor observa que, no caso particular a=b =1 teremos a sequéncia original de Fibonacci.

Com origem nesta definicdo de SGF, ele apresenta o seguinte teorema, o qual, pode ser

descrito como uma férmula de Binet para a SGF.

an _ﬂn
Jab+a?

Teorema 5: Dados a,belR". Entdo, poderemos escrever f = aonde

=3+ et p=2_Lm+a.
2 2 2 2
Demonstracdo: Maynard (2008) considera de modo preliminar, a seguinte equacéo

x> =ax+b e suas raizes designadas por o,B. De imediato, depreendemos que:

o' Bt Wdb+a®

a’-p°  1-1

f, = = =0 e quef = = 1. Em seguida,
’ Jdb+a?  +Jab+a? " Jabtra®? Jap+a?
. . ) . Otn _Bn
assumindo por inducdo f, = —F——, escrevemos:
J4b + a2

. . . an _Bn an—l_Bn—lj (aan _aBn +ban—l_an—l
f,=af +b-f  =a | ———|+b- = =
' ' (x/4b+a2] [ \ab+a? J4b +a?

_ [oc“(aoc+b)—[3“(a[3+b)j _ (anl.OLZ _anlﬁz j _ [an‘u _Bn+1j e (an‘u _BHHJ
J4b+a? J4b+a? Jab+a?r ) " ab+a?

O altimo resultado evidencia o carater atual evolutivo do modelo de Fibonacci. Nesse
caso, vimos uma descri¢cdo correlata a formula de Binet. Acentuamos que o teor da
demonstracdo passada se mostra compativel com um nivel de conhecimento de um curso de
graduacdo em Matematica, todavia, tal resultado carece de maior divulgacdo no locus
académico.

Na secdo subsequente, acentuaremos uma perspectiva propugnada por Kauers e Paule
(2011), que acentuam as relagdes conceituais e possibilidades promovidas pelo o uso e
exploracdo da nogédo de funcdo geradora.
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3.25 Comportamento assintotico, funcdes geradoras, somatorios, relacbes de

recorréncia e o modelo de Fibonacci.

Nesta secdo buscaremos relacionar o estudo do modelo de generalizacdo de Fibonacci
a férmula de Binet, como elemento de obtencdo e discussdo de algumas identidades classicas
de Fibonacci, sendo estas obtidas a partir da relacdo entre funcdo geradora, relacdo de
recorréncia, somas simbolicas e comportamento assintotico da série de Fibonacci. seguindo a
perspectiva discutida em Kauers e Paule (2011) de uma relagdo compreensiva entre esses

conceitos. Relacbes destacadas, na figura 11, a seguir.

Figura 11 — Discussdo de uma abordagem compreensiva envolvendo a no¢ao de funcgdes
geradoras, equacdes recorrentes, somas simbolicas e estimativas assintoticas

symbolic
sums

asymptotic
estimates

recurrence
equations

generating
functions

Fonte: Kauers e Paule (2011, p.14).

De maneira, a contemplarmos a abordagem discutida em Kaures e Paule (2011)
demonstraremos algumas propriedades de Fibonacci relacionando funcdo geradora,
somatorios, relacbes de recorréncia e comportamento assintdtico. Nesse sentido, iniciaremos
tal discussdo ilustrando a questdo do comportamento assintdtico da série de Fibonacci, ou
seja, observar o que ocorre com a série quando esta assume valores elevados de n. Como

assinala Huntley (1985), ao ressaltar que:

Resultado interessante que surge é que, a medida que os termos da série aumentam a
sequéncia de Fibonacci aproxima-se cada vez mais de uma progressdo geométrica,
ndo sendo outra a razdo da série a razdo aurea, fi. Estes resultados agradaveis se
confirmam quando nos deparamos com a férmula de Binet para o termo geral da
série de Fibonacci. Veremos que, para valores elevados de n, (HUNTLEY 1985,

p.143)

Com isto, Huntley (1985) enuncia que a férmula de Binet, assume a seguinte forma

1 (145 )

U, ﬁ > , de onde teremos, logu, =0,21n—0,35.Sobre tal propriedade, em

1l

\orobiov (1974) encontramos o seguinte resultado:
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Teorema 6: O nimero de Fibonacci f, é o inteiro mais préximo do nimero a”/\ﬁ,

ou seja, € o inteiro mais proximo ao enésimo termo a, da progressdo geométrica cujo

l+\/_J f~oc"

primeiro termo é a”/\ﬁ, e cuja razdo é o. Isto é: \/—( 5 —_

n=\/§-

Demonstremos o teorema anterior, utilizando os argumentos de Koshy (2011), e a partir de

a"—p" " o) "
Binet, obtemos: F, = b —F, = 1-| —| |, comolp|<|o] e (Ej — 0, quando
o—P o—p B o

n

n— 0. Dai teremos que, para n elevado: F, = ¢ —) F.=z— \/_ (cqd).

Dando continuidade, Huntley (1985, p.64) afirma que “a férmula de Binet para termos

distintos da série de Fibonacci pode ser considerada uma fungdo continua quando n é grande.

1+\/_

Ela pode ser escrita: f(X)= \F( ] =0,4472x(1,6180)". Para todos os fins

praticos, os numeros de Fibonacci, acham-se, nesta curva”.

Notemos que o comportamento expresso na figura 12, caracteriza uma mudanca de
comportamento grafico relativo a formula de Binet, que como mostramos na figura 10,
apresenta graficamente um comportamento discreto para a formula de Binet, quando esta
assume valores pequenos de n. E como caracterizamos na figura 12, na medida em que tais
valores sdo elevados esse comportamento se modifica, sendo agora um comportamento

continuo.

Figura 12- Comportamento continuo da Férmula de Binet para n grande

- Fungio
1 (1+v5) *
L@ f(x) =

® =773 ) .

L)

Numero 54
L8 a=1
Ponto
L@ A=(1,072) 44

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Continuaremos destacando, ainda, a relagdo entre fun¢Bes geradoras e 0s nimeros de
Fibonacci, apresentando algumas identidades da sequéncia obtidas a partir de fungdes
geradoras, somatorios e relagdes de recorréncia.

Desse modo, iniciaremos destacando as consideracGes de Dickson (1919) que assinala
grande quantidade de matematicos, ao longo dos tempos, que contribuiram no que ele
denomina de Teoria Algébrica de Séries Recorrentes. Dentre eles, Dickson destaca: J. D.
Cassini, A. De Moivre, L. Euler, J. Lagrange, Pietro Paoli, J. B, Fourier, D. André, C. A.
Laissant, etc. Muitos deles exploraram a nocéo de funcéo geradora no sentido da obtencéo de
certos resultados.

Nesse sentido, Koshy (2011) desenvolve interesse na determinacdo de fungdes

N N .. 3 .
geradoras correspondentes as sequéncias definidas por (f3n)neIN e (fn )neIN ou ainda

sendo estas identidades de Fibonacci. Vejamos no caso de (fy,)

(fn+m )n,meIN ! neiN ’

escrevemos: g(X) = f,+ f.x+ f.x2+ fxX° -+ f, X" +---. Em seguida, Koshy (2011) escreve:
g(x) = fy+ fx+ £x7+ fx 4ot £, X" 4o
Axg(x) =4 fx+4 X% + 41 +4fx* +--+ 41, X" +--- Por outro lado, podemos inferir, por
x*g(x) = fx°+ £+ fx* + fx* +o+ £, X"
meio de Indugdo Matematica, que f,, =4f, .+ f, .. Com efeito, vejamos que:
n=1.f,-4f,+f,=0, para n=k..f, —4f, ,—f, =0, devemos verificar se
propriedade é valida para N=k +1.. f,, ., —4f;, ;) = 5,1, ¢ =0. Dai temos que:
f3(k+1) -4 f3(k+1)—3 - f3(k+1)76 =0 fy ., —4f, —f, ;=0 f(3k+3)—3 -4 f(3k)—3 - f(3k—3)—3
=0—>f, —4f, ,—f, (=0—>0=0(cqd). Com origem na relagdo anterior, finalmente,

teremos:  g(X) —4xg(x) —x*g(x) =2x+0+0+--- e, por fim, indica a seguinte funcdo

2X : X A
geradora g(X) = i relativamente & sequéncia ( f,, )nE,N :

1-4x
Vejamos, agora, a funcdo geradora da seguinte sequéncia (fn3)n N Nesse caso,

consideraremos a seguinte série de poténcias
3 3 32 3.3 3y N . -
g(x)=f,>+ f°x+ £,°x°+ £,°x° +---+ f °x" +---. E, em seguida, emprega o seguinte

procedimento:
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g(x) =+ £25x+ 1,5 + £+ 4+ £ 3%+

3xg(X) =3F x+3 %% +3,5%° +3F3x +--- 431 X" 40

6x°g(x) =6 x> +6 x> +6f,°x* +6f°x° +.--+6f °x"*+....Reparemos que, a extensa
3g(X) =3F > +3 1% + 31,2 + 31X+ +3F 3" 4

n+4

X'g(x) = f2x + 13 + £, + £2x7 o £ 3 e

listagem envolve o emprego de uma identidade, que neste caso, € descrita por
f2,—3f3,—6f° +3f +f>=0 e encontrada, como desafio, proposto ao leitor, em

Verner e Hoggat (1963). Outras referéncias a esta e outras identidades, que viabilizam a
determinacéo de funcdes geradoras, podem ser consultadas em Azarian (2012).

Koshy (2011) comenta a demonstragdo de identidades cléassicas de Fibonacci, do tipo

f. = f,., =1, que como destaca Vorobe'v (1961) é verificada, de modo standard, por meio
i=0

de Inducdo Matematica ou certas manipulacGes algébricas. Por outro lado, Koshy (2011)

comenta o argumento explorado por J. Ginzburg, em 1948. Neste sentido, considera a

seguinte soma parcial S, = Z f. e, é facil ver que s, = f, =0. Koshy (2011) define ainda, a
i=0

+00
seguinte série de poténcia g(X) =5, +SX' +5,X> +8X° +---+8 X" +---= > "5 X" . Além de
0

avaliar que: 2Xg(X)= Z:ZS,HXn e X’g(x) = an_sx” . Dando continuidade, observa que:
1 1

S, —2S, ,+S, 5 =0, 0 que pode ser verificado por Indugdo Matematica. Com efeito, vejamos
que N=3..5,-28,+S, =0 (fo+f+f,+f)-2(f,+f +f,)+f,=f,—f,—f =0
Em seguida, verificamos ainda que: N=4..S, —2s,+5s, =0, donde encontramos:
(fo+f+f,+f,+1)-2(f,+f,+f,+ )+ f,+f,=f,—f,—f,=0 . Admitindo o
passo indutivo, examinaremos o0 comportamento da seguinte expressao:

Sy —28,+S,,=0s +f  —2s ,—2f +s ,+f ,=(s,—2S,,+S,,)+

(fn+1 _an + fnfz) = O+(fn + fn—l _an + fnfz) = (_ fn + fn—l + fnfz)
= (_ fn—l - fn—2 + fn—l + fnfz) =0

Continuando, escreve: (1—2x+Xx*)g(x) = x .. g(x) = . Sendo esta, a (funcdo

X
(1-2x+x%)

geradora da soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci).
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Vimos anteriormente, que Koshy (2011) apresenta um método de obtencgdo de fungdes

n
geradoras de identidades cléassicas de Fibonacci, tal como Z f,=1 .,—1. Desse modo,
i=0

Hoggat e Lind (1973) também apresenta um método de demonstracdo da funcéo geradora, de
n

Z f, = f.,, —1. Para tal fim, utiliza algumas funcdes geradoras preestabelecidas e através de
i=0

manipulacdes algébricas, obtém a funcdo geradora desejada, considerando as seguintes
condigdes inicias f, =0 e f, =1. Método de demonstragdo que apresentaremos, a seguir:
A . . > n 1 < 0 X
Na sequéncia, admitiremos inicialmente que: ZX :ﬁ e ZFnX =m
0 - 0 —AT

o0

resultados ja conhecidos. E ao fazermos, Z X" Z F.X" |. Encontramos:
0

(ix”j(iﬁx”j: L X —>i iFj X" ;. Com as condigdes
0 0 0

1-x 1-x-x? ~ T1-2x+ X

inicias f,=0 e f =1, temos que ZFJ- =F.,,—1. Dai, concluimos que:
=0

X - n
g(x)=————=5=D(F.,~1)X", sendo a fungio geradora de F,,—-1=D F;,
1-2x+x° 5 '

propriedade que como ja destacamos, nos informa a soma dos n primeiros termos da

sequéncia de Fibonacci. Resultados que apresentamos na figural3, a seguir:

Figura 13- Desenvolvimento da fungdo geradora da soma dos n primeiros termos da
sequéncia de Fibonacci

¥

(3114) G(x)= =/ (1-2%x+x"3);
(3014) G(x)=
xP -2 w1

(%115) taylor(x/(x"3-2*x+1), =, 0, 70);

(3015) x+2 x2+4 x°+7 x%+12 x°+20 x%+33 7 +54 x¥+88 %% +143 x1%+232 ¥ +376 ¥ +609 x P +986 x 1%+
1596 x12+2583 x19+4180 x'7+6764 x%+10945 x19+17710 x2°+28656 x?1 +46367 x22+75024 x2°+121392 x2%+
196417 x2°+317810 x2%+514228 %27 +832039 x2%+1346268 x22+2178308 x°0+3524577 x°1 +5702886 x72 +
9227464 x°°+14930351 x> +241576816 x°° +39088168 x°°+63245985 x°  +102334154 x - +165580140 x°°+
267914295 x2°+433494436 x*1 4701408732 x*2 41134903169 x*¥+1836311902 x**+2971215072 x*°+4807526975
%% 47778742048 x¥7 +12586269024 x*¥+20365011073 x*°+32951280098 x°°+53316291172 x°1+86267571271
x°? 4139563862444 x°° +225851433716 X +365435296161 x°°+591286729878 x°°+956722026040 x> +
1548008755919 x°%+2504730781960 x> +4052739537860 x°7+6557470319841 x°1+10610209857722 x°2 +
17167680177564 x°°+27777890035287 x°%+44945570212852 x®°+72723460248140 x*¥+117669030460993 x° +
190392490709134 x%%+308061521170128 x%%+498454011879263 x ' +...

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Prosseguindo, e como j& mostramos, Huntley (1985) argumenta que o

desenvolvimento de X/ (1+x-x%) fornece 0S seguintes coeficientes

(1,—1,2,—3,5,—8,13,—21,..), resultados mostrados na figura 9. A fim de comprovarmos tal

assertiva, utilizamos os argumentos de Hoggat (1969), Hoggat e Lind 1973) apresentados

anteriormente. Com isto iniciaremos considerando:

&5
F a"-p" a p 1 1

= S F =72 77 comoaf=-1, temos—=-5 e —=—¢. Donde
a—pf a—pf o

encontramos: F , = . E ao aplicarmos somatoério nos lados da equacao

ﬁ[i(—ﬂ)”x” —Z::(—a)”x"j, como Z::a”x" =

encontramos: iEanZ ! [ t 1 j: 1 [ (@=B)x ZJ, como
5 a—-p\1+pX l1-ox) a-p\1+(a+ pB)X+apX

anterior, temos: D F_ x" = . Dai
0

1-ax

%, sendo tal resultado a (funcdo geradora
1+x-X

a+pf=1e af=-1, temos: iF_nx” =
0
dos numeros de Fibonacci estendido a indices negativos).

Tendo por base obtencdo de funcbes geradoras de identidades classicas de Fibonacci
realizada anteriormente, vemos a possibilidade de obtermos fun¢des geradoras de outras
propriedades de Fibonacci. Isto €, realizar uma extenséo de algumas propriedades classicas de
Fibonacci a indices negativos.

Com este fim, iniciamos tal discussdo obtendo as leis de formacdo de algumas
propriedades classicas de Fibonacci estendidas a indices negativos. Referendar-nos-emos em
Koshy (2011) que demonstra as identidades classicas de Fibonacci, utilizando sua lei de
recorréncia e nos argumentos de Alves e Borges Neto (2011) sobre a possibilidade de

extensdo dos numeros de Fibonacci aos inteiros. Dando continuidade, temos que, a partir da

fo = fz - f1
f,=1-f,
f,="1-1,
lei de recorréncia da sequéncia de Fibonacci, podemos escrever: fo—f _f . E
-3 -1 -2
f—n = f—(n—2) - f—(n—l)

ao somarmos, os lados esquerdo e direito das recorréncias, obtemos, do lado esquerdo
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fo+f, +f,+f,+..+f ; e do lado direito, ao realizarmos as devidas eliminacoes

obtemos f, —f ,).Como f, =1. Obtemos como resultado a seguinte identidade:

—N —N
Z f, :—f_(n_1)+l—> z f. :—f(_n+1)+l, que nos fornece (a soma dos n primeiros
—i,i=0 —i,i=0

termos da sequéncia de Fibonacci com indices negativos).

Continuando, utilizaremos o método de Hoggat e Lind (1973) para obtermos a fungéo

o . S S X
geradora da identidade —f,_.,) +1. Iniciaremos com E X'=——¢ E F X :—1+x 2
= —

o | < a1 X [~ n X
e ao fazermos, (ZO:X J[ZO:F_,]X j— —>ZO: ZF_J- X R

1—-X 1+X—X?

X
T2 (cqd). Sendo a

Como: iF_J- =—F_n4)+1. Obtemos Z::(—F(_M) +l)x" = oy

j=0
funcdo geradora da soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci com indices

negativos. Fato que caracterizamos na figura 14, a seguir:

Figura 14 - Funcdo Geradora da Soma dos n primeiros termos da sequéncia de
Fibonacci com indices negativos

' (217) wm/(1-2#%x"2+x°3);
X
(%507) —
x3—2 x°+1

_7 (%19) taylor(=/(x"3-2*x"241), =, 0, 70);

(309) x+2x°-x +4x°-4x%+9 %" -12 x%+22 x"-33 x* % +56 %' -85 x1%+145 x*° 232 x"*+378 x*¥ - 609 %16+
988 x17-1596 x7°+2585 x1%-4180 x29+6766 x21 10945 x22+17712 x?° 28656 x2? +46369 x2°-75024 %25+
121394 x27-196417 x2%+317812 x2% 514228 x°9+832041 31 -1346268 x°2+2178310 x> -3524577 x> +5702888
x°%-9227464 x°°+14930353 x>’ -24157816 x°-+35088170 x>~ -63245985 x*°+102334156 x*? 165580140 x*2+
267914297 x*° 433494436 x**+701408734 x5 1134903169 x5 +1836311904 x*7 -2971215072 x*¥+4807526977
x%%-7778742048 x°°+12586269026 x°1 -20365011073 x 2 +32951280100 x°° 53316291172 x°* +86267571273
x°% 139583862444 x°° 4225851433716 x> -365435296161 x°°+591286729880 x°° -956722026040 x57+
1548008755921 x5 -25047307681960 x°2+4052739537882 x°°-6557470319841 %% +10610209857724 x%° -
17167680177564 x°6+427777890035289 x°7 -44945570212852 x°° +72723460246142 x52-117669030460993 x'° +

Fonte: Elaboracgdo do autor.

Fundamentados nos argumentos de Hoggat e Lind (1973), Alves e Borges Neto (2011)
podemos estabelecer algumas fungdes geradoras de identidades classicas dos numeros de

Fibonacci, com indices inteiros. Sendo estas estabelecidas a partir da relacdo existente entre
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fungdes geradoras e somatdrios. Fundamentos que seguimos a obtencdo de algumas dessas
funcOes geradoras, resultados catalogados na tabela 1, a seguir.

Tabela 1: Fung¢des Geradoras de algumas identidades classicas de Fibonacci nos inteiros

Propriedade de Fibonacci Funcdes Geradoras

1-Soma dos n primeiros nimeros de X 2

: L ] o(x)=————=D(F
Fibonacci com indices impares 1-3x+X 0
2-Soma dos n primeiros numeros de X i

. . PT e(X): 2 3 :Z( I:2n+1_1)Xn
Fibonacci com indices pares 1-4x+4x° —X 0
3-Os n primeiros termos ao quadrado da I

o g(x)= => FX
sequéncia de Fibonacci 1- 2x 2x +x* %
4-Soma dos n primeiros nimeros ao ) ]
) . i(x)= Z( Fra )X

quadrado de Fibonacci. 1-2x—2x* +
5-Soma dos n primeiros nimeros de

: L k(X)— Z( F 20 )X
Fibonacci com indices impares
negativos
6-Soma dos n primeiros numeros de o

. o . n(x)= =D (Fznay —L)X"
Fibonacci com indices pares negativos 1-4x+4x*—x° 4
7-Soma dos n primeiros termos da 2

A - . . PT t(X)— Z( (-n+1) +1)

sequéncia de Fibonacci com indices 1- 2x +x° %
negativos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vale destacarmos que as demonstracdes relativas aos resultados de 1, 2, 3,4, 5e 6
estdo expressos, respectivamente, nos apéndices C, E, G, I, K e M, e que seus respectivos
desenvolvimentos em série de poténcias, estdo caracterizados nos apéndices D, F, H, J, L e M.
Outras fungdes geradoras de identidades de Fibonacci podem ser encontradas em Hoggat e
Lind (1973), nas paginas 62 a 64 e em Koshy (2011), nas paginas 230 e 231.

Portanto, nas secdes apresentadas, buscamos discutir algumas generalizacbes e
extensbes da sequéncia de Fibonacci, com destaque para 0 modelo de Binet e as funcGes
geradoras. No capitulo seguinte trazemos algumas relagdes conceituais da sequéncia de

Fibonacci como outros conceitos matematicos.

12 Notemos que os resultados das fungbes geradoras das propriedades em destaque, s&o coincidentes,
caracterizacdo que evidenciamos nos apéndices C e K, respectivamente.
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4 OUTRAS GENERALIZACOES E EXTENSOES DA SEQUENCIA DE FIBONACCI

Dando continuidade, ressaltaremos neste capitulo outros modelos de generalizagdo e
extensdo da sequéncia de Fibonacci em outros contextos matematicos, em destaque: a
sequéncia de Lucas, as matrizes, os determinantes, o triangulo de Pascal, a trigonometria, 0s

numeros complexos, os polinémios, as equacdes polinomiais e as fungdes hiperbdlicas.
4.1 Fibonacci e 0s numeros de Lucas

Hoggat (1969) argumenta que a sequéncia de Lucas, nomeada assim em homenagem
ao matematico francés do seculo dezenove Frangois Eduard Anatole Lucas (1841-1891). O
autor salienta que Lucas realizou muitos trabalhos com sequéncias recorrentes e deu nome a
sequéncia de Fibonacci. Sobre esta relacdo Gulberg (1997, p.287) aponta que houve “0
melhor de nosso conhecimento, em um artigo pelo matematico francés Edouard Lucas em

uma publicac¢do dedicada a matematica recreativa”. Sobre tal fato Williams, ressalta que:

Lucas foi um génio para perceber e mostrar em um longo artigo publicado em 1878,
que os numeros de Fibonacci eram relacionados com uma riqueza de problemas,
incluindo, como ele escreveu, "a teoria de determinantes, combinacGes, fracdes
continuas, divisibilidade,divisores de formas quadraticas . . . residuos quadréticos ,

decomposicio de grandes ndmeros em seus fatores primos , etc. " (WILLIAMS,
apud WELLS, 2005, p.144, tradugéo nossa).

Conway e Guy (1999) relatam que os ndmeros de Lucas L,, relacionam-se com os
nameros de Fibonacci de varias maneiras, tendo sua mesma lei de recorréncia, contudo, com
termos iniciais diferentes. Sobre tal fato, Koshy (2011) ressalta que ao usarmos a relacdo de

recorréncial, =L, ,+L ,,n=3, tomando as seguintes condicdes iniciais L, =1 e L, =2,

temos como resultado: 1, 3,4, 7, 11, 18, 29, 47, .... (Sequéncia de Lucas). Como
estabelecemos a sequéncia de Fibonacci relaciona-se intrinsicamente com a de Lucas. Desse
modo Parker (1964, p. 67) apresenta um modelo geral de obtencdo dos numeros de Lucas, a
partir do modelo de Fibonacci, vejamos:

Inicialmente, o autor parte da forma generalizada da equacdo de recorréncia
F(n)=cX +¢,X;, com ( e C, sdo constantes quaisquer, admitindo as seguintes condicdes

c,+C,=2
iniciais F(0)=2,F(1)=1.Dai, obtém o sistema: , aonde considera
CX +C,X, =1
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xlza:“\/gé,xz=ﬂ:1‘\/§4.'.x1—x2:\/§ex1+x2=l. Ora, fazendo as contas, vemos
1-2x, \/5

e +(2-0)x% =1..6% +2% -CX, =1 €% ~X,) =1-2X,. Segue que: ¢, = x—%) 5

e, para o outro valor, devemos encontrar C, =1, assim como indica Parker (1964). Por fim,

Parker estabelece F(n)=¢ (:H\Eéjn +G (1_\54}1 = [1+\E4jn +[1_\E4jn

Resultado que também pode ser expresso como: L, =a"+p",n=123,..... (Férmula de

Binet para a sequéncia de Lucas).
Na figura 15, a seguir Hoggat (1969) traz os resultados dos nimeros de Fibonacci e
Lucas. Podemos, a partir desse quadro comparativo, estabelecermos algumas relagdes

preliminares entre estes nimeros, discussao que mostraremos, a seguir:

Figura 15-Comparativo de resultados entre os nimeros de Fibonacci e Lucas

F 3 o F 3 4 Fs Feg 7 Fg o £y 0
1 i 2 3 5 8 i3 21 34 55

1 3 4 7 11 18 29 27 T6 123
Ly L > L3 y S L s I e y o L g Lo L;o

Fonte: Hoggat (1969, p.27).

Prosseguindo, notemos na figura que ao fazermos: F+F =L,, F,+F, =L;, este
resultado de modo geral é dado por: L, =F,, +F ,,n>1 (lei de recorréncia dos nimeros de

Lucas).
Demostraremos resultado anterior, utilizando a féormula de Binet. Com isto, faremos:

O(‘n—l _ Bn—l Otn+1 _ Bn+1
Fio=——"— ¢ 1 ——————, € ao somarmos o0s resultados, temos:
a—B a-p
(X,n71 _anl . an+l _Bn+l B anfl _anl +an+1 _Bn+l B (171 'an _671 .Bn +OL.OLn _BBn
B o-B o—p o—p
_ '@ +a) =B (B +B) _ o’ (a=B)+B"(a=B) _ 0 gy (cqd)
a—p oa—f

Ainda nessa perspectiva de discussdo de propriedades relativas aos numeros de

Fibonacci e Lucas em Hoggat (1969) o autor apresentada a possibilidade de relacionarmos F,

e L, em temos de o" e B". Sendo sua reciproca verdadeira. Assim, utilizaremos

OL—BZ\/g , € reescreveremos as formas de Binet para Fibonacci e Lucas das seguintes



59

an _Brl

formas: F, = —>a"—p" :\/anU ) e L,=a"+B"(I1). Ao adicionarmos I e I,

o' —p"=\BF, . . N
temos: nB ) V5 " 520" =+\5F, +L, ~.a ZQ. Ao subtrairmos 1 e I,
a"+p" =L, 2

L —«5F
20" =+BF —L, ..B" _ L =V5F, |
a"+B" =L 2
Na figura 16 seguinte, Hoggat (1969) apresenta resultados dos nimeros de Fibonacci e
Lucas com valores de inteiros de n, ou seja, apresenta a possibilidade de termos os nimeros

de Lucas estendidos a indices inteiros, propriedade ja discutida para os nimeros de Fibonacci.

Figura 16- Possibilidade de extensdo dos numeros de Lucas a indices inteiros

F_4, F_3 F_o F_, Fyq F, Fo F3 [F4
3 2 —1 1 0 1 1 2 3
7 —d 3 —1 2 1 3 4 7
L“L.i L73 L__2 L_l LO Ll Lz L3 L4

Fonte: Hoggat (1969, p.28).

Dos argumentos anteriores, caracterizamos a existéncia do seguinte resultado:
L, =(-1)".L,. Demonstraremos esse resultado fundamentados nos argumentos de Hoggat

(1969), que demonstra a propriedade para Fibonacci mudando a variavel na férmula de Binet
de n para —n e procede do seguinte modo:

— " ‘”—i i:Bn_"an:an—i_Bn: _1\n n NYy_(_1)"
L. =a"+B T eB (D) (-1)"(a"+p")=(-1)".L; (cqd)

Como estamos mostrando, os nimeros de Lucas relacionam-se de maneira visceral

com o0s numeros de Fibonacci através de propriedades comuns, dando continuidade nessa

discussdo apresentaremos e demonstraremos outras duas identidades. Desse modo,

iniciaremos pela identidade: F,,=F,.L,,,n>1. Realizaremos a demonstracdo dessa

identidade utilizando a formula de Binet. Assim, escrevemos:

F 0BT (@) -(B) ("B ) (o7 +p)
a—f oa—f oa—f

a seguinte identidade: L°=L, -2(-1)". Em sua demonstracio faremos:

F..L, (cqd). Na sequéncia temos

L2=(a"+B" )Y =a®" +20"B" +B" =a® +p*" +2(-1)" = L, +2(—1)" (cqd).



60

Vale destacarmos que esta discussdo em termos de identidades que relacionam os
nameros de Fibonacci e Lucas é ampla e foge um pouco do escopo do estudo. Além disso,
sugerimos ao leitor os trabalhos de Hoggat (1969) nas paginas 59 e 60, e Koshy (2011) nas
paginas 87 a 93, que trazem um conjunto extenso de identidades envolvendo os nimeros de
Fibonacci e Lucas.

Finalizaremos a se¢do apresentando outro ponto de consonancia entre 0s numeros de
Lucas e Fibonacci as fungdes geradoras. Desse modo apresentaremos algumas funcdes
geradoras dos numeros de Lucas referendadas nos estudos de Hoggat e Lind (1973) e em
Koshy (2011). Iniciaremos apresentando a funcdo geradora dos numeros de Lucas

. = N 2—X
caracterizada por: ; Lx" = VR

Na demonstragdo dessa fungdo geradora utilizamos o raciocinio empregado por Koshy
(2011) que adaptamos ao caso da sequéncia de Lucas. Para tanto, escrevemos:
g(X) =L, + Lx + L,x* + Lx* +---+ L X" +. Em seguida Koshy (2011, p. 220) comenta

que “desde que as ordens dos coeficientes de f,_, e f, _, sdo de 1 e 2 menores do que f,,

respectivamente, encontramos o0s termos correspondentes X-g(x),X>-g(x)”. Ou seja,
adaptando ao nosso interesse, estabelecemos que:
g(x) =L, +LX + X + x4+ 4+ L X"+
X-g(X) = LxX' + LX° + L+ Lx* +oo+ L X"+ L X"+ . Em  seguida
X2 g(X) = Lyx? + LX° + Lx* + LX° +-+ L X"+ L X"+ L X"

recordando que L,—-L,,—L,, =0, vem que:

9(X) X ()~ X2 g(x) = 2= x+ X (L~ L, ~ L)+ X4 (L, ~ L~ L) +

i O que resulta em:
et X (Ln_Ln—l_Ln—2)+"'

2—X
g(x)(l—x-xz)zz—x+0<—>g(x):l_—z. Expressdo indicada por Koshy (2011),

como a funcdo geradora dos numeros de Lucas.
Demonstraremos 0 mesmo resultado utilizando os argumentos apresentados em

Hoggat e Bicknell (1977), ja discutidos em se¢des anteriores. Com isto, partiremos da formula

de Binet para os nimeros de Lucas: L, =a" +p". Semelhante a Hoggat e Lind (1973),

aplicamos somatorios em ambos os lados da expressdo L, = a" + ", e encontramos:
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0 o0

D LX" =D (a"+p" X" :ianxn +iB”X”, como ia”X” :ﬁ, temos:
1 (l—Bx)+(1—ocx)_(1—Bx)+(1—ax)_
Z_:ax +ZBX T1- ocx+l Bx (1-Bx)(1-ax)  (1-px)(1—ax)
2— x(a+B) atp=l 2 (cqd)
T1- x(a+B)+x(aB)aB 11— X— x2 “

Concluiremos apresentando a fungdo geradora dos numeros de Lucas estendidos, ou

seja, semelhante aos niumeros de Fibonacci, esta funcdo geradora nos informa quais sdo 0s

' - : N —2—X
numeros de Lucas com indices negativos. Sendo dada por: ZL-"XHZW
n=0 —Ll=X+

Demonstraremos a propriedade tomando a formula de Binet para os numeros de Lucas da

seguinte forma L, =a"+B " =(a )" +(B")". Semelhante a Hoggat e Lind (1973),

aplicaremos somatérios em ambos os lados de L, =(a™)'+(B*)". Logo:

L =Y (@) + (B =3 (o )”X”+Z(B X', como 3’ = L

n=0 n=0 n=0 _ax,
. N -1\nyn S -1y\nyn __ 1 1 — 1 1 = a B =
temos: nz_;,(a )'x +;(B )X —1_a-1x+1_B—1X_1_x+1_x_a—x+B—X_
o p
_UB-x)+Ba=x) _ 20B-x(a+B) I 2-x o4
(a=x)(B=X)  aP=x(atB)+x’ oh—i-l-x+x’

Ressaltamos que outras funcdes geradoras relativas aos nimeros de Lucas podem ser
encontradas nos trabalhos de Hoggat e Lind (1973), nas paginas 62 a 64, e em Koshy (2011)
nas paginas 230 e 231. Na secdo seguinte trazemos outra possibilidade de relacdo da
sequéncia de Fibonacci a outros conceitos matematicos, em destaque as matrizes e 0sS

determinantes.
4.2 Fibonacci e as Matrizes

Os estudos de Alfred (1965), Hoggat (1969), Koshy (2011), Sthakov (2009) e
Grimaldi (2012), apresentam uma discussdo que relaciona as matrizes com 0s numeros de
Fibonacci. Assim, iniciamos nossa apresentacdo salientando o que os autores identificam

11

como: Q =[1 0

J. Sendo a matriz de segunda ordem que tem como elementos
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a, =la,=1a, =1a, =0, sendo estes os nmeros de Fibonacci. Como destaca Grimaldi

(2012 p. 113) “propriedades desta matriz foram investigados em 1960 por Charles H. King em
sua tese de mestrado no State College San Jose, na California”. Continuaremos apresentando

um raciocinio comum aos estudos citados. Nesse sentido faremos a seguinte multiplicacéo:

(11 (11 , (21 L. (2 1) (11 , (3 2
AR=11 o]X1 0)79 =1 171 M1 )72 1 ¢

Q3Q1—32X11—>Q“—53s ind di d '
= 5 1 10 = 3 2] eguindo o procedimento, podemos conjecturar

n+1 1:n

f.f

n n-1

o resultado de Q" :( j que pode ser indicado por:

Teorema 7: Para um dado namero inteiro n, a enésima poténcia da matriz Q é dado por:

n+1? “n? "n-1?

fn+ n
Q" :( ! j,sendo f ., f ,f .. nameros de Fibonacci.

Demonstraremos o teorema citado, utilizando o principio da inducdo matematica.
f2 1:1

fl fO

10 ] sendo a sentenca verdadeira.

11
Desse modo, iniciamos com n=1, Q1 :( j:(

Dando continuidade admitiremos que o resultado é verdadeiro para n=k. Com isto, temos:

f f f f 11
k| Tkea k - B O kO = | Tkt k|
Q —( i fk—lj. Verificando para n=k+1, temos: Q QQ ( i fk—lj (1 Oj'

Dai concluimos que: Qk+1 _ QkQ _ [ :kj_':: f, f;+lj — [ ::k+2 f;uj(ch)
k k-1 k k+1 k
Como existe uma relacdo intrinseca entre a teoria das matrizes e o estudo dos
determinantes, o préximo teorema nos informa o determinante da matriz Q".
Teorema 8: Para um dado inteiro n, temos: det(Q)" =(-1)".

Demonstracdo: do estudo dos determinantes sabemos det(Q")=(detQ)", e como

11
detQ =|Q| = ‘l 0‘ =-1, concluimos que: det(Q)" =(-1)"(cqd)

Tomando por referéncia o teorema anterior, podemos demonstrar a seguinte identidade
de Fibonacci, a férmula de Cassini. Como destaca Sthakov (2009, p. 323) esta “¢ uma das

mais importantes identidades dos nimeros de Fibonacci. Esta é chamada a férmula de Cassini
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em homenagem ao famoso astrénomo francés Giovanni Domenico Cassini (1625-1712), que

descobriu a formula pela primeira vez”. Sendo este resultado, designado por:

f ., .f..—f.>=(-1)" (Férmula de Cassini)
n +1 fn 2 n
Demonstracio: detQ" = o |7 foa-foa— £ =(=1)".n =1 (cqd)
n n-1

Continuando, tomaremos referéncia nos argumentos de Hoggat (1969, p.66-67), sobre
o estudo da algebra das matrizes, destacando que “na algebra das matrizes ¢ de grande

interesse técnico o polindmio caracteristico”, que Hoggat (1969) caracteriza como: Dada a

matriz Q, seu polindmio caracteristico ¢ definido por: P(x)=det(Q—xl ). Assim:

-aeen-{ oo 32 o6

a-x b )
=X"—(a+d)x+(ad —bc).Se P(x)=0,temos:

C d—-x

x* —(a+d)x+(ad —bc) = 0(Equacio caracteristica de Q)

Do resultado anterior, notemos que o termo constante na equacdo caracteristica é o
determinante da matriz Q, e o termo de coeficiente <(a+d) ou (a+d) se for negativo nos

da a soma dos elementos da diagonal principal da matriz Q, que é chamado de traco da matriz.
A partir dos argumentos anteriores sobre polinbmio caracteristico podemos apresentar e

demonstrar o teorema seguinte e seu corolario, presentes no estudo de Koshy (2011). Sendo:
Teorema 9: As raizes caracteristicas de Q", sdo a" e B". Demonstracéo: utilizando a
nocdo de polindmio caracteristico para obtermos as raizes de Q", inicialmente calculamos:

det(Q—xl )= :

" | & a0 fazermos: det(Q—xI)=(f,,, —x).(f,,—x)- f 2

n n-1
= Xz ( fn+1+ fn 1)X+( fn+1 f ) como fn+1 Ln € fn+1 _( 1)

Logo, concluimos: det(Q—xI )= x*—L x+(—=1)"(1). Retomando de (1), para obtermos suas
raizes faremos: det(Q—xI)=0, e ao resolvermos a equagdo X°—L x+(-1)"=0,

L, +JL, —4(-1)"

2

, € a0 usarmos a identidade, L, —4(—1)" =5.f ?, temos:

L+»\/§f

e B" =————"(cqd). Sobre o resultado anterior, destacamos que este

obtemos: X=

N Ln+»\/§.fn
YT
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possui uma consequéncia imediata que se expressa no seguinte corolario. As raizes
caracteristicas de Q sdo o e .
Na demonstracdo desta assertiva utilizaremos os argumentos de Koshy (2011), que

adota o valor n=1, na equacdo caracteristica X*—L X+(—1)"=0, obtendo a equacéo

x*—X—1=0 (equacdo caracteristica das sequencias recorrentes lineares homogéneas de
segunda ordem) estudo realizado em secdes anteriores.

Continuando, Hoggat (1969) e Koshy (2011) argumentam o seguinte resultado, que as
raizes caracteristicas da equacéo caracteristica sao raizes caracteristicas da equacdo da matriz
Q. Segundo Hoggat (1969) e Koshy (2011) este resultado ilustra o conhecido teorema de
Cayley-Hamilton, estabelecendo que cada matriz satisfaz sua equagdo caracteristica, teorema
que admitiremos sem prova.

Desse modo, fundamentado no teorema de Cayley-Hamilton, Koshy (2011) enuncia o

seguinte resultado: que a matriz Q satisfaz a sua equacdo caracteristica Q> —Q—1 =0, fato

que pode ser facilmente verificado, como faremos, a seguir:

11
Demonstracdo: Partimos de Q*—Q-1=0—-Q*-Q=1 (I), com Q:(l O] e

1=[1 %], substiting Itad | N I e
=lo 1) ubstituindo os resultados em (I), temos: 10 1 0/ lo 1

uland 2 1) (11 10 10 10 ] halk
. — — =
Calculando encontramos: 11 10 01 - 0 1 0 1 (cqd). Em Sthakov

(2009) encontramos uma tabela que informa as matrizes de Fibonacci, para n inteiro,
resultado que expressamos na figura 17, a seguir.

Figura 17- Matrizes de Fibonacci para indices inteiros

1 ] 1 2 3 4 5

— 171 0 1 B 1} (:3 2] . E

|, 1} {1 n) ] 1 2 -

n 0 (n I ] [ i —1\) {—1 2} {2 —:1]
o)\ 2l B\ S s

Q- [{] 1}
Fonte: Sthakov (2012, p.233).

Com a perspectiva de caracterizarmos os resultados anteriores, vemos a possibilidade
de obtermos uma formula explicita para as matrizes de Fibonacci Q" e Q™, com

n=0,£1,+2,£3,44,45,.... Referendados na perspectiva discutida em Sthakov (2009)
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apresentamos inicialmente o seguintes resultado, que evidenciamos como a formula de Binet

matricial.
o" :((a“—s” )+op’—pa’  (a"-B")
(a"=B") (af"-Ba")

Sobre a demonstracdo do resultado anterior, o apresentamos no apéndice O,

j,nzo (cqgd)

fundamentados nos argumentos de Keskin e Demirtlrk (2010), Lima et al. (1998). Seguindo,

utilizamos raciocinio semelhante ao de Hoggat (1969), que para estender os numeros de
Fibonacci com indices negativos, considera a férmula de Binet na forma f ., comn=>0. Isto

é, realiza apenas a mudanca da variavel n por —n em Binet. Desse modo, utilizando 0 mesmo

percurso faremos:

n>0

o = [( a =B ") +op " —Ba" (o -p") J
(" =p™") (o™ —Ba™)
Obtendo, assim, a férmula de Binet matricial com indices negativos, que pode ser ainda
representada por:

Q,n _ 1 (_l)n |:( Bn —a" )+an+1 _Bn+1] (_1)n+1( o _Bn )
(O('_B) (_l)n+l(an _Bn ) (_l)n(an+1_Bn+1)

n>0

Na secdo atual apresentamos algumas relacdes entre a SF e 0 estudo das matrizes e dos
determinantes, estabelecendo algumas propriedades de generalizacdo da sequéncia a partir
destes conceitos. Continuando, discutiremos a seguir, outras relagdes conceituais da SF, no

caso, com o triangulo de Pascal.

4.3 Numeros de Fibonacci e o triangulo de Pascal

Dando continuidade, em Huntley (1985), Koshy (2011), Hoggat (1969), Posamantier e
Lehman (2007) encontramos uma discussédo que relaciona os numeros de Fibonacci e o

triangulo de Pascal. Sobre tal relagdo, Huntley (1985) ressalta que:

Uma outra caracteristica do tridngulo de Pascal é que ele contém a série de
Fibonacci, embora ndo pareca haver registro a demonstrar que Pascal notou o fato. E
possivel que Leonardo Fibonacci tenha topado com a série hoje conhecida pelo seu

nome através de um exame do triangulo chinés. (HUNTLEY,1985, p.132).
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Sobre tal propriedade os autores evidenciam que: ao somarmos os elementos das
diagonais do triangulo de pascal, obteremos como resultado os numeros de Fibonacci.

Propriedade que observamos na figura 18, a seguir:

Figura 18 - Relacéo entre os numeros de Fibonacci e o triangulo de Pascal

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Fonte: Posamentier e Lehmann (2007, p.91).

Notemos, que a lista de niumeros obtidos no canto superior direito da figura anterior
sdo os numeros de fibonacci. Sendo que, tais resultados séo obtidos pela soma dos elementos

de cada diagonal do triangulo de Pascal. Com isto, podemos listar os seguintes resultados:

f,=1 f,=1 f,=1+1=2, f,=1+2=3, f,=1+3+1=5 f,=1+4+3=8,
f,=1+5+6+1=13, etc.

Prosseguindo, tomaremos alguns dos resultados anteriores expressos em termos de

numeros binomiais, sendo organizados da seguinte maneira:

0
O :1: fl
1
0 =1=f,
2 1
+ |=2=1,
0 0
3 1
+ =3=f,
0 0
4 3 2
+| |+ =5=f,
0 1 2
5 4 3
+ + =8=f,
0 1 2
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Continuando o raciocinio empregado, podemos conjecturar o seguinte resultado:

n n-1 n-2 n—i ..n
+ + 4.t . |, com O0Z1<—. E, ao colocarmos o resultado
0 1 2 I 2

/21 n—j
anterior, em forma de somatorio, obtemos: Z [ , j,nZO. Vale destacarmos que em
i=0
Hoggat (1969) encontramos esse resultado expresso da seguinte  forma:
/21 n—j [(k+1)/2] (' — k
fa= z . |,n=0 | e em Alfred (1965), como: f, = Z .
i=0 I k=1 k—l
Os resultados expressos anteriormente nos informam os nimeros de Fibonacci em
termos binomiais, propriedade que Koshy (2011) atribui a E. Lucas em 1876.Vale ressaltar,
gue demonstraremos o resultado apresentado por Hoggat (1969), que também é encontrado

em Koshy (2011), expresso no seguinte teorema.

[n/21/n—j
Teorema 10: f,,, = Z ( i j,n >0 (ntmeros de Fibonacci binomiais)
i=0

Sobre o resultado anterior, apresentamos sua demonstragdo no apéndice P. Apos a
caracterizacdo da relacdo entre os numeros de Fibonacci e o tridangulo de Pascal, por meio da
soma de diagonais ascendentes, continuaremos focando esta relacdo, apresentando outras
propriedades relativas ao triangulo de Pascal e os nimeros de Fibonacci.

Iniciaremos a discussdo apresentando uma propriedade presente no estudo de Hoggat
(1969) que segundo esse autor, foi proposta por S.L Basin e Vladimir Ivanoff, propriedade
gue nos informa os nimeros de fibonacci de indices pares, em termos de niUmeros binomiais,

n.(n
sendo expressa, como: f, = Z( i j.fi :
i=0

Para demonstrarmos a propriedade descrita, utilizaremos a férmula de Binet. Com isto,
o B _(a®)—(B*)

a-p  o-P

e . 2
iniciaremos  fazendo: f,, = , como o =oa+l e P*=B+1,

1 n n
obtemos: T, :(x—B[(OHl) —-(p+1) ] (i). Pelo teorema binomial podemos escrever:

(a+1)" e (B+1)"como (oc+1)”:zn:[?}zi e (B+1)”=Zn:{?}3i. Substituindo os

i=0 i=0

resultados em (i), temos:
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f, = OLL—B{Z;[?}} —ZOZ(T} } = Z(,:(Tj O;:E Finalizando f,, = g(?}fi(c-q-d ).

Ainda sobre o estudo de algumas propriedades relativas aos numeros de Fibonacci em

termos binomiais, encontramos em Hoggat (1969, p.51) o0 seguinte resultado,

nn
fzm = Z( : J.fiﬂ-, que pode ser caracterizado como um modelo generalizado do resultado
i=0

n

n
anterior, ou seja, notemos que ao adotarmos j=0, teremos: f,, =Z(i J.fi. Seguiremos na
i=0

n (n
demonstracdo de f,,; =Z(J.fi+j, com o raciocinio semelhante ao utilizado em f,, .
i=0

OL2n+j _BZn+j - (az )naj _(BZ )HBJ
o-p a—f

Assim por Binet, teremos: f,,,; = ,como o’ =a+1e

1 oo o
B> =B+1, encontramos: f2n+j:(x——[3[(a+l) a'—(B+1) BJ] (). Novamente, pelo

n n )
teorema binomial teremos: (o+1)" e (B+1)", com (a+1)”=2(.}1' e

i—o \_I

n

(B+1)" = Z(T}H' . Substituindo em (i), teremos:

i=0

=

Finalizando, essa discussdo sobre algumas relacdes dos niumeros de Fibonacci com o
tridngulo de Pascal e os nUmeros binomiais, destacaremos uma propriedade de Koshy (2011)
que nos permitird a obtencdo de uma férmula de extensdo dos nimeros de Fibonacci em
termos binomiais a indices negativos. Nesse sentido, apresentamos o seguinte resultado:

n

n :
(—1)fn=2[ij-(—1)' f.. Para demonstrarmos o resultado, utilizaremos o raciocinio
i=0

empregado em Koshy (2011) que parte do lado direito da igualdade, obtendo o lado esquerdo.

Comisto i[”j(—l)i.fi:i[?j(—l)i‘i_‘g - = {i(f‘j(—a)i—g(?j(—ﬁ)‘}(n

i—o \_I i-0 oa—Blim\
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Continuando, pelo teorema binomial podemos escrever: (1—a.)" —Z( j( —a) e
i=0

n n )
(1—B)”:Z(ij(—[3)'. Substituindo os resultados anteriores em (I), temos:

i=0

g g Sy e,

—o"+p" (o’ B ) _
o B ap —f (cqd)

Em secBes anteriores, destacamos o seguinte resultado f  =(-1)""-f que nos

permite a obtencdo dos nimeros de Fibonacci com indices negativos. Notemos que ao

combinarmos essa relagdo com o resultado demonstrado anteriormente, obteremos o seguinte

n

n .
resultado: Tomando f_ =(-D)"*-f (1) e(-1)f, = Z(I j-(—l)' f, (I1), e ao substituirmos

i=0
(I1) em (1), encontramos relacdo dos nimeros de Fibonacci com indices negativos em termos
n n i
binomiais expressa por: f_, = Z( i j.(—l)”“ f.
i=0
Portanto, nesta se¢do trouxemos a discussdo de algumas propriedades de Fibonacci,
estabelecidas a partir de sua relacdo com o triangulo de Pascal. Dando seguimento, na se¢éo
seguinte apresentaremos outros modelos de generalizacdo da SF, modelos estabelecidos de

sua relacdo com a trigonometria e 0s niumeros complexos.
4.4 Fibonacci na trigonometria e nos complexos

Huntley (1985) apresenta uma relacdo entre o fi e a trigonometria, argumentando que

observarmos esta rela¢io ao solucionarmos a seguinte equacdo: Sen(20)=cos(30). E como

. . ) T T
0 seno de um angulo é igual ao seu complemento, teriamos 29+36=§, com G:E.

Huntley (1985) sugere que a equacdo Sen(20)=cos(30), pode ser reduzida a
4sen’(0)+2sen(0)—1=0. Grimaldi (2012) resolve a equagdo anterior proposta por

Huntley (1985) obtendo a formula trigonométrica de Binet, relacdo dada por:

f :an_Bn:(Z)n
"Tah b

{cos”(g)—cos”(%)},nzo
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Sobre a relagdo anterior, discutimos sua demonstracdo no apéndice Q. Em seguida,
evidenciaremos outra espécie de link conceitual ou forma de representagdo do mesmo

modelo. Nesse sentido, trazemos as consideracdes De Bruiijn (1974) que considera a formula

o _ph
e busca definir a seguinte expressao f,, =—
eIN P oa—R

explicita da sequéncia(Ww, )

acentuando que o numero B=1_\% é negativo. Com o intuito de evitar esta e outras

dificuldades possiveis, De Bruiijn (1974) propde, 0 que podemos caracterizar como, a

férmula de Binet nos complexos, expressa por:

a®—-cos(ht)  sen(nm)

(a-B)a” " (a-p)a’

. a®" —cos(nrm)) . sen(nm) _ )
f.=x +iy, = +1| ————— |, que pode ser designado também por:

f, =x,+ly,, com X, = ,aonde ne IR, f, €C, ouainda

(a—B)-a (a—P)-a”
¢ _ a”" —cos(nm)+isen(nm) IR
" (a—B)-a" ’

Por outro lado, De Bruiijn (1974) desenvolve o procedimento e verifica a equivaléncia

das duas formas de expressar a SGF. Desse modo, como destaca De Bruijn (1974), teremos a

igualdade f, + f, ,=f ., para todo n>0, tal fato se evidencia quando observa que
[f.|=|f.,| e infere ainda que x.>+Y,>=x,’+Yy_ %, com intengdo final de verificar a

validez de formula f + f,, = f ., agora para n inteiro qualquer.

Por fim, com origem no trabalho de De Bruijn (1974), temos agora uma representacao
que permite o comportamento de sequéncias obtidas a partir de valores complexos. Um pouco
mais adiante toma os seguintes valores z, =1,z, =i e declara que “para encontrar a extensio
desta sequéncia, tudo que temos de fazer é estender os coeficientes”. (De BRUIIN ,1974, p.

253). Neste sentido, apresentamos um arranjo proposto por De Bruiijn na figura 19, logo

abaixo.

Figura 19-Comportamento da sequéncia de Fibonacci definida para valores complexos

e B 340 0= 4] 11 14 140 249, 346, o,

Fonte: De Bruiijn (1974, p.253).
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Notemos que na representacdo anterior De Bruiijn (1974) descreve os termos da

sequéncia (f,),.,,z, =12, =1 também & esquerda de zero. Com isto, o autor indica outra

forma de extenséo do conceito estudado por Leonardo Pisano, em 1202, agora no campo dos
complexos. Na secdo seguinte continuaremos com essa perspectiva de estabelecimento de
relacbes entre 0 modelo de Fibonacci e outros contextos matematicos, em destaque, 0S

polindbmios.
4.5 Sequéncia Polinomial de Fibonacci (SPF)

No artigo de Hoggat e Bicknell (1973) encontramos a seguinte definicdo: a sequéncia

polinomial de Fibonacci — SPF, que denotamos por (fn(x))nem, onde xe IR e tal que

{ f.(x) =1, f,(x) =x

. RelacGes de recorréncia que nos permitem descrevermos
fn+1(x) =X- fn (X) + fn—l(x)

facilmente a seguinte lista ( f,(X), f,(x), f,(x), f,(x), f;(X),..., f,(X)....). Resultados explicitados na

figura 20, a seguir:

Figura 20 - Lista dos primeiros elementos definidos a partir de sequéncias recursivas
polinomiais

Fibonacei and Lucas Polynomials
n F. L. =}
1 1 =
=2 = xE + 2
3 e o+ x? + A
4 x? + zx x% + 4x?T + 2
5 x% + 3xT + 1 x5 + Bx? + Sx
6 =f + 4x¥ + ax =% + Gzt + 9x? + 3
7 x® + Sxl + 6xF + 1 =T + Tx5 + lax¥ + Tx
=1 xT + 6xf 4+ 10xF + 4x % + Bxf = z0xt + 16xE + =
=] x® 4+ Txf 4+ 15xd + 20x® + 1 x® + ox¥ + 25x% + 30x¥ + ox

Fonte: Hoggat e Bicknell (1973, p.272).

Na figura anterior, omitiremos a discussdo da coluna direita, em que comparecem 0s

termos da Sequéncia Polinomial de Lucas. Por outro lado, Webb e Parberry (1969) exibem a

) > . Com efeito, os

funcio geradora que define a SPF, a apresentando como: f(XY) =m

autores consideram a seguinte expressdo, considerando a relagdo f_,(x)-x-f (x)-f, ,(x)=0,
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F(xy)= L0y + f(0)y* + f,(y° +---
avaliamos que: < X-y- f(X,y)=f,(X)xy* + f,(x)x y*+ f,(X) X y* +---. E, fazendo as contas,
y - 1Y) = L)Y+ £,y + f5(x)y° +--
F(y)=y+xy" + f00y° +--
obteremos ainda que: {X-y-f(X,y)=xy?+ f,(x)xy’+ f,(xX)xy*+---. Enfim, com um
y2 - F(xy) = L,00y°+ (0" + f(x)y° +---

procedimento semelhante ao que Koshy (2011, p. 220) evidencia, avaliaremos a seguinte

expressao:
£ Y) =X Y- FO0Y) =Y F06Y) = Y+ 0+ (00 =X £,00 =00 >+ (£, =X £, () =F,(0)-y* +--
f(x,Y)A-Xy-y) =y & f(x,y):l%

-X-y-y

Como estamos interessados na caracterizacdo de modelos de generalizacdo e extensao
da sequéncia de Fibonacci, em destaqgue o modelo da SPF, semelhantemente ao modelo

classico, podemos pensar agora, na variavel ‘Y’ e tomar a equacdo auxiliar

Y?=x-Y+1Y?—x-Y -1=0. E, fazendo as contas, devemos encontrar as seguintes

X+ X+ —Ix2+1

1
raizes: a(x) = 5 PB(X) = XT Além  disso, recordamos  que
(XY =x-o(x)+1 e B(X)’=x-L(X)+1. No passo seguinte reparemos que:

fl(X) 1= a(x)l B ﬂ(x)l

~ a()- ) ° e
o (a()+B())  (a()=B)(a()+B(X) _ a(x)? - B(x)? .
f,(X)=x= 1 = 20— A0 = O OR Em  seguida,

empregando a formula recursiva f,_,(x) =x- f_(x)+ f,_,(X), aplicamos o modelo indutivo:

a(X)-B(x) a(X)-B(x) a(X)- ()
(" +a (0™ = xB0"+ A)™) (@09 Dxe(9) +1 - BT () +1])
a(X)- A(X) a(X) - A(X)
atotxatd (a ()" [xa(X) +11 - S xAX) +11) _ (a()" a(x)* = S0 A(9?)
PO =xp(x)41 a(X) - B(X) - a(X) - B(X) -

_ (O{(X)Ml _ﬂ(x)wl) fn+1(x) _ (CZ(X)Ml _ﬂ(x)ml)

a(x) = B(x) a(x) = B(x)
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(0[(X)n+l —ﬁ(X)n+l)
a(x) = B(X)

Desse modo, podemos caracterizar: f _ (x)= ,n>1, como a formula de

Binet para a SPF.
() =1 £, =x

Dando continuidade, retornemos a seguinte formulacao .Ea
] ; {fml(x):x- 00+ f,,(0)

partir desta facilmente inferimos que n=1..f,(x)-x-f(x)=f,(x)—> f,(x)=0. Em seguida,
encontramos  que  n=0..f(x)=x-f,(x)+f (X) > f,(X)=x=(-)" f(x).  Prosseguindo,
inferimos ainda n=-1.. f,(x)-x-f,(X)=f,(x) > f,(x)=—x*. Notemos que a partir da
dindmica caracterizada podemos discutir a possibilidade de estendermos a sequéncia
polinomial de Fibonacci, a indices negativos.

Sobre a perspectiva discutida, Bicknell (1970) acentua a possibilidade de verificarmos
a seguinte identidade f_(x)=(-)"f (x), fato que estende a definicdo da SPF a indices
inteiros. Realizamos a demonstracdo do resultado descrito no apéndice R. Dessa forma,
constatamos uma série de propriedades relacionadas com a SPF que representa de modo
evidente, a generalizacdo de varios elementos presentes no modelo inicial da SF.

Mais uma vez mostramos e empregamos um conjunto de argumentos que n&o
extrapola uma cultura de graduacdo em Matematica. Logo em seguida, o raciocinio seguido

perseguird o estudo envolvendo o aumento da quantidade de termos recursivos presentes na

sequéncia original que, de modo standard, € avaliado apenas por dois elementos antecedentes.
4.6 Sequéncia de Tribonacci, Quadrinacci, Pentanacci....

Ora, como estamos interessados na generalizacdo de determinadas propriedades da SF

e que se relacionam com a nocao de SGF, passaremos agora a considerar a seguinte relacdo:
P, =P,4+ P,,+ P, 3.N=3 de Waddill e Sacks (1967). Vale assinalar que, a sequéncia

definida a partir de trés nimeros anteriores, de acordo com Koshy (2011) foi originalmente
estudada por M. Feinberg, ao quatorze anos de idade, na cidade de Pensilvania.
Voltando aos seus valores numéricos, Koshy (2011) exibe a seguinte listagem:

(1,1, 2,4,7,13,24,44,81,149, 274, 504,...,...), nomeada como a sequéncia de tribonacci.

De acordo com a definicdo, podemos inferir alguns resultados, assim escrevemos:
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Pra =Pt Pyt Py [Mj = ﬁ+1+h_ E, em seguida, semelhantemente ao

n-1 pn—l pn—l
. . .. . pn+1 _ . pn _ . pn—l _
expediente usado em Feinberg (1963), definimos: —— =t,,—— =t _,,—— =1, _,.
pn pn—l pn—2

Dai, teremos ainda que Posa _ Pnia Pn _ P P =1t,-t, ;. Desse modo,

pn—l pn—l pn pn pn—l
1 1 1 _ .

estabelecemos: t, -t =t ,+1+— <t =1+ + . Feinberg (1963) admite

tn72 tnfl 1:nfl “th-2

a convergéncia da sequéncia ha pouco definida por {t”}nelN digamos, para um valor ‘x’, entdo

_>x:1+1+i2<—>x3—x2—x—1:0, sendo

concluimos: t =1+—+
2 X X

x° —x* —x—1=0, equagdo caracteristica da recorréncia (p,) _ -

Portanto, encontramos uma equacgéo semelhante ao caso da SF, mas, no primeiro caso,
encontramos um valor positivo que, na literatura de um curso de graduagdo, € nominado de

namero de ouro. Por outro lado, com origem nas formulas de Cardano, podemos expressar a

raiz real da equacéo X —x*—x-1=0 da seguinte forma
(1+$/19—3J§ +€/19+3J§)
¢ = =1.839286755214.... No que concerne ao modelo anterior,

3

vale assinalar a descricdo fornecida por Yalavigi (1972) quando apresenta 0s numeros
T, =b-T,,+c-T, ,+d-T _,,com n>3o0 que evidencia a generalizacdo do modelo anterior.
Teorema 11: Dada a sequéncia definida por t =t +t ,+t ,, Spickerman (1982),

—n+2
(e)

(p-0)p-0) (p-o)o-0) (o-p)o-o) "

p=%(§/19+3\/£+§/19—3\/3§+1) e

n+2 n+2

descreve o seguinte resultado: t, =

c:%(2—%/19+3J§—%/19—3\/3§+J§i%/19+3@—€/19—3\/3§).

Caracterizando o resultado anterior como a formula de Binet para tribonacci, resultado
gue demonstramos no apéndice S. Agora, de modo semelhante ao processo de investigacdo de

alguns  valores numéricos, na tentativa de defini-la para valores de

Py =Py 1+ P+ P, sN<3. Vamos considerar, preliminarmente, a  equacéo
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Phs=P,—P,,—P,, € para N=3..p,=p,—pP,—pP,=2-1-1=0. E ainda que
n=2..p,=p,—P,—P,=1-1-0=0. Mais uma vez, podemos  escrever
n=1..p,=p—pP,—pP,=1-0-0=1eque Nn=0..p;=p,—pP,—p,=0-0-1=-1.
Com origem nesses valores preliminares, teremos ainda que:
n=-1.p,=p,—-p,—pP,;=0-1-1=-2 e que
Nn=-2..ps=p,—P,y—P,=1-1+2=2. Agora, com origem nesses valores numericos,
poderemos  conjecturar a seguinte lista de novos valores indicada por:
(...,—11, -8,4,1,-3,2,0,-1,1,0,0,1,1,2,4,7,13,24, 44,81,149, 274, 504,...,...), sequéncia de

tribonacci com indices inteiros.

Tomando referéncia, na perspectiva anterior, de obtencdo de valores para sequéncias

relacionadas com SF, em Waddill e Sacks (1967), temos as sequéncias definidas por (qn )neIN

(Oy =0Opy+0yo+G s+ g N=de () 6 =0+ ,+0 3+l ,+F 5n>5
Para tanto, vamos iniciar pela discusséo da sequéncia

d,=9,,+9,,+0d,5+0d,4.N=4, no qual repetiremos o argumento de Feinberg (1963).

qn — qn—l + qn—2 _+_1+ qn—4 )
qn—3 qn—3 qn—3 qn—3

qn . qn—2 . qn—l — qn . qn—l . qn—2 — qn—l . qn—2 + qn—2 +1+ 1

Neste sentido, escrevemos: O, =0,,+0,,+0, 3+0,4

Podemos ainda escrever:

qn—3 qn—Z qn—l qn—l qn—2 qn—3 qn—Z qn—3 qn—3 h
qn—4
~ . -t = q t qn -1 t qn—z .
Nestas expressoes, vamos assumir que: ., = n-1— — € reescrevemaos:
n-1 n-2 n-3

1 . .
tt -t =t -t ,+t ,+1+—_ Mais uma vez, Feinberg (1963) comenta que 0
n-3

guociente acima, obtido a partir da sequéncia (qn)neIN’ apresenta um comportamento de

convergéncia, semelhante ao caso encontrado com a SF. Feinberg (1963) indica o seguinte

n-3

valor real 1,9275619.... Ora, podemos considerar:
. i . 1
limt =t.. lim (tn togt,)=lim |t -t ,+t ,+1+—— | e, efetuando as passagens
n—+o0 N—>+o0 N—+0

1
operacionais com limite, inferimos que: t*=t*+t? +1+f ottt —t*—t-1=0. Desse
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modo, encontramos a seguinte equacao polinomial x*—x*—x*—x—-1=0 relacionado com a
sequéncia recursiva, definida a partir de seus quatros termos antecedentes, sendo a equacao
caracteristica da sequéncia de tetranacci.

Continuando, indicamos os resultados de r,=r _,+r _,+I ,+I _,+I ,N=5, que
segundo Sarisahin e Nalli (2014) nos possibilita a obtencdo deparamos a seguinte listagem de
elementos: (0,1,1,2,4,8,16,31, 61,120, 236,...), ao assumirmos, de modo arbitrario que
rL=0,r,=r,=1r,=3,1,=4. Sendo tal listagem a sequéncia de pentanacci.

Ainda, em Sarisahin e Nalli (2014) os autores assinalam a possibilidade da definicédo
de r,=r_,+r ,+r ,+r_,+r .,n>=5 para valores e indices negativos, semelhantemente
ao que realizamos nas sequéncias anteriores. De fato, Sarisahin e Nalli (2014) comentam a
possibilidade de descrever a sequéncia recursiva definida porr, =r . —r ,—I .= ,—I .,
para n<0. Um pouco mais adiante, apresentam 0s novos valores da sequéncia:
(...,0,0,0,1, -1,0,0,0,2,-3,1,1,0,0,4, -8, .. ) sendo a sequéncia de pentanaci nos

estendida aos inteiros.

Vamos agora, expressar a seguinte relagéo
r r r I I
. -1 -2 -3 -5 .
L=r +r ,+0  +r , +r  —— ==+ =+ -=41+-0= Segue ainda que:
s T Tha T n-4
rn rn—3 rn—Z rn—l rn rn—l rn—2 n-3 rn—l rn—2 r-n—3 rn—2 rn—3 r-n—3 1
.= L. == = . + + +1+
rn—4 n-3 n-2 r-n—l r-n—l IFn—2 rn—3 rn—4 rn—4 I‘-n—2 r-n—3 IFn—4 n-3 rn—4 n-4
n-5
rr.,r r.r r,r r 1
n n-1 n-2 n-3 n-1 n-2 n-3 n-2 n-3 n-3 .
. = . + +o=+1+ . Neste ponto, repetimos o
n-1 'n-2 rn—3 Ma M2 rn—3 e s T Ty n-4
n-5
. . rn . rn—l . rn—2 . rn—3
segumte procedlmento: qn =, qn,l =7, Cln,z =7, qn,g =—— 0 que resulta em:
I’n—l rn—2 rn—3 rn—4

1
qn ) qnfl ’ qn72 ) qn73 = qnfl ’ qn—Z ’ qn73 + qn72 ) Cln73 + qn—3 +1+— . Para ﬁnalizar1 assumindo
n-4

gue a convergéncia da sequéncia definida pelos quocientes anteriores, escrevemos

lim 4 =9 nILTw(qn “Ong Oz qn—3) = nliql)(qn—l ‘G2 05 t002° U5t 005 +1+ q_j

N—+o0
n-4
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1
Obteremos, pois, que: 4° =0°+0°+q +1+a <0°-q"-q°-¢°—q-1=0, sendo esta a

equacdo caracteristica da sequéncia de pentanacci. Sobre o processo apresentado, este pode
ainda ser estendido a obtencdo de outras equagfes polinomiais. E poderemos, assim, buscar
suas raizes reais com o intuito de identificar um ndmero semelhante ao nimero de ouro.
Fundamentados em tal perspectiva, mostramos na figura 21 as visualizac¢des relativas
as equacdes polinomiais do modelo de Fibonacci, do qual podemos depreender certas
propriedades das raizes positivas de equacgOes do tipo

n n-1_ ,,n-2

X" —Xx X" x® —x* —x®—x*—x—1=0, com ‘n’ par (ao lado esquerdo). Com efeito,
vislumbramos o acumulo de graficos (em cor azul), para valores positivos. Por outro lado, ao
lado direito, observamos ainda na figura 21, graficos na cor vermelha, todavia, divisamos

apenas suas raizes reais positivas, o que tende a indicar que as demais raizes sdo complexas.

Figura 21-Visualizacdo da sequéncia obtida a partir das raizes reais de equacdes
polinomiais

M E¥ Av ‘ N | Pequeno v|

{n-pares n impar 2

T T T T
05 1 15 25

e —r-1=0

Todt—a?—z-1=0

gl —gf - gt

e Pt =0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Desse modo, acentuamos algumas propriedades que admitem a generalizagdo e se
mostram intrinsicamente relacionadas com a SF. Ora, pelo exposto, podemos conjecturar a
possibilidade da descricio da seguinte familia de equagbes polinomiais:
XX =L =X =X =LX* ==X =X =L X=X =X =X =X =L X X=X =X = XP—x-1...

Xn—l_ Xn—2 _

X=X 3 =P =x—1...
Nas se¢des anteriores, apontamos uma profuséo de perspectivas e modelos conceituais

que, em maior ou em menor substancia, concorreram para a evolucdo epistemoldgica do
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modelo de Leonardo Pisano. Na proxima secdo, abordaremos uma perspectiva de formulacéo

epistemoldgica que defendemos constituir uma das mais recentes e atuais.

4.7 A Sequéncia de Funcdes Hiperbolicas de Fibonacci (SHF), quase seno Hiperbolicas

de Fibonacci (FF) e a Funcao Tridimensional Hiperbdlica de Fibonacci (FTF)

Sobre tal modelo, destacamos que sua descricdo possui origens em modelo
matematico, pensado por mateméaticos como Johann Heinrich Lambert (1728 — 1777) e
Nikolay Lobachevsky (1792 — 1856). Tal modelo ficou conhecido como hiperbolico. Por
outro lado, desde que dedicamos atencdo aos modos de generalizacdo do modelo de
reproducdo de coelhos, assinalamos outra perspectiva epistemolégica delimitada, ou ainda,
uma demarcacdo de génese epistemoldgica, a partir do excerto que segue:

Uma nova classe de fungdes hiperbolicas baseadas na razdo aurea poderd indicar
duradouras consequéncias para o futuro da Matematica, Fisica, Biologia e
Cosmologia. Em primeiro lugar, as fungdes hiperbdlicas de Fibonacci e de Lucas, as
quais, representam uma extensdo das formulas de Binet, no caso dos nimeros de
Fibonacci e de Lucas, segundo um dominio continuo, transformam a teoria dos
nimeros de Fibonacci numa teoria “continua” porque, cada identidade para as
funcbes hiperbodlicas de Fibonacci e de Lucas possuem analogia discreta com a

categoria dos nimeros de Fibonacci e de Lucas [..] (STAKHOV; ROZIN,
2005a, p. 388).

Pois bem, Stakhov e Rozin (2005a, 2005b) descrevem os elementos de ordem formal
e, por ndo dizer, informal, que concorreram na concepgéo e o estabelecimento de definicGes
formais e a conceptualizacdo de um novo objeto conceitual nominado pelos mesmos como
funcBes hiperbdlicas de Fibonacci e de Lucas.

Diante de varias caracterizagdes que encontramos, inclusive em manuscritos da década
de 60, e de modo recente em Stakhov e Rozin (2005b, p. 678), quando acentuam que “a
formula de Binet constitui a base para a introducdo das fungdes hiperbdlicas de Fibonacci e de
Lucas”. Nao obstante, a caracterizacdo indicada pelos autores ¢ definida por
P

J5

definicdo adotada por Filliponi (1993) quando indica F, =

,com neZ. E, podemos ainda comentar que se assemelha bastante com a

[ = T(x)-a™]
J5

que satisfaz f(x+1)=—f(X). E, além disso, verificamos a relagdo fundamental

, aonde funcéo

I:x+2 =F

X+1

+F,, de maneira que f(n)=(-1)",neIN. Por outro lado, cabe assinalar as
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semelhangas da maior parte dos casos anteriores com as classicas fungdes hiperbdlicas, que,

X —X X —X

e —€

. « : €
costumeiramente, s&o descritas por COSh(X) = e senh(x)=

Acentuamos que Stakhov e Aranson (2011, p. 75) sublinham que “infelizmente, os
matematicos dos séculos XIX e XX ndo conseguiram avaliar os verdadeiros valores das
formulas de Binet, embora tais formulas detivessem um elemento indicador de descoberta
importante — Fungdes Hiperbodlicas de Fibonacci e de Lucas”. Por outro lado, Stakhov e
Aranson registram que, no ano de 1984, o matematico russo Alexey Stakhov publicou um
livro intitulado The book of codes and Golden proportion (O livro dos codigos e da razéo
proporcional). Neste livro, Stakhov e Aranson (2011, p. 75) explicam que as férmulas de
Binet sdo apresentadas de uma forma pouco usual na literatura cientifica. A fim de
apresentarmos uma discussdo semelhante a Stakhov e Aranson (2011), consideraremos as
formulacdes exploradas por A. Stakhov, das seguintes formas:

P10 hook+1

NG
MJ]:ZK

5

Um pouco mais adiante, Stakhov e Aranson (2011) indicam uma ideia fundamental de

§"+¢7",n=2k

F(n)= .
4" —¢" n=2k+1

e L(n)Z{

relacionar, por analogia, com os modelos descritos por F(n) e L(n), com as respectivas

X —X X —X

e +¢€

. - e
funcdes hiperbdlicas, que conhecemos por senh(x) = e cosh(x) = . Por tal

via, Stakhov e Aranson (2011) comentam que as formulas que indicamos por F(n) e L(n)

podem ser concebidas como uma espécie de nova classe de funcdes hiperbolicas.

Stakhov e Rozin (2005a, p. 381) abordam as seguintes funcbes (**):

¢2x _¢—2x ¢2x+1 +¢—(2x+1)
senhF (x) =——=— (seno hiperbdlico de Fibonacci), coshF(X)=-——-——— (cosseno
5 5

hiperbdlico de Fibonacci), senhL( x)=¢>*" —¢ > (seno hiperbdlico de Lucas),
coshL(x) = ¢** +¢>* (cosseno hiperbolico de Lucas).Dando seguimento, Stakhov e Rozin
(2005a) registram que senhF(2k)=f,,, coshF(2k+1)=f,,, senhL(k)=L,., e
coshL(k)=L,,, com indices inteiros, no qual caracterizam a relacdo entre o modelo

hiperbdlico de Fibonacci e Lucas com os modelos de F(n)e L(n).
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Vale recordar que Stakhov (2009) se refere as descri¢cGes que indicamos em (**) por
“strong definitions”. E, no que concerne a igualdade do tipo senhF(2k)= f,,, para keZ,
Stakhov (2009, p. 265) explica seu significado quando conclui que “as fungdes extendidas de

Fibonacci e de Lucas coincidem com as fungdes hiperbolicas em pontos discretos”.

Stakhov (2009) prossegue em seu raciocinio quando escreve, de acordo com as

_ SenhF(X) 3 ¢2X _(I)—ZX ~ (I)ZX*]- (¢4X _1) B ¢(¢4x _1) _
= CoshF(X) - ¢2X +¢—2x - ¢2X(¢4X+2 +1) - (¢4X+2 +1) . ,

definicdes (**): tghF(Xx) de

coshF(x)  ¢"*?+1
senhF(x) (¢ -1)"

uma definicdo semelhante ao caso das fungdes trigonomeétricas, se torna natural esperar ainda

senhL(x)  ¢"**-1 coshL(x) &(¢™ +1)
coshL(X) ¢(¢™ +1) senhL(x) ¢*2-1

Depreendemos algumas propriedades a partir das definigdes anteriores. Nesse sentido,

modo semelhante, define ainda que COtghF(Xx)= Enfim, seguindo

que: tghL(x) = e cotghL(x)=

verificamos facilmente que vale a condicdo de simetria

N3 N
+(I)—ZX

(I)O_(I)_O (I)ZX
senhF(0) = =0. Ademais, vemos que COShF(X)=T>0, para todo

5

xelR. Nao obstante, os autores deparam algumas deficiéncias nas fungbes definidas ha

2(-x) _ 4=2(-x) —2X 42X 2X 42X
senhF(—x)=¢ o _9 0" __ 09 =-senhF(x) e que

pouco, sobretudo algumas indicadas no comportamento de auséncia de simetria nos graficos.
Pouco mais adiante, com a intencdo de evitar determinados entraves epistemoldgicos e
l6gicos, Stakhov e Rozin (2005a, 2005b) definem uma nova fungdo, nominada agora por seno
hiperbdlico simétrico de Fibonacci e o cosseno hiperbdlico simétrico de Fibonacci, por

X _ —X X + —X
intermédio da seguinte notacéo: senth(x):¢ b , coshFs(x)= LA, . De modo
% 3

similar, definem a funcdo seno hiperbolico simétrico de Lucas e o cosseno hiperbolico
simétrico de Lucas, por intermédio da seguinte notacdo: senhLs(X)=¢*—d ",
coshLs(x)=¢* +¢ .

Stakhov (2009) desenvolve atencdo especial a um tdpico relativo & evolugdo e

aplicacdo de funcGes hiperbolicas. Para tanto, o autor discute, inclusive, a formulacdo de

determinadas teorias em Fisica, tendo como influéncia o modelo hiperbélico. Por outro lado,
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Stakhov (2009) ressalva a necessidade de definicdo das funcGes hiperbdlicas simétricas de
Fibonacci e de Lucas, de acordo com o pardgrafo anterior, na medida em que as originais

funcBes hiperbdlicas de Fibonacci e de Lucas (**), ndo apresentam uma uniformidade de
determinadas propriedades, tais como: Senh(—x)=-senh(x), cosh(—x)=cosh(x) e
th(—x) =th(X) , apresentada nas funcdes hiperbdlicas originais. Com arrimo na figura 22,

divisamos agora um comportamento de simetria perseguido no estabelecimento das defini¢des

de senhLs e coshLs.

Figura 22 - Comportamento simétrico das func@es hiperbdlicas simétricas de Fibonacci
e de Lucas

Y

V=5 I_S{Ix]

Fonte: Stakhov (2009, p.278).

Dando continuidade, fundamentados nas discussdes de Stakhov e Rozin (2005a,
2005b), e Stakhov (2009) relacionadas com as definigdes das fungdes definidas na secao
anterior.  Apresentaremos e demonstraremos alguns teoremas relativos as funcdes
hiperbdlicas simétricas de Fibonacci e Lucas, desse modo, enunciamos nosso primeiro

teorema.

Teorema 12: Considerando as fungbes SenhFs(x),coshFs(x), verificamos as
seguintes  propriedades: (i)  SenhFs(x+2)=coshFs(x+1)+senhFs(x); (i)
cos hFs(x+2)=senhFs(x+1)+coshFs(x).

Demonstragdo: De modo  preliminar, consideraremos a seguinte  expressdo

cos hFs(x +1)+ senhFs(x ) = ¢ J:/(Ié_(x+l) + (I)XJS?_X _ ‘I)ZM +1¢_(Xj§+ -9 _
_ (0" ") (0T —07) _ 9" (9+1) =9 (=07 ) T N(9°) -9 (¢ 7)
& &

_9T et senhFs(x+2) (i)

5
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E, de modo similar, verificamos propriedade semelhante quando desenvolvemos

senhFs(x +1) +cos hFs(x) = i :/(g—(m) + ¢X:}5ﬁb_x _P- ¢_(X:;§+ P +¢"
_ P - V4 F PN+ A=) P @)+4 () ¢+
& & & 3

Isto €, encontramos a igualdade SenhFs(x+1)+coshFs(x)=coshFs(x+2). Vejamos,

pois, relacdo semelhante no teorema seguinte.

Teorema 13: Considerando as fungdes senhL(x) e coshL(x), verificamos as
seguintes  propriedades: (i) senhLs(x + 2) = cosh Ls(x +1) +senhFs(x) ; (i)
cosh Ls(x+2) = senhLs(x+1) +cosh Ls(x).

Demonstracdo: Para tanto, consideremos a  seguinte  expressao em (i)

cosh Ls(x +1) + senhFs(x) = 9 :g(xu) + ¢X\_g_x _¢ +¢_(X:%+ g -9 _
Yo+ -9 +¢ ¢ _$(@+1) -9 (1-¢") ¢ $+D-¢"1-¢") _
& & &
_$' )97 _
= NG senhLs(x +2)

E, pelo mesmo motivo, apreciamos o item (ii), da seguinte forma:

SenhLS(X+1)+COSh LS(X) _ ¢x+l :/g—(xﬁ) s ¢x\_}§¢—x _ ¢x+l_¢—(x:7§+ ¢x +¢—x
P —fg A A X)) —J%‘*(l—wl) _9'#) D?W) = cosh Ls(x+2)

Nos resultados subsequentes, proporcionamos ao leitor a apreciacdo de propriedades

largamente discutidas por autores de livros de HM e que continuam sendo verificadas no
modelo hiperbdlico proposto por Alexey Stakhov.

Teorema 14: A formula de Cassini, em Koshy (2011, p. 74) descrita por

f2—f ,f , =(-1)"" & vélida para funcdes hiperbdlicas simétricas. Em outras palavras,
valem as seguintes identidades: (i) (senth(x))2—(costh(x+1))(costh(x—l)):(—1);
(ii) (COShFS(X))2—(SenhFS(X+1))(Senth(X—1))=(—1). Demonstracdo: Neste sentido,

Stakhov e Rozin (2005a) escrevem (senhFs( ))2 —(coshFs(x+1))(coshFs(x—1)):
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((I)x_q)—x Jz_( x+l+¢—(x+l)]( x1+¢(x1)j_¢2x2+¢2X(¢2X+¢2 +¢7 +¢—2X)
N3 N 5 ) 5
27§ —2--1-1+¢7 (g0 -g)

5 5 - 5 -

De modo semelhante inferimos que: (COS hFS(X))2 —(senhFs(x +1))(senhFs(x—1))

( 5 - ¢—xJ2 ( 5= ¢—<x+1)j( 5+ ¢—<x—1>j_ ¢ —2+¢-2X—(¢2X +¢2+¢‘2+¢‘2X)
5 N3 5 ) 5
P -2+ 9" - ¢ ¢ 2-¢"-¢" 2-(L+¢)-(1-¢")

5 5 5
_2-1-¢-1+¢" —4-1
- 5 5

No enunciado do proximo teorema, abordamos relacbes envolvendo a Sequéncia de

=-1

Lucas, apesar de ndo constituir maior interesse, estabelecemos no teorema 15, resultado que
pode proporcionar posteriores investigacdes, para o caso das fungdes hiperbdlicas de Lucas

que denotamos por senhLs e coshLs.
Teorema 15: A férmula descrita por L2 —-2(-1)"=L,, é vélida para fungdes

hiperbdlicas simétricas de Lucas, por meio das seguintes identidades: (i)

(senhLs( ))2 +2=coshLs(2x); (ii) (cos th(x))2 —2=coshLs(2x)

Demonstracéo: De fato, basta notar que ocorre que
2 X —x\? 2x —2x X j—X 2x —2x

(senhLs(x))"+2=(¢* —¢ ™) +2=¢™ +¢ 20" +2=¢> +¢ > = coshLs(2x). E,

de imediato, obteremos também que

(coshLs(x))’ —2= (¢ +¢™ )2 —2=0"+¢ > =coshLs(2x).

No teorema, logo em seguida, abordamos uma relacdo recorrentemente discutidas
pelos autores de livros de HM, pelo fato de proporcionar a demonstracdo da formula de Binet

para o caso da Sequéncia de Lucas.

Teorema 16: A formula descrita por L, =f ,+f ., para neZ Hoggat (1969)
possui um formula equivalente para as funcbes hiperbdlicas simétricas de Fibonacci e de
Lucas,  descritas  por: (i)  coshFs(x+1)+cosh Fs(x—1)=coshLs(x); (i)

senh Fs(x+1)+senh Fs(x—1) = senhLs(x) .
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Demonstragao: Com efeito, escrevemos cosh Fs(x+1) +cosh Fs(x-1) =

PN Ferg i F G 7 PG g)
3 % 3

=¢" +¢ " =cosh L(x)

~ ¢x+1+¢—(x+l)

T

_#\5+g7\B
NG

Segue o resultado gue indicamos em (i). Por outro lado, em relacéo ao item (ii), vemos

+

ainda que senh Fs(x+1)+senh Fs(x—1), donde encontramos:

¢X+l _¢—(X+1) . ¢X—l _¢—(X—l) _ ¢X+l _¢—(X+l) +¢X—l _¢—(X—l) _ ¢X¢_¢—X¢—1+¢X¢—l _¢—X¢ _
E % 3 N3

_P@I) g0 ) _HNE-NE

= N = N3 =¢" —¢ " =senhLs(x)

Teorema 17: As formulas f, +f ,=2f , e f,, =f L, (BROUSSEAU, B., 1965)

para neZ, possuem descri¢ces equivalentes em termos das fungdes hiperbdlicas simétricas
de Fibonacci e de Lucas. Isto é, valem as relages: ()
cosh Fs(x+1)+senh Fs(x—1) =coshL(x) :(ii)

senh Fs(x+1)+senhFs(x—1)=senhL(X); (iii) senh Fs(2x) = cosh Fs(x)senh Fs(x) .

Demonstracéo: De fato, vemos que se verifica que

)= R n g = ¢+ No que
J5 5 NI

concerne ao item (i), vejamos que

senh FS(ZX) — ¢2X _¢_2X _ (¢X _¢7X)(¢X +¢7x) — (¢X _¢X)(¢x +¢—x) _ SenhF(X) .cosh L(X)

% s %

No que concerne aos proximos teoremas, Stakhov e Rozin (2005a, p. 384) acentuam

coshFs(x+1)+senhFs(x-1

que “as representagdes simétricas das funcdes hiperbdlicas de Fibonacci e de Lucas possuem
propriedades similares a classe de funcdes hiperbdlicas classicas”. De acordo com tal

perspectiva, enunciamos 0 proximo teorema.

Teorema 18: A relacéo classica conhecida como cosh( x)* —senh(x)* =1 é valida,
também, no caso das fungdes hiperbdlicas simétricas de Fibonacci e de Lucas, sendo tal
modelo expresso por coshFs(x)” —senhFs(x)?. Sobre este resultado, o demonstraremos na

seguinte igualdade:
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_(¢2x+¢—2x_2¢x¢—x)

“¥#]

_[cfﬁ* 4 J g2

NS

5

¢2x +¢—2x +2¢x¢—x _¢2x _¢—2x +2¢x¢—x _ ¢2x +¢—2x +4_¢2x _¢—2x :ﬂ

5

5 5

4
Portanto, inferimos que COShFS(X)Z—SenhFS(X)2=E, para todo xelR. E, por

analogia, Stakhov (2009) acentua a seguinte verificacdo para o caso da funcdo simétrica

hiperbdlica de

Lucas,

para pela VxelR,

seguinte via de deducao

coshLs(x)? —senhLs(x )’ = (¢ +¢ ™) —(¢"—¢ ™) =¥+ +2— (6> +¢** ~2)=4.

Ouras relagdes envolvendo identidades entre as funcbes hiperbdlicas simétricas de

Fibonacci e Lucas, e as identidades de Fibonacci e Lucas, sdo descritas por Stakhov (2009), e

apresentadas na figura 23, a seguir:

Figura 23 - Conjunto de identidades das func@es hiperbdlicas de Fibonacci e de Lucas

Fpy=Fpy +F,

sFslx+2)=cFs(x+ 1)+ sFs(x)

cFs(x +2)=sFs({x+1)+cFs(x)

Lo .=L  +L sis{x+2)=cls(x+1)+sls(x) cls{x+2)=sis{x+1)+cls(x)
E =(-1)"F, sFslx)=—sFs(—x) cFs{x)=cFs{-x)
L,=0-1)"1_ sislx)=sis(-x) cls(x)=—cls(-x)
F, .+F =2F _, sFs{x +3)+ cFs(x)y = 2cFs(x + 2) cFs(x +3)+sFs(x)=25Fs(x +2)
E,q—F, =2F, sFslx+3)—cFs{x ) =2sFs(x +1) cFslx+3)—sFs{x ) =2cFs(x +1)
F .—F =4F, _, sFs{x +6)—cFsi{x ) =4sFs(x +3) cFs(x+6)—sFs(x ) =AcFs(x +3)

.5 . . +1
FI—F_F,  =(-1)

|.'~'.":'~'[.t']|': —cFs(x +1)cFs{x —1)=—1

[chs(x)] —sFs(x+1)sFs(x —1)=1

Fypi = Fpy + 7

cFs(2x +1) =[cFs(x + 1] + [srs ()]

'rq_lg —I—"{_I}“ :.I'_._._,_,

[sts ()] +2 =cis(2x)

sFs(2x+1) = [sFs(x + 1) +[cFs(x) ]
[crs(x)]* —2 = cis(2x)

=cls
cls(x)+sls(x+3)=2cls(x +2)

L+L . =2L . sis(x)+cls(x+3)=2sLs(x +2)

oL —12=—5(—1)" | sis(x+1)sts{x—1)—[cLs(x)]" =5 cls(x+1)cls(x 1) —[sis(x)]* =5
F _-2F =L sFslx+3)—2ch{x)=sis(x) cFs{x+3)-2sFs(x ) =cls(x)
L, +L  =5F sls{x —1)+sis{x +1)=5sFs(x) cls(x —1)+cls(x +1) =5cFs(x)

L +5F, =2L_,

sis(x)+5cFs(x) =2cls(x +1)

clsix)+5sFs(x)=2sfs(x+1)

Lyy + Ly = 5Fy,

[ses(x + 1)) +[eLs(x)] = 5cFs(2x +1)

[ers(x +1)] +[sis(x)] =5s65(2x +1)

Fonte: Stakhov (2009, p.288).

Dando continuidade encontramos, num trabalho de Stakhov e Rosin (2005b), uma

definicdo derivada, todavia, ainda contida na classe de FHF. Para tanto, os autores chamam de

a funcdo quase-seno de Fibonacci

o —cos(mx)-a

ff(x)=

J5

(quasi-sine  Fibonacci

function), descrita por

, com xelR. Ainda, no estudo Stakhov e Rosin (2005b), e
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Stakhov (2009) os autores apresentam outras identidades relacionando a funcdo quase-seno de
Fibonacci (quasi-sine Fibonacci function), e as identidades de Fibonacci e Lucas classicas,

resultados que destacamos na figura 24, a seguir:

Figura 24 - Identidades das func¢des quase seno de Fibonacci

The identities for Fibonacci numbers The identities for the quasi-sine Fibonacci function
Fuizt+ Fy=2F,40 FRx+3)+ FAx)=2FFx + 2)

Fys—F,=2F,., FF(x + 3) — FF(x) = 2FF(x + 1)

Fooo— F,=4F,., FF(x + 6) + FF(x) = 4FF(x + 3)

F2 = FypiFpy = (-1)"" [FF(x)]* = FF(x + 1)FF(x — 1) = —cos(nx)
Fay1=F2, | +F: FR2x + 1) = (FF(n + 1))’ + (FR(x))’

Fonte: Sthakov e Rozin (2005b, p.4).

Finalizando esta secdo, apresentamos o que caracterizamos como o Ultimo modelo que
apresentaremos, neste percurso, relativo a generalizacdo do modelo de Fibonacci, nesse
sentido, em Stakhov e Rosin (2005b), e Stakhov (2009) encontramos define

a*—cos(zx)-a* .sen(zx)-a* o ) - _
fTf (x) = NS +1 NG , definido como a (Funcdo Tridimensional

Espiral de Fibonacci — FTF) modelo que permite a obtencéo do que Stakhov e Rosin (2005b)

apresentam como a espiral tridimensional de Fibonacci, caracterizado na figura 25, a seguir:

Figura 25 - Espiral tridimensional de Fibonacci
Y

Fonte: Stakhov e Rozin (2005a, p.382).

Desse modo, acentuamos na discussdo realizada, o carater imprescindivel para um

entendimento do modelo ainda em evolucdo originado de um problema colocado por
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Fibonacci, em 1202. Evolugdo que mostramos na tabela 2, na qual apresentamos um conjunto

de modelos e seus conceitos, catalogados no transcorrer da pesquisa.

Tabela 2- Modelos relativos a generalizagdo da sequéncia de Fibonacci

Conceito matematico

Modelo matematico

1-Sequéncias recorrentes de

Fibonacci.

2-Férmula de Binet.

3-Férmula de extensdo de
Binet aos inteiros.
4-Formula de Binet para a
sequéncia de Lucas.
5-Férmula de extensdo dos
numeros de Lucas aos
inteiros.

6-Formula de Binet

Matricial.

7-Férmula de Binet
matricial com indices
negativos.

8-Numeros de Fibonacci em

termos binomiais.

9-Formula de extensdo em

termos binomiais.

10-Férmula de Binet

trigonométrica.

11-Férmula de Binet nos

complexos.

12-Formula de Binet para a
SPF.

f=f +f

n

n>2

n-2"

fo=f+f n>1

1(1445) 1(1-B)
_( j ﬁ(Tj N=0123,..

f=(-1)""f

L =a"+p",n=123,....

L =(-1)L
Qn:((a”—ﬁn)+aB”—Ba” (0" —B") j,nzo
(a"=B") (ap"—Pa”)

1 (_1)n [(Bn —a" )+an+1_Bn+l} (_1)n+1(an _Bn ) ] 0
(a_B) (_1)n+1( o _Bn ) (_1)n(an+1 _Bn+1)

21/ n—j
fnﬂ:Z( i j,nzo
i=0

f_n _ .n (?].(_l)mi fi

- _En _@r [cos“(g)—cos“(%n)]nzo

5

a”" —cos(nm)+isen(nm)

! (a—P)-a”
S Gl i)
20— A

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 2- Modelos relativos a generalizacdo da sequéncia de Fibonacci (continuacéo)

13-Formula de extensdo da f (X)=D)™f (x)

SPF aos inteiros.

14-F6rmula de Binet para o o™2 8“”

. . tn = — — + — —
fribonacel (p=0)(p=0) (p-0)(c-0) (c-p)(c-0)
15-Formula de Binet, numa P+ P
perspectiva atual. F(n) = N

b =9 ,n=2k
5
16-Férmula de Lucas, numa L @ +¢7" n=2k
perspectiva atual. ()= P —¢ " ,n=2k+1

17-Seno hiperbdlico de 2x _ 42x
senhF( =22

Fibonacci. \/5
18-Cosseno hiperbdlico de 241 | 4=(2x+D)
: : coshF(x) = § 9
Fibonacci. J5
19-Seno hiperbdlico de o — ¢
simétrico de Fibonacci. senhfs(x) = J5
20-Cosseno hiperbdlico X | p-X
L : : costh(x)=¢ 9
simétrico de Fibonacci. J5
21-Funcéo quase seno de X _ o f
ff(x):a cos(mx)-a

Fibonacci.

{5
22-Funcéo tridimensional a* —cos(zx)-a ™" v sen(zx)-a "

T (x) = T \/g

hiperbdlica.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Portanto, discutimos neste capitulo, a fundamentacdo dos conceitos e relagcbes do
processo de generalizacdo da sequéncia de Fibonacci, com destaque para a formula de Binet
como modelo de generalizacdo e evolucdo matematica do conceito, elementos que permitiram
uma fundamentacao necessaria a etapa de estruturacao das situacdes didaticas, elementos que

evidenciamos no capitulo seguinte.
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5 O ENSINO DO MODELO GENERALIZADO E EXTENDIDO DA SEQUENCIA DE
FIBONACCI

5.1 Concepcao e analise a priori

Como prevé esta etapa da ED devemos definir as varidveis globais e locais que
norteardo as escolhas da pesquisa, como estamos tratando de uma micro engenharia, com
acOes voltadas ao contexto da sala de aula. Nesse sentido, é de nosso interesse a descri¢do de
situacBes didaticas que envolvam os modelos de generalizacdo da sequéncia de Fibonacci. A
seqguir caracterizamos nossas escolhas no ambito local, que nos permitiram a organizacéo do
plano de acéo a ser aplicado durante a experimentacao.

Nesse sentido, a partir do levantamento descrito no capitulo anterior, relativo ao
contexto de aplicacdo dos modelos de generalizacdo da sequéncia de Fibonacci, constituimos
um conjunto de quatro situacdes didaticas, descritas posteriormente, voltadas ao ensino de
alguns desses modelos.

Como destaca a ED, na construcdo das situacdes de ensino temos que realizar uma
acao descritiva e preditiva, ou seja, realizarmos uma analise cognitiva preliminar dos alunos,
estabelecendo seus possiveis comportamentos, procedimentos e resultados, a serem
estabelecidos durante a resolucdo das situacGes didaticas propostas.

Sobre tal contexto, tomamos como referéncia a essa descricdo e predi¢do, nas
situacOes didaticas, as etapas de acdo, formulacdo, validacdo e institucionalizacdo da TSD,
que nos permitiram tal constituicdo, relativa aos resultados esperados, bem como os possiveis
comportamentos dos alunos, durante a experimentagéo.

Ainda, sobre a organizacdo das situacGes de ensino, destacamos que durante a
constituicdo das atividades levantamos algumas hipéteses didaticas que servirdo de referéncia
a uma analise a posteriori e validacdo do estudo. Sobre as hipéteses constituidas, estas sdo
apresentadas a seguir, referendadas em suas respectivas atividades. Vejamos:

Na atividade 1, temos como hipétese que os alunos estabelegam uma notagdo
recursiva a partir da interpretacdo do problema dos coelhos, além de estenderem a sequéncia a
indices inteiros.

Na atividade 2, temos com hipotese que os alunos devem caracterizar a formula de

Binet, como modelo de obtencdo da sequéncia de Fibonacci, ndo mais recursiva.
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Na atividade 3, temos como hipétese que os alunos caracterizem f_ =(-1)"".f

como a férmula de Binet de extensdo da sequéncia de Fibonacci, a indices inteiros; bem como
utilizem o modelo de Binet, constituido na atividade 2, como elemento de
prova/demonstracao de propriedades da sequéncia de Fibonacci.

Na atividade 4, temos como hipdtese que os alunos caracterizem a sequéncia de
Fibonacci, a partir de outros contextos matematicos, que ndo seja somente, a modelizacéo do
problema dos coelhos.

A seguir, apresentamos as atividades que utilizamos na experimentacdo, com seus
respectivos procedimentos e discussdes de acordo com as fases da TSD. Nossa perspectiva é
de caracterizacdo de uma proposta de metodologia de ensino, da sequéncia generalizada de
Fibonacci, atraves da generalizacdao da formula de Binet.

5.2 Descricdes das situacdes didaticas

Nessas atividades foram exploradas algumas propriedades da sequéncia de Fibonacci e
suas possiveis relacdes com outros conceitos matematicos. Assumimos posi¢ao concorde com
Brousseau, G.(1988, p. 15) quando acentua que “a aprendizagem ¢ uma modificagdo do
conhecimento e que o proprio aluno deve produzi-lo e que o professor deve provocar a seguir
um certo raciocinio. Para fazer funcionar um conhecimento apropriado dos alunos, o
professor busca uma situagdo apropriada”. Diante de tal premissa, apresentamos nossa

primeira atividade.

ATIVIDADE 1-Sequéncia recorrente que modeliza o problema dos coelhos imortais e da
sequéncia estendida de Fibonacci aos inteiros
OS COELHOS DE FIBONACCI

Como destaca Hefez (2003, p.26) trata-se do seguinte problema proposto e resolvido por
Leonardo de Pisa em seu livro, Liber Abacci de 1202: Quotparia coniculorum in uno anno ex
unopario germinentur. Trocando em miudos: um casal de coelhos recém-nascidos foi posto
num lugar cercado. Determinar quantos casais de coelhos ter-se-do ap6s um ano, supondo
que, a cada més, um casal de coelhos produz outro casal e que um casal comeca a procriar

dois meses apds o seu nascimento. O esquema a seguir, representa a situacao:
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casal de coelhos

12Mes |

29Mes C

32Mes N C

49Mes C A C

S5%Mes C N C N C

B%Mes c J C C c ©C J 4

72Mes J C Jd 4 4 4 & p C C C £ cC

82Mes
99%es

casal Joverm=d Casal Maduro=C

O esquema mnemonico anterior demonstra a descricdo e modelizacdo, relacionada
com o problema dos coelhos. Utilizando o esquema proposto, responda:
a) Que sequéncia vocé relacionaria com a situacdo do nascimento de casais de coelhos?
Expligue suas escolhas, indicando uma simbologia conveniente para o primeiro termo, para o
segundo termo, para o terceiro termo e, assim, sucessivamente. Podemos estabelecer uma
relagdo que generalize esses resultados?

b) Com base na relagdo anterior, podemos avaliar os valores de f,=?,f =2, ="7.

Descreva esse conjunto numérico. Quais suas conclusfes? Que nome ou terminologia
podemos atribuir a sequéncia obtida?

A partir de agora descreveremos as realizacdes e discussdes previstas na atividade 1,
de acordo com as fases da TSD. Iniciaremos, com o item (a):

Situacdo de A¢do: Como ja destacamos, nesta fase da TSD, cabe ao aluno de posse do
problema, buscar em seus conhecimentos, interagindo com o meio, elementos necessarios a
solucdo da situacdo proposta; que se processam por meio de reflexdes e tentativas, a fim da
obtencdo de uma estratégia de resolucao.

Dessa maneira, a partir da analise do esquema mnemonico proposto, o aluno deve
procurar estabelecer uma relacdo entre o periodo (meses) e a filiacbes (quantidade de casais),
caracterizando a seguinte situacao:

No primeiro més, teremos apenas um casal de coelhos jovem, que ainda ndo atingiu a
maturidade; no segundo més, ainda teremos um Unico casal, sendo este agora maduro, e capaz
de se reproduzir; no terceiro més, o casal maduro do més anterior, se reproduz e gera um casal
jovem, obtendo-se neste periodo dois casais, um jovem e um maduro; no quarto meés,
enquanto o casal jovem do més anterior atinge a maturidade, o casal maduro se reproduz,
obtendo-se neste periodo trés casais. Dindmica que o aluno deve ser capaz de perceber, a

partir do esquema proposto.
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Situacdo de Formulacdo: como destaca Alves (2016b) os alunos devem ser
estimulados a identificacdo das varidveis necessarias e pertinentes, elementos invariantes na
situacdo. Tal fase também é caracterizada pela troca de informacGes entre 0 aluno e 0 meio
organizado, neste momento, ja se permite a utilizacdo de uma linguagem adequada, no
entanto, sem formalidade obrigatdria, ou seja, existe uma organizagdo de informagdes para
torné-las comunicaveis.

Nesse sentido, ap6s o aluno ter compreendido a dindmica de maturacéo e reproducéo
dos casais de coelhos, e que este processo ocorre de maneira continua, com padrdo de
recorréncia definido. Ao final, desta fase, o aluno deve ser capaz de expressar a seguinte
sequéncia: (f,)..y : (L1 2;3;5;8;13;21; 34;55;89;144; 233;377;.....)

Situacdo de Validagdo: € o momento de convencimento dos interlocutores sobre a
veracidade ou ndo dos argumentos apresentados a solugdo do problema. Neste caso, ja se deve
utilizar uma linguagem mais formalizada e mecanismo de prova.

Desse modo, posteriormente, a obtencdo da sequéncia, o aluno deve ser instigado a
expressar seus resultados, em notacdo matematica. Dessa forma, este deve obter a relacéo a

seguir, que vincula a unidade temporal n(meses), com f_ (filiagdes possiveis), a cada més.

n=1-f =1

n=2—f,=1
n=3->f,=2="1+1,
n=4—-f,=3=1+1,
n=5-f,=5="1+f,

E que, ao final, seja capaz de obter um resultado mais geral que modelize a situacao, no caso,
f,=f,,+f,_,, para n>2, modelo recorrente da SF.

Situacdo de Institucionalizacdo: momento em que a intencdo do professor, tendo como
meio o problema proposto, é revelada. Segundo Alves (2016b) é o0 momento da mediacdo do
professor, em que este deve explicitar e indicar as propriedades formais construidas a partir
das discussbes nas fases anteriores. Desta maneira, ao retomarmos as discussoes,
evidenciaremos do estudo realizado, 0 modelo de recorréncia e formaliza¢do da SF, a partir
do problema dos coelhos.

Dando prosseguimento, apresentamos as realizacfes e discusses previstas no item
(b), da atividade 1.
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Situacdo de Ac¢do: Como ja ressaltamos, nesta fase da TSD, cabe ao aluno de posse do
problema, buscar em seus conhecimentos, interagindo com o meio, elementos necessarios a
solucdo da situacdo proposta; que se processam por meio de reflexdes e tentativas, a fim da
obtencdo de uma estratégia de resolucdo. Assim, o aluno tendo como referéncia o modelo
obtido no item b, deve avaliar a possibilidade de termos f, =?,f , =?,f , =?.

Situacdo de Formulacdo: como destaca Alves (2016b) os alunos devem ser
estimulados a identificacdo das varidveis necessarias e pertinentes, elementos invariantes na
situacdo. Tal fase também € caracterizada pela troca de informacgdes entre o aluno e 0 meio
organizado, neste momento ja se permite a utilizacdo de uma linguagem adequada, mais sem
formalidade obrigatdria, ou seja, existe uma organizacdo de informacdes para torna-las

comunicaveis.

Com isto o aluno deve avaliar, na relagio f. =f ,+f ,,n>2, o valor de
n=2..f,=1 +f,. Dai, este pode obter f,=1f,—f . Agora, com origem nos valores
indicados em (f,)..n 1 (L1 2;3;5;8;13;21;34;55;89;144, 233;377;....), podendo escrever
f,=1f,—f,=1-1=0, como j& destacamos, 0 que nos parece natural numa situacéo ainda

em que os coelhos ndo existem.

Entretanto, continuando o processo anterior, este deve escrever n=1.. f,=f,+f ,, 0

que o conduz ao valorf =f —f,=1-0=1.Também como ja destacamos, este é o

momento em que assinalamos a possibilidade de um distanciamento do modelo empirico da

producio dos coelhos. E de fato, o0 momento de nos questionarmos qual significado

cognoscivel podemos relacionar ao termo f , =17 . Dando continuidade, este deve escrever,
n=0..f,=f,+f,oqueosconduzaovalor f,="f,+f, 6 =-1.

Situacdo de Validagdo: € o momento de convencimento dos interlocutores sobre a
veracidade ou ndo dos argumentos apresentados a solugcdo do problema. Neste caso, ja se deve
utilizar uma linguagem mais formalizada e mecanismo de prova.

Nesse sentido, ao continuar o processo para n=-1,-2,-3,—4,....; 0 aluno deve obter a
seguinte sequéncia(....,8,-5,3,-2,1,-1,0,1,1,2,3,5,8,....) .Além do fato, perceber e expressar a
possibilidade de “alongarmos”, “ampliarmos”,” estendermos” a sequéncia de Fibonacci para
numeros inteiros. Contrapondo a abordagem tradicional de apresentagdo e discussdo da

sequéncia de Fibonacci.
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Situacéo de Institucionalizagdo: momento em que a intengdo do professor, tendo como
meio o problema proposto, é revelada. Segundo Alves (2016b) é o momento da mediacéo do
professor, em que este deve explicitar e indicar as propriedades formais construidas a partir
das discuss@es nas fases anteriores. Assim, ao retomarmos, temos condi¢fes de discutir uma
abordagem da sequéncia de Fibonacci, ndo corriqueira, que trata de sua extensdo a indices
inteiros, abordagem discutida por Alves e Borges Neto (2011).

ATIVIDADE 2-A férmula de Binet como modelo de generalizacdo da SF
Huntley (1985, p. 63) relata que a “ligacdo entre a divisdo durea e a série de Fibonacci

pode ser vista de um novo angulo considerando o termo geral da série”. Nesse sentido, dada

n n
R ) . . o —f
o.a raiz positiva da equacéao x> —x—-1=0, e sua raiz negativa 3, teremos que f, = —B ,
(14_
an _Bn
onde n>1.Com base nos valores de ae B, como podemos reescrever f, :—B? Ao
(x_
n n
. a —P . iy
verificar alguns resultados com fn=—B, quais suas conclusdes? Que nome ou
a_

terminologia podemos dar ao modelo?

A partir de agora, descreveremos as realizacfes e discussdes previstas na atividade 2
de acordo com as fases da TSD. Iniciaremos com a:

Situacdo de Acdo: Como ja destacamos, nesta fase da TSD, cabe ao aluno de posse do
problema, buscar em seus conhecimentos, interagindo com o meio, elementos necessarios a
solucéo da situacdo proposta, que se processam por meio de reflexdes e tentativas, a fim da
obtencdo de uma estratégia de resolucdo. Desta forma, o aluno tomando por base o contexto
apresentado por Huntley (1985), deve perceber a possibilidade de obtencdo do termo geral da
sequéncia de Fibonacci, tornando-a ndo mais recursiva; diferentemente dos argumentos
discutidos na atividade 1, estruturados na recursividade da SF.

Situacédo de Formulagdo: como destaca Alves (2016) os alunos devem ser estimulados
a identificacdo das varidveis necessérias e pertinentes, elementos invariantes na situacéo. Tal
fase também ¢é caracterizada pela troca de informagdes entre o0 aluno e 0 meio organizado,
neste momento, ja se permite a utilizacdo de uma linguagem adequada, mais sem formalidade

obrigatoria, ou seja, existe uma organizagdo de informagfes para torna-las comunicaveis.
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Nessa perspectiva, a partir da resolucédo da equacao x*—x—1=0, o aluno tera como

1+4/5 _ . 1-5
como raiz positiva e P=

resultados, o = como raiz negativa. Dando

n n

B
o—p

1(1+5) 1(1-5)
Fn—%(TJ _E{Tj ,n=012,3,..

Situacdo de Validacdo: é o momento de convencimento dos interlocutores sobre a

prosseguimentos, o aluno deve reescrever a relagdo f, = , € com base nos resultados

obter a formulacéo:

veracidade ou ndo dos argumentos apresentados a solucdo do problema. Neste caso, o0 aluno

deve realizar alguns calculos com a formulagdo anterior, e obter os seguintes resultados:

n_Qn 1 _nt n_aqn
Para n=1, em fn=a P , temos f1=a B=1;paran=2,em fn=a P , temos
o-— a—P a—p
f :az—Bzz(a—B).(a+B):1_ ara n=3, em f e temos :a3—B3:
2 (X—B OL—B ’ p ’ n a_B ) 3 (X_B
_ 2 2y ap=-1
:(a B)-(o” +ap+p’) = oc2+oc.B+Bz=3—1=2,epara n=4, temos:
a_B o +p°=3
o —B* a?+B2 ) a? —B? a?+B% ) o+ oL — B ) ¢+H=3
f4: :( B )( B ):( B )( B)( B) :_ (012+[32)(0C+B):3
G_B a_B O('_B a+p=1

E ao final, este deve perceber que o teste realizado para alguns valores de n, na
formulacdo, determina como resultados a sequéncia de Fibonacci.

Situacdo de Institucionalizacdo: momento em que a intencdo do professor, tendo como
meio o problema proposto, é revelada. Segundo Alves (2016b) é o momento da mediacdo do
professor, em que este deve explicitar e indicar as propriedades formais construidas a partir
das discussdes nas fases anteriores. Ao retomarmos as discussoes relativas as fases anteriores,
temos elementos que permitem a caracterizacdo do modelo matematico, de obtencdo da

sequéncia de Fibonacci, ndo mais recursiva, e sim explicita, a formula de Binet.

ATIVIDADE 3 - Férmula de Binet estendida a indices inteiros
Nos compéndios de Historia da Matematica-HM, a formula atribuida a Binet,

proporciona a obtencao explicita dos termos da sequéncia de Fibonacci, sendo esta indicada



96

G‘n_BI’l

por f, = , onde n>1, (KOSHY, 2011). Sendo esta férmula descoberta 500 anos

o —
depois, em 1730, por De Moivre (STILLWELL, 1989). Com base nos argumentos, que
resultados podemos estabelecer ao utilizarmos f_, =(—l)””.fn ? Quais suas conclusdes? Que
nome ou terminologia podemos atribuir ao modelo? Podemos estabelecer uma demonstracéo
para f_ =(-1)"".f ?

A partir de agora, descreveremos as realizagdes e discussdes previstas na atividade 3,
de acordo com as fases da TSD. Iniciaremos com a:

Situacdo de Acdo: Como ja destacamos, nesta fase da TSD, cabe ao aluno de posse do
problema, buscar em seus conhecimentos interagindo com o meio, elementos necessarios a
solucéo da situacdo proposta; que se processam por meio de reflexdes e tentativas, a fim da
obtencdo de uma estratégia de resolucdo. Dessa forma, o aluno deve perceber que a partir da
propriedade apresentada, e ao atribuir valores para n, que os resultados obtidos sdo a extensao
da sequéncia de Fibonacci a indices inteiros.

Situacdo de Formulacdo: como destaca Alves (2016b) os alunos devem ser
estimulados a identificacdo das varidveis necessarias e pertinentes, elementos invariantes na
situacdo. Tal fase também é caracterizada pela troca de informacGes entre 0 aluno e 0 meio
organizado, neste momento, ja se permite a utilizacdo de uma linguagem adequada, mais sem
formalidade obrigatéria, ou seja, existe uma organizacdo de informacgdes para torna-las

comunicaveis.
Assim, o aluno ao fazer uso da relagdo f_ =(-1)"".f , obtera alguns resultados,
como os descritos, a seguir:
L =1=(-1"" f paran=1
L, =-1=(-1*"- f, paran=2
L, =2=(-1)*"f, paran=3
,=-3=(-D)** f, paran=4
- =5=(-1)"". f,paran=5

e

E, ao final do procedimento, este deve encontrar 0s seguintes resultados

(...13,-8,5-3,2,-11,0),  estabelecendo  novamente a  seguinte  sequéncia

(...8,-5,3,-21,-1,011,2,3,5,8,....), fato ja conhecido da atividade 1.
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Situacdo de Validagdo: € o momento de convencimento dos interlocutores sobre a
veracidade ou ndo dos argumentos apresentados a solugdo do problema. Neste caso, ja se deve

utilizar uma linguagem mais formalizada e mecanismo de prova.
Desse modo, o aluno deve determinar matematicamente a relagdo f_, =(-1)"".f

como modelo, que permite a obtencdo dos nimeros de Fibonacci estendidos a indices inteiros;
e que esta formulagdo possui conexdo direta, com a formula de Binet. Do ponto de vista
matematico, este deve realizar o seguinte procedimento, a partir da formula de Binet:

g (M) —(1/B)
R b =( OL) ( B) . Em seguida, observar que:

T a-p a—p

a—pf o—

Situacdo de Institucionalizacdo: momento em que a intencdo do professor, tendo como

af=-1:f = (=5) ~(-2) - (—1)n+l(an;§nj. Concluindo que f_, =(-1)"".f

meio o problema proposto, é revelada. Segundo Alves (2016b) é o momento da mediagdo do
professor, em que este deve explicitar e indicar as propriedades formais construidas a partir
das discussbes nas fases anteriores. Com isto, ao retomarmos as discussfes das fases
anteriores, temos condicBes de determinarmos f_ =(—1)"".f_, como a férmula de Binet, de

extensdo dos nimeros de Fibonacci a indices inteiros, e utilizarmos Binet como elemento de

prova/demonstracao de propriedades da SF.

ATIVIDADE 4 - Funcges geradoras e a sequéncia de Fibonacci
Como destaca Huntley (1985, p.144-145) “os nimeros de Fibonacci aparecem de novo

em um contexto totalmente diverso”. Nesse sentido, o autor argumenta que ao determinarmos
alguns dos primeiros coeficientes do desenvolvimento de x/(l—x—xz)através de divisdo

direta, forma a série de Fibonacci. Com base no que sugere Huntley (1985), o que obteremos

X . ~ . . o
eml—2 =7?. Quais suas conclusdes? Que nome ou terminologia podemos atribuir aos
—X—X
: . X
resultados obtidos? Que conclusdes podemos estabelecer para1—2 =7?
+X—X

Situacdo de Acdo: Como ja destacamos, nesta fase da TSD cabe ao aluno de posse do
problema, buscar em seus conhecimentos, interagindo com o meio, elementos necessarios a

solucgéo da situacdo proposta; que se processam por meio de reflexdes e tentativas, a fim da
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obtencdo de uma estratégia de resolucdo. Nesse sentido, o aluno deve iniciar a resolucdo

. N . X X
através da divisdo dos polindmios >=7e > =7
1-x-x 1+x-X

Situacdo de Formulacdo: como destaca Alves (2016b) os alunos devem ser
estimulados a identificacdo das varidveis necessarias e pertinentes, elementos invariantes na
situacdo. Tal fase também € caracterizada pela troca de informacfes entre o aluno e 0 meio
organizado, neste momento, j& se permiti a utilizacdo de uma linguagem adequada, mais sem
formalidade obrigatdria, ou seja, existe uma organizacdo de informacdes para torna-las
comunicaveis.

Desse modo, o aluno deve realizar as divisdes das fungdes racionais, de acordo com 0s

_ o _ X
procedimentos que apresentamos a seguir, iniciando com os relativos a T 2 =7

—X—X
X | 1-x—x°
—Xx+x2+x8 X+ X2+ 2x3+3x4 + ...
X% +x3
X +x+x!
2x3 +x*

“2x3 4+ 2x 20
3x* +2x°

- . . T X
Dando continuidade, apresentamos os procedimentos relativos a divisdo de ————— =7

1+x—x
2
X | 1+ X—X
X=X +x° X—X2+2x3=3x*+.....
X2+ X
X% +x3—x*
2x3 —x*

2% —2xt +2x°
“3x*+2x°

Situacdo de Validagdo: € o momento de convencimento dos interlocutores sobre a

veracidade ou ndo dos argumentos apresentados a solugdo do problema. Neste caso, ja se deve
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utilizar uma linguagem mais formalizada e mecanismo de prova. Ao realizar as divisdes

. X 2 3 4
anteriores, este deve encontrar como resultados mzlxﬂx +2X° +3X" +..... e

ﬁzlx—lx2+2x3—3x4+ ...... Resultados que ndo sdo polinémios, e sim, série de
poténcia, que tem por coeficientes os numeros de Fibonacci, em sua forma normal e
estendida, respectivamente.

Situacgéo de Institucionalizagdo: momento em que a intengdo do professor, tendo como
meio o problema proposto, é revelada. Segundo Alves (2016b) é o0 momento da mediacdo do
professor, em que este deve explicitar e indicar as propriedades formais construidas a partir
das discussdes nas fases anteriores. Assim, ao retomarmos as discussdes podemos evidenciar
a possibilidade de obtencdo da sequéncia de Fibonacci, a partir de outros contextos
matematicos, que ndo seja somente, a modelizacdo do problema dos coelhos, no caso, o0
estudo das funcdes geradoras, de obtencdo da sequéncia de Fibonacci na forma normal e
estendida.

Abordamos neste capitulo os procedimentos seguidos com as orientagdes da TSD
necessarios a elaboracdo das atividades de experimentacdo, que tinham por fundamento, a
exploracdo de algumas das propriedades elencadas no capitulo anterior, e que foram aplicadas

na experimentacdo, momento que destacamos, no capitulo seguinte.
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6 UMA EXPERIENCIA DE ENSINO DO MODELO GENERALIZADO DE
FIBONACCI NUM CURSO DE LICENCIATURA

Na secéo atual, trazemos o relato de uma incursdo investigativa, que busca evidenciar
uma abordagem estruturada, planejada e amparada pela perspectiva de mediacdo de ensino da
Teoria das Situacdes Didaticas — TSD. As situacOes didaticas a serem apresentadas
respaldam, ainda, nossa intencdo de publicisar, no locus académico, os tracos atuais
evolutivos do modelo de Leonardo Pisano e, assim, proporcionar um entendimento
matematico e epistemoldgico aprofundado sobre a matéria, tendo em vista os professores em

formacéo inicial.

6.1 Experimentagéo

Nesta etapa, a ED é caracterizada pela aplicacdo das situacdes didaticas estruturadas a
coleta de dados da pesquisa. Assim, nossa investigacdo teve como local e publico alvo, o
Instituto Federal do Ceara, durante a disciplina de Metodologia do Ensino de Matematica,
referente ao 5° semestre do curso de Licenciatura em Matematica, sendo a turma composta
por 09 alunos regularmente matriculados, em 2016.

Como instrumentais de coleta de dados, consideramos as observacGes realizadas
durante os momentos de aplicacdo, das quatro atividades planejadas; as producdes escritas dos
alunos, nos protocolos de aplicacédo; as falas nas entrevistas semiestruturas realizadas durante
cada momento, bem como os registros fotogréaficos.

Os momentos de aplicacdo foram realizados em quatro aulas, de uma hora e meia
cada, tendo os alunos trabalhado em duplas. Como metodologia de ensino nos momentos de
aplicacdo consideramos as fases de acdo, formulagéo, validacao e institucionalizacdo da TSD.

Sendo a coleta de dados realizada durante a mediacdo nestas fases.

6.2 DescricOes e observacoes relativas aos momentos de aplicacéo

A seguir, apresentamos as descricOes relativas a cada momento de aplicacéo,
destacando o conjunto de informacOes coletadas e os elementos mais significativos das
produgdes dos alunos, observados durante as fases de agdo, formulacdo, validacdo e

institucionalizacdo da TSD. Resultados que descrevemos nos momentos, a seguir:
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6.2.1 Primeiro momento de aplicacao

Iniciaremos a discussdo, apresentando as orientacGes e procedimentos realizados na
aplicacdo da atividade relativa a este momento. Nesta etapa, de aplicacdo, contamos com a
presenca de 07(sete) alunos, dos 09 (nove) regularmente matriculados na disciplina.

Desse modo, iniciamos a experimentacao realizando uma apresentacdo da proposta de
trabalho a ser seguida, destacando os objetivos da pesquisa e a metodologia de trabalho.
Posteriormente a tal apresentacdo distribuimos um termo de consentimento aos alunos, de
divulgacdo de suas produgdes e imagens em nossa pesquisa (ver anexo A). Apos todas as
assinaturas e recolhimento dos termos, pedimos aos alunos que formassem duplas; como no
caso, sobraria um aluno no grupo, este decidiu fazer a atividade sozinha.

Dando seguimento, com os alunos organizados em grupos, distribuimos os protocolos
da atividade 1 (ver apéndice T), orientando-0s que procurassem interagir e solucionar as
atividades nos grupos e qualquer davida ou questionamento fosse realizado ao
professor/pesquisador. Estipulamos também, o tempo de aplicacdo da atividade, que foi
previsto em uma hora e meia, tempo correspondente a aula; finalizamos as orientacfes
preliminares realizando uma leitura compartilhada com os alunos da atividade a fim de
esclarecer alguma duvida inicial; apds os devidos esclarecimentos solicitamos que iniciassem
a solucdo da atividade.

Sobre o contexto da atividade proposta, esta teve como finalidade a apresentacdo da
sequéncia de Fibonacci como modelo de resolucdo do problema dos coelhos; assim, como a
possibilidade de extensdo da sequéncia a indices inteiros, apresentando uma contextualizacéo
inicial do processo de generalizacdo da sequéncia de Fibonacci.

A seguir, trazemos as observacdes e resultados coletados na experimentacdo durante
0s momentos de acdo, formulacdo, validacdo e institucionalizacdo. Vale ressaltarmos sobre
essas fases, que em algum momento, estas podem estar conectadas ou suprimidas; tal fato
ocorre devido uma dificuldade de caracterizacdo dos instantes de conexdo ou ruptura entre
elas nos momentos de aplicacdo das atividades.

Outro fato destacavel, € o de ndo apresentarmos na discussdo a seguir, 0s momentos de
institucionalizacdo; sendo estes retomados pelo professor/pesquisador, apenas na etapa de
verificacdo ou refutacdo das hipdteses de trabalho; ou seja, de acordo com ED na validagéo.

Daremos continuidade apresentando os resultados relativos a aplicacdo da atividade 1,

iniciando com a analise relativa ao item (a).
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Nesse sentido referendados nas fases de acdo e formulacdo da TSD, requisitamos aos
alunos que a partir do esquema mnemaonico proposto, obtivessem a sequéncia de Fibonacci,
como modelo de interpretacdo da situacdo além de expressa-la de maneira explicita.

Como resultado constatamos que as duplas, em sua maioria, estabeleceram tal
sequéncia, como a de Fibonacci; identificando ainda, seu aspecto recursivo, fato em destaque

nas figuras 26 e 27, a sequir:

Figura 26 - Caracterizacéo da sequéncia de Fibonacci, dupla 1, na fase de a¢éo da TSD

1) Que sequéncia vocé relacionaria com a situacdo do nascimentos de casais de coelhos?
Explique suas escolhas.

‘E’ch prabn o dt £ bomocci, s gt £0A0  £ o pomna OO dos pmests
WM%W AWWW@M&QMWOW

Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 27 - Caracterizacdo da sequéncia de Fibonacci, dupla 2
1) Que sequéncia vocé relacionaria com a situagio do nascimentos de casais de coelhos?
Explique suas escolhas.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Na fase de validagdo, requisitamos aos alunos que com base no problema dos coelhos
obtivessem um modelo matematico da relacdo existente entre a unidade temporal n(meses), e

as possiveis filiagdes a cada més(f,) . Desta fase, é valido ressaltarmos a caracterizacdo do

modelo recursivo de Fibonacci, apresentado pela dupla 2.

Sendo uma interpretagdo mais elaborada do problema dos coelhos, no sentido de
expressar um modelo matematico de obtencdo da sequéncia, a partir do conhecimento dos
seus antecessores. Tal modelo pode ser assinalado como a sequéncia generalizada de

Fibonacci, recursiva ou implicita. Fato, que evidenciamos na figura 28, a seguir.
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Figura 28 - Caracterizacdo da lei de recorréncia da sequéncia de Fibonacci, dupla 2

2) Indique uma simbologia conveniente para o primeiro termo, para o segundo termo,
para 0 terceiro termo e, assim, sucessivamente. Podemos estabelecer uma relagio que
generalize esses resultados anteriores?

i~ Primune ‘lmme
Q- Mguw-‘)ﬁ Yoo
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Fonte: Dados da pesquisa.

Dando prosseguimento, mostramos a analise do item (b). Desse modo, tomamos
referéncia nas fases de acdo, formulacdo e validacdo da TSD. Com isto, requisitamos aos

alunos que tendo por base a lei de recorréncia obtida no item (a), avaliassem a possibilidade
de obtengdo de f,=?,f , =?,f,="?. E que, a partir de tal fato, percebessem a possibilidade

de “alongarmos”, “ampliarmos”, “estendermos” a sequéncia de Fibonacci para indices
inteiros.
Sobre tal perspectiva um dos membros da dupla 2, quando questionado sobre a

possibilidade de extensdo da sequéncia de Fibonacci, respondeu:

[...] a surpresa foi que até entdo para 0s naturais eu j& conhecia, agora quando
chegou na terceira questdo, e foi tratar em relagéo ao f, f.; e f., pra mim nédo poderia
acontecer, por que até onde eu conhecia a sequéncia de Fibonacci era sO para

nimeros naturais...] (Aluno)®.

No excerto acima, o aluno demostra um desconhecimento da possibilidade de
estendermos a sequéncia de Fibonacci a indices negativos; demostrando espanto sobre tal
possibilidade, destacando ainda aspectos relativos a abordagem corriqueira dada a sequéncia,
no caso, a de seu estudo com indices naturais.

Ainda sobre a possibilidade de extensdo da sequéncia de Fibonacci destacamos 0s
argumentos apresentados pela dupla 3, que discutem tal perspectiva a partir da lei de
recorréncia, extensdo da sequéncia a indices inteiros, obtencdo dos termos, além de uma

possivel nomenclatura. Vejamos:

® Dados da entrevista. Pesquisa de campo realizada no IFCE em 29 abr. de 2016.
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Figura 29 - Nomenclatura sugerida pela dupla 3, para sequéncia estendida de Fibonacci

sequéncia obtida?
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3) Com base na relago anterior, podemos avaliar os valores de f, =2, /, =7, /., =?
Descreva esse conjunto numérico. Que nome ou terminologia podemos atribuir a

Fonte: Dados da pesquisa.

Nessa mesma perspectiva de obtencdo através da sua extensdo, da sequéncia de

Fibonacci a indices inteiros, € valido apresentarmos os argumentos das duplas 2 e 4;

enfatizando suas nomeacdes do modelo estendido de Fibonacci, nomeado como “sequéncia

variante de Fibonacci”. Nomenclatura possivelmente sugerida, devido a observacdo da

alternancia de sinal dos numeros de Fibonacci, ocorrida no modelo estendido. ObservacGes

que trazemos a segulir:

Figura 30 - Nomenclatura sugerida pela dupla 2, para sequéncia estendida de Fibonacci
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Figura 31 - Nomenclatura sugerida pela dupla 4, para sequéncia estendida de Fibonacci

Fonte: Fotos do autor.

6.2.2 Segundo momento de aplicagdo

Sobre este momento da experimentacdo contamos com a presenca de apenas
04(quatro) alunos dos 09(nove) matriculados na disciplina. Inicialmente solicitamos aos
alunos que formassem duplas. Prosseguindo, informamos que o procedimento de trabalho, em
termos de tempo de execugdo e interagcBes nos grupos, seriam semelhantes ao do primeiro
momento de aplicacdo.

O fato inédito, em termos de procedimento, foi que, antes dos alunos solucionarem a
atividade 2 (ver apéndice U), realizamos um momento de retomada e discussdo dos conceitos
e formulac@es vistos na atividade 1.Tal procedimento foi necessario a fim de estabelecermos
relacdes entre os resultados da atividade anterior e os que seriam discutidos na atividade 2.

Sobre a atividade proposta destacamos que teve como finalidade a discusséo do
modelo de generalizacdo da sequéncia de Fibonacci, ndo mais recursivo e sim explicito; no
caso a férmula de Binet. Resultados que apresentamos, a seguir:

Iniciaremos a discussdo trazendo as observacGes na fase de acdo, que como
requisitamos, o aluno deveria tomando por base 0 contexto apresentado por Huntley (1985)
perceber a possibilidade de obtencdo do termo geral da sequéncia de Fibonacci, tornando-a

ndo mais recursiva como 0s argumentos estabelecidos na atividade 1.
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Sobre tal perspectiva, observamos que os alunos tiveram uma compreensao adequada
da situacdo, ndo apresentando, dividas ou questionamentos, que implicassem numa nao
resolucdo da atividade.

Dando seguimento, passamos a discutir os argumentos da fase de formulagéo, que néo
apresentou dificuldades por parte dos alunos em termos de compreensdo dos procedimentos
necessarios a resolugdo da atividade. Desse modo, os alunos conseguiram caracterizar a
formula de Binet, tendo por base as raizes da equacgédo quadratica e 0 modelo de generalizacédo

da sequéncia de Fibonacci, sugerido. Como destacamos nas figuras 32 e 33 a seguir.

Figura 32 - Procedimento de resolucéo e obtencdo da formula de Binet, do aluno 1

1) Com base nos valores de o e 2, como podemos reescrever f, = a’ - g” ?
o —
1)
2
L -A~{ =0
a
N
Aryes
A< <(—y yr =1 45 _
COXE < e g5 - { T %
-4 .
R =y v
. =
RS =N “n -
F- ) - (9 )" ) - ()
” = = 2 =+ ) .
N5 (1-JF J5
2 <

Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 33 - Procedimento de resolucéo e obtencdo da formula de Binet, do aluno 3

f ’

!

Fonte: Fotos do autor.
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Dando prosseguimento, na fase de validacdo, solicitamos aos alunos que realizassem
alguns célculos com a formulagdo anterior e caracterizassem seus resultados como a
sequéncia de Fibonacci. Sobre as observacoes realizadas em sala de aula, destacamos que 0s
alunos conseguiram de maneira satisfatdria a partir da formulacdo obtida no item anterior,

realizar tal caracterizacdo, como mostramos nas figuras 34 e 35, a seguir:

Figura 34 - Caracterizacdo do aluno 2, sobre os resultados obtidos da utilizagdo da
formulacéo de Binet
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Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 35 - Caracterizacao do aluno 3, sobre os resultados na formulacéo de Binet
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Fonte: Dados da pesquisa.

Ainda sobre a possibilidade de obtencdo direta da sequéncia de Fibonacci na

formulacdo obtida, é valido apresentarmos o0s argumentos do aluno 3, que destaca:

[...] no problema dois é que é interessante, vocé percebe que a divisdo 4urea obedece
a sequéncia de Fibonacci, a partir do momento em que vocé vai fazer o n variar no
conjunto, n maior que um, n natural , vocé consegue perceber que vai surgindo a

sequéncia de Fibonacci 1,1,2,3 e por af vai [...] (Aluno)®.

No excerto anterior, percebemos a surpresa do aluno quando identificou que a
formulacdo construida por ele no item anterior permite a obtencdo direta dos numeros de

Fibonacci sem a necessidade da recursividade, somente da atribuicéo de valores para n.

* Dados da entrevista. Pesquisa de campo realizada no IFCE em 03 mai. 2016.
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6.2.3 Terceiro momento de aplicacéo

Sobre esta etapa da experimentacdo, contamos com a presenca de 07 (sete) alunos, dos
09 (nove) matriculados na disciplina. Continuando, dividimos a sala em 3 (trés) duplas, e um
aluno resolveu realizar a atividade sozinho; quanto ao tempo de execucéo, continuou sendo de
uma hora e meia; e em relacdo aos procedimentos metodolégicos, seguimos 0s mesmos
passos do segundo momento.

Com isto, inicialmente retomamos alguns resultados discutidos nos momentos
anteriores tais como: os modelos de generalizacdo implicita e explicita da sequéncia de
Fibonacci. Sobre a atividade 3 (ver apéndice V), esta teve por finalidade a discussdo do
modelo de extensdo da sequéncia de Fibonacci a indices inteiros a partir da formula de Binet.
A seguir apresentamos as observacdes realizadas, em suas respectivas fases:

Na fase de acdo observamos que os alunos sentiram alguma dificuldade, no
entendimento inicial das questbes, ndo percebendo, que a solucdo era apenas atribuir valores
para n na formulacdo proposta; nesse sentido, tivemos que orienta-los de acordo com o que a
situacdo requisitava.

Posteriormente as orientacOes realizadas na fase de formulagdo, percebemos que 0s

alunos conseguiram a partir da atribuigdo de valores para n, na propriedade f , =(-1)"".f,

obterem alguns resultados, ja conhecidos. Caracteriza¢dao que mostramos nas figuras 36 e 37.

Figura 36-Caracterizacao da propriedade, da dupla 3.
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Na figura acima, observamos o trecho envolvendo a producdo de conjecturas
relacionadas com a identificacdo, por parte dos alunos, que a sequéncia com indices inteiros
apresenta propriedades semelhantes com a sequéncia original. Além disso, na figura 37,
identificamos na formulacdo, a atividade incipiente de etiquetar o nome do objeto, quando a
dupla 1, atribuiu 0 nome de “sequéncia variante”. Tais elementos, criam um clima semelhante
ao de investigacdo do matematico profissional, que descobre propriedades e nomeia 0s

objetos, tendo em vista a sistematizacéo das ideias.

Figura 37-Caracterizacao da propriedade, da dupla 1, ao decurso da fase de formulacao
da TSD.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Notemos que na caracterizacdo da propriedade f  =(-1)"".f , as duplas

apresentaram argumentos relativos a possibilidade de extensdo dos numeros de Fibonacci a
indices inteiros; tal como, a partir da observacdo dos resultados, nomearem a sequéncia como
“sequéncia de Fibonacci para indices inteiros” e “sequéncia variante de Fibonacci”, resultados
ja discutidos, na atividade 1.

Prosseguindo, apresentamos as observagdes relativas a fase de validacdo, na qual
solicitamos aos alunos que caracterizassem matematicamente a relagéo f =(—1)”+1.fn,

através de uma prova/demonstracdo, com um modelo ja conhecido, a formula de Binet.
A partir do modelo proposto, um dos membros da dupla 3 demonstrou a formulagédo

requisitada, partindo do modelo de Binet, destacado na sequéncia de figuras a seguir.
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Figura 38-Introducdo da demonstracdo da propriedade de extensdo dos numeros de

Fibonacci a indices inteiros, da dupla 3 na fase de validacao da TSD
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Fonte: Fotos do autor.

Figura 39- Desenvolvimento da demonstragdo da propriedade de extensdo dos numeros
de Fibonacci a indices inteiros, da dupla 3, ao decurso da fase de validacédo da TSD.

Fonte: Fotos do autor.

Figura 40-Conclusdo da demonstracdo da propriedade de extensdo dos nuameros de

Fibonacci a indices inteiros, da dupla 3.
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Ainda nessa perspectiva de validacdo da formula de Binet nos inteiros, é valido
apresentar os argumentos da dupla 2, que trazem uma demonstracdo caracterizando todos os

passos em consonancia com a demonstracao discutida em Hoggat (1969).

Figura 41 - Demonstracdo da férmula de Binet para indices inteiros, dupla 2
2) Com base nos argumentos anteriores, podemos estabelecer uma demonstragdo para
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Fonte: Dados da pesquisa.

Desse modo, notemos que a partir da demonstracdo discutida anteriormente, a dupla
conseguiu, a partir da formula de Binet, estabelecer as relacbes dessa propriedade como

modelo de prova/demonstracdo da extensdo dos nimeros de Fibonacci a indices inteiros.

6.2.4 Quarto momento de aplicacéo

Finalizando, apresentamos as observacdes relativas a atividade 4. Na experimentacéo
contamos com a presenca de 07 (sete) alunos dos 09 (nove) regulamente matriculados na
disciplina. Quanto aos procedimentos necessarios a resolucdo da atividade pelos alunos,
seguimos as mesmas orientacOes de organizacdo e execucdo dos momentos anteriores. Sobre
a atividade 4 (ver apéndice W), é valido destacarmos que esta teve como finalidade a

caracterizagdo da sequéncia de Fibonacci em outros contextos matematicos; no caso, as
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fungdes geradoras. Desse modo, 0s argumentos descritos a seguir séo relativos as observacdes
da questdo 1, da atividade 4.
Na fase de acdo esperavamos que os alunos a partir da leitura do contexto discutido

por Huntley (1985), fossem capazes de perceber que inicialmente deveriam realizar a divisao

A X , N . ., .
dos p0|ln0mI081—2, pelo metodo da divisdo direta; fato que j& deveriam ter

conhecimento. No entanto, observamos que os alunos inicialmente ndo conseguiam agir sobre
a questdo, devido acharem impossivel a divisdo de um polinbmio que apresentasse no
numerador um grau menor do que o apresentado no denominador. Assim, tivemos que
orienta-los a realizarem o procedimento de divisdo de polindmios através do método que eles
tinham conhecimento no caso, “o método da divisdo direta”, sendo tal procedimento
suficiente ao encontro dos resultados esperados. Procedimento que caracterizamos na figura

42, a sequir:

Figura 42-Divisdo do polinémio pelo método da diviséo direta, dupla 1.
/

SITL AC AN

Fonte: Fotos do autor.

Na fase de formulagdo, depois de superadas as dificuldades de compreensdo da
situacdo e das devidas orientagcOes; no transcorrer da atividade observamos que os alunos nos
seus respectivos grupos conseguiram formular solugbes a questdo, tendo como fundamento a

divisdo direta dos polindmios. Como mostramos nas figuras 43 e 44, a seguir:
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Figura 43-Divisdo do polindmio pelo método da diviséo direta, dupla 1.
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Figura 44 - Divisao do polinémio pelo método da divisdo direta, dupla 2.
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Notemos que nos protocolos anteriores, os alunos além de solucionarem a questdo pela
divisdo direta, sugerem nomenclaturas aos resultados obtidos, nomeando-os como uma
divisdo de Fibonacci. Na figura 43, além de relacionarem com propriedades ja estudadas em
outros momentos, tipo a lei de formacédo da sequéncia de Fibonacci, como na figura 44.

Na fase da validacdo, notemos que além da obtengdo do resultado devido pela diviséo
dos polindmios, os alunos conseguiram caracterizar que a série obtida tinha relacdo intrinseca
com a sequéncia de Fibonacci, estabelecendo relagdes com elementos ja discutidos em

momentos anteriores. Como apresentamos a seguir:

Figura 45 - Caracterizacdo da série geradora da sequéncia de Fibonacci, dupla 1.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Dando continuidade, mostramos a divisdo do polinémio realizada pela dupla 2 durante
a validacdo. Tendo como resultado uma série de poténcias, em que os coeficientes formam a

sequéncia de Fibonacci. Caracterizagdo em destaque na sequéncia a seguir:

Figura 46 - Introducéo a caracterizacdo do polinémio, como a série que gera a sequéncia
de Fibonacci, dupla 2

Fonte: Fotos do autor.
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Figura 47 - Desenvolvimento da caracterizacdo do polindbmio, como a série que gera a
sequéncia de Fibonacci, dupla 2
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Fonte: Fotos do autor.

Figura 48 - Conclusdo da caracterizacdo do polindmio, como a série que gera a

sequéncia de Fibonacci, dupla 2
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Fonte: Fotos do autor.

Dando seguimento, apresentamos as observacdes relativas & questdo 2, do quarto
momento. Assim destacamos que:

Na fase de acdo, como a resolucdo do item, tinha uma relagdo de similaridade com os
procedimentos da questdo 1. Nesse sentido, percebemos que os alunos resolveram o item sem
nenhuma dificuldade conseguindo as caracterizagdes devidas.

Na fase de formulacéo, os alunos ao realizarem a divisao direta, agora, do polindmio

X _ N N
mconseguwam formular solucdes esperadas. Estabelecendo nomenclaturas e relagfes
_|_ —_
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com resultados, j& discutidos, em outros momentos. Como destacamos, nas figuras 49 e 50,

apresentadas a seguir:

Figura 49 - Divisao do polindmio pelo método da divisdo direta, dupla 1.
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Figura 50 - Caracterizacdo do resultado da divisdo do polinémio, dupla 2.
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Na fase de validacdo, observamos que 0s grupos conseguiram caracterizar o resultado

R X A . . . I
da diviséo de Tyl sendo este a sequéncia de Fibonacci estendida a indices inteiros,
+ X=X

como apresentamos, na figura 51, a seguir:
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Figura 51 - Caracterizacao da divisdo do polinbmio que gera a sequéncia de Fibonacci
estendida, dupla 1.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Nesta secdo, destacamos o conjunto de observacdes e resultados relativos aos quatro
momentos de aplicacdo, elementos que foram organizadas com fins a sua andlise e avaliacdo

posterior, discussao que apresentamos a segulir:

6.3 Analise a posteriori e validacdo do estudo

Nestas etapas da ED devemos, fundamentados no conjunto de observacdes e
resultados constituidos, realizarmos o confronto entre as hipdteses levantadas e a atividade
pratica, a fim de realizarmos uma analise sobre a reprodutividade ou ndo da engenharia
proposta. Além de levantarmos possiveis questionamentos voltados a futuras pesquisas. Tal
processo ocorre mediante a verificacdo, reformulacdo ou mesmo refutacdo da(s) hipotese (s)
levantadas, e dos argumentos construidos durante o processo de validacdo interna da
engenharia. Na visdo de Laborde (1997), alem das considerac@es anteriores, € num contexto

mais especifico:

A validacdo interna, surge do método da engenharia como dito anteriormente, é
frequentemente confundida ou integrada com o que se passou, descri¢do que alguns
autores chamam de cronica da classe. Ela é predominantemente colocada a efeito em
relacdo as condutas observadas dos alunos e do professor, do que o retorno a escolha
das concepgoes e a andlise a priori. (LABORDE, 1997, p. 104, tradugdo nossa).
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Assim, numa perspectiva semelhante & Laborde (1997) iremos realizar um retorno as
concepcbes motivadoras e a analise a priori, confrontando tais elementos com nossas
observacdes e resultados, a fim de caracterizarmos o alcance ou ndo dos objetivos tracados e
uma possivel resposta a questao central de acordo com o0s objetivos.

Antes de apresentarmos tais perspectivas e resultados, a seguir trazemos as
observacdes e caracterizacGes da pesquisa, de acordo com suas etapas de: analise preliminar;
concepcao e analise a priori; experimentacdo; analise a posteriori e validacdo, de acordo com
a ED em associagdo com TSD, como metodologias de pesquisa e estudo.

Na etapa de andlise preliminar, ao realizarmos o estudo bibliografico sobre a
sequéncia de Fibonacci numa perspectiva matematica, evidenciamos um recorte do processo
de origem, evolucdo e generalizacdo de propriedades do modelo de Fibonacci. Além de
destacarmos a férmula de Binet como esse modelo de generalizacdo e extensdo. Desse modo,
podemos caracterizar o alcance dos dois primeiros objetivos especificos da pesquisa relativos
a analise do desenvolvimento matemaético de generalizacdo da SF e da formula de Binet.

Dando continuidade, na concepcéo e analise a priori, referendados no estudo da etapa
anterior, donde podemos evidenciar um conjunto de relagdes entre a sequéncia de Fibonacci e
outros contetdos matematicos. Com isto, realizamos uma fundamentacdo e caracterizagdo,
que foram primordiais na elaboracdo das situacdes didaticas, no levantamento de algumas
hipoteses de trabalho e nas definicdes dos momentos de aplicacdo das situacGes estruturadas.

Nesse sentido, podemos afirmar que o terceiro objetivo especifico relativo a descricdo
de situacOes didaticas envolvendo o modelo de generalizacdo da sequéncia de Fibonacci foi
satisfatoriamente alcancado. Além de nos proporcionar toda estruturagdo a etapa de
experimentacao que destacaremos a seguir:

Na experimentacdo, tivemos como referéncia a aplicacdo das atividades propostas e
obtencdo dos resultados os momentos de: acdo, formulacdo, validacéo e institucionalizacdo da
TSD. Posteriormente aos momentos de experimentacdo, realizamos um processo de
organizacdo e analise das informacGes coletadas, constituindo a analise a posteriori. Sobre
estes resultados, a seguir realizamos suas caracterizagdes de acordo com cada atividade.

Relativo a atividade 1, destacamos que os alunos pesquisados conseguiram a partir do
esquema da situacdo (ver apéndice T), relaciona-la com a sequéncia de Fibonacci, destacando
sua propriedade de recorréncia através de alguns modelos implicitos, originarios da solugéo
do problema dos coelhos.

Sobre a possibilidade de extensdo da sequéncia a indices inteiros, destacamos que 0s

alunos, a partir do modelo descrito no item anterior, conseguiram realizar a extensdo da
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sequéncia, fato desconhecido dos alunos, que mesmo surpresos, apresentaram algumas
nomeacoes aos seus resultados. Nomeacgdes como: sequéncia variante de Fibonacci, sequéncia
oscilatéria de Fibonacci, foram termos destacados, numa alusdo a possibilidade de
alongarmos, estendermos, ampliarmos a SF aos inteiros; possibilitando discussfes relativas
aos modelos constituidos. Nesse sentido, os aspectos apresentados demonstram o alcance da
hipotese suscitada na atividade 1.

Relativo a atividade 2, podemos caracterizar que os alunos, a partir do contexto
proposto (ver apéndice U), conseguiram a formulacdo do termo geral para a SF, a férmula de
Binet; e que, a partir da realizacdo de alguns célculos com tal formulagdo, conseguiram
perceber a utilidade da mesma, fundamentada numa néo recursividade, e sim, numa obtencéo
explicita da SF. Tais aspectos demonstram o alcance da hipotese relativa a atividade 2.

Relativa a atividade 3, podemos caracterizar, que os alunos conseguiram a partir do

contexto proposto (ver apéndice V), estudar de maneira satisfatoria, a propriedade
f ,=(-1)"".f,, caracterizando-a como a férmula de Binet, estendida aos inteiros. Outro

aspecto destacédvel dos resultados € que os alunos conseguiram relacionar tal modelo com as
relacBes de recorréncia implicitas e explicitas da SF, discutidas nas atividades anteriores.
Assim, as nomeacdes de sequéncia variante, sequéncia oscilatéria, bem como de sequéncia de

Fibonacci estendida aos inteiros, tomaram novamente destaque.
\ ~ - 1 - 7
Quanto, a prova/demonstracio da propriedade f_, =(—1)"".f,, a partir da formula de

Binet, destacamos que o0s alunos apresentaram alguma dificuldade. Nesse sentido, realizamos
algumas intervencdes e orientacdes aos alunos. Posteriormente, percebemos que os alunos
apresentaram de maneira satisfatoria o0s resultados que caracterizavam uma
prova/demonstracdo da referida relacdo. Assim, destacamos o alcance parcial da hipGtese
relativa, a atividade 3.

Relativo a atividade 4, podemos caracterizar que os alunos conseguiram obter a
sequéncia de Fibonacci a partir do contexto da atividade (ver apéndice W) que discutia a
obtenc¢do da sequéncia, através da divisdo direta dos polinémios discutidos. Sobre a resolugéo
da situacdo, esperdvamos que os alunos a realizassem de maneira direta, sem nenhuma
orientacdo do professor/pesquisador, principalmente no tocante a diviséo de polinébmios.

No entanto, tal fato ndo ocorreu. Tivemos que intervir e realizar algumas orientagdes
prévias. Posteriormente, as intervencdes, constatamos que os alunos ao realizarem as divisoes

devidas, perceberam a relacdo dos resultados, com a SF. Além de apresentarem nomeacoes
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aos resultados, tais como: a sequéncia de Fibonacci por divisdo direta e os polindOmios de
Fibonacci.

Dando continuidade, ao resolverem o segundo item da atividade, constatamos que 0s
alunos ndo demonstraram dificuldades devido ser um procedimental, semelhante, ao primeiro
item. Sobre os resultados, os alunos continuaram o processo de nomeacgdes, do qual

destacamos a seguinte terminologia: dizima variante, numa alusdo aos coeficientes obtidos na
série de poténcias; além de relacionarem tal observagdo, ao modelo f & =(-1)"".f ,

estudado na atividade anterior. Nesse sentido, os alunos caracterizaram a possibilidade de
obtencdo da sequéncia de Fibonacci a outros contextos matematicos, que nao seja somente a
modelizacdo do problema dos coelhos. Elementos que evidenciam o alcance da hipétese
relativa a atividade 4.

Das analises realizadas anteriormente, de cada atividade, que como ja destacamos,
foram organizadas e aplicadas, fundamentadas nas fases da TSD; podemos afirmar que
alcancamos o quarto objetivo especifico da pesquisa relativo a aplicacdo de uma metodologia
de ensino, que nos permitisse a organizacdo de atividades do modelo de generalizagdo da
sequéncia de Fibonacci, voltadas a sala de aula, tendo em vista o estabelecimento ou
formulacéo de definicdes.

Desse modo, fundamentados nas discussdes anteriores, destacamos a validade da
utilizacdo da ED em associa¢do com TSD, como metodologias que nos apresentaram rotinas,
que permitiram a identificacdo, descricdo e exploracdo de propriedades relativas a sequéncia
de Fibonacci, num processo de compreensdo de sua origem, sistematizacdo e generalizacéo,

fundada em seus aspectos matematicos.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Tendo em vista 0s objetivos tragados na pesquisa, e seguindo as orientacGes didatico-
metodologicas da ED e da TSD, realizamos na primeira etapa uma andlise preliminar
(prévias) do objeto matematico, através de um resgate de alguns artigos cientificos das
décadas de 60, 70 e 80, bem como o estudo de obras especificas que trazem algumas
narrativas historicas relativas a SF.

Sobre esta fundamentacéo, é pertinente destacar que o desenvolvimento do projeto nos
permitiu uma discussdo pormenorizada de trabalhos que abordam o processo de generalizacéo
da sequéncia de Fibonacci, sistematicamente negligenciada por parte dos livros de Historia da
Matemaética consultados.

Nesse sentido, a partir do levantamento e analise bibliogréafica realizados, catalogamos
e organizamos um conjunto de modelos de generalizacdo e extensdo da SF, com foco para a
férmula de Binet e algumas extensdes e relagdes com outros assuntos matematicos, realizando
uma andlise do desenvolvimento matematico de generalizacdo da SF e da formula de Binet,
atingindo assim os dois primeiros objetivos especificos da pesquisa.

Desse conjunto de modelos, ressaltamos alguns resultados, tais como: a formula de
Binet, seu modelo estendido e sua relagdo com as funcbes geradoras, bem como outros
modelos de generalizacdo de Binet, com énfase nas sequéncias de Lucas, nas Matrizes, no
triangulo de Pascal, na Trigonometria, nos nimeros complexos, nos polinémios e nas funcdes
hiperbdlicas.

Na segunda etapa da pesquisa, com 0 objetivo de apresentar uma organizacao voltada
ao ensino dos modelos observados, realizamos a concepgdo e andlise a priori de quatro
situacbes de ensino de alguns dos modelos de generalizacdo da SF, estabelecidos. Tal
organizacdo nos permitiu a descricdo de situacdes didaticas que envolvem o modelo de
generalizacdo da SF, desconsiderados pelos autores de livros de HM, o que caracterizou o
alcance do terceiro objetivo especifico.

Sobre a concepc¢éo dessas situacoes, vale salientar que a organizacdo seguida apresenta
uma concepgdo diferente de ensino, devido a realizagdo de uma espécie de descricdo preditiva
dos possiveis resultados e questionamentos dos alunos, durante os momentos de ac&o,
formulacéo, validacdo e institucionalizacao.

Da experimentagéo caracterizada como a terceira etapa da pesquisa, vale ressaltar que
conseguimos a partir da aplicagéo, exploracdo e observagdo das quatro situagdes de ensino

constituidas, discutir as seguintes relaces matematicas da SF: o modelo de generalizagdo
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implicito e sua extensdo a indices negativos; a formula de Binet como explicito de
generalizacdo da SF e sua forma estendida aos inteiros; as fungdes Geradoras e a Sequéncia
de Fibonacci.

Ainda sobre as situacdes de ensino, destacamos que estas foram aplicadas em sala de
aula, numa organizacao fundamentada nas orienta¢es metodoldgicas da TSD que permitiram
0 estabelecimento ou a formulacdo de definicbes por parte dos sujeitos participantes do
estudo, assim atingimos o0 nosso quarto objetivo especifico. Sendo tais situacOes
perfeitamente aplicaveis, ndo somente na graduacdo, mas também no ensino basico, com as
devidas adaptacgoes.

Assim, do conjunto de resultados obtidos, salientamos que sua compilacdo e
validacdo, foram realizadas nas etapas de andlise a posteriori e validacdo, configurando a
quarta etapa da pesquisa, na qual podemos analisar e validar através dos resultados, as
hipoteses didaticas a seguir, relativas a cada situacdo de ensino. Das quais destacamos 0s
seguintes resultados:

Referente a atividade 1, os alunos caracterizaram a sequéncia como a de Fibonacci,
além de apresentarem a propriedade de recorréncia. Apresentaram surpresa e
desconhecimento da possibilidade de extensdo da SF a indices inteiros, além de nomearem tal
possibilidade.

Referente a atividade 2, os alunos conseguiram caracterizar a formulacdo necesséria,
tendo por base as raizes da equacdo quadratica caracteristica do modelo empirico de
Fibonacci. Conseguiram satisfatoriamente a partir da formulacdo obtida, caracterizar 0s
resultados como a sequéncia de Fibonacci.

Referente a atividade 3, 0s alunos apresentaram argumentos quanto a possibilidade de
extensdo dos numeros de Fibonacci aos inteiros, bem como a partir da observacdo dos
resultados nomearam a sequéncia, as duplas conseguiram obter a caracterizacdo desejada
através do modelo empirico ja estabelecido na atividade 2.

Referente a atividade 4, os alunos conseguiram a relacdo estabelecida entre a diviséo
de um polinbmio e a sequéncia de Fibonacci, e continuaram o processo de nomeagdes do
modelo constituido, relacionando-os com a sequéncia estendida de Fibonacci.

Vale destacarmos do conjunto de resultados anteriores, que todos foram condizentes
com as hipoteses levantadas em cada etapa de aplicacdo. Tais hipoOteses foram
satisfatoriamente validadas ao final da anélise e avaliagdo dos resultados.

Dessa forma as etapas de estruturacdo da pesquisa: fundamentacdo do objeto

matematico, concep¢do e organizacdo das situagOes de ensino, experimentacdo, analise e
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validacdo dos resultados, nos deram subsidios a considerarmos que conseguimos com a
pesquisa:

1) Ampliar a discussao relativa ao processo de generalizagédo e extensdo do modelo da
formula de Binet, realizando uma discussao matematica da evolucdo dos modelos.

2) Valorizar o papel das definicbes matematicas como elemento necessario a
compreenséo de sua evolugéo.

3) Complementar a abordagem dos livros historicos que ndo apresentam tal discussao,
tendo em vista 0 &mbito da formacao de professores.

4) Evidenciar que distintamente das concepc¢fes que costumam dominar o locus
académico, dando conta de episodios da Histéria da Matematica, exploramos ideias e
concepcdes que retratam e evidenciam a evolucdo progressiva de um modelo até os dias
atuais.

5) Destacar um percurso de estudo que permitiu a identificacdo, descricdo e
exploracdo de propriedades generalizadas da SF numa discussdo, além dos elementos
historicos, proporcionando o ensino de tais elementos fundado na exploracéo de propriedades
mais gerais e estruturais.

6) Proporcionar a exploragdo e a promog¢édo de atividades de investigacédo, balizadas
por pressupostos matematicos que buscam evidenciar esforgos no sentido de proporcionar aos
professores de Matematica em formacao inicial uma perspectiva dindmica e ndo estatica de
um modelo matematico que possui ligacbes com varios conceitos cientificos.

7) Proporcionar a professores em formacéo inicial , uma perspectiva alternativa de
estudo e ensino de Matematica, de maneira a destacar os significados matematicos de
determinados fatos oriundos da Histéria da Matematica, numa perspectiva de evitar
concepcdes estanques relativas a determinado assunto.

Fundamentados nas consideracGes anteriores, destacamos que estas apresentam
elementos suficientes a caracterizacdo do alcance do objetivo geral da pesquisa na medida em
que conseguimos a descri¢do de um estudo relativo aos modelos de generalizacdo da SF, com
énfase na formula de Binet, promovendo a identificacdo, descricdo e exploragdo de suas
propriedades.

Portanto, esperamos que a sistematizacdo de estudo e ensino seguida, seja uma
orientacdo a professores em formagdo inicial e continuada, no sentido de referendar a
realizacdo de futuros trabalhos que contemplem e complementem, ndo somente, a sequéncia
de Fibonacci, e sim outros assuntos, elementos que evidenciam a necessidade e realizacdo de

futuras pesquisas.
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APENDICE A - Demonstragéo da relagdo entre a fungéo geradora x/(1-x—x*) e a

férmula de Binet

A B

X
Demonstraremos a rela¢do, considerando = + ,
¢ 1-x-x* (x—a) (x=p)

com o € B raizes

de 1-x—x*=0—->-x"—x+1=0, de modo que, af=-1 e o.+PB=-1.Ao fazermos os

A N B  (Xx-B)A+(x-a)B X
(x—a) (x=B)  (x=B)(x-a)  1-x-x

calculos, teremos:

> .Desenvolvendo

t Ax+Bx:1x_) A+B=1 Resolvend ” t A
encontramos _AB—0B=0 " |oB=—BA" esolvendo o sistema, teremos _X—Be

—B . X A B
B =——. Dando continuidade, reescreveremos > = + , COMO:

X—P 1-x—x° (x—a) (x-=p)

X _ «a 1 B 11 { a B }(i)
1-x-x* (a-B) (x-a) (a-B) (x-B) (x-B)L(x-a) (x-B)

a

B
(x—a) ° (x-B)’

Calculando individualmente os valores de

teremos:

o 1 1 Ix  1x? 1x"
- =—| —— |-(1+=+=5+....+ =), e de modo analogo:
(X—OL) i—l 1_5 a «a o
o o
B 1|1 1x  1x? 1x"

—-(l+—=—+—=+...+

(x_B) X 1_ X s T ). Notemos que, como estamos
B U B

interessados em determinar o coeficiente u, de X" no desenvolvimento de (x—o) e
-a
b sendo estes S e —i Logo (i), pode ser reescrito, como
(x=B)’ o’ B | ’
1 -1 1 1 | -B"+a” 1 "—p"
{—n+—n}: { Bn :x }: . r[a b }Donde obtemos, o seguinte
(x=B)La” B"] (X=B)L a'B o' (a—=P)

n

resultado: U, = a"lﬁn {z}:g;} =(-1)" {?;_:gﬂ(ii ).Como o e P s&o as raizes de

Fonte: Elaborado pelo autor
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APENDICE A - Demonstragéo da relagdo entre a fungéo geradora x/(1-x—x*)ea

formula de Binet (continuacéo)

1-X—x*=0—>-X*—x+1=0, de valores o=

1+;E e 1_£, e OL—BZ\/g.

Podemaos reescrever (ii), e obtermos o seguinte resultado:

e Nl s e

@B (amp) (a—p))  (a—p)
(D (1B (1B |1 (1) [(144B) (145 |
NI -2 B2 2

1 [(148) [(1-BY
_El[ 5 J—( > J},n>0 (cqd)

Fonte: Elaborado pelo autor.




134

APENDICE B - Demonstracdo da relacio entre a fungio geradora x/(1+x—x?)ea

férmula de Binet estendida a indices inteiros

Demonstraremos a  relagdo, considerando a  seguinte  fragdo  parcial
X —X A

2 = 2 - + ,

1+x—x° x"=x-1 (x—-a) (x-B)

com oef raizes de X* —x+1=0, de modo que

af=-1 e a+p=1. Fazendo 0s calculos temos:
A N B :(X—B)A+(X—0L)B: —X
(x—a) (x=B)  (x=B)(x-a)  x*-x-1

(Xx=B)A+(x—a)B=—x—> A(x-B)+B(x-a)=-1x+0
AX + Bx =-1x A+B=-1

9
—AB—aB=0 | aB=-BA

.Obtendo 0 seguinte  sistema:

.Resolvendo 0 sistema,

o .
encontramos: A= ,B= < b Reescrevemos x/(1+x—x?), da  seguinte  forma:

X _ o 1, B 1:1{[3_&}0)
Lx=x* (a-B) (x=a) (a-B) (x=B) (x=B) (x-B) (x—a)|"
Calculamos individualmente os valores de b e L, obtemos:

(x-B) (x—a)
(XEB):B_—BXZ 1_1 :(—1—%—%—....—1gnn),ede maneira analoga,
a —a -1 Ix  1x? 1x"
= = =-1-—-——..=—) . Note, que estamos interessados em
(x-a) a-x |_X o o o
o
determinar o coeficiente u_ de X", no desenvolvimento de b e “ , sendo estes
(x=B)  (x-a)

1 1 . .

- e ——-.Logo M pode ser reescrito, como
B o

L [_—nl+in}= 1 {_anntﬁn}:(Ilz{an_ﬁn]mntinuando,concluimos:
(x=B)LB" o' ] (x=B)| o' o' [ (a—P)

_ (D" =By {a“—ﬁ”}: i M{a”—s“}: iy ’
u, anﬁ{(a_ﬁ)} (D =i |7 0™ Gy [T e (cad)

Fonte: Elaborado pelo autor
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Demonstracao da funcdo geradora da identidade que nos informa a

soma dos n primeiros termos de indices impares da sequéncia de Fibonacci

Demonstraremos a fungéo geradora da identidadez F X" =

X
——, de Koshy (2011).
1-3x+x2’ 0RO y (2011)

Nesse sentido, utilizaremos o método de Hoggat e Lind (1973), e ao partirmos de Binet,

temos: F =

encontramos:

1D o= B ”j como Za X" =
0 0

.(OLZn _an)-

Continuando,

B Otzn—an B 1
oa—f _OL—B

ax

I B2x — 1+a2x J

11 ) 1
1-a?x 1-p%) a-PB | (1-a®x)(1-PB3x)

2

2R =g

i,: oo 1 x(a® -B*) _ 1 X(a—B)(a+P)

= " a—B 1B x—a’x+aPx ) oa—PB \1-x(a®+B?)+(af ) x>

c no 1 (a+PB)X 4 2.2 __
ZO:FZHX = o B | Iox(@ 25 ) (BT X como a+B=1 o’+p*=3e ap=-1
s X

ZO:FZ”X T 1-3x+x2 (cqd)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE D- Desenvolvimento da funcéo geradora da identidade que nos informa a

soma dos n primeiros termos de indices impares da sequéncia de Fibonacci

| wxMaxima 16.04.1 [ nio salvo* [P

Arquivo Editar View Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo Simplificar Gréfico Numérico  Ajuda

Y

BRI XE0E Q¥ |0 | @

[--> 2/ (1-3%x4x°2)

Fisi20) taylor(=z/ (1-3*x4x"2), =, 0, 70);

2432548 23 +21 x 455 x°+144 x64377 x7+987 x84 2584 x¥+ 6765 x10 417711 x4+ 46368 x124121393 x T3+ 317811
144832040 x1°+2178309 x°45702887 x17+14930352 x5 +39088169 x1°+102334155 x*0+267914296 x21 +701408733 x%2+
1836311903 x2344807526976 x24 412586269025 x*>+32951280099 x26+ 86267571272 x°7 +225851433717 x2% 4591286729879 x2°
+1548008755920 x274 4052739537881 x31+10610209857723 x32427777890035288 x33+72723460248141 x°44+190392490709135
x794+4906454011879264 x°5+1304969544928657 x° 7 +3416454622906707 x°°+8944394323791464 x°°+23416720348467685 x20+
61305790721611591 x*1+160500643816367088 x12+420196140727489673 x?°+1100087778366101831 x*%+
2880067194370816120 x*9+7540113804746346429 x*6419740274219868223167 x*7+51680708854858323072 x*%+
135301852344706746049 x*¥+354224848179261915075 x°0+927372692193078999176 x 1 +2427893228399975082453 x°2+
6356306993006846248183 x2°+16641027750620563662096 x2*+43566776258854844738105 x2+114059301025943970552219
x°64298611126818977066918552 x°'+781774079430987230203437 x°%+2046711111473984623691759 x°°+
5358359254950966640871840 x7+14028366653498915298923761 x51+36726740705505779255899443 x52+
96151855463018422468774568 x°°+251728825683549488150424261 x°4+659034621587630041982498215 x®°+
1725375039079340637797070384 x56+4517090465650391871408712937 x57+11825896447871834976429068427 x50+
30960598847965113057878492344 x°°+81055900096023504197206408605 x 0+, ..

T

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuario

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE E - Demonstracéo da funcio geradora da soma dos n primeiros niimeros de

Fibonacci com indices pares

Demonstraremos a funcdo geradora da identidade an+1—1=2sz, considerando
j=0

l Ja—
> 1-x 1-3x+x?’

x© © 1 X © © X
fazermos, X" F X" |= . - X" = _
Z (Zo: j(; ’ j 1-x 1-3x-x° Zol(j_o ZJJ 1-4x+4x° = x°

o0

Com as condicoes inicias f,=0 e f =1, temos que ZFZJ- =F,,., —1.Logo, concluimos
j=0

. : S < X
inicialmente, os seguintes resultados: ZX"=— e ZFZan —F——, € ao
0

n

4 = i( Fona ~-1)x" (cqd)

1-4x+4x2-x° 4

que: h(x)=

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE F - Desenvolvimento da func&o geradora da soma dos n primeiros niimeros

de Fibonacci com indices pares

|11 wiMaxima 16.04.1 [ néo salvo* [l s
Arquivo Editar View Célula Maxima Equacies Algebra Clculo Simplificar Grafico MNumérico Ajuda
e = | . o [} ©
TFPEEFUGEFLIINECEXL )
f--> 2/ (1-d%z+d%x70-573) T
=

(%17) taylor(z/ (1-4*x+4*x~2-2"3), =, 0, 70):

x+4x%+12 x3 433 x1488 x74232 264609 xT+1596 x5+ 4180 x°+10945 x10428656 x11+75024 x12+196417 x 13+
514228 x4 41346268 x 7 +3524577 x 1049227464 x17+24157816 x £+ 63245985 x¥+165580140 x*0+433494436 x?1+1134903169
x2242971215072 x23 47778742048 x*44 20365011073 x*°+53316291172 x264139583862444 x°7 4365435296161 x°°+
956722026040 x2%4+2504730781960 x°0+6557470319841 x°1+17167680177564 x°2+44945570212852 x>%+117669030460993 x>+
308061521170128 x> +806515533049392 x°642111485077978049 x37+5527939700884756 x°°+14472334024676220 x>°+
37889062373143905 x40+ 99194853094755496 x*1+259695496911122584 x*%+679891637638612257 x*3+1779979416004714188
x14 4 4660046610375530308 x*5412200160415121876737 x*6431940434634990099904 x*7+836211434689848422976 x5+
218922995834555169025 x*7+573147644013817084100 x°+1500520536206896083276 x°1+3928413764606871165729 x°%+
10284720757613717413912 x33+26925748508234281076008 x>4+70492524767089125814113 x°2+184551825793033096366332
x°64483162952612010163284884 x°'+1264937032042997393488321 x°°+3311648143516982017180080 x°°+
8670007398507948658051920 x9+22698374052006863956975681 x51+59425114757512643212875124 x°2+
155576970220531065681649692 x°3+407305795904080553832073953 x°+1066340417491710595814572168 x°7+
2791715456571051233611642552 x%+7308805952221443105020355489 x®7+19134702400093278081449423916 x°%+
50095301248058391139327916260 x°7+131151201344081895336534324865 x 0+, ..,

]

Bem-vinde a0 wxMaxima Pronto para entrada do usudric
_~ =

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE G- Demonstracéo da funcéo geradora dos n primeiros termos ao quadrado

da sequéncia de Fibonacci

X — X2

, utilizando
1-2x—2%x* +Xx°

Demonstraremos a funcéo geradora da identidadez Fnzxn =
0

novamente, o método utilizado por Hoggat e Lind (1973). Assim, iniciamos fazendo:

Fnzzﬂa;:gnj anzzﬁ(oczn—Z(aB)”+BZ”). Continuando, temos:

< c nyn 2n n . < nyn _ 1

ZOZFH X" =z B) [ZO: ZZ(aB) X +ZB Jnote que.zola X'=
1 1

,como af=-1¢e o’ +p*=

Ta—pY l1—a?x 1-(ap)x  1-p’x
1 (1—(GB)X)(1—B2X)—2(1—(12)()(1—BZX)+(1—0€2X)(1—(0€B)X)j

(0B (1-a")(1-(aB)x)(1-B"X)
_ 1 (1+x)(l—Bzx)—2(1—oczx)(l—Bzx)+(1—oc2x)(1+x)j calculando temos -
(a—BY (1= a®x)(1+x)(1-B) |

__ 1 (a=p)(x=x’) ,desenvolvendo (1—a2x)(1+ x)(1—p?x),temos :
(a—B) [ (1-a*x)(1+x)(1- BX)

(1 a’x)(1+x)(1- Bx) 1-x(o® +B% )+ (ap)x* =(1-3x+x*)(1+x)=1-2x—2x* + X°

ZFHZ X" = KX 3( qd)

5 1-2X—2Xx* +X

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE H - Demonstracio da funcéo geradora dos n primeiros termos ao quadrado

da sequéncia de Fibonacci

[ weMaxima 16.04.1 [ ndo salvo® [ o [ 3
Arquivo Editar View Célula Mavima Equagdes Algebra Calculo Simplificar Grafico Numérico Ajuda

B EHHADOE GO & U K
[,,> (x—x"2)/ (1-2%x-2*x"2+x"3) M

taylor( (z-z"2)/(l1-2*%x-2%x~2+4x"3), %, 0, 70):

x+x% 44 %349 x4 425 x7+64 x84169 x7+441 x%+1156 x+3025 x1047921 x114 20736 x12+ 54289 x13 1142129 x144
372100 x1°4 974169 x1942550409 x'7+6677056 x'8+17480761 x°+45765225 x204+119814916 x°1 4313679521 x> 4821223649
x%342149991424 x?4 45628750625 x%°+14736260449 x*$+38580030724 x?7+101003831721 %%+ 264431464441 x%°+
692290561600 x°0+1812440220361 x?1+4745030099481 x32+12422650078084 x33+32522920134769 x> +85146110326225 x 7+
2229154106843904 x364583600122205489 x37+1527884955772561 x84 4000054745112196 x39+10472279279564025 x40+
27416783093579881 x41471778070001175616 x*2+187917426909946969 x*3+491974210728665289 x*4+1288005205276048900
x%°43372041405099481409 x*®+8828119010022395329 x¥7+23112315624967704576 x*8+60508827864880718401 x*%+
158414167969674450625 x°" +414733676044142633476 x°1+1085786860162753449801 x°2+2842626904444117715929 x>+
7442093853169599697984 x°4419463654655064681378025 x9°+51008670112024444436089 x°5+133542955661008651930244
x°74349619996931001511354641 x°®4915317035111995882133681 x°°+2396331108404986135046400 x°0+
6273676290102962523005521 x°1+16424697761903901433970161 x2+43000416995608741778%04964 x°3+
112576553224922323902744729 x%44294729242679158229929329225 x%547716111748125523658685242944 x4
2020104281758498867726399609 x57+5288701670462944237293955881 x%°+13846000729630333644155468036 x°°+
36249300518428057295172448225 x 0+, ..

i

Bem-vindo a0 wxMaxima

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE I — Demonstracéo da funcéo geradora da soma dos n primeiros niimeros ao
guadrado de Fibonacci

Demonstraremos a fungdo geradora da identidade F,.F, ., :ZFJ-Z. De modo, analogo as

demonstracdes anteriores, desse modo, iniciamos por:

o 1 - X—X
> x'=—— & > FX"= —, e ao fazermos:
5 1-x 5 1-2x-2X"+X

o0 | 1 X(1-x) N X
(ZO:X J(ZF J_l—x'1—2x—2x2+x ZO“{ZFJJ C1-2x—2x0+ %

J:

admitindo agora f,=0 e f =1, temos que: ZFJ-Z =F .F..,. Assim, concluimos que:
j=0

q(x)= Z( R X"

1-2x-2x*+x° %

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE J — Desenvolvimento da funcio geradora da soma dos n primeiros nimeros
ao quadrado de Fibonacci

|3 weMaxima 16,041 [ ndo salvo* [E=Ral
Arquivo  Editsr View Célula Maxima Equacdes Algebra Calculo Simplificar Grafico Numérico Ajuda

IR - EE I K:]
F--> ®/ (1-2%x-2%x"24x"3) 1
g

(2217)  taylor( =/(l-2*x-2*x"24x"3), %, 0, 70):

x+2x246x3+15 x4 440 x°+104 x64273 x7+714 x®+1870 x°+4895 x10+12816 x11+33552 x 12487841 x13+229970
244602070 x1941576239 x 1644126648 x17+10803704 x18+28284465 x1°+ 74049690 x°°+193864606 x°1+507544127 x2%+
1328767776 x23+3478759200 x4+ 9107509825 x%°+23843770274 x>+ 62423800998 27 +163427632719 x> +427859097160 x%°+
1120149658760 x3°+2932589879121 x314+7677619978602 x32+20100270056686 x>2+52623190191455 x>4+137769300517680 x3°
+360684711361584 x°64944284833567073 x°7+24721697689339634 x5+ 6472224534451830 x3°+16944503814015855 x40+
44361286907595736 x41+116139356908771352 x*?+304056783818718321 x*3+796030994547383610 x**+2084036199823432510
x1545456077604922913919 x*6414284196614945309248 x*7+37396512239913013824 x*¥+97905340104793732225 x %+
256319508074468182850 x°0+671053184118610816326 x°1+1756840044281364266127 x°2+4599466948725481982056 x> +
12041560801895081680040 x°*+31525215456959763058065 x°°+82534085568984207494154 x 64216077041249992859424398
x°74565697038180994370779039 x>0 +1481014073292990252912720 x°°+3877345181697976387959120 x°0+
10151021471800938910964641 x°1426575719233704840344934802 %%+ 69576136229313582123830766 x 70+
182152689454235906026584495 x%44476981932133394135955913720 x%5+12484931069459465016841156664 x°6+
3268597388704445369567556273 x°7+8557299059167389606861512154 x%9422403299788797723451016980190 x°%+
58652600307225780746189428415x 70+, ..

i

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuario
—_~ 3

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE K-Obtencéo de identidade e demonstracéo da funcéo geradora da soma dos

n primeiros numeros de Fibonacci com indices impares negativos

Iniciamos obtendo a identidade que nos fornece a soma dos n primeiros nameros de

Fibonacci com indices impares negativos. Assim, a partir da lei de recorréncia, temos 0s

f—l = f0 - fo
f,=1,-1,
fo=1,-"1,
seguintes valores fo—f _f . Ao somarmos os dois lados das recorréncias,
-7 7 '-6 -8
f—(Zn—l) = f—(2n—2) - f—(2n)

obtemos do lado esquerdo f +f +f +f +..+f , .. Ao realizarmos as

eliminagdes do lado direito, obtemos f, — f_,,,. Como f, =0, temos a seguinte identidade:

—(2n-1)

f_(Zi_l) =—1_,, .Prosseguimos utilizando o método de Hoggat e Lind (1973) para
—i,i=1

obtemos a funcdo geradora da identidade—f ., que nos fornece a soma dos n primeiros

nameros de Fibonacci com indices impares negativos. A partir da férmula de Binet, obtemos:

_F—2n = M - _F—2n = _( aizn _Bizn ) - = (%jn _(izjn
a—P -P a-B|la p

-1 2\n 2\n
i ,Logo:—F_2n=a—_B[(B I CE

1
como af=-ltemos— =B° e
o

Dando continuidade, utilizaremos Z a'x" = 1 , fazendo os calculos obtemos:
0

S n -1 C 23\n N S 2\n N -1 1 1
R = re=e
-1 [ 1-a’x-1+p°x | -1 ( —Xx(a®—p?)
a—Bll-o®X—B2+a?p?x? ) a—Bl1-x(a?+p?)+a’B2X2

Como a’+P*=3,a°f*=1 e o’ —B*=(a—P)(a+p),temos:

S F,x - —1( —X(a—PB)(a+p) J%i(—ﬁzn)xf‘:l_

2 (cqd)
5 a—B\1-x(a® +p*)+a’p*x’ 3x+x2

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE L-Obtencéo de identidade e demonstragio da funcéo geradora da soma dos

n primeiros numeros de Fibonacci com indices impares negativos

[ wiMaxima 16.04.1 [ no salvo® (o) [
Auivo Editr View Célula Maxima Equahes Algeb Calculo Simplificar Grafico Numérico Ajuda
A= 3 ¥ I = e > [T
h.—!;L‘»dh‘,B':r‘% =l > i"l ‘0
A
[--: ®/ (1-3*x+x72) 1
P

(5120)  taylor(z/(1-3*x4+x"~2), %, 0, 70):

x+3x248 23421 x 455 x7 4144 k%4377 k74987 x5 +2584 k% 46765 x10+17711 11+ 46368 x124121393 k134317811
x144832040 x1°+2178309 x 645702887 x17+14930352 x8+39088169 x1°+102334155 x*0+267914296 x21+701408733 x%2+
1836311903 x23+4807526976 x2*+12586269025 x27+32951280099 x2°+ 86267571272 x27+225851433717 x28+591266729879 x2?
+1548008755920 x°0+ 4052739537881 x>1+10610209857723 x*2+27777890035288 x> +72723460248141 x4 +190392490709135
x234498454011879264 x>6+1304969544928657 x°7 +3416454622906707 x>®+8944394323791464 x>°+23416728348467685 x*0+
61305790721611591 x11+160500643816367088 x12+420196140727489673 x*3+1100087778366101931 x4+
2880067194370816120 x*°+7540113804746346429 x*6+19740274219868223167 x*7+51680708854858323072 x*8+
135301852344706746049 x*%+354224848179261915075 x90+927372692193078999176 x71+2427893228399975082453 x92+
6356306993005846248183 x°°+16641027750620563662096 x°*+43566776258054644738105 x°°+114059301025943970552219
x°64298611126818977066918552 x°7+781774079430987230203437 x>0 +2046711111473984623691759 x>°+
5358359254990966640871840 x°0+14028366653498915298923761 x°1+36726740705505779255899443 x2¢
96151855463018422466774568 x°3+251720825683549488150424261 x4+ 659034621587630041982498215 x5+
1725375039079340637797070384 %64 4517090495650391871408712937 x7+11825896447871834976429068427 x%%+

30960598847955113057878492344 x%%+81055900096023504197206408605 x 0+ ...

i

Bem-vindo ac wxMaxima Prente para entrada do usudrio

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE M-Obtencao da identidade e demonstragio da funcéo geradora da soma

dos n primeiros niumeros de Fibonacci pares com indices negativos

Iniciamos obtendo a identidade que nos fornece a soma dos n primeiros nameros de

Fibonacci pares com indices negativos, e analogamente, a demonstracdo anterior, faremos

f,=1,-1,

f,=f.—-"1,

fo=1,-"1,

fo=f,—f, . Somando os dois lados das recorréncias, obtemos, do lado
f—2n f—(2n+1) - f—(2n—1)

esquerdo f , +f ,+f +f +....4+ T, .E no lado, esquerdo ap6s os eliminacdes devidas

-2n

temos —1+ f_(2n+1). Como f, =0, concluimos z f_(Zi) =—f_(2n+1) —1 Fundamentados no
-ii=2

, . - S n X
método de Hoggat e Lind (1973) e utilizando o resultado Z:(—F_2n )X' = ————, temos
5 1-3x+Xx
iF X" —X Ao utilizarmos ixn -1 iF X" —X E
= T 1_3x+x% = 1—x = T 14 x—x2

1-X 1+Xx—Xx" 1-4x+4x

x 1 —X —X
multiplicando, temos:(zX”J(z o j: . > = 7 ,E € como
: _

X

F,; =F (5.1 —1, obtemos Z( o) 1)xn :1_4X+4X2_X3(C-Q-d).

'M8

—
Il
o

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE N- Desenvolvimento da funcéo geradora da soma dos n primeiros nimeros
de Fibonacci pares com indices negativos

|3 wMaxima 16,041 [ ndo salvo* [E=Ral
Arquivo Editr View Ceula Maxime Equacdes Algebre Calculo Simplificer Grdfico Numérico Ajuda
: R = ¥ -
BEEEAEOE B RO | | @
F--> —x/ (1-4%g+4%2~2-x"3) 7
F

(2118)  taylor( -—x/(1-4*z+d*x~2-x~3), x, 0, 70):

—x-4x%-12x°-33x%-88x°-232 x%-609x7 -1596 x®-4180 x®-10945 x10 28656 x11 -75024 x12 196417 x 13-
514228 x14-1346268 x5 -3524577 x15-9227464 x17 -24157816 x '€ ~63245985 x1° ~165580140 x*° 433494436 x°1 ~1134903169
x22 2971215072 x23-7778742048 x*4 -20365011073 x> -53316291172 x26 139533862444 x*7 -365435296161 x°° -
056722026040 x2% 2504730781960 x>0 -6557470319841 x>1 ~17167680177564 x> -449455702126852 x>7 ~1176690304560993 x4 -
308061521170128 x> -806515533049392 x°6-21114685077978049 x37 —5527939700884756 x°° -14472334024676220 x3° -
37889062373143905 x*0-99194853094755496 x*1 -259695496911122584 x*?-679891637638612257 x*3-1779979416004714188
x4 _1660046610375530308 x*°-12200160415121876737 x*®-31940434634990099904 x*7-83621143489848422976 x*8 -
218922995834555169025 x*? -573147644013817084100 x°-1500520536206896083276 x°1 ~3928413764606871165729 x°7 -
10284720757613717413912 x°% -26925748508234281076008 x4 ~70492524767088125814113 x°° -184551825793033096366332
x°%-483162952612010163284884 x°7 ~1264937032042997393488321 x°8 —3311648143516982017180080 x°° -
8670007398507948658051920 x%°-22698374052006863956975681 x50 -59425114757512643212875124 x52 -
155576970220531065681649692 x6° -407305795904080553832073953 x%4 -1066340417491710595814572168 x5°-
2791715456571051233611642552 x%6-7308805952221443105020355489 x©7-19134702400093278081449423916 x5 -
50095301248058391139327916260 x6%-131151201344081895336534324865 x ' +. ..

Bem-vinde a0 wxMaxima Pronto para entrada do usudric
—_~ 3

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE O- Demonstracéo da formula de Binet matricial

A fim de demonstrarmos, o que podemos chamar de formula de Binet matricial. Iniciaremos

apresentando o seguinte teorema, de Koshy (2011).
Teorema 19: Se Q denota a Q matriz. Demonstre que Q" = f Q+ f,,I, onde | denota a

matriz identidade 2x2
Para comprovarmos tal assertiva, utilizaremos os argumentos de Keskin e Demirtiirk

(2010), que enuncia e demostra o seguinte resultado:
Lema: Sendo X uma matriz quadrada, que satisfaz X?=X+1 Entdo vale que
X"=f X+f ,l, paratodo n inteiro.
Demonstracéo: Para n=0 o resultado é imediato. Vejamos que, por inducédo sobre ne IN .
E reparar que:

X™M=(f X+ )X =fX?+f X=f(X+1)+f_ X=

(f +f IX+fl=Ff X+fl . X"=f X+fIl(cqd)

n+l n+l
Referendados nos resultados anteriores, obteremos a formula de Binet em termos
matriciais. Nesse sentido, tomaremos 0 modelo de resolugdo de uma equacéo de recorréncia

de segunda ordem, proposto por Lima et al. (1998) e discutido no teorema 4. Assim, como

Q*—Q-1=0, é a equacdo caracteristica da matriz Q, de raizes a.ef , temos que todas as
solugbes de Q" = f Q+ f, ;1 ,sdo daforma Q" =a"Q, +p"Q,.

Demonstragdo: Assumiremos inicialmente que Q" =a"Q, +p"Q,,n >0 (i), fazendo em (i),

n=0 e n=1, teremos: {agll:[?éjle resolvendo o sistema, temos: Q1=Qa__%l e
Q-al [a bj

Q, = Substituindo, Q e Q, ,emQ" = a"Q, +p"Q,,n>0,comQ = e
p-a c d

| = 10 Obtemos'QnZ(xn ﬂ +Bn ﬂ n>0 (ii).Resolvendo Q—Bl
0 1 ' oa—p B—a ) ' ’

Q —al ,encontramos:

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE O- Demonstracéo da formula de Binet matricial (continuac&o)

QD
oy

S P F S e
(a 3) 2O 2. comm e

(@]

Q"= a-p b ) p' fa—a b . do os calculos, ob .
o — d_B o— B d—a ,N 2V Fazendo os calculos, obteremos:
oY) [y,
[ c(a” — d(OLn—B”)+aBn_Ban)’nZO'SeQ_(]— OJ,teremos_
( —p" )+ocB —Ba"  (a"-B") jnzo (ca)
(ap"—Ba"))’

Fonte: Elaborado pelo autor.




149

APENDICE P - Demonstracéo da formula de Binet em termos binomiais

Na demonstracdo do teorema descrito, utilizaremos o principio da inducdo matematica.
Nesse sentido, calculamos inicialmente os valores para n=0 e n=1, obtendo os resultados de

0 (0—i 0 25 (1—i 1
f, e f. Para n=0, f1=2[ : j=[0j=1; Para n=1, f2=2[ : j=(0j=1
i i=0

i=0
(k21 'k —j
.Continuando, admitiremos que a propriedade ¢ valida para n=k, isto é, f,,, = z i
i=0
(i) (hipdtese de inducdo). Agora, devemos mostrar que a mesma € valida para n=k+1.Assim,

(k)21 ((k +1)—i
faremos: f\.1y1 = Z [( i) j(ii).

i=0

n+1 n n
Dando prosseguimento, utilizaremos a relacdo de Stifel: . = , + ro1)

Ademais, antes de aplicarmos Stifel na parte binomial, reescrevemos esta como,

((k+i1)_iJ=[(k_ii)+lJ, e por Stifel, obtemos: ((k—ii)+1j:[ki—ij+(li<_—lij

Aplicando 0 resultado em (i), temos:

[(k+1)/2] (k_|)+1 [(k+1)/2] k—l [(k+1)/2] k—l
i=0 i=0 i=0

[(k+1)/2](k_i

Analisando agora i j (iii), no resultado anterior, notemos que ao

i=0

aplicarmos as condicbes de existtncia de um numero binomial, em
—i : : : :
( i ],Com (k—=1)eN e ieN e 0<i<k—i. Podemos estabelecer as seguintes

k+1

condicdes: OSiSk—i—>i£k—i—>2i§k—>i£g.Logo, OSngﬁT.ASSim,

k2] (k —i) [K21(k —i
frone= 2, [ _ J:Z( i j:fk+l(hipétese de inducdo).

i—0 I i=0

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE P - Demonstracio da formula de Binet em termos binomiais (continuac&o)

[(k+1)/21 (K —j
Continuando, analisaremos

i 1) (iv). Faremos inicialmente a seguinte

i=0
. . _k+1 . _k+1
mudanca de variavel 1-1=p,ecomo 0<i< — podemos reescrever 0 <i < — como

. k+1 . k-1 . k-1
0—1£|—1£%—1—>—1£|—1£T, com i>0, teremos: 0< psT.Concluindo

[(k+1)/21 (K —j k21 (ke —i)  [k=L/21((k —1) +
obtemos: ), ( J como Y, [ j: > [( ) pJ = f«1)..Da andlise
i—0 -1 o -1 =0 P

dos resultados das manipulacgdes algébricas em (ii), (iii) e (iv), obtemos o seguinte resultado
foya = foeny + fenyn o ou seja, f,, =f +f,,com k>1 (Lei de recorréncia da

sequéncia de Fibonacci).

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE Q - Demonstragéo da formula de Binet trigonométrica

A fim de demonstrarmos tal modelo de Binet, tomaremos inicialmente algumas identidades

trigonométricas de referencia, sendo estas:

sen(20)=2sen(0)cos(0) (i)
cos(20)=2cos*(0)—-1 (ii)
cos(30)=4cos*(0)—3cos(0) (iii)

(L

Dando seguimento, ja sabemos que: 20+ 30 = > ,0= % e que devemos resolver a

equacdo Sen(20)=cos(30).Nesse sentido, ao utilizarmos as identidades (i) e (iii).
Encontramos  sen(20)=cos(30) — 2sen(0)cos(0)=4cos*(0)—3cos(0). E ao
dividirmos, o resultado por cos(0)= 0, teremos:
2sen(0)=4cos*(0)—3— 2sen(0)=4(1—sen’(0))—3=—4sen’(0)+1.Logo, obtemos
a equacdo 4sen’(0)+2sen(0)—1=0 (iv), proposta por Huntley (1985).

Ao resolvermos a equacdo (iv), encontramos as seguintes solugdes,

~1+5 ~1+5

sen(0) = . como 0=--=18° temos: sen(18°)>0—»sen(0)=
4 10 4
Podemos, reescrever 0 resultado anterior, da seguinte maneira,
-1+45 -1{1-45| -1
sen(6)= 4J_ = ?(T\/_J = ?(B) , como af=-1, obtemos:

- 1
sen(0) = ?(B) = (iv).Dando continuidade, como 56 = g —20= g , e ao utilizarmos
a

20 = g na identidade (ii), obtemos:

cos(g)z2c032(e)—1:2(1—sen2(6))—1=1—Zsenz(e)=1—2(Zi)2 =1—2—12=
o (04
20° -1 (20% -1)p? B 20°B* —p° B 2-p° _2-(B+1) _1-pB _a

20.° 20°B° 20°B° 2 2 2 2

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE Q - Demonstracéo da formula de Binet trigonométrica (continuac&o)

Do resultado anterior, obtemos: cos(g) = % —>a= 2003(%) . Utilizando a
identidade (iii), cos(30)=4cos*(0)—3cos(0), e fazendo

cos(%n) = 4cos3(g)—3cos(g) ,encontramos:

3, Oy o0 _E 3_§ _OL(OLZ_B)_BZZ_QZ_sa(_B)Z_GB(_B)_E
L R L L e T I

T 3n .
Assim, temos: oc:ZCos(g) e B= 2005(;). Ao substituirmos os resultados, em

Binet, obteremos a formula de Binet trigonométrica, que segundo Grimaldi (2012) esta forma

para fn : foi estabelecida por W.Hope-Jones em 1921.

3
. n o on (Zcos(ﬁ))”—(2cos.(—))n n
f = E el 5 5 =(2) [cos”(%)—cos”(%)]nZO

N3 NG NG

Fonte: Elaborado pelo autor




153

APENDICE R - Demonstrac&o da formula de extenso da SPF aos inteiros

Para demonstrarmos a seguinte extensdo do modelo de Binet, partiremos inicialmente da

funcado geradora dos polindmios de Fibonacci
f(x)=f,(x)y+ F,(x)y*+ f,(X)Y + ot £ (X)Y" +..., Koshy (2011). Reescrevemos
f.)=f,0y- 0y + f,()y° =+ (=)™ f_(X)y" +....Utilizando 0 procedimento
apresentado em Koshy (2011), faremos —x.y.f (x);y%.f (x).Logo,
f(x)=f,(x)=f,(X)y* + f(X)y* =+ (=1)"™ F (X)Y" +..
=Xyt (x)=fi(x)y* - f "

L)Y+ F0O)Y + = (=L)X )y +..., fazendo os calculos, obtemos
YL () = F(X)° = £,(X)y* + F(X)Y° — et (Z1)"H L (X)Y" 2 4

s 00y =)= H00Y+H(=H00+ HOOX)Y (000~ F00X= (X)) + ..
BRI (L0 (0~ £ OO
Como (%) + £,(0%) =0 (£,0) - 00X~ £,() =0 (£,00 ~ f,, ()~ F, , () =0 £,() =L £,() =x,
X

temos que: f_ (X)(1+xy—x*)=f,(X)y+(0)x* +(0)x’ +...+(-1)"*(0)x" +""_>f—n(x):1+xy_y2'

Vale destacar, que poderiamos demonstrar a propriedade, se valendo, dos seguintes

argumentos. Iniciaremos partindo da funcdo geradora, escrevendo-a em fragdes parciais, da

X A B X++y/X +5

seguinte  forma: = + , tendo  ofX)=

l+xy—y*  (L+a(Xx)y) (x+B(x)y) 2
X—\X*+5

B(x):T, como raizes del+xy—y*=0, com a(X).f(X)=-1 e a(x)+B(x)=1. Fazendo

LB _(+a(x)y)A+(1+B(x)y)B
(Lra(x)y) (1+B(X)y)  (L+BOOYI(Lra(x)y)  Lexy-y’
(L+B(x)Y)A+(1+o(x)y)B=x— A(L+B(x)y)+B(1+oa(x)y)=1x+0

os calculos temos:

> -Logo

{AB(X)JFBQ(X):l,resoIvendo 0 sistema ;A= -1 B= L -Reescrevemos;
A+B=0 a(x)—p(x) ax)-p(x)
X 1 -1 1 1
()= = . . -
L+xy-y"  (L+a(x)y) oc(X)—f(X) (1+B(Xfy)a(X)_B(X)
1 11 _ 1 B 1
alX)=B(x) (T+a(x)y) (1+B(x)y)] a(x)-B(x)[(1-(-a(x))y) (1-(-B(x))y)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE R - Demonstrac&o da formula de extensio da SPF aos inteiros

(continuacéao)

1 1

Note que, das expressoes e : obtemos:
(I-(=ox))y) — (I-(-B(x))y)
Wl(x»y)=1—oc(x)y—oc(x)2y2—a(x)aya— ..... —-a(x)"y", e de maneira analoga,
Wl(x))y):1—B(x)y—B(x)2y2—B(x)3y3— ..... —B(x)"y".Tomamos nos desenvolvimento de,
1 1

, Seus enesimos termos que sdo—a(x)" e -B(x)", e ao

(X)) A=(BOy)

substituirmos em f_(x), encontramos:

-1 1 1 -1
f = — = — "_ (= n =
Ry e o ) e K
_ (_1)(_1)n n_ nl_ (_1)n+1 n_ n _(_1\+L
‘&E?@Wm mm}ﬂ”ﬁwpw A" ] f,00= (D", (%) (cod)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE S - Demonstragdo da formula de Binet para tribonacci

A fim de demonstrarmos tal modelo de Binet, consideraremos a seguinte relacao

t,=t +t ,+t , e a partir dai, consideramos a seguinte fun¢do geradora

FOX) =ty +tX+tX° +t3C +t,x -+t X"+ =D tX' . Em  seguida, seguindo o
i=0

raciocinio de Spickerman (1982), avaliamos: X-f(X)=)tx™, =~ x*-f(x)=) tx"**,

X-f(X)=Dtx" e  efetuamos a  diferencas das  mesmas,  obtendo:

1
(1—x—x2—x3)-f(x):1.'.f(x):m. No que segue, Spickerman (1982)
considera as raizes da clbica X°—X°—X—1 e assume a seguinte decomposicéo:

1 1
X —x2—x-1 (1-px)1-oX)(1-oX) Pp(X)

f(x)=

Aplicamos, pois, as formulas de

Cardano, até obter as expressoes no enunciado, dadas por

pzé(%/19+3\/3_3+%/19—3@+1) e

G:%(Z—%/19+3\/§ ~§19-3J33 + 3i<°’/19+3\/§—\3/19—3\/33). Spickerman (1982)

desenvolve valores aproximados, ao indicar ainda que
p=18393;6 = —0,4196+0,6063i,6 = —0,4196 —0,6063i .
No que segue, buscaremos determinar a seguinte decomposicdo em fragdes parciais:

1 1 A B C
f(x)= == = + .
(1-px)(1-ox)(1-ox) p(x) (1-px) (1-ox) (1-oX)

Em seguida,

faremos as contas para determinar os  coeficientes A, B e C:

1 _A B . C
1-pX)1-oX)1-0X) @A-px) (@A-0X) (@L—0oX)

Os quais  determinamos:

1 p’ 1 o’

A= — = — B= — = — ¢
(1-9)1-%y (P=o)p=0)" 4 Py, 0oy (o-p)(c-0)
p p c c

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE S - Demonstracéo da formula de Binet para tribonacci (continuac&o)

—2
1 c
C= == ——_.Consequentemente, encontramos para  f(x):

1-Pya-2) (c—p)(c—o)
G c

o 2 o —2 —i

f(x)= > p'x oX +—2 35X =

(p— GXP 6)5 (0 p)o-0)T (o-p)(c-0)i%
© |+2 i+2 —i+2
=y + ° ° x' obtendo finalmente :
o (p— GXp c) (o-p)(o- G) (c-p)(c-0)
pn+2 n+2 8”*2
u,= —+ =—+—= = (Formula de Binet para tribonacci)

(p=o)(p-c) (o-p)(o-0c) (o-p)(c-o0)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE T - Atividade 1 relativa ao primeiro momento de aplicacéo

OS COELHOS DE FIBONACCI

Como destaca Hefez (2003, p.26) trata-se do seguinte problema proposto e resolvido por
Leonardo de Pisa em seu livro, Liber Abacci de 1202: Quotparia coniculorum in uno anno ex
unopario germinentur. Trocando em middos: um casal de coelhos recém-nascidos foi posto
num lugar cercado. Determinar quantos casais de coelhos ter-se-do ap0s um ano, supondo
que, a cada més, um casal de coelhos produz outro casal e que um casal comeca a procriar
dois meses apds o seu nascimento.

casal de coelhos

1°Mes
72%Mes
3%Mes
4%Mes
a2Mes
62Mes
T®Mes

8%Mes
99%es

0O o

0

oo 0o

R

C 00O
.

casal Jovem=d Casal Maduro=C

O esquema mnemonico, anterior, demonstra a descricdo e modelizacdo da reproducdo de
coelhos relacionada com o problema dos coelhos. Utilizando o esquema, responda:

1) Que sequéncia vocé relacionaria com a situagdo do nascimentos de casais de coelhos?
Expligue suas escolhas.

2) Indique uma simbologia conveniente para o primeiro termo, para o segundo termo, para o
terceiro termo e, assim, sucessivamente. Podemos estabelecer uma relagcdo que generalize
esses resultados anteriores?

3) Com base na relagdo anterior, podemos avaliar os valores de f,=?,f  =7,f,="?

Descreva esse conjunto numérico. Que nome ou terminologia podemos atribuir a sequéncia
obtida?

Fonte: Elaborado pelo autor
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APENDICE U - Atividade 2 relativa ao segundo momento de aplicacio

Huntley (1985, p. 63) relata que a “ligagdo entre a divisdo aurea e a série de Fibonacci pode

ser vista de um novo angulo considerando o termo geral da série”. Nesse sentido, dada o a

n n
B ) . . o —p
raiz positiva da equacdo X’ —X—1=0, e sua raiz negativaP, teremos que f, =—B,
a_
onde n>1. Com base, no teorema descrito, responda:
an _Bn
1) Com base nos valores de o e B, como podemos reescrever f, = B ?
a —_
(xn _Bn
2) Ao verificar alguns resultados com :—B , quais suas conclusGes? Que nome ou
a J—

terminologia podemos dar ao modelo?

Fonte: Elaborado pelo autor.
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APENDICE V - Atividade 3 relativa ao terceiro momento de aplicacéo

Nos compéndios de Historia da Matematica-HM, a formula atribuida a Binet proporciona a

obtencdo explicita dos termos da sequéncia de Fibonacci, sendo esta indicada por

B (xn_Bn

n— a —B
em 1730, por De Moivre (STILLWELL, 1989). Com base nos argumentos, responda:

f

, onde n>1, (KOSHY, 2011).Sendo esta formula descoberta 500 anos depois,

1) Que resultados podemos estabelecer ao utilizarmos f_, =(-1)"".f ? Quais suas

conclusbes? Que nome ou terminologia podemos atribuir ao modelo?

2) Com base nos argumentos anteriores, podemos estabelecer uma demonstracdo para

fo=(=1)"".f 2

Fonte: Elaborado pelo autor
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APENDICE W - Atividade 4 relativa ao quarto momento de aplicac&o

Como destaca Huntley (1985 p.144-145) “os nimeros de Fibonacci aparecem de novo em um
contexto totalmente diverso”. Nesse sentido, o autor argumenta que ao determinarmos alguns
dos primeiros coeficientes do desenvolvimento de x/(l— X —x?)através de divisdo direta,

forma a série de Fibonacci.

X
1) Com base no que sugere Huntley (1985) , o que obteremos eml—zz?Quais suas

conclusdes? Que nome ou terminologia podemos atribuir aos resultados obtidos?

N X
2) E agora, que conclusbes podemos estabelecer para1—2 =7?
+ X

Fonte: Elaborado pelo autor
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ANEXO A - Termo de autorizacéo a divulgagdo dos resultados e imagens das produgdes

dos alunos pesquisados

. MINISTERIO DA EDUCAGCAO
INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA DO CEARA - IFCE
PRO-REITORIA DE PESQUISA, POS-GRADUACAO E INOVACAO
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENSINO DE CIENCIAS E MATEMATICA - PGECM

ENGENHARIA DIDATICA SOBRE O ESTUDO E ENSINO DA FORMULAA DE
BINET COMO MODELO DE GENERALIZACAO E EXTENSAO DA SEQUENCIA

DE FIBONACCI

TERMO DE AUTORIZACAO

Prezado (a) aluno(a),

Pedimos a colaboragdo no preenchimento dos instrumentos que sdo partes integrantes de uma
pesquisa que visa fundamentar a dissertacdo do Programa de Pdés Graduacdo em Ensino de
Ciéncias e Matematica do Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Cearad
(PGECM/IFCE). Pedimos a sua autorizacdo para que os dados aqui fornecidos possam ser
utilizados na dissertacdo e futuras publicagfes. O anonimato dos sujeitos da pesquisa € garantido
pelo pesquisador.

Nome completo:

Curso: Semestre:

Instituicdo:

Obrigado por ter dedicado seu tempo e interesse em participar da pesquisa.
Cordialmente,

Arlem Atanazio dos Santos




