INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA DO
CEARA —Campus FORTALEZA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENSINO DE CIENCIAS E
MATEMATICA - PGECM

CARLA PATRICIA SOUZA RODRIGUES PINHEIRO

ENGENHARIA DIDATICA: UM PROCESSO DE ENSINO DAS SEQUENCIAS

RECURSIVAS LINEARES POR MEIO DO SOFTWARE GEOGEBRA

FORTALEZA -CE
2023



CARLA PATRICIA SOUZA RODRIGUES PINHEIRO

ENGENHARIA DIDATICA: UM PROCESSO DE ENSINO DAS SEQUENCIAS
RECURSIVAS LINEARES POR MEIO DO SOFTWARE GEOGEBRA

Dissertacdo submetida ao Programa de Pos-
Graduagdo em Ensino de Ciéncias e
Matematica do Instituto Federal de
Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Ceara,
como requisito parcial para obtencéo do grau
de Mestre em Ensino de Ciéncias e
Matematica.

Linha de Pesquisa: Ensino de Matematica

Orientador: Dr. Francisco Régis Vieira Alves

Coorientador: Dr. Daniel Branddo Menezes

Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE)

Programa de Pds-Graduagdo em Ensino de Ciéncias e Matematica (PPGECM)

Fortaleza — CE



Dados Internacionais de Catalogacio na Publicacio
Instituto Federal do Ceara - [FCE
Sistema de Bibliotecas - SIBI
Ficha catalografica elaborada pelo SIBITFCE. com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

P654e  Pmbheiro, Carla Patricia Souza Rodnigues. )
ENGENHARTA DIDATICA: UM PROCESSO DE ENSINO DAS SEQUENCIAS RECURSIVAS
LINEARES POR MEIQ DO SOFTWARE GEOGEBRA / Carla Patricia Souza Rodrigues Pinheiro. - 2023
2531 -1l color.

Dissertagio (Mestrado) - Instituto Federal do Ceard, Mestrado em Ensino de Ciéncias e Matemética,
Campus Fortaleza, 2023,

Ortentagio: Prof Dr. Francisco Régis Vieira Alves.

Coorientado: Prof. Dr. Daniel Brandio Menezes.

1. Sequéncias recursivas lineares. 2. GeoGebra. 3. Teoria das Sttuagdes Didaticas. 4. Engenharia
Diditica. 5. Ensino. I Titulo.
CDD 510.07




INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA DO CEARA
Av. 13 de maio, 2081, - Bairro Benfica - CEP 60040-531 - Fortaleza - CE - www.ifce.edu.br

ATA

ATA DE DEFESA DE DISSERTACAO DE MESTRADO

MESTRADO ACADEMICO EM ENSINO DE CIENCIA MATEMATICA
(PGECM)

Aos 19 dias do més de dezembro do ano de 2022, as 13h, na sala de aula 203 do Bloco
Didatico, realizou se a Defesa de dissertacdo, intitulada "ENGENHARIA DIDATICA:
UM PROCESSO DE ENSINO DAS SEQUENCIAS RECURSIVAS LINEARES
POR MEIO SOFTWARE GEOGEBRA", de autoria da candidata CARLA PATRICIA
SOUZA RODRIGUES PINHEIRO, aluna do Programa de Pds Graduagdo em Ensino
de Ciéncias e Matematica — PGCEM/IFCE, em nivel de Mestrado. A Comissao
Examinadora esteve constituida pelos professores: Prof. Dr. Francisco Régis Vieira
Alves, Presidente (orientador) — (IFCE/PGECM), Prof. Dr. Daniel Branddo Menezes,
(coorientador) — (UVA), Prof.2 Dra. Maria José Araujo Souza — (UVA), Profa. Dra.
Francisca Claudia Fernandes Fontenele - (UVA) e o Prof. Dr. Francisco José de Lima
(IFCE - Campus Cedro). Concluidos os trabalhos de apresentagéo e arguicéo, a candidata
foi APROVADA pela Comissdao Examinadora. Foi concedido um prazo de 90(noventa)
dias, para a candidata efetuar as corre¢des sugeridas pela Comissdo Examinadora e
apresentar o trabalho em sua redagéo definitiva, sob pena de ndo expedi¢do do Diploma.
E, para constar, foi lavrada a presente ata, que vai assinada pelos membros da Comissao.

BANCA EXAMINADORA:

Prof. Dr. Francisco Régis Vieira Alves, Presidente (orientador) — Instituto Federal de
Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE)

Prof. Dr. Daniel Branddo Menezes (coorientador) — Universidade Estadual Vale do
Acaral (UVA) Prof.2 Dra. Maria José Araujo Souza - Universidade Estadual Vale

do Acaral (UVA) Profa. Dra. Francisca Claudia Fernandes Fontenele -
Universidade Estadual Vale do Acarad (UVA)

Prof. Dr. Francisco José de Lima - Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia
do Ceara (IFCE - Campus Cedro)

TITULO DA DISSER:I'A(;AO: ENGENHARIA DIDATICA: UM PROCESSO DE
ENSINO DAS SEQUENCIAS RECURSIVAS LINEARES POR MEIO SOFTWARE
GEOGEBRA

LOCAL.: Sala 203 Bloco Didatico - IFCE Campus Fortaleza
HORA DE INICIO: 13h

Em sessdo publica, ap6s exposicdo de cerca de 50 _minutos, a candidata foi arguida
oralmente pelos membros da banca tendo como resultado:



(X ) APROVADA, devendo a candidata entregar a versdo final no prazo

maximo de 90 dias. () APROVADA com louvor.

() APROVACAO CONDICIONAL, devendo o candidato satisfazer, no prazo maximo de
90 dias, as exigéncias listadas na Folha de Modificacdes de Dissertacdo de Mestrado anexa

a presente ata.

() REPROVADA.

Na forma regulamentar foi lavrada a presente ata que é abaixo assinada pelos membros da
banca, na ordem acima determinada, e pela candidata.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Francisco Régis Vieira Alves (orientador)
Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE)
Prof. Dr. Daniel Brandao Menezes (coorientador)
Universidade Estadual Vale do Acarad (UVA)
Prof.2 Dra. Maria José Araujo Souza
Universidade Estadual Vale do Acarad (UVA)
Profa. Dra. Francisca Claudia Fernandes Fontenele
Universidade Estadual Vale do Acaral (UVA)
Prof. Dr. Francisco José de Lima
Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Cearé (IFCE - Campus Cedro)

Candidata: CARLA PATRICIA SOUZA RODRIGUES PINHEIRO

JEI! :1, Documento assinado eletronicamente por Daniel Brandio Menezes, Usuario Externo, em
| assinaturn L2 | 27/12/2022. 35 00:32, com fundamento no art. 6°, § 1°, do Decreto n° 8. 539, de 8 de outubro de 2015

lﬂ eletronica

L]
_)el! j Documento assinado eletronicamente por Maria José Araiijo Souza, Usudrio Externo, em
L 127/12/2022. s 17:23. com fundamento no art, 6° § 1°, do Decreto n® 8 539, de 8 de outubro de 2015

I assinatura

1 eletrdnica

- eil ., | Documento assinado eletronicamente por Francisco Jose de Lima, Professor(a) de Ensino Bisico,
JCE {1‘] Técnico e Tecnolagico, em 27/12/2022, as 19:23, com fundamento no art. 6°, § 1°, do Decreto n°

assinatura

| Slewsnis  J 8530 de 8 de outubro de 2019,




'I Documento assinado eletronicamente por Francisca Claudia Fernandes Fontenele, Usuario
sel \
bl @ Externo, em 28/12/2022, as 08:47, com fundamento no art. 6°, § 1°, do Decreto n° 8. 539 de 8 de

eletronica outubro de 2015.

Seil Documento assinado elefronicamente por Francisco Regis Vieira Alves. Professor do Ensino
hecincrigad [ﬂ Bisico, Técnico e Tecnologico, em 24/01/2023, as 07:20, com fundamento no art. 6°, § 1°, do Decrefo
eletronica n° 8.539, de 8 de outubro de 2015.

ikl A autenticidade do documento pode ser conferida no site
S hitps://sei.1fce edu.br/ser/controlador_externo.php?
WA acao=documento_confenr&id oreao_acesso_externo=0 mformando o codigo verificador 4448594 & 0

23256.014342/2022-24 44850472



“Ninguém pode voltar atras e fazer um novo
comeco, mas é possivel comecar de novo e
fazer um novo fim.”

Chico Xavier



AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a Deus, pelo dom da vida, pois tudo que conquistei e sou
sdo dadivas que vem de ti, Senhor.

Agradeco aos meus pais, Kerginaldo e Regina Lucia, por me apoiarem e estarem
sempre ao meu lado durante a minha caminhada. Obrigada por todos 0s ensinamentos.

Agradeco ao meu esposo e filhos, Fabricio, Fabricio Janior e Mariah, por me dares
forcas todos os dias para lutar e sou grata por todo o0 amor, apoio e suporte, sem vocés, nada
teria sentido. Ao meu irmao Kerginaldo Neto e sua esposa Rafaela Jales pelo suporte técnico,
nos momentos de afligcdes.

Ao meu orientador, Dr. Francisco Régis Vieira Alves, por ter acreditado no meu
potencial e por orientar-me na turma de 2021. Agradeco pela confiancga, pelo incentivo a
pesquisa; e sempre guiando-me e compartilhando seus conhecimentos que foram de grande
importancia para realizacdo deste trabalho.

Ao meu coorientador. Dr. Daniel Branddo Menezes, pela coorientagcdo e
contribuicgdes significativas, as quais engrandeceram a pesquisa - sempre solicito e atencioso.

A professora Dr. Alessandra Senes Marins e a professora Dr. Jucileide Braga Castro,
gue contribuiram para 0 meu percurso na 0s percursos da escrita cientifica, minha gratidao.

Aos meus amigos e amigas, Karilene Sena, Beatriz Forte, Lucas Militdo, Alexander
Arley, Leticia do Vale, Renata Passos, Aline Oliveira, Nirly Holanda e Alice Sousa da Silva,
por sempre apoiarem meus sonhos, pela compreensdo quanto a minha auséncia e por se
mostrarem presentes, apesar da distancia; e até mesmo quando pensei em desistir. Vocés
foram essenciais nessa jornada.

Aos amigos do mestrado, Arnaldo Dias, Joelma Alves e Narla Morord, pelos
momentos de unido, descontracdo, apoio e toda torcida. Em especial, agradeco a Renata
Teofilo, por ter sido minha maior companheira de artigos, por toda ajuda, atencéo e carinho.

Aos professores da minha banca de defesa a Prof.2 Dra. Maria José Araujo Souza e
Prof.2 Dra. Francisca Claudia Fernandes Fontenele, Prof. Dr. Francisco José de Lima, por
aceitarem o convite, pela disponibilidade em lerem esta pesquisa, bem como nas
contribuices realizadas para aperfeicoa-la.

A Coordenagc&o e professores do programa de p6s-graduacio- PGECM, que sempre
contribuiram para a construcdo do conhecimento.

A todos, minha sincera gratiddo eterna.



“A teoria das séries recorrentes € uma
inesgotadvel mina que contém todas as
propriedades dos nimeros”

Edouard Lucas



10

RESUMO

Esta pesquisa, apresenta uma investigacdo acerca das sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell,
Oresme, Mersenne, Jacobsthal, Narayana, Padovan, Perrin e Leonardo, por ter
caracteristicas em comum como: aritmética, recorrente e linear, dentre outras. Este trabalho
tem como objetivo analisar as contribui¢des da Teoria das Situacdes didaticas para o ensino
das aplicac0es de visualizacdo bidimensional e/ou tridimensional das sequéncias recursivas
lineares, mediante a Engenharia Didatica por meio do software GeoGebra com os estudantes
da licenciatura em Matematica, permitindo uma transposicdo didatica do contetdo
matematico. Essas visualizagcbes foram apresentadas por meio de situagdes didaticas,
proporcionando uma concordancia com o conhecimento cientifico e as habilidades dos
estudantes, para que as suas identidades fossem organizadas e discutidas, abordando-as tanto
0 contexto histérico da sua evolugdo quanto o matematico que se refere a recorréncia e a
linearidade, também foram abordados os estudos das identidades utilizando o software
GeoGebra como recurso didatico. Estas situacdes foram idealizadas por uma teoria de
ensino intitulada; Teoria das Situacfes Didaticas, na qual Guy Brousseau (1976) afirma
que essa teoria norteia um dado conteudo em situagGes bem definidas que permitam uma
anélise do desenvolvimento do estudante, por meio de fases que sdo: situacdo de acdo,
formulacdo, validagdo e institucionalizagdo, sendo desenvolvidas com estudantes da
graduacdo do curso de licenciatura em matematica do Instituto Federal de Educacao, Ciéncia
e Tecnologia do Ceara (IFCE) — campus Fortaleza, na disciplina de Histéria da Matematica.
A pesquisa tem como metodologia a Engenharia Didética, na qual Michele Artigue (1995)
compara o trabalho do professor com o de um engenheiro, permitindo planejamento,
pesquisa e analise de um contedo em fases bem estruturadas, que sdo: analise preliminar,
andlise a priori, experimentacdo e analise a posteriori. Por fim, foi feita uma analise das
situacBes didaticas, nos permitindo revelar o que os estudantes desenvolveram, sendo
elementos necessarios para descrever as relacdes referentes as sequéncias recursivas lineares
por intermédio das visualizacbes do GeoGebra, cumprindo, assim, 0s objetivos da pesquisa,
sendo apresentada de maneira eficaz, os métodos utilizados nesta pesquisa.

Palavras-chave: Sequéncias recursivas lineares. GeoGebra. Teoria das Situagdes Didaticas.

Engenharia Didatica. Ensino.
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ABSTRACT

This research presents an investigation about the sequences of Fibonacci, Lucas, Pell,
Oresme, Mersenne, Jacobsthal, Narayana, Padovan, Perrin and Leonardo, for having
characteristics in common such as: arithmetic, recurrent and linear, among others. This work
aims to analyze the contributions of the Theory of Didactic Situations for the teaching of
applications of two-dimensional and/or three-dimensional visualization of linear recursive
sequences, through Didactic Engineering through the GeoGebra software with students of
the degree in Mathematics, allowing a transposition didactics of mathematical content. These
visualizations were presented through didactic situations, providing an agreement with the
scientific knowledge and the students' abilities, so that their identities were organized and
discussed, approaching them both the historical context of their evolution and the
mathematical one that refers to the recurrence and linearity, studies of identities using the
GeoGebra software as a didactic resource were also addressed. These situations were
idealized by a teaching theory entitled; Theory of Didactic Situations, in which Guy
Brousseau (1976) states that this theory guides a given content in well-defined situations that
allow an analysis of the student's development, through phases that are: situation of action,
formulation, validation and institutionalization, being developed with undergraduate
students of the Mathematics degree course at the Federal Institute of Education, Science and
Technology of Ceard (IFCE) — Fortaleza campus, in the discipline of History of
Mathematics. The research has Didactic Engineering as its methodology, in which Michéle
Artigue (1995) compares the teacher's work with that of an engineer, allowing planning,
research and analysis of content in well-structured phases, which are: preliminary analysis,
a priori analysis , experimentation and a posteriori analysis. Finally, an analysis of the
didactic situations was carried out, allowing us to reveal what the students developed, being
necessary elements to describe the relations referring to the linear recursive sequences
through the GeoGebra visualizations, thus fulfilling the research objectives, being presented

effectively, the methods used in this research.

Keywords: Linear recursive sequences. GeoGebra. Didactic Situation Theory. Didactic

Engineering. Teaching.
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1 INTRODUCAO

Inimeros elementos, como a elaboracao de conceitos e teorias que sejam compativeis
com a especificidade para o ensino da Matematica, sdo considerados objetos de diversos
estudos que compdem a Didatica da Matematica. Assim, muitos caminhos sdo tracados pelos
pesquisadores com o propdsito de promover o ensino da Matematica, porém em 1970
destaca-se a Didatica da Matematica, que tem origem francesa, devido ao marco historico
sobre a reforma da Matematica Moderna (ALMOULOQUD, 2018). Posto isso, Alves (2016),
reforca que diante desse contexto, existe uma ideia de mudangas no modelo de ensino
francés, causando um movimento realizado por estudiosos que trabalhavam dentro das
universidades.

Segundo Almouloud (2018), também afirma que é essencial a criacdo de mecanismo
para o0 ensino da Matematica com o0 amparo das teorias de aprendizagens, pois a Matematica
requer um saber cientifico, por isso, fez-se necessario um estudo sobre esses mecanismos.
Diante da premissa, surgiu um debate sobre a Didatica da Matematica, no qual a principal
preocupacdo deixou de ser a aprendizagem, e trouxe outros recursos considerados
indispensaveis na educacdo como: curriculo, formacdo de professores, materiais didaticos
entre outros.

Nesse sentido, ainda existe uma necessidade de aperfeicoar essas ideias e de criar
mecanismos para o aprimoramento do ensino de Matematica, pois sempre acontecerao
debates e estudos com a finalidade de acrescentar elementos que possam oferecer subsidios
para possiveis estudos em torno do ensino.

Nessa perspectiva, 0s assuntos matematicos foram utilizados nesse trabalho, como
subsidio para desenvolver uma pratica de ensino, sendo amparado pelos pressupostos da
Didatica da Matematica Francesa, bem como a Historia da Matematica (HM), junto com
outros conteudos especificos, como o estudo de sequéncias, utilizacdo de software para
ajudar na compreenséo e visualizacdo no desenvolvimento dos célculos propostos.

O estudo das sequéncias numeéricas, na HM, trouxe varias possibilidades para serem
desenvolvidas no ensino de Matematica, devido a uma série de descobertas, como as
propriedades bidimensionais e tridimensionais das sequéncias recursivas lineares, unidos a
trajetdria de seus descobridores dentro da Matematica. Dessa forma, esses estudos admitiram
a aplicacdo de situacBes didaticas no ensino, trazendo uma abordagem cognitiva,

epistemoldgica e didatica em torno do assunto.
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Nessa perspectiva, 0 estudo amparou-se nos pressupostos da vertente francesa de
investigacao sobre a DM, em que elaboramos uma proposta de Engenharia Didéatica (ED) de
primeira geracao, de Artigue (1995) para o ensino das sequéncias recursivas lineares, que
consiste em associar a apresentacdo das sequéncias recorrentes em uma visualizacdo
geométrica nas formas bidimensionais e tridimensionais. E ainda, sendo utilizado a Teoria
das Situacdes Didéaticas (TSD), de Brousseau (1976), como apoio a andlise de se¢des de
ensino.

Por isso, foi apresentado o percurso inicial tracado para se realizar esta pesquisa, pois
foram realizadas analises prévias fundamentadas na ED, em seguida, a problematica e a
justificativa da pesquisa que foram discutidas. E, finalmente, a questdo norteadora e 0s
objetivos gerais e especificos definidos.

De acordo com Almouloud e Silva (2012), as andlises prévias desta pesquisa foram
realizadas com base na ED. Assim, esse processo foi organizado em duas etapas. Na
primeira, foi realizada uma revisao bibliografica sobre a metodologia de pesquisa, a teoria
de ensino e as sequéncias recursivas lineares com suas defini¢des, e por conseguinte, as
identidades nas formas geomeétricas, utilizando o software GeoGebra. Na outra etapa, foi
feita uma descricdo da abordagem didatica e cognitiva das visualiza¢Ges das identidades das
sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell, Oresme, Mersenne, Jacobsthal, Narayana, Padovan,
Perrin e Leonardo em sala de aula e suas aplicacGes, relacionando-as ao contexto em que foi
aplicado e desenvolvida a pesquisa.

A priori, realizou-se a construgdo do referencial tedrico referente ao objeto
matematico, ED e TSD, para serem estudados posteriormente, com o objetivo de definir a
problemaética da pesquisa e, assim, pautar os seus objetivos.

Dessarte, em relacdo a ED, dentre os materiais que foram consultados, destacaram-
se os livros de Artigue (1995) e Pais (2015), como fontes principais em relagdo a esse
assunto, pois sdo os vanguardistas desse tema, bem como os artigos de Alves e Dias (2018)
que trouxeram um estudo sobre as duas primeiras fases da ED. As dissertacdes de Oliveira
(2018) e Vieira (2020) abordam todas as fases da ED, empregadas para o ensino de Fibonacci
e Padovan, respectivamente. Os artigos de Almouloud e Silva (2012), que define a evolugéo
da nogdo de ED. Tambem foram analisados os trabalhos de Vieira e Alves (2020) e Alves
(2016). Assim, realizada essa revisao sobre a ED, iniciou-se o estudo sobre a TSD.

A pesquisa estabeleceu continuidade ao estudo sobre a ED para entender melhor a
fase da experimentacdo, em que se explorou a TSD. Dessa forma, foram consultadas algumas

obras que abordam essa teoria. Destacam-se como principais preceptores Brousseau (1997),
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Brousseau (1986) e Almouloud (2007), cujos trabalhos abordam as fases da TSD, assim
como a dissertagdo de Oliveira (2018), Vieira (2020) e Barros (2021), por serem literaturas
brasileiras facilitaram a compreensdo, além disso contribuiram para investigacdo da
elaboracdo de situacOes didaticas. Assim, foi iniciado o estudo em torno dos conceitos
matematicos.

No primeiro momento, foram pesquisadas definicGes, relagdes e propriedades
matematicas inerentes a génese e ao processo historico-evolutivo para poder entender e
descrever as sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell, Oresme, Mersenne, Jacobsthal, Narayana,
Padovan, Perrin e Leonardo, e como essas sao sequéncias recorrentes, lineares e aritméticas,
precisavam ser descritas de formas gerais, bem como suas propriedades. Foram consultadas
as dissertacdes de Silva (2017), Oliveira (2018), Vieira (2020), Mangueira (2022), que
tratam sobre essas sequéncias recorrentes.

Para compreender a geometria contida nas sequéncias recursivas lineares, foi
fundamental um estudo minucioso sobre os artigos Oliveira e Alves (2019), Barik (2013) e
Vieira e Alves (2020), pois esses autores ja realizaram pesquisas para a generalizacao dessas
sequéncias, bem como sobre a prova visual das identidades dessas sequéncias, para isso
foram consultadas varias obras e artigos, em destaque o livro de Nelsen (2015), Alsina e
Nelsen (2006) , e o artigo de Edgar e Nacin (2021) que abordaram as provas visuais das
identidades de Fibonacci, Lucas e Padovan de figuras geométricas bidimensionais. J& o
artigo Nagy, Cowell e Beiu (2019) e a dissertacdo de Vieira (2020), mostraram os estudos
sobre a visualizagdo tridimensional sobre as sequéncias de Fibonacci e de Padovan.

Por fim, para construcfes das figuras geométricas dessas sequéncias utilizou-se o
software GeoGebra como recurso didatico. Assim, foram analisados alguns artigos e
dissertacdo para embasar o estudo e a escolha desse software que relatou a importancia de
ferramentas computacionais atreladas ao ensino. Pode-se destacar o artigo de Ribeiro e
Souza (2016) e a dissertacdo de Germano (2016). Logo, descreveram-se como abordar as
sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell, Oresme, Mersenne, Jacobsthal, Narayana, Padovan,
Perrin e Leonardo em sala de aula e suas aplicacGes.

Dessa forma, foi realizado um estudo na Matriz Curricular do curso de Licenciatura
em Matematica do Instituto Federal de Educacéo, Ciéncias e Tecnologia do Ceara (IFCE),
campus Fortaleza, (ver Anexo A), pois foi o local onde houve a aplicacdo da pesquisa, com
0 intuito de investigar qual a disciplina que poderia ser desenvolvida as situacdes didaticas

propostas desse assunto.
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Sendo esse curso foi escolhido por oferecer formacéo inicial para professores de
Matematica e ap0s a analise da grade curricular dele, no qual, constatou-se que a ementa da
disciplina de Historia da Matematica (ver Anexo B) é obrigatdria na matriz curricular e
abrange os seguintes assuntos: o conceito de nimero e 0s sistemas de numeragao; 0 processo
historico-evolutivo da Aritmética, Algebra e Geometria; a biografia dos matematicos que
contribuiram significativamente para esse processo e a HM no Brasil.

Dessarte, foi escolhida a disciplina da HM, tendo em vista que nela, além de abordar
0 contexto historico sobre varios contetidos matematicos, também explora o avanco historico
da aritmética e da geometria - fatores importantes para o estudo dessas sequéncias recursivas
lineares. Isso torna-se base para a compreensdo do desenvolvimento dimensional, sendo
essencial nas demonstracdes para diversas explicagdes previstas.

A maioria dos livros da HM traz uma abordagem sobre a sequéncia de Fibonacci pela
sua relacdo com o numero de ouro e suas visualizacBes na natureza. Todavia, as demais
sequéncias recursivas lineares séo pouco exploradas, acarretando uma escassez de trabalhos
académicos em torno dessas sequéncias.

Nesse sentido, os livros de HM néo trazem uma evolucédo historica das sequéncias
recursivas lineares, porém ao longo dos anos surgiu um crescimento de descobertas dessas
sequéncias de tal forma que as construcgdes de figuras geométricas em relacao as identidades
séo ainda bem escassas (VIEIRA; ALVES,2020). Essas descri¢cdes permitiram fazer uma
ligacdo da problematica e a justificativa da pesquisa, fazendo as apresentacdes devidas.

A problematica desta pesquisa partiu do fato de que os livros de HM,
disponibilizados na biblioteca da instituicdo, apresentam poucas discussdes sobre as
identidades matematicas e as relacdes vindas apenas da sequéncia de Fibonacci, uma vez
que é a sequéncia recorrente mais conhecida, consequentemente, ndo exploram as definicdes
e propriedades das outras sequéncias existentes e suas representagcdes geométricas. E ainda,
ndo existem muitas discussdes sobre as visualizacbes bidimensionais, tampouco as
tridimensionais dessas sequéncias, sendo discutida, a priori, na literatura da Matematica
Pura, ndo havendo uma preocupacao pedagogica, assim, ndo compondo a matriz curricular
do curso de Licenciatura em Matematica.

Em suma, foram encontrados durante a revisdo bibliogréafica, elencadas
anteriormente, sobre as sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell, Oresme, Mersenne, Jacobsthal,
Narayana, Padovan, Perrin e Leonardo, relacdes que encaminham para elementos de forma

cognitiva e didatica. Dessa maneira, pretendeu-se apresentar algumas opcdes de situacdes
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didaticas com aspectos matematicos e historicos durante as aulas da disciplina da HM que,
por sua vez, sdo essenciais para o ensino de Matematica.

Desse modo, abordou-se 0s aspectos epistémico- matematico através das relaces
entre as sequéncias, seguindo os padrdes de semelhanca e construindo as figuras
geométricas. Ja no aspecto didatico, destacou-se que as sequéncias podem ser aplicadas em
qualquer nivel de ensino, trazendo situacBes que podem ser utilizadas e adaptadas,
oportunizando caminhos pedagdgicos para os professores de Matematica.

Dessa forma, teve como justificativa da pesquisa transformar essas sequéncias
recorrentes lineares, em um topico a ser ensinado no curso de Licenciatura de Matematica.
Segundo Alves (2016a) ressalta que desde a década de 1980 especialistas, pesquisadores,
educadores matematicos tentam compreender os "fendomenos “relacionados com o ensino e
aprendizagem de conteddos matematicos que através de teorias de ensino relacionadas com
a transposicao didatica. Nesse contexto, destacou-se a ED a para fundamentar esta atividade
investigativa, buscando a complementaridade na TSD.

Com isso, pode-se nortear a pesquisa atraves do seguinte questionamento: como a
Teoria das SituacGes pode proporcionar um modelo de construcdo para o ensino das
sequéncias recursivas lineares, que permitam uma transposi¢cdo do contetido matematico,
por meio da Engenharia Didatica?

Para responder ao questionamento, construiram-se alguns objetivos que permitiram
o0 desenvolvimento da pesquisa. Assim, a medida que as intengdes foram sendo resolvidas,
as situacOes didaticas voltadas para o ensino foram elaboradas com proposito de melhorar a
compreensdo do assunto proposto. Baseado nessas informagdes, pretendeu-se unir os dois
aspectos, cognitivo e didatico, para trabalhar a transposicdo didatica das sequéncias
recursivas lineares, estimulando os estudantes a buscarem solugdes por meio do raciocinio
I6gico-dedutivo, utilizando as fases da TSD.

Neste trabalho apresenta-se uma abordagem didatica matematica aos professores de
Matematica em formacao inicial, oferecendo-lhes subsidios necessarios para que ocorra uma
melhoria nas praticas em sala de aula. Os objetivos gerais e especificos desta pesquisa
destinaram-se a relacionar os elementos de ordem epistemoldgica, cognitiva e didatica com
base nos pressupostos da ED. Com isso, na proxima subsecdo sera apresentado o objetivo

geral desta pesquisa.

1.1 Objetivos da pesquisa
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Na ED os objetivos dessa pesquisa devem ter um confronto ente as fases de anélise
apriori e a posteriori, de tal forma que as observacgdes dos objetivos definidos a priori sejam
reproduzidos com regularidade dos fenémenos didaticos identificados (ALMOULOUD;
COUTINHO, 2008).

O presente trabalho pretendeu descrever seus objetivos com base nas fases da ED,
com o propdsito de analisar as fases que antecedem e decorrem a aplicagcdo da pesquisa,
comparando os resultados para compreensado das estimativas estabelecidas pela metodologia
pesquisa e a teoria de ensino. Assim, foram estabelecidos o seguinte objetivo geral e

especificos.

1.1.1 Objetivo Geral

Analisar as contribuicbes da Teoria das Situacdes didaticas para o ensino das
aplicacdes de visualizacdo bidimensional e/ou tridimensional das sequéncias recursivas
lineares, mediante a Engenharia Didatica por meio do software GeoGebra com os estudantes

da licenciatura em Matematica.

1.1.2 Objetivos especificos

1. Realizar um estudo historico, tedrico e metodoldgico de ensino sobre as
sequéncias recursivas lineares;

2. Investigar as relacdes de recorréncia, forma geral e suas identidades das
sequéncias recursivas lineares;

3. Relacionar, em situacdes didaticas, as identidades das sequéncias recursivas
lineares na forma geométrica com a sua visualizacdo por meio do software
GeoGebra.

Diante desses objetivos, a pesquisa foi desenvolvida para que seus resultados fossem
comparados e avaliados, e que o trabalho adentrasse as propostas da ED e da TSD, sendo
apresentado mais adiante com o referencial tedrico numa perspectiva das teorias estudadas
com uma abordagem sobre as sequéncias recursivas lineares.

A pesquisa foi dividida em sete se¢Oes que trouxeram um delineamento para sua
concepcao, como descritos a seguir.

Na secdo 1 estdo contidos a introducdo, analises prévias, revisdo bibliografica,
abordagem didatica das sequéncias recorrentes, problematica, justificativa da pesquisa,

objetivos gerais e especificos.
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Na secdo 2 foi realizado o estudo sobre o referencial teérico e metodoldgico da
pesquisa, na qual, na primeira subsecdo explorou-se a Engenharia Didatica. Na segunda
subsecdo apontaram-se a Teoria das Situa¢fes Didaticas, Contrato Didatico e Transposi¢cdo
Didatica. Na terceira subsecdo explicou-se a importancia da visualizacdo utilizando o
GeoGebra.

As anélises preliminares encontram-se na secdo 3, na qual trouxe na primeira
subsegé@o o conceito de sequéncias recursivas e lineares, nas subsecfes seguintes, 0 campo
matematico sobre o estudo das identidades das sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell,
Oresme, Mersenne, Jacobsthal, Narayana, Padovan, Perrin, Leonardo e suas representacoes,
bem como a relagéo das sequéncias de recorréncia com o uso do software GeoGebra.

A secdo 4 foi destinada para andlise a priori e experimentacdo, apresentando a
concepcao das situacdes didaticas desenvolvidas neste trabalho, bem como foi feita uma
descricdo do l6cus e dos sujeitos da pesquisa, além dos procedimentos para a coleta de dados.

A Anélise a posteriori e validacdo do estudo, foram realizadas na se¢do 5, na qual
ocorreu a analise das situacdes didaticas vivenciadas durante 0s encontros presenciais,
buscando confrontar os resultados obtidos com a anélise a priori.

Destarte, na secdo 6 foram as consideragdes finais, discorrendo uma sintese da
pesquisa, os dados mais relevantes do seu desenvolvimento, uma prospecgédo para pesquisas
futuras na area e as referéncias.

Por fim, esta pesquisa teve um grande significado, pois durante a graduacdo essas
sequéncias ndo foram exploradas, bem como o GeoGebra. Dessa forma, foi um desafio a ser
superado, especialmente o fato de trabalhar essas identidades com o aporte do software. O
estudo trouxe muitos conhecimentos como as identidades propostas, bem como as dialéticas
da TSD, enriquecendo as praticas de ensino que podem ser aplicadas em qualquer nivel

escolar dentro de suas respectivas adaptagoes.
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2 REFERENCIAL METODOLOGICO E TEORICO

Os estudos sobre a DM tiveram desenvolvimento na Franga no inicio da decada de
1970, em uma conjectura histdrica, em que estava transcorrendo a reforma da Matematica
Moderna, bem como outros fatos marcantes como a criagédo do IREM (Institut de Recherche
sur ['Enseignement des Mathématiques), 0 Instituto de Pesquisa sobre o Ensino da
Matematica (ALMOULOUD,2018), foram essenciais para estabelecer um campo de
conhecimento de estudos sobre a DM.

Nesse momento, a preocupacéo foi investigar os impasses encontrados no ensino de
Matematica em razdo das condigbes proprias atreladas ao saber matematico
(ALMOULOUD, 2007). Artigue (1995), relata que nesse processo 0S aspectos
epistemoldgicos, didaticos e cognitivos sdo sempre levados em consideracao.

De acordo com Pais (2015) o estudo da DM esté relacionado as no¢des de conceitos,
ou seja, compreende-se problemas que sdo indicados na construcdo epistemolégicas dos

conceitos matematicos e didaticos, quando séo vistos no plano pedagogicos. Ademais:

A didatica da Matematica ¢ uma das tendéncias da grande area da educagdo
matematica, cujo objeto de estudo é a elaboragao de conceitos e teorias que sejam
compativeis com a especificidade educacional do saber escolar matematico,
procurando manter fortes vinculos com a formacdo de conceitos matematicos,
tanto em nivel experimental da pratica pedagdgica, como no territorio teérico da
pesquisa académica (PAIS, 2015, p. 11).

Assim, nas proximas sec¢des, apresenta-se a ED, como metodologia de pesquisa, com
correlacdo a TSD, a teoria de ensino, com contribui¢cdo dos conceitos essenciais dentro da
DM, trazendo algumas informacdes histdricas e a importancia do ensino. Com o intuito de
compreender como esse processo pode se modificar ou ter intervencdo nas praticas

planejadas pelo professor dentro da sala de aula.

2.1 Engenharia Didatica

Inicia-se essa secdo com um relato histérico sobre o surgimento da ED nos anos de
1980 no contexto da DM. Pais (2015) explica que a ED se refere ao trabalho de um
pesquisador, comparando-se ao trabalho de um engenheiro quanto aos pontos de concepgéo,
elaboracdo e execucdo de um projeto. Esse percurso assemelha-se a um pesquisador atuante
na area da didatica, pois precisa de um modelo tedrico para execucdo do seu projeto.

A ED é uma metodologia que tem uma proposta de experimentacéo, com o foco em
situacdes de ensino, destaque na sala de aula, na qual séo realizadas situacdes didaticas que
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puderam ser observadas e analisadas durante o processo de ensino e de aprendizagem
(ARTIGUE.1995). Dessa maneira, essa metodologia permite que o professor, a0 mesmo
tempo, pesquisador, tenha suas produgdes utilizadas “em pesquisas que estudam os
processos de ensino e aprendizagem de um dado objeto matematico e, em particular, a
elaboragdo de génesis artificiais para um dado conceito” (ALMOULOUD,2007, p.171).
Alves (2016b, p.70) defende que a pesquisa, fundamentada na ED, pode estar
dividida em duas categorias: a micro engenharia - estuda especificamente a complexidade
de eventos associados em sala de aula, e a macro engenharia - investiga as dificuldades de
ordem metodoldgica indispensavel ao processo de ensino e de aprendizagem. Assim,

percebeu-se que a Engenharia Didatica foi criada para atender duas questdes:

a) das relacGes entre pesquisa e a¢do no sistema de ensino; b) do lugar reservado
para as realizacBes didaticas entre as metodologias de pesquisa. E uma expressao
com duplo sentido. Designa produc@es para o ensino, derivadas de resultados de
pesquisa, e também designa uma especifica metodologia de pesquisa baseada em
experiéncias de sala de aula. Nessa linha, pratica de ensino é articulada com préatica
de investigagdo. A teoria da Engenharia Didética pode ser vista como referencial
para o desenvolvimento de produtos para o ensino, gerados na juncdo do
conhecimento pratico com o conhecimento tedrico. (CARNEIRO, 2005, p. 3)

Segundo Pais (2015, p.101) a ED ¢ dividida em quatro fases: analises preliminares,
concepgdo e analise a priori, experimentacdo e analise a posteriori e validacdo. Ressalta-se
gue essa pesquisa teve uma perspectiva de experimentacdo na TSD, com o propdsito de
instigar o raciocinio intuitivo dos estudantes levando a uma conclusdo durante a construgdo
de conceitos e relacdes matematicas.

Durante a fase da analise a priori, existe a possibilidade de antecipar o
comportamento dos estudantes durante a situacdo didatica, ou seja, na experimentacdo
(POMMER,2013).

Sabe-se que as pesquisas tém a fase da experimentacdo. Pommer (2013) orienta
que as questdes aplicadas em sala de aula devem ser situacdes-problema e oriente
0 processo de aprendizagem, permitindo que o professor estimule os estudantes a
encontrar estratégias de solucGes tendo como base seus conhecimentos prévios.

Para que isso aconteca, € necessario escolher variaveis didaticas pertinentes, que
conduza o aluno durante a elaboracdo das possiveis estratégias de solu¢do. Dessa forma, a
anélise a posteriori é feita a comparacdo entre os objetivos determinados e a prética dos
estudantes em relacdo a situacdo de ensino com o intuito de validar as hipdteses didaticas
definidas.

Conforme Artigue (1995) essa metodologia organizou o caminho da pesquisa

centrada no ensino de Matematica, em que se pretendeu estudar a articulacdo entre teoria e
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a pratica sem diminuir seus significados. A seguir, foram analisados o0s aspectos de ordem
epistemoldgica, didatica e cognitiva, com o propdsito de compreender a relagdo entre as

etapas da ED.

2.1.1 Anélises preliminares

Nas andlises preliminares foi realizado um levantamento bibliografico sobre as
sequéncias recursivas lineares e uma “analise epistemologica do ensino atual e seus efeitos,
das concepcdes dos alunos, dificuldades e obstaculos e anélise do campo das restri¢des e
exigéncias no qual vai se situar a efetiva realizacdo didatica” (ALMOULOUD; SILVA,2012,
p.26).

Esta pesquisa encontra-se essa analise, sendo muito importante para se compreender
melhor suas escolhas didaticas realizadas na analise a priori. Dessa forma, é importante
realizar uma descricdo epistemoldgica, didatica e cognitiva ao objeto de pesquisa, baseando-

se em um referencial tedrico. Por isso, ressalta-se:

Nesta analise preliminar ¢ feita uma revisao bibliografica envolvendo as condigdes
e contextos presentes nos varios niveis de producgdo didatica e no ambiente onde
ocorrera a pesquisa, assim como uma analise geral quanto aos aspectos histérico-
epistemoldgicos dos assuntos do ensino a serem trabalhados e dos efeitos por eles
provocados, da concepcao, das dificuldades e obstaculos encontrados pelos alunos
dentro deste contexto de ensino (POMMER, 2013, p. 23).

Com efeito, esses obstaculos sao definidos partindo de uma antecipacao e idealizacao
do processo, em que os estudantes tém dificuldades em realizar a atender o propoésito na
resolucédo da situacao-problema (OLIVEIRA, 2018). Em consequéncia, esses obstaculos, de
forma epistemolGgica apresentam uma importancia em uma pesquisa voltada para o ensino
de Matematica.

Diante do exposto, é necessario compreender a epistemologia como uma teoria de
conhecimento, que engloba um estudo sobre a composi¢do dos conhecimentos cientificos,
considerando sua causa historica, sua organizacdo mental para cada sujeito, bem como o
comportamento nas demais fases durante a construcéo do saber cientifico (ALMOULOUD,
2007, p.149).

Os conhecimentos matematicos sdo estudados epistemologicamente com o intuito de
compreender o contexto histdrico, priorizando 0s conceitos matematicos. Segundo
Almouloud (2007) essa anélise epistemologica, apoia-se no desenvolvimento historico do

conceito.
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Assim, permite identificar as diferentes concepcdes sobre um determinado objeto,
como também permite agrupa-las em classes pertinentes para que se possa fazer
uma analise didéatica. Esse tipo de analise pode auxiliar o pesquisador em didatica
da matematica a entender melhor as relagBes entre os objetos matematicos e
controlar as varidveis didaticas relacionadas com o processo de ensino e
aprendizagem de tais objetos (ALMOULOQUD, 2007, p. 156).

No contexto da DM, a “analise epistemologica tem o propdsito de investigar a origem
do desenvolvimento da Matematica, enquanto conhecimento cientifico, permitindo perceber
a existéncia da diferenca entre o saber cientifico e o saber que se pretende ensinar”
(OLIVEIRA, 2018, p.25). Ja no aspecto didatico, foram analisadas as condicGes de
desenvolvimento do ensino. Logo, segundo Almouloud (2014), esse processo tem que ser
levado em consideracdo, pois podem influenciar no conhecimento repassado do professor
para o estudante.

Diante da premissa, deve-se levar em consideracgdo o entendimento do estudante, ou
seja, 0s conhecimentos prévios, pois esses vao determinar o caminho que o aluno ira
percorrer para desenvolver o conteddo (ALMOULOQUD, 2014). Isso foi essencial para que
o0 tema fosse bem definido, lembrando que esses aspectos preexistentes, podem ser
considerados como dificuldades dos estudantes em relacdo as sequéncias recursivas lineares,
que devem ser identificadas também como aspectos cognitivos.

As andlises preliminares na pesquisa foram realizadas através de um levantamento
bibliografico na secdo 3, sobre o contexto histérico dos vanguardistas das sequéncias
recursivas lineares, bem como um estudo teérico sobre as suas respectivas identidades.
Dessa maneira, concluiu-se essa fase de investigacdo sobre o contetdo estudado dando
continuidade a analise das fases posteriores da ED. A seguir, explorou-se a fase da analise a

priori e concepcao.

2.1.2 Analise a priori e concepgéo

Nessa fase, o professor busca o planejamento sobre o contetdo definido na fase
anterior. Nesse momento, foram decididas quais as variaveis que compuseram o sistema de
ensino e que sao pertinentes numa situagdo didatica. Artigue (1998) define como as variaveis
macro didaticas ou globais - essa faz parte da organizacdo geral da ED e as variaveis micro

didaticas ou locais - relativas a organizacdo de uma fase especifica da engenharia.

Esses dois tipos de variaveis podem ser de ordem geral ou dependente do contetido
matematico estudado e suas andlises serdo realizadas em trés dimensdes: a
dimensdo epistemoldgica (associada as caracteristicas do saber), a dimensao
cognitiva (associada as dimensfes cognitivas dos alunos sujeitos da
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aprendizagem) e dimensdo didatica (associada as caracteristicas do sistema de
ensino, no qual os sujeitos estdo inseridos). O objetivo de uma andlise a priori é
determinar como as escolhas efetuadas (as variaveis que queremas assumir como
pertinentes) permitem controlar os comportamentos dos alunos e explicar seu
sentido (ALMOULOUD & COUTINHO, 2008, p. 67).

Logo, o proposito de uma anélise, a priori, € buscar recurso para estabelecer as
possiveis escolhas definidas futuramente, ou seja, quais as variaveis que serdo escolhidas,
de tal forma, que possam ser manipuladas para escolher o resultado, fazendo a explicacéo

dos mesmos. Dessa maneira, 0s autores expdem o que se recomenda na analise a priori:

1) Descrever as escolhas das variaveis locais e as caracteristicas da situacdo
adidatica desenvolvida. 2) Analisar a importancia dessa situacdo para o aluno e,
em particular, em funcdo das possibilidades de a¢Ges e escolhas para construcéo
de estratégias, tomadas de decisdes, controle e validacéo que o aluno tera. As agdes
do aluno séo vistas no funcionamento quase isolado do professor, que, sendo o
mediador no processo, organiza a situacdo de aprendizagem de forma a tornar o
aluno responsavel por sua aprendizagem; 3) Prever comportamentos possiveis e
tentar mostrar como a analise feita permite controlar seu sentido, assegurando que
0s comportamentos esperados, se e quando eles intervém, resultam do
desenvolvimento do conhecimento visado pela aprendizagem (ALMOULOUD &

COUTINHO, 2008, p. 67).

Nessa perspectiva, para que esse controle se realizasse de fato, foi preciso basear-se
nas suposicdes que foram validadas posteriormente (ARTIGUE,1998). Essas hipdteses
constataram-se na Ultima fase da ED, ou seja, a analise a priori foi confrontada e validada
pela analise a posteriori.

Essa fase, por sua vez, incluiu uma parte descritiva e preditiva, ambas focadas em
caracteristica de uma situacao adidatica (ARTIGUE.1998). Assim, uma situacao adidatica €
aquela que produz ao aluno um discernimento de padrdes que serdo utilizados para resolver
uma situacao didatica (BARROS, 2021).

Ademais, nessa fase o professor ja deve ter compreendido a necessidade de
transformar o conhecimento cientifico em um contetdo a ser ensinado, elaborando hipoteses
e situacdo-problema a serem definidas. Segundo Almouloud (2007) em questdes objetivas
ou subjetivas, na qual a sua fungdo é implicita, e durante o processo, essa fungdo tornou-se

explicita de conceitos matematicos.

Essas situacOes-problema devem permitir ao aluno investigar e distinguir
caminhos para resolver problemas, adquirir novos conhecimentos/saberes e
estratégias de resolugdo. Essas situagdes-problema devem auxiliar o aluno na
constru¢do de conhecimentos e saberes, € no desenvolvimento de habilidades,
como, por exemplo, saber ler, interpretar e utilizar representagdo matematica em
demonstracgdes de propriedades e teoremas etc. (ALMOULOUD, 2016, p.113).
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Dessa maneira, Artigue (1988) relata que essa fase é de controle dentro ED,
permitindo esbogar as necessidades dos estudantes de acordo com as situagdes criadas
previamente, levando em consideracdo ao publico-alvo dessa pesquisa. Nesse trabalho, a
analise, a priori, foi realizada a concepcdo das situacOes didatica por meio do software
GeoGebra, com o amparo da TSD. A seguir, a aplicacdo foi estabelecida na fase da

experimentacao - terceira fase da ED, descrita na proxima secao.

2.1.3 Experimentacéo

Essa fase visou a aplicacao da situacdo-problema com a perspectiva da TSD para que
ocorresse a situacao didatica. Assim, para que isso acontecesse, estabeleceu-se um contrato
didatico, ou seja, 0 ato de estimular o estudante a participar do processo de ensino,
resolvendo a situagcdo-problema proposta de acordo com os objetivos da pesquisa.

Dessa forma, é importante destacar que durante a coleta, pode-se utilizar diversos
instrumentos, tais como: registros fotograficos, gravac6es de audios e videos, relatorios de

aulas, producdes dos estudantes, entre outros recursos. Assim:

Durante a experimentacdo, coletamos e organizamos um corpus de pesquisa
variado, composto por producéo dos alunos, registro de perguntas, dividas e erros
constatados durante o acompanhamento de suas acles e diarios de classe dos
ministrantes. A analise desse material € essencial para a etapa da validacdo
(CARNEIRO, 2005, p. 105).

Diante das premissas da DM, o estudante precisa assumir um compromisso de se
envolver ativamente com conhecimento durante as fases da TSD (ALMOULOUD,2007).
Por outro lado, o professor tem a funcdo de institucionalizar o saber, pois “ele deve
determinar a forma e o conteudo do saber para o qual ele quer da um estatuto oficial, levando
em conta os efeitos da transposicdo didatica” (OLIVEIRA,2018, p.36). Desse modo, na

proxima secdo, foram estudadas as noc¢des de contrato didatico e transposicéo didatica.

2.1.4 Contrato Didatico e Transposic¢do Didatica

Nesse topico, abordou-se 0s temas propostos com o intuito de complementar os
aspectos epistemologico, metodoldgico e cognitivo, mencionados anteriormente numa viséo
da DM.

A respeito do contrato didatico, deve-se conhecer como uma “uma relagao que
determina — explicitamente em pequena parte, mas sobretudo implicitamente — aquilo que

cada parceiro, professor e aluno, tém a responsabilidade de gerir e pelo qual sera, de uma
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maneira ou de outra, responsavel perante o outro” (BROUSSEAU, 1986 apud
ALMOULOUD, 2007, p. 89).

Assim, o contrato didatico tem a funcdo de estabelecer as atribui¢cGes do professor e
0 estudante, a fim de efetivar as relagbes entre docente, o aluno e o conhecimento
(PAIS,2015). Ademais, nesse contrato existem poucas regras evidentes, enquanto “as
implicitas sdo elaboradas a partir de natureza intrinseca da Matematica, como formalismo,
abstracdo e rigor, além de considerar as diferencas habituais de concepg¢des dos professores de
Matematica” (OLIVEIRA, 2018, p.38).

Ao tratar-se de um desenvolvimento de uma pratica pedagdgica, é necessario definir
as prioridades na estruturacdo no processo de ensino. Pode-se dizer que uma dessas
prioridades € a escolha dos conteudos. Esses contetidos, ou seja, 0 saber ensinado, nasce
através do saber cientifico. Com isso, o professor, que é o facilitador da aprendizagem, tem
a autonomia de escolher esses conjuntos de assunto a ser ensinado, e, com isso, julgar o que
é relevante para a formacdo dos estudantes, tornando-se responsavel pela transposi¢do
didatica.

Logo, a nocéo de transposicao didatica foi desenvolvida por Chevallard com o objetivo
de “distinguir os diferentes saberes envolvidos no processo de ensino e aprendizagem”
(ALMOULOUD, 2007, p. 112). Nesse processo, segundo Alves (2016), o professor tem que
personalizar e refazer a contextualizacao do saber cientifico.

Para determinar o processo de transposicao didatica, tem-se um grupo de pessoas que
faz a selecdo de conteudo a ser ensinados como: cientistas, professores, especialistas, autores
de livros, outros agentes da educacéo etc. Segundo Pais (2015), esses profissionais ndo se
resumem somente a selecdo dos contetidos a serem ensinados, mas desempenham uma
respeitavel intervencdo na organizacdo dos métodos e objetivos que guiam o processo de
ensino. Esses agentes sdo supervisores a fim de evitar possiveis distor¢cdes sobre um objeto
estudado (CHEVALLARD,1991). Dessa forma, conserva-se 0s saberes, sem causar
modificacdes ao sentido original do objeto de estudo.

Diante disso, Resende (2015) afirma que é importante ter requisitos para uma
transposicao didatica, como: desincretizacdo - o ato de organizar a teoria em areas, isto é,
separar 0s saberes; despersonalizacdo - a desassociagdo do saber ao seu autor;
programabilidade - o ato de estabelecer uma programacédo de acordo com uma sequéncia
didatica de forma racional e progressiva e publicidade do saber, ou seja, descri¢do clara do

saber que devera ser ensinado.
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Assim, em uma perspectiva didatica, a transposi¢do didatica tem como finalidade
analisar epistemologicamente os objetos do saber (ALMOULOUD,2007). Dessa forma,
esses objetos sdo identificados como paramatematicos e matematicos.

Os objetos paramatematicos foram utilizados para estudar outros objetos
matematicos, pois possuem propriedades para resolver questdes matematicas. Ja os objetos
matematicos também analisaram outros materiais matematicos, porém explorou a si mesmo.

Logo:

A transformacdo do contetdo de saber em uma verséo didatica desse objeto de
saber, mais apropriadamente, € chamado de transposicidn didactica stricto sensu.
Mas, o estudo cientifico do processo de transposi¢do didatica (que € uma dimensédo
fundamental da Didatica da Matemaética) implica tendo em conta a transposicao
didatica sensu lato, representada pelo esquema: objeto de saber - objeto para
ensinar — objeto- de ensino. O primeiro elo que marca a passagem do implicito
para o explicito, da pratica a teoria, do pré-construido para construido
(Chevallard,1998, p.45).

Segundo Pais (2015, p.17), a transposicao didatica “‘é¢ um caso especial da translagao
de saberes, a fim de contribuir para o processo evolutivo e historico do conhecimento
cientifico.” Ademais, a transposi¢do analisada em uma visdo do plano pedagodgico estuda a
flexibilidade do cognitivo em torno do desenvolvimento do conhecimento, “restrita ao plano
de elaboragbes subjetivas, pois é nesse nivel que ocorre o ndcleo do fenbmeno. A
conveniéncia em destacar essa dimensdo da transposicdo estd associada a necessaria
aplicacdo de conhecimentos anteriores para a aprendizagem de um novo conceito” (PAIS,
2015, p. 18).

Por fim, Abar (2020) afirma que no contexto da transposicao didatica, a insercdo das
tecnologias digitais, que podem auxiliar nas estratégias de ensino, tendo como propdsito de
fazer a ligacdo entre o saber velho com o saber novo, tornando um conceito mais
compreensivel.

Portanto, isso traz a caracteristica desse trabalho, o ato de introduzir o software
GeoGebra no contexto do ensino, apresentando-se ndo s6 como um complemento da
transposicdo didatica, mas também como um processo proprio de transposicdo didatica,
compondo visivelmente a dimenséo desse recurso desde o inicio.

Conclui-se que a fase da experimentacdo é quando se aplica o conteldo e as
situacOes-problemas desenvolvidos nas fases anteriores, “corrigindo-0 se necessario, quando
as analises locais do desenvolvimento experimental identificam essa necessidade, o que
implica em um retorno a andlise a priori” (ALMOULOUD & COUTINHO, 2008, p. 68).

Falar nesse retorno a fase a priori, deve-se ao fato que o professor ndo constatou um possivel
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obstaculo ou se 0s conhecimentos prévios dos estudantes ndo estiveram de acordo com a
proposta a ser desenvolvidas.

Dessa forma, houve uma necessidade de abordar uma teoria de ensino para estruturar
as fases da ED, nesse caso utilizou-se o aparato de coleta de dados a partir da TSD.
Ressaltou-se que a qualidade da coleta esta diretamente ligada a analise a posteriori, pois foi
feito uma comparagdo entre os dados pretendidos e os que foram obtidos. Portanto, a
préxima secdo traz uma exploracdo da fase de analise a posteriori, consequente a isso,

descreve-se a teoria de ensino que foi utilizada.

2.1.5 Anélise a posteriori e Validacdo

Nessa fase, Santos (2017) afirma que se caracteriza através da organizagao do corpus
da pesquisa, com o intuito de uma avalia¢do posteriormente, fazendo o confronto da analise
a priori. Assim, a partir da realizacdo desta fase é possivel observar a eficiéncia da

metodologia proposta, possibilitando questionamentos para futuras pesquisas.

As investigacGes que recorrem a experimentacdo em sala de aula, muitas vezes,
incluem uma avaliagdo externa de grupos experimentais ou grupos de testemunho
diferentes, para verificar sua validade. Na Engenharia Didatica, a validacdo é
essencialmente interna, fundada no confronto entre a analise a priori e a anélise a
posteriori (CARNEIRO, 2005, p, 105).

Dessa forma, Carneiro (2005) ressalta que toda a coleta de dados realizada durante a
fase da experimentacdo deve ser analisada e confrontada com as hipoteses da analise a priori,
considerando que ocorra alguma alteragdo durante a analise a posteriori. Para essa validacéo,
a ED adota dois tipos: interna e externa.

A validacéo externa teve como objetivo avaliar o desempenho do estudante durante
a realizacdo da situacdo didatica, esse processo foi realizado através da comparacéo entre as
producgdes iniciais e finais, desenvolvidas pelo aluno, através de aplicacdo e analise de
questionarios e/ou entrevistas.

Segundo Laborde (1997), nessa validagdo acontece o confronto entre a sequéncia
didatica e as producdes dos alunos internos, bem como a dos alunos externos a esse cenario
didatico. Dessa forma, Alves (2018b) reforca que essa validacdo externa se realiza através
da equiparacgéo das producOes externas a outros estudantes que ndo participam dessa mesma
situacdo didatica, o que nao foi praticado nessa pesquisa.

Na validacdo interna, foi realizada uma descricdo global dos estudantes,

presenciando o comportamento, apreciacao e desenvolvimento cognitivo durante a execucao
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da situagdo didatica. Dessa maneira, fez-se um acompanhamento individualizado dos alunos.
Nessa perspectiva, selecionou-se situagfes especificas, que foram avaliadas, tendo
contribuido consideravelmente para a validagdo da pesquisa (LABORDE,1997).

Nessa pesquisa 0s resultados da analise a posteriori foram confrontados com as
situacOes pré-determinadas pela andlise a priori, através da analise dos conteddos e com a
validagdo interna que ocorreu durante a execucao das situacfes didaticas.

De acordo com as defini¢cOes apresentadas em cada fase da ED, percebeu-se que o
desenvolvimento da experimentacdo de uma pesquisa, deve-se basear em uma coleta de
dados e uma teoria de ensino. No topico seguinte, apresentou-se a teoria de ensino escolhida

para essa pesquisa.

2.2 Teoria das Situag6es Didaticas (TSD)

Essa teoria de ensino se define como um conjunto de situacGes que sao desenvolvidas
com intencdes didaticas e, quando aplicadas no contexto escolar, tem como objetivo
observar o comportamento dos estudantes (OLIVEIRA, 2018). Dessa forma, Almouloud
(2007) afirma que o proposito de estudo dessa teoria ndo € o cognitivo, mas a situacao
didatica elaborada com o intuito de identificar as correlacdes estabelecidas entre o professor-

aluno-saber.

Figura 1- Triangulo didatico

Saber

Epistemologia do
professor

A relagédo do aluno
com o saber

Aluno

Relagao pedagogica

rrofessor

Fonte: Almouloud (2007, p.32)
A partir da observacdo dos vértices do triangulo, pode-se identificar as relaces

existentes entre saber-professor, professor-aluno e professor-saber. Vale ressaltar que o
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papel do meio (milieu) como principal elemento durante as interagdes professor-aluno-saber,
permitindo a evolugdo do conhecimento dos estudantes. Segundo Brousseau (2000), essa

teoria:

Trata-se de construir um modelo de situagdes usadas para introduzir ou ensinar
no¢des matematicas (e critica-las), além de imaginar outras mais apropriadas. Ao
colocar os problemas desta maneira, € possivel analisa-los, de modo particular o
seu calculo, juntamente com os argumentos da organizagdo 16gico-matematica do
conhecimento, argumentos econdémicos e ergondmicos. Mas também, é possivel
considerar outras restricdes, em particular, aquelas que podem aparecer como
conclusBes de obras da psicologia ou sociologia, com a condicdo de torna-los
funcionais, ou seja, de especificar como eles intervém efetivamente (BROUSSEAU,
2000, p. 11, traducéo nossa).

A TSD de Guy Brousseau tem elementos fundamentais no ensino, pois esses sdo
importantes tanto para o professor com o estudante, no processo de ensino e de
aprendizagem, visto que se relacionam por um meio conhecido como milieu.

O milieu é um conjunto adidatico que nédo tem intencdo didatica, entretanto, como
consequéncia retroativa a acdo do individuo, existe a possibilidade de participar ativamente
do processo de ensino e de aprendizagem (ALMOULOUD,2007).

Assim, Almouloud (2007, p.37) afirma que existem trés tipos de dialética: “trocas
diretas para uma acdo ou uma tomada de deciséo, trocas de informacGes numa linguagem
codificada, trocas dos argumentos”, essas sdo criadas a partir das situagdes que estuda o
comportamento pelo qual se associa ao saber em jogo com o milieu.

Desse modo, a TSD tem um objetivo de analisar as particularidades que influenciam
0 processo de ensino e de aprendizagem, além de amparar o professor durante a elaboracéo,

realizacdo e o estudo das sequéncias didaticas. Pais (2015, p.65-66) afirma

Uma situacdo didatica é formada pelas multiplas relagbes pedagégicas
estabelecidas entre o professor, os alunos e o saber, com a finalidade de
desenvolver atividades voltadas para o ensino e para a aprendizagem de um
conteudo especifico. Esses trés elementos componentes de uma situacao didatica
(professor, aluno, saber) constituem a parte necessaria para caracterizar 0 espago
vivo de uma sala de aula. [...] Por outro lado, esses trés elementos ndo sdo
suficientes para abarcar toda a complexidade do fendmeno cognitivo, dai a
vinculagdo que fazemos entre tais situagBes e outros elementos do sistema
didatico: objetivos, métodos, posicdes tedricas, recursos didaticos, entre outros.
Um dos desafios da didatica é que cada um desses elementos recebe influéncias
diretas da especificidade do conteido em quest&o.

Segundo Brousseau (2008, p.10) uma situacdo ¢ “um modelo de interagdo de um
sujeito com um meio determinado, reunindo as circunstancias nas quais uma pessoa se
encontra e as relagcdes que a unem ao milieu. O milieu seria subsistema autbnomo, antagbnico

ao sujeito”.
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E importante, destacar que as variaveis didaticas podem ser de dois tipos: situacdes
didaticas e adidaticas, sendo necessérias definicbes de ambas, pois o milieu, abrange
variaveis didaticas selecionadas, responsaveis por proporcionar estratégias de ensino e
aprendizagem, esta posto em uma situacao didatica (ALMOULOUD,2007).

A situacdo didatica esta relacionada com a verificacdo do estudo da situacdo
adidatica, tendo em vista que essas ndo sdo controladas diretamente no plano pedagdgico,
contudo, isso ndo exclui a importancia na aprendizagem (PAIS,2015). Segundo Oliveira
(2018, p.33), “a didatica da matematica reforga as condigdes de estudar situagdes—problema
potencialmente ricas em situagdes adidaticas”.

Desse modo, a situacdo didatica traz a relagdo entre o professor e o aluno com as
questdes propostas analisadas como um jogo (ALMOULOUD,2007). Nesse contexto, a fase
da devolucéo é representada de tal forma que se apresenta a situacdo-problema ao estudante,
com o intuito de incentivar a participacdo ativa desenvolvendo a autonomia no processo de
aprendizagem.

Na situacdo adidatica, a proposta pedagdgica estd de forma nitida, mas ndo é
revelada. Segundo Almouloud (2007, p.33), ‘“a situacgdo adidatica [...] ¢ uma situa¢do na
qual a intencdo de ensinar ndo é revelada ao aprendiz, mas foi imaginada, planejada e
construida pelo professor para proporcionar a este, condi¢Ges favordveis para a apropriagdo
do novo saber que deseja ensinar”.

Com efeito, a TSD é composta por quatro fases com o objetivo de investigar o
processo de ensino e de aprendizagem. Diante disso, em cada etapa o saber possui uma
funcdo pedagdgica distinta, levando o estudante a interagir diferentemente com o saber.
“Nessas fases interligadas, podem se observar tempos dominantes de agao, de formulacéo,
de validagéo e de institucionalizagdo” (ALMOULOUD, 2007, p. 36). Por conseguinte, foram
estudadas as caracteristicas de cada etapa.

A fase da acdo é a primeira, que tem como objetivo envolver o estudante no processo
de aprendizagem. Nessa perspectiva, o aluno tem o livre arbitrio para interagir sem a
necessidade de seguir regras, ou seja, 0 estudante pode pensar sobre a acdo e fazer as

modificagdes. Brousseau (2002) define como:

A sequéncia de ‘situagdes de a¢do’ constitui o processo pelo qual o aluno elabora
estratégias, ou seja, ‘ensina a si mesmo’ um método de resolver seu problema.
Essa sucessdo de interagdes entre o aluno e 0 meio, constitui a dialética da ag&o.
Usamos a palavra ‘dialética’ em vez da palavra ‘intera¢do’ porque, por um lado, o
aluno é capaz de antecipar os resultados de suas escolhas e, por outro lado, suas
estratégias sdo, de certa forma, proposicles validadas ou invalidadas pela
experimentacdo em uma espécie de dialogo com a situagdo (BROUSSEAU, 2002,
p.9, tradugdo nossa).
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Nessa etapa, o professor ndo faz intervencgdes. No caso do milieu, reverte a acdo do
sujeito. “Assim, o aluno pode melhorar ou abandonar seu modelo para criar um outro: a
situacdo provoca assim uma aprendizagem por adaptagcdo” (ALMOULOUD, 2007, p. 37).

Dessa forma, a fase da acdo admite que o estudante possa realizar procedimentos sem
interrupcdes, de acordo com seus conhecimentos prévios com o propdsito de solucionar a
situacdo problema proposta (PAIS,2015). Portanto, o estudante nesse momento faz uso dos
conhecimentos intuitivo e experimental, mesmo que esses conhecimentos estejam

interligados a alguma teoria.

Questdes de acdo ou decisdo matematica sdo aqueles em que o Unico critério € a
adequacdo da decisdo - a elaboragdo deste sistema de decisdo pode permanecer
totalmente implicita na justificacdo dos mesmos. Nao ha restricbes sobre isso ou
formulacdo ou validacdo. Essa é a dialética mais geral, outros casos sdo apenas
particulares. Isso levou a construgdo no assunto de regularidades de esquemas,
modelos de acdo, mais frequentemente inconscientes ou implicitas
(BROUSSEAU, 1976, p. 110).

Nesse prisma, continuando com a exploracéo das fases, teve-se a formulacdo. Na fase
da formulagcdo também ocorre a apresentacdo de um raciocinio teorico realizado pelo
estudante, formulando argumentos para as solugdes, que, porventura, mais tarde foram

[3

validados ou contestados. Assim, esse raciocinio aparece como ‘“um procedimento
experimental e, para isso, torna-se necessario aplicar informagdes anteriores” (PAIS, 2015,
p. 72).

Nesse momento os estudantes apresentaram explicacfes de suas solugdes formais
orais ou escritas, a partir do ponto de vista conhecido ou trazendo novas abordagens. Nessa
etapa, também ocorreu uma linguagem usual para a transmissao na troca de informacdes.
Nessa ocasido, o professor apareceu para participar do dialogo.

Diante disso, na terceira fase, a validacdo, o que se espera que 0s estudantes saibam
argumentar e justificar suas solu¢ées numa linguagem mais formal, e que dependendo do
contexto, faca uso de provas e demonstracdes. Desse modo, Almouloud (2007, p.39) destaca
que “[...]Ja teoria funciona, nos debates cientificos e nas discussodes entre alunos, como milieu

de estabelecer provas ou refutd-las”. Por essa razdo, a linguagem torna-se mais formal, ou

seja, teorica (cientifica). Por isso:

Um problema de validagdo é mais um problema de comparacao, de avaliacéo e de
rejeicdo de evidéncias e da investigagdo da demonstracdo. [...] Para uma
abordagem de validacéo, o pensamento deve basear-se em formulagdes anteriores.
A linguagem desenvolvida, na dialética da formulac&o, € menos especifica do que
a da validagcdo. A comunicacdo desempenha um papel importante em parte
independente das questdes de validade (BROUSSEAU, 1976, p. 110).
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A validacdo da TSD, segundo Almouloud (2007), tem a finalidade de validar as
assercOes que foram formuladas no momento das etapas da acdo e formulacdo. Por fim,
analisa-se a fase da institucionalizacdo, o professor participa ativamente com o propdsito de
identificar, sistematizar e reconhecer o saber construido a partir da situacdo- problema por
meio da formalizacdo e a generalizacdo. Dessa maneira, Pais (2015) explica que nesse
momento ocorre a passagem do conhecimento individual para uma visdo histérica e cultural

do saber. Tem-se ainda que:

A evolucéo nas discussdes e utilizacdes dessa teoria foi enriquecida com as nogdes
de contrato e institucionalizacdo, entre outras. As situa¢fes de institucionalizacdo
foram ent8o definidas como aquelas em que o professor fixa convencionalmente e
explicitamente o estatuto cognitivo do saber. [...] Depois da institucionalizagdo,
feita pelo professor, o saber torna-se oficial e os alunos devem incorpora-lo a seus
esquemas mentais, tornando-o assim disponivel para utilizagdo na resolucdo de
problemas matematicos (ALMOULOUD, 2007, p. 40).

Concluiu-se que a TSD tem um papel fundamental para concepcéo e proposicdo de
uma situacdo-problema, que faz parte da realizacdo de uma sequéncia didatica. Para tanto,
necessitou-se de uma abordagem matematica, que estabeleceu seu inicio na conjectura da
ED, conhecendo suas origens e continuando até a perspectiva da situacdo de ensino. Depois
utilizou-se a teoria de ensino (TSD) para a coleta de dados adquirida na fase da
experimentacdo, e, por fim, validados de acordo a ED. No topico a seguir, explorou-se o
software GeoGebra, que auxiliou nas resolucGes das situagdes-problemas encontradas nessa
pesquisa.

2.3 Visualizagdes no GeoGebra

Nesse tdpico, explicou-se 0 uso da tecnologia no ensino das sequéncias recursivas
lineares. A pesquisa utilizou computadores e/ou smartphones para utilizacdo do GeoGebra.

No Brasil, existem documentos oficiais que respaldam e propdem o uso da tecnologia
no ensino da Matematica. Dessa maneira, a Base Nacional Curricular Comum (BNCC)

afirma que ao utilizar os recursos tecnoldgicos os estudantes podem

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como observacéo de
padr@es, experimentacdes e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou
ndo, de uma demonstracdo cada vez mais formal na validacdo das referidas
conjecturas (BRASIL, 2018, p.523).

De acordo com a BNCC (BRASIL,2018), o uso das tecnologias é considerado (til
para o processo de ensino e de aprendizagem, trazendo elementos como o computador e/ou

smartfones, que podem ser utilizados de acordo com a proposta didatica pensada pelo



44

professor. Assim, esses equipamentos podem ser manuseados em sala de aula a fim de
desenvolver uma pratica pedagdgica mais dinamica e de facil compreenséo.

Dessa maneira, propos-se a utilizacdo do software GeoGebra para o estudo das
sequéncias com o intuito de facilitar a visualizacdo de forma geométrica, fazendo a relacéo
dos elementos da algebra de uma forma mais dindmica.

Segundo Ribeiro e Souza (2016), o software GeoGebra é uma ferramenta dinamica,
que propGe ao processo de ensino e de aprendizagem uma interacgao a partir do controle das
acOes desenvolvidas durante o processo de estudo de uma maneira gradual de acordo com a
necessidade do estudante.

Efetivamente, essa ferramenta tende dinamizar a geometria, podendo manipular os
objetos através da tela do computador ou de aparelhos celulares. Além disso, “incentiva a
continuidade da busca pela compreensao do objeto de estudo, pois o préprio software auxilia
na percepcdo visual e dinamica das agdes, que sdo manipulaveis com certo grau de
permissividade” (RIBEIRO; SOUZA,2016, p.3).

A escolha de um software pelo professor deve ser feita a partir dos objetivos que
almejam conseguir, além de suas ideias, com a proposta de verificar melhor a forma de
executar a situacdo didatica (GERMANO,2016).

Certamente, pretendeu-se contribuir para facilitagdo da visualizacdo e interpretacdo
geométrica das identidades das sequéncias recursivas lineares. Mas, para isso, deve-se

conhecer melhor a géneses do GeoGebra

Criado por Markus Hohenwarter, 0 GeoGebra é um software gratuito de
matematica dindmica desenvolvido para o ensino e aprendizagem da matematica
nos varios niveis de ensino (do basico ao universitario). O GeoGebra relne
recursos de geometria, algebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica e
calculos simbdlicos em um Unico ambiente. Assim, 0 GeoGebra tem a vantagem
didatica de apresentar, a0 mesmo tempo, representacdes diferentes de um mesmo
objeto que interagem entre si (GERMANO,2016, p.32).

O software GeoGebra, foi desenvolvido para auxiliar os professores e alunos no
ensino de Matematica. Assim, essa ferramenta pode ser manipulada através de uma
interface, na qual observa-se os comandos de forma algébrica e geométrica, por meio de
uma visualizacdo bidimensional (2D) em outra perspectiva, tridimensional (3D).

Logo, o motivo de utilizar o0 GeoGebra foi devido ser um software livre e de facil
manipulagéo, sendo disponibilizado em diversos idiomas, tendo recursos que possibilitam a
estimulacao da construcdo do conhecimento do estudante. Por isso, surgiu a ideia de utilizar

0 GeoGebra; como ferramenta para construcdo da situacdo didatica com o intuito de
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melhorar a percepgéo do estudante durante a demonstracdes de forma visual das identidades
e das sequéncias recursivas lineares.

As visualizagdes das identidades das sequéncias recursivas lineares foram
necessarias para esta pesquisa, porque, por meio desse recurso tecnolégico foi possivel
observar que as propriedades fossem vislumbradas em detalhes, antes estudadas somente na
forma algébrica, agora podendo, também serem visualizadas de modo geométrico, tornando
indispensavel a utilizacdo do GeoGebra nas solucdes das situa¢Ges didaticas.

A criacdo das situacdes didaticas foi amparada nas dialéticas da TSD e organizada
pela ED, que teve como objetivo ajudar o estudante e o professor nas representacfes
geométricas das identidades das sequéncias recursivas lineares. Dessa forma, o docente teve
como construir um percurso a ser percorrido pelo discente, verificando as provaveis solugdes
e entraves encontrados durante esse método, tornando o uso do software como uma
ferramenta educacional essencial para a aplicacdo dessas situacdes-problemas numa
perspectiva bi e tridimensional dessas propriedades.

Na secdo seguinte foi abordada a definicdo de sequéncias recursivas lineares para
amparar o estudo das sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell, Oresme, Mersenne, Jacobsthal,

Narayana, Padovan, Perrin e Leonardo e suas representacoes.
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3 CAMPO EPISTEMICO - MATEMATICO: SEQUENCIAS RECURSIVAS
LINEARES E SUAS REPRESENTACOES

Antes de iniciar o estudo, as formulas que definem as sequéncias de Fibonacci,
Lucas, Pell, Oresme, Mersenne, Jacobsthal, Narayana, Padovan, Perrin e Leonardo, é
importante explicar o conceito de sequéncias numéricas recorrentes, para depois explorar a

recorréncia das sequéncias propostas, com a formula geral e suas identidades.

3.1  Sequéncias recursivas lineares e suas representagoes

Nesse topico abordou-se as definicbes necessarias para 0s temas propostos com
respectivos exemplos.

3.1.1 Sequéncia recursivas

Para comecar o estudo, considere N = {1,23,4, ...}, ou seja, 0 zero nédo pertence a

esse conjunto dos nimeros naturais.
Definigdo 1. Uma sequéncia é uma funcdo cujo dominio é o conjunto N dos nimeros
naturais. Utilizamos a notagéo (x4, x5, ..., Xy, ...) para definir a sequéncia, ou seja, (Xn) N€ N.
Assim, 1 — x4, 2 — x5, ..., n — Xx, caracteriza a funcdo onde cada numero natural n
corresponde a um namero real x,,.

Assim, Matos (2001) afirma que a sequéncia nada mais é do que uma lista ordenada
infinita de n nGmeros reais.

(01, X9, oo Xy o)

Em que x; € o primeiro termo e x,, € 0 enésimo termo. Tratando-se de uma ordem
infinita, cada termo x,, tem um sucessor x,,,,, Na qual essa sequéncia pode ser caracterizada
por seu termo geral. Diversas sequéncias sdo denominadas como recursivas, ou Seja,
possuem uma Lei de recorréncia, para isso seguem as defini¢des de acordo com Lima (2006)
e Pinto (2017).

Definicéo 2. A Lei de Recorréncia determina uma regra que permite calcular qualquer termo
Xn+1, @ partir do termo x,, anterior, para todo n € N.

Definicdo 3. Para que uma sequéncia seja completamente definida por uma relacdo de
recorréncia, é necessario que sejam informados também os primeiros termos a partir dos
quais os demais serdo obtidos.

Percebeu-se, por meio dessas definiches, que para obter-se uma sequéncia de

recorréncia deve-se ter, pelo menos, o primeiro termo. Diante dessas observagdes, essas
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sequéncias, podem ser classificadas quanto a ordem, linearidade e homogeneidade. Assim,
segundo Barros (2021, p.49) segue a defini¢do de cada tipo.
Definigdo 4. a ordem de uma equacéo de recorréncia é a diferenca entre 0 maior e 0 menor
dos indices dos termos de sua sequéncia.

Xn—4

Exemplol. A equacdo x,, = com n> 6, representa uma recorréncia de ordem 5, ou seja,

Xn-5

adiferencaentren — (n—5) = 5.

Definicdo 5. Uma recorréncia € denominada homogénea quando cada termo depende
exclusivamente dos anteriores. Dessa maneira, uma recorréncia € classificada como nao-
homogénea quando cada termo depende dos temos anteriores e esta em funcdo de um termo

independente.
Exemplo2. x,,,, = 2x,,+1 + X, € uma equacdo de recorréncia homogénea.
Exemplo3.x,,; = 3x, + 1 é uma equacdo de recorréncia ndo- homogénea.

Definicdo 6. Uma sequéncia (x,) possui uma equacdo de recorréncia linear de ordem k
escrita da forma:

Xntk = fi(MWXpik1 + o)Xy + - + fr(Mxn + frr1(n),

No qual, f;(n) éumafungdoncomieNel < i< k+1,e f, #0.
Exemplo 4. x,,,3 = nx,4, + 2x, € uma recorréncia linear.

Exemplo5. x,,,, = x;“ é uma recorréncia ndo-linear.
n

Por fim, as sequéncias apresentadas nesse trabalho, foram lineares, homogéneas e

aritméticas, variando somente a ordem.
3.1.2 Forma geral

Resolver uma equacéo de recorréncia é encontrar uma formula fechada, ou seja,
forma geral. Assim, permite encontrar qualquer termo sem precisar do conhecimento dos
termos anteriores. Pode-se citar como exemplo x(n)= 3n, isto €, n € N, a sequéncia serd X=
(3,6,9, 12, ...), observou-se que, para calcular qualquer termo, ndo precisa a construcdo da
sequéncia, no caso x (50) =3.50=150.

Por fim, nos proximos tdpicos, explorou-se as sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell,
Oresme, Mersenne, Jacobsthal, Narayana, Padovan. Perrin e Leonardo com suas respectivas
identidades.

3.2 Sequéncia de Fibonacci
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Figura 2- Leonardo Pisano (Fibonacci).

Fonte: Eves (2004, p. 293).
InUmeros sdo os trabalhos encontrados na literatura referente a emblematica

sequéncia de Fibonacci. Essa sequéncia recebeu esse nome devido a relagdo com o seu
criador, um italiano matematico chamado Leonardo de Pisa, que “nasceu aproximadamente
em 1175 e faleceu em 1250” (DUNLAP, 2003, p.35).

Segundo Dunlap (2003), o termo Fibonacci € abreviacao de filho de Bonaccio, seu
pai. Fibonacci agregou conhecimentos nos campos da Algebra e Aritmética, com suas
viagens que realizou no territorio europeu (POSAMENTIER & LEHMANN,2007, p.22).
Porém, mesmo apresentando diversos trabalhos nessas areas da Matematica, Leonardo de
Pisa se eternizou através do problema que descreveu a reproducdo dos coelhos imortais
(WELLS,2005, p.101). O problema proposto foi:

Um homem coloca um par de coelhos em um cercado, a fim de que estes se
reproduzam. Quantos pares de coelhos existirdo neste cercado, ao final de um ano, sabendo
que a natureza desses coelhos é tal qual que a cada més, cada par reproduz outro par, que se
torna produtivo do segundo més em diante? (BOYER, 2006, p.174). Com a resolucdo do
problema citado acima, encontra-se a seguinte sequéncia:

(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55....)

A sequéncia apresentada indica que quando se pensa no nimero de casais de coelhos
de um determinado més, basta somar o nimero de casais de coelhos do més anterior com o
namero de casais ante anterior. Segundo Alves e Catarino (2017), tem-se estabelecida a lei

de recorréncia conhecida como sequéncia de Fibonacci, definida como:

Defini¢do 7. Fp.q = FE, + F,_, paran>/.Sendo F; = 1,F, = 1.
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Diante disso, considerando a sequéncia humérica como x,,, 0 termo geral é dado

~ . . . Fn+1 . . .
pela razéo entre os dois termos consecutivos, ou seja, X,, = o que também é conhecida
n

com a razdo aurea. Ademais, a definicdo dessa razdo é: “uma linha reta é cortada na razio
extrema e media quando, assim como a linha toda esta para a maior parte, a maior parte esta
para a menor parte” (RAMOS,2013, p.32).
Desse modo, seja um segmento AB, considerando que AC = x e CB = 1, entdo
AB = x + 1, naqual, AB > AC > CB, assim:
AB_AC x+1 x

—_— == -
AC CB X 1

1+V5 _1-v5 .
feT‘/—.Aralz

Logo, pode-se ver que as raizes da equacdo x? + x — 1 = 0 sdo

145

=1,61803..=0

Definicdo 8. a Razdo Aurea ou o nimero de ouro, é representada por uma constante

irracional tal que,

_1+5
2

A sequéncia de Fibonacci esta relacionada as definicGes e identidades sobre o

d

retangulo, tridngulo e espiral de Razao Aurea. Assim, Alves e Catarino (2017), relatam que
a sequéncia de Fibonacci pode ser representada por F,,, = F,.1 + E,, no qual o n =
0,1,2,3..., € uma relacdo de recorréncia de segunda ordem, inicialmente pleiteado pelo
matematico francés Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891), que elaborou algumas
identidades de Fibonacci exploradas por Koshy (2001).

Também pode ser reescrita como: F,,.; = F,,, — F,. Em particular:

Fy =F,
F, =F—F
F3=F, —F,
Fy=Fs—F;

Fon1=Fpn —Fon
Fon = Fon1 — Fan—a
Foni1 = Fanyz — Fon
Assim, o proximo passo € mostrar as identidades relacionados aos nimeros dessa

sequéncia.
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Identidade 1. A soma dos nimeros de Fibonacci, até a ordem 2n, de indice impar pode ser
descrita por (OLIVEIRA, ALVES & PAIVA, 2017)

n —_
=1 FZl—l _FZn

Prova. A apresentacdo dos numeros de Fibonacci, considerando apenas os termos de
indice impar.

n
ZFZl_l = F1 + F3 + F5 + + FZn—l
=1
=F+ (Fy—F) + (Fs —Fy) + -+ (Fon—Fan_3)
= Fon

Identidade 2. A soma dos numeros de Fibonacci, até a ordem 2n, de indice par e ndo nulo
pode ser descrita por (OLIVEIRA, ALVES & PAIVA, 2017)

Z?:l FZl :F2n+1'1

Prova. A apresentacdo dos numeros de Fibonacci, considerando apenas os termos de
indice par e ndo nulo, considerando F;=1.

n
ZFZZ :F2+F4+F6+“‘+F2n
=1
=(F3 — F)) + (Fs — F3) + -+ (Font1—Fan-1)
=Fype — F1

=Fon+1-1.

Identidade 3. A soma dos n primeiros nUmeros de Fibonacci, até a ordem n, de indice
maior que zero pode ser descrito por (OLIVEIRA, ALVES & PAIVA, 2017)

Z?:l Fy =Fny2-1.
Prova. Como resultado,

n
ZFI :F1+F2+F3+"‘+Fn_1+Fn
=1

=Sh+(B-F)+FE-FR)+FE-—FR)+F—F)++ FE—F + (Fpp1—Fyoq)

=Ipy1 +Fn _Fl

=Fpi2 — L
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Identidade 4. A soma dos n primeiros quadrados nimeros de Fibonacci, até a ordem n, de
indice maior que zero pode ser descrito por (OLIVEIRA, ALVES & PAIVA, 2017)

?zl(Fl)zan-Fn+1

Prova. Como resultado,

n
ZFZ = F12 +F22 +F32 + "'+Fn2
=1

=F.F; + F,. (F3 —F)+ Fs. (F,—F)+F,. (Fs - F3) + -+ Fy (Fn+1_Fn—1)
:FI'FZ +F2.F3 - FZ'Fl + F3.F4_ _F3 'FZ +F4 F5 _F4 .F3 + "'+Fn.Fn+1_Fn.Fn_1

=Fn-Fn+1-

Identidade 5 (Cassini). Paratodo n € N
Fpn_1Fnyq — Fn2 = (D"

Prova. Sera feita por inducdo matematica. Como F,=0, F;=1, F,=1, vé-se se € valida para
n=1. Supondo que a formula é valida para n, entéo

FpFpiy — Ffpq = By Fpyp — Fppy(Froy + )
=Fy. (Fuyz2 — Frg1) = Fpo1- Frga
=F2- Fy_q. Fpia
=(=1. (Fp-1-Fps1 — ED)
— (_1)n+1.
Assim, a identidade 5 vale para n e paran + 1, isso completa a prova.

Teorema 1 (Observacdo de Kepler). A razéo entre os termos sucessivos da sequéncia de

. . 1+v5 , . ~ 7
Fibonacci converge para @ :T\/— ~ 1,61803 ..., também conhecida como a razéo aurea.

Logo,

. F,
lim 2= @.
n-oo Fp

Prova. Suponha que o limite acima exista e seja igual a L. Dividindo ambos os lados pela
lei de recorréncia F,,,, = E, + F,_, por f,,, obtém-se
1

Fny1 _ 1+
Fy Fn

Fn-1



52

P , . F,
Sabendo que n tende ao infinito, nessa férmula e necessariamente tem-se ’;—“ -Le
n
Fn

- L, logo verifica-se que
L=1+-o0ul2—L—1=0.

n-1

. .. . , e . 1+v5
Por fim, como o limite aplicado sera positivo, pode-se concluir que =L = T\/— sendo

a Unica raiz positiva da equacdo quadratica explorada anteriormente.
Outra maneira de demonstrar o limite exposto anteriormente é observar que ao dividir
ambos os lados da identidade de Cassini por F,,_;.F,, tém-se

Fn+1_ Fn — =n"
Fn  Fpoq FaoqFn'

Essa expressdo mostra com facilidade a verificacdo da sequéncia definida por x,,

2 , A= - . A x .y,
= ;—“ € uma sequéncia contrativa, ou seja, uma sequéncia de Cauchy, ja que d(x,+1, X,) >
n

1 . P A .
5 d(x,, x,—-1)- Logo, pode-se afirmar que x,, € uma sequéncia convergente.

De outra forma, pode-se provar a existéncia de limite, utilizando a expresséo anterior
para estabelecer uma igualdade entre as somas parciais de uma série telescopica e uma série
alternada. Para que isso aconteca basta somar a formula de n=2 até N, obtém -se

Fnii _ fo _yn (D"
FN f =2 gy 1Py

Assim, faz-se N tender ao infinito, nessa ultima igualdade e observa-se que a série
da direita é convergente pelo teste de Leibniz para séries alternadas, bem como o limite
citado no inicio dessa sec¢do, obtido a esquerda pode-se afirmar que é convergente.

Portanto, é importante ressaltar que as condi¢des anteriores também estabelecem
uma formula que chama atencdo para @ a soma alternada do inverso dos produtos de

numeros consecutivos de Fibonacci. Veja

D=1+ yN_, LV

=2 py_1Fy

Teorema 2 (Férmula de Binet). Seja ¢ a razdo aurea, ou seja, 0 numero real positivo tal

que ®2 — @ — 1 = 0. Ento, para n >0 inteiros,

(pn _ (_(p)—n
== et
Prova. Estabelece a igualdade entre as duas sequéncias anteriores.
¢TL — (_d))—n
Xp i = ——————

b+ -1
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Usa-se x, = 0,x; = 1, para mostrar que a relacao x,,, = x, + x,_, € vélida para
n> 1 ou de outra forma, pode-se representar x,,; — x, — x,—; = 0. Dessa maneira,
eliminando os denominadores,

(pn+1 _ (_(p)—n—l _ (pn _ (_d))—n _ (pn—l _ (_(p)—n+1 —

P (P2 — P — 1) + (=@) " I((=D)? + (=) — 1)=0.
Logo, como as sequéncias possuem os mesmos valores iniciais e seguem a mesma
relacdo de recorréncia, pode-se afirmar que sdo coincidentes para n>0. Pensando em estender
de forma natural para os numeros F,, para qualquer n inteiro. (ASTROLINO E SILVA,

2017). A sequéncia pode ser escrita dessa forma

Fpo1=Fu +E

Consequentemente, dados quaisquer dois numeros de Fibonacci consecutivos,
utilizando a expressao anterior, pode-se encontrar o préximo numero de Fibonacci
imediatamente anterior. Explicando assim o motivo de utilizar o F, = 0, uma vez que

Fpb=F,—F, =0.

Dando continuidade, pode-se concluir que
F,=F —-F,=1
F,=Fy—F,=-1
Fi=F,—F,=2
F,=F,—F;=3

Observando os valores para F_;, F_,, F_5, F_4, ..., que fazem com que essa sequéncia
faca sentido, pois respeitam a lei de recorréncia original. Assim, tem-se a sequéncia dos
nameros de Fibonacci estendida para todo nimero que pertence ao conjunto dos nimeros
inteiros.

Logo, pode-se afirmar que a sequéncia admite valores positivos e negativos que
podem ser representados por modulo, ou seja, |F,| = |F_y|.

Teorema 3. Paratodon € Z ,
F,=(D"F,
Prova. Para n =0,n =1 a proposicdo € verificada através de uma suposicdo que a

expressdo é valida paran e n + 1, ou seja,
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Fpyr = (FD™2F_, 4
E, = (_1)n+1F—n
Somando ambas,
Fpip = (_1)n+1(F—n - —n—l) = (_1)n+3F—n—2

Agora, faz-se a subtracdo entre as mesmas
Foo1= (D" (Fp = Fopoy) = (FD)"F_pyy

Assim, se a formula é valida paran e n + 1, também sera valida paran +2en — 1,

ou seja, para todos 0s nimeros inteiros. Pode-se também ser reescrita como

Fn=(CD)"'E,
Por consequéncia, sempre que provada para todo n € Z, alguma identidade sobre os
nameros de Fibonacci, faz-se a substituicdo n:= —n, para construir uma nova identidade

igualmente verdadeira. Assim, na préxima secdo foi analisada a sequéncia de Lucas.

3.3 Sequéncia de Lucas

Figura 3- Frangois Edouard Anatole Lucas

Fonte: Silva (2017, p.21)
Francois Edouard Anatole Lucas, nasceu em 1842 e faleceu 1891, teve uma boa

reputacdo como professor de Matematica por entreter e instigar os estudantes com desafios
matematicos (SILVA, 2017).

Diante da docéncia, rendeu 180 publicacdes de artigos sobre diversos campos da
Matematica, em varios jornais mundiais da Matematica. Foi o criador do jogo denominado

a Torre de Hanoi, e outros quebra-cabecas. Pelo seu grande apreco pela Teoria dos NUmeros,
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foi nessa area que produziu suas maiores contribui¢des. Segundo Astrolino e Silva (2017,
p.22) em 1876, estudou a sequéncia de Fibonacci e suas generalizagdes, que hoje sdo
chamadas de sequéncia de Lucas.

Nesse mesmo ano demonstrou a reciproca do pequeno teorema de Fermat e
contribuiu nos estudos de nimeros primos, em que encontrou manualmente o maior nimero
primo, que é indicado por Eves (1969) com o valor numérico igual a 2%7-1 =
170141183460460469231687303715884104727.

Baseado nas relacbes com a sequéncia de Fibonacci, Lucas criou sua propria
sequéncia por recorréncia (1, 3, 4,7,11,18, 29...), que € pouco explorada na disciplina da HM,
diferindo da primeira apenas pelos valores iniciais — segundo Honsberger (1985, p.111) é
definida por

Definigdo 9. Ln= Ln1 + Ln2, n>2.

Contudo, com base nas relacdes ja demonstradas na sequéncia de Fibonacci, obtém-
se: F, = F, + F,; isso implica, F, = F, — F; = 0. Em termos operacionais, necessita-se
do termo Lo, assim, toma-se, L, = L; + Ly; isso implica, Ly, = L, — L, =
2.Honsberger (1985, p. 111) observa que “a sequéncia de Lucas é sempre

correspondentemente maior do que a sequéncia de Fibonacci, com excegdo para Lie F1”.

Outra relagdo curiosa percebida no diagrama mostra que L, =Fn.1+ Fn+1. ESSa
sequéncia tem uma lei de recorréncia aritmética, em que 0s dois termos iniciais sdo Lo =2 e
L: =1. Dessa forma, para se calcular o proximo termo deve-se somar 0s dois termos
anteriores. Logo, encontra-se L,_ L, + L; = 2 + 1 = 3, como terceiro termo. Para calcular
0 proximo termo, utiliza-se 0 mesmo raciocinio, assim L; = L; + L, =14 3 = 4, sendo

esta sequéncia organizada como na Tabela 1:

Tabela 1-Termos iniciais da sequéncia de Lucas

N 0 1 2 3 4 5 6 7
L, 2 1 3 4 7 11 18 29

Fonte: Elaborado pelo autor

A partir do exposto na Tabela 1, pode-se inferir que a sequéncia de Lucas é
representada por (p,q,p + q,p + 2q,2p + 3q,3p + 5q,...) (HOGGAT; VENNER, 1969).
Assim, de modo analogo, pode-se estender esta generalizacéo para a Sequéncia de Fibonacci.
Teoremad. Seja x,, € o termo utilizado para a sequéncia generalizada de Fibonacci.

Entao,
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Xn = XoFp_1 +x1F,
Prova. Sera realizada pela inducdo matematica. Como Fy, =0eF_; =F, =1ln=1en =

2. Supondo que a identidade seja valida paran e n + 1, ou seja,

Xns1 = X2F + x1Fp 4
Xn = XoFn_1 + x1F

Somando ambas as equacdes
Xntz = XoFpi1 + x1Fy

Subtraindo as mesmas equacdes
Xp-1 = XoFpo + %1 Fp 3
Logo, vale para n e n + 1, vale também paran — 1 e n + 2, 0 que estabelece uma
validade para todos os n(imeros inteiros. E importante destacar que esse teorema é um caso

particular do préximo teorema que € mais geral.

Teoremab. Sejam x,,, ¥, Z,trés sequéncias quaisquer generalizadas por Fibonacci. Supondo
queaeb € R de modo que
Xp = QYntbzy
Seja vélida para dois valores consecutivos de n, entdo a equacgdo vale paran € Z.
Usandon = 1 e n = 2 para esse teorema pode-se verificar que x,, € o termo geral de
uma sequéncia generalizada de Fibonacci, logo:

Xn = X1 F + (xp — x1)Fp4

3x1_x2 xz_xl
= () (21,

Proposicdol.Cosnidere a sequéncia de Lucas dada por: L,,4» = L,41 + F,, V1 = 1, como

L, = 0,L,; = 1. Verifica-se as seguintes identidades.

Identidade 6. Y;—o Lk =Ln42-1.

Prova. Como resultado,
n

Lk :L1+L2+L3+"'+Ln_1+Ln
K=o

=Ly + (L3 — L)+ (La— L) + (Ls —L3) + (Lg = Ly) + -+ + (Ly—Lp—2) (Lpy1—Ln—1)



= Ln+1 + Ln - Ll
=Lp+z — 1.

Identidade 7. Y;—o Lok =Lopiqt1

Prova. Inducdo Finitasobren.Paran =1,Ly =2 =L, + 1.

n+1 n
z Ly = Ly + (Lz(n+1))
k=0 k=0
=(Lan+1 + 1+ Lanyo)
=Lanssz +1
=Lyn+n+1 + 1.
Identidade 8. Y.} — Lok +1=Lons2-2

Prova. Inducéo Finita sobre n. Paran = 1, L,=1 = L, — 2.

n+1

n
Z Logyr = Lok+1 + (Late1)+1)
k=0 k=0
=(Lan+2 — 2 + Logy3)
=Lonysa —2
=Latn+1)+2 — 2.

Identidade 9. Y% _ L2=L, L1 — 2

Prova. Inducéo Finita sobre n. Paran = 1,12 =1 =L,;L, —2 = 1.3 — 2.

ito Li=Yhoo Lyt L
=LpLnyq — 2+L%1+1
=Ln+1(Ln + Ln+1) -2

=Fpi1 + Fpyz — 2.

57

Proposicao2. Dadas as sequéncias de Fibonacci e de Lucas definidas como F,,,, = Fp4q1 +

F,vyn>1,comF_F,=1el,,, =L,4; +L,,Vn>1,comL; =1,L, = 3. Tem-se as

seguintes identidades.
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Identidade 10. L, = F,,,; + F,,_; ,Vn > 1;
Prova. Por Inducéo Finita sobre n. Paran=1,L, =1 = F, + F,.
Supondo que todo k< n, entdo
Lpyy = Lp + Ly
=Fpy1 + Fpa B+ Fop
=Fpp1 t BptFy + B
=Fp2 + By
Identidade 11. L, = Fp1p + F,,_5 , YN = 2;

Prova. Por Inducédo Finita sobre n.

Observa-se que

Fpyo = Fhqt+Fy,

Fop = E—Fy_q

Assim,

Identidade 12. F,,, = F,L,,, Yn =0;

Prova. Usando a Identidade 11 e a proposicao 2.

Fuly = By (Fppa+Fn-1)
=FFnitEFog
= Fnin = Fon
Identidade 13. 5F, = L1 + Ly;

Prova.
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Lpyy + Ly = Fpyo + FptE + Fy
=Fpy + By 2E, + By
= +F,_1+3F, +F,_,
=4F, + F,
= 5E,.
Identidade 14. L2 = 5E2 + 4(—1)™.

Prova. Usando a Identidade 12, tém-se que

Ly = Fiq + EyFog + 7y
=(Fy = Fpeq)?+4F, 1 Fyy
=R +4(F + (=DM
=5F? + 4(—1)™.
Identidade 15. de Cassini para L,

Assim como existe uma Identidade de Cassini para 0s nimeros de Fibonacci, também
existe para 0os numeros de Lucas. Veja a seguir a demonstracdo, utilizando de forma
semelhante ideia na lIdentidade de Cassini para E,.

Teorema 6. Paratodon € Z
Lyp1lpy — L5 = —5(=D"

Prova. Sera feita pela Indugido Matematica. Como L_;L; — L3 = —5 tem -se que n=0, logo
a equacao torna-se verdadeira. Assim, considere o sistema linear, composto por duas
equacOes com duas incognitas, cujas solugdes sao triviais dadas por x, = y, = 1.
{an+1 + YLy = Lpyo
XLy +YLln-1 = Lp4s
Vé-se que para encontrar as solucdes do sistema linear citado anteriormente, utiliza-
se a regra de Cramer, pode-se calcular o valor para y, como uma divisao de determinantes.

Ln+1 Ln+2
_ Ln Ln+1
Yo = Ln+1 Ln

Ly Ly

=1
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Isto &,

Ly1lpsr — L5 = (D (LnLns2 — L%+1)

Por fim, observa-se que a prova pode ser lida nos dois sentidos, tanto da direita para
esquerda, como da esquerda para a direita. Assim, mostra-se que a equacao vale para n, n+1
e n-1. Logo, a equacéo vale para todo n € Z.

Sabe-se que existem outras identidades similares a de Cassini para F,e L,, como

Fpy1ln — Ly By = 21"

Prova. Se Fp,1py + (—1)"F,,_,=F, L, aplicandom:=n+ k,mn:=n+ ke m:=n, tem-
se
Fryiln = Fangx + (1D)"F
Filnsk = Fapgie + (F1)"FF_,

Subtraindo as duas equagcdes e relembrando que E, = (—1)"**F_,,
Foykln — Fylpy = 2(—1D)"F
Por fim, utilizando k = 1, tem-se F,,1L, — Lp41F, = 2(—1D)™.
No proximo tdpico estudamos a historia de Pell e a relagdo entre as identidades da

sequéncia de Pell.

3.4 Sequéncia de Pell

Figura 4-- John Pell

Fonte: Mota (2019, p.17)
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De acordo com Noronha e Alves (2018) a histéria de John Pell (1611-1685), foi
resumida por um matematico inglés que estudou a Algebra com destaque a teoria das
equac0es. Foi um estudioso bastante reservado, com poucas publicac¢des, devido a sua pouca
condicdo financeira na época, isso fez com que gerasse ddvidas acerca de suas legitimas
contribuicbes, mesmo sendo respeitado na comunidade académica por suas
correspondéncias junto a outros matematicos.

Apos sua morte, Leonard Euler fez a relacdo baseada em uma equagdo diofantina
especifica x? — 2y? = 4+1 com x e y para todos os inteiros, ficou conhecida como Equacéio
de Pell, devido seus estudos junto ao seu aluno suico Johann Heinrich Rahn, mais conhecido
como Rhonius, que publicaram a expressdo ax? + 1 = y2.

Essa equacdo ja tinha sido estudada e apresentada por Fermat para a comunidade
académica, porém associada as contribuicdes com seu aluno sobre essa equacao e os estudos
sobre teoria dos numeros. Ficou conhecida como a Equacéo de Pell.

A sequéncia de Pell foi apresentada por Aydin e Kokli (2017) com recursividade

P,=2P,_ ,+P, ,,n>3,com Pp=0,P,=1eP, =2.
Note que partindo dessa recorréncia observa-se que € possivel determinar 0s
n primeiros termos dessa sequéncia, como:
P, =1
P,=2
P, =2P,+P=2(2)+1 =5
P, =2P; 4+ P,=2(5)+2 = 12
Py = 2P, + P;=2(12) +5 = 29
Py =2Ps + P,=2(29)+ 12 = 70
P, = 2P, + Ps=2(70) + 29 = 169

E assim sucessivamente, formando a sequéncia de Pell:
(1,2,5,12,29,70,169,408, ..., Pn, ...)

Verificando as operagdes dos termos dessa sequéncia, € possivel obter o enésimo
termo a partir do conhecimento dos dois termos imediatamente anteriores. Desta maneira, se
faz necessario a construcao de uma equacéo de recorréncia para satisfazer essa necessidade.
Pode-se reescrever tal expressao recursiva modificando os indices dos termos de forma
conveniente, ficando:

Definicédo 10. P,,, = 2P, + B, ,n>1
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Considerando como sendo uma equacao de recorréncia linear de segunda ordem, e
tomando sua equacg&o caracteristica, como:
r’2+2r=1
ou ainda
r’24+2r—1=0

cujas solucdes dessa equacao séo:
r=1++2
Fazendo com que a solucéo geral da Defini¢do 10 possa ser escrita como:
P, =A(1+/2) +B(1—-v2)"
E para calcular os valores de A e B, utilizamos P; =1e P, = 2, formando um

sistema linear

(P =40+y2) +BA-yD) =1
{P2=A(1+\/2_)2+B(1—\/2_)2=2

Resolvendo esse sistema, utilizando o método da substituicdo, isolamos o A na

primeira equacao:
A+ +B1-y2) =1
AQ+V2)+B(1—-V2) =1
A(1++2)=1-B(1 -V2)

A_l—B(l—\/Z_)
O 1+42

Racionalizando,

A_l—B(l—\/Z_) 1-+2
O 1+V2 T1-42

_1(1-2v2)-B(1-2v2+2)
B 1-2

(1-2v2)-B(3-2v2)
~1

Logo, A=2v2 — 1 + B(3 — 2,/2).
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Isolando o A na segunda equagéo, temos:
A+ +B(A—2) =2
A+2V2+42)+B(1—2V2+2)=2
A (3+2v2) + B(3 — 2v/2)=2

A_Z—B(S—Z\/Z—)
O 3+42V2

Seguindo os passos da primeira equacao, teremos:
A=6 — 4v2 — B(17 — 12,/2).

Agora, igualando os valores para A, temos:

2V2—-1+ B3 —-22) =6 -4V2 - B(17 — 12,/2)
B(3—22) +B(17-12/2) = 6 —4/2 -2 +1
3B —2B\V2 +17B —12BV2 =7 — 5V2
20B — 14BV2 =7 - 5V2
7 —5V2

T 20— 142
Racionalizando,
_7-5J2) 204142
20 —14v2 20 + 1442
g 140+ 98v2 — 100v2 — 140

400 — 392

p_ Z2V2
8

po_V2
4

Substituindo o valor de B, na primeira equagéo temos:

_ V2
A=2V2-1--.3-2/2)
3V2

4
3v2
4

42 — 342

4

A=2/2-1-="+1

A=2+2
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A=—
4

Usando os resultados de A e B encontrados anteriormente, aplicamos na equagéo

P, = A(1+./2) +B(1—-v2)"

Teremos:

Pnz\/Ti(1+\/2_) —?(1—\/5)"

A vista disso, pode-se encontrar qualquer termo da sequéncia de Pell de acordo com
o valor escolhido para n. Segundo Bicknell (1975), a equacdo de recorréncia de Pell pode
ser representada por:
o« — BT
a—p

Sendo <=1 ++/2 e f = 1 —+/2. Substituindo esses valores na equagio anterior.
_o— (1442 (=D

a—p 1+vV2 —1++2

_ A+ -a-y2)

2V2

Koshy (2014) e Alves (2016) denominam que essa representacdo como a versao na

P, =

P

formula de Binet. Da mesma maneira que na sequéncia de Fibonacci faz relacdo com a razéo

aurea, conforme a definicdo 8, explorou-se a propriedade similar para sequéncia de Pell, isto

' Pni1
e t, = e
n

Teorema 7. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

. N . A . P.
Examinando a convergéncia da sequéncia t,, = ’;"1, vn € N.
n

Na tabela 2, mostraram-se os dez primeiros termos de t,,, paran > 1.

Tabela 2— Valores para t, para n>0

n t, N t,
1 2 6 2.41428571428572
2 2,5 7 2.41420118343196
3 2,4 8 2.41421568627451
4 | 2.41666666666667 9 2.41421319796955
5 2.41379310344828 10 2.41421362489487
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Fonte: Elaborada pelo autor

~ . P. 1 ~ .
Observe que ndo temos t,, pois t, = P—l =+, logo nao existe. Sabemos que v2 =
0

1,414213562 ..., os valores calculados para t,, nos permitem conjecturar que

limt, =1++2

n-o

Logo, 0 nimero 1 + +/2 é chamado de niimero de prata. Boyer (2006), Santos (2017),
Oliveira (2018) lembram do nimero de ouro, ou razdo &urea, COMO uma Proporcao
conhecida desde a antiguidade, dotada de propriedades matemaéticas e estéticas incomuns,
encontrada também na natureza. “O numero de prata, possui propriedades similares e faz
parte, juntamente com o nimero de ouro de um conjunto numérico especial chamado de
nameros metalicos” (NORONHA, 2020, p.84).

A sequéncia de Pell também pode ser estudada através de representagdes algébricas,
funcdes geradoras ou recorréncias polinomiais. A representacdo algébrica, nos forneceu
também conexdes entre a sequéncia de Pell, que é definida via recorréncias lineares, o que
induz muitas propriedades. Diante dessas demonstragdes, realizou-se o estudo das

identidades de Pell.

- Ppy1—Pp—1
Identidade 16. Y};_, Pk :W%

Prova. Como resultado,
n

Pk:P1+P2+P3+"'+Pn_1
K=o
PZ—P0+P3—P1+P4—P3+"'+Pn—Pn_2
B 2

_ —Py—=P1+(P;—P;)+(P3—P3)+(Py—Py)+ -+(Ppn_2—Pn_3)+Ppy1+Py
2

_ —Py—Py + Ppyy + P,

2
_ Pn+1 + Pn -1
- 2
Identidade 17. X7 _o Pak-1 :Pzz—l

Prova. Como resultado,



n
Pk:P1+P3+P5+'“+P2n_1
K=o

_P1+P4_—P2+P6—P4+"'+P2n—P2n_2

2
_ P1—P+(P4—P4)+(Pg—Pg)+(Pg—Pg)+ -+ (Pan_2—Pon—2)+Pan
2
_ P,—P, + P,,
- 2
PZTL - 1
2

_P2n—1_1

Identidade 18. };— Pax =l

Prova. Como resultado,
n

Pk:P2+P4+P6+“‘+P2n_2
K=o

Pz_P0+P3_P1+P4_P3+"‘+Pn_Pn_2 Pl+P4_P2+P6_P4+"'+P2n_P2n_2

2 2

2 2

_—P1+Popi1+Ppn _ Pop—1—-1

Identidade 19. 221:0 P; = Pn—21Pn

PiPiy1—Pi1P;

Prova: Como P? = -

,para 1> i > n — 1, temos que:

k=0 P¢ = PE+P;4+P§ + -+ Pi,

P1P2+(P2P3—P1P2)+(P3P4—P2P3)+---+(Pn_an—Pn_an_l)

2

(PyP,—P1P;) + (P,P; — P,P3) + -+ + (Pp—2Pn_1 — Pp_2Pn_1) + Ph_1P,

2

_ PusPn
2
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No proximo topico estudamos a historia de Oresme e a relagdo entre as identidades

da sequéncia de Oresme.

3.5 Sequéncia de Oresme

Figura 5- Nicole Oresme

Fonte: Mendonca e Borges Neto (2016, p.50)

Nicole Oresme foi o fildsofo mais importante do século X1V, buscava na filosofia de
Aristételes um suporte para a sistematizagdo da filosofia cristd. Nasceu na Normandia, cerca
de 1320. Segundo Mendonca e Borges Neto (2016), junto a um dos mais famosos filosofos,
Jean Buridan, estudou artes na Universidade de Paris, no qual obteve o titulo de mestre, em
seguida estudou Teologia no Colégio de Navarra da Universidade de Paris. Anos depois,
assumiu o posto de bispo na cidade de Lisieux.

Clagett, (1964); Babb (2005) relatam que Oresme teve outras formacGes, como
economista, fisico, psicologo, astrébnomo. Durante o século XIV, existiram poucas
producdes cientificas devido aos efeitos da Peste Negra, que por sua vez ocasionou perdas
cientificas, culturais, religiosas e artisticas. Porém algumas produ¢des matematicas tiveram
andamento.

Mendoncga e Borges Neto (2016), relatam que em 1369, Oresme traduziu do latim
para o francés as obras de Aristoteles como Etica, Politica, Sobre os céus e Economia, a
pedido do rei da Franga Carlos V.

Eves (2004), Babb (2005), defendem que Oresme criou a Geometria Analitica antes
de Descartes, por terem apresentado de forma gréafica as leis que comparavam a latitude e

longitude, & medida que a longitude fosse sofrendo pequenas modificacoes.
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Figura 6- Representacédo de Oresme

/
/

/

A M B

Fonte: Clagett, (1964)
Essa representacdo na Figura 6, por meio de simbolos, era essencial para a elaboracéo

de conceitos matematicos. No momento em que Oresme pensou e escreveu, a nogdo de
funcdo ndo era definida e nem utilizada na matematica (MENDONCA; BORGES
NETO,2016). Bem como, suas escrituras de curvatura, ficaram limitadas pois ndo tinham
uma simbologia mais avancada. Isso, se confirma quando Berlinghoff e Gouvéa (2010, p.
174) afirmam que
[...] a evolucdo de um eficiente simbolismo algébrico levou muito tempo. N&o
estava ainda feita no século XIV, quando Nicole Oresme descreveu um modo de
representar de modo grafico a relagdo entre uma variavel independente e uma
dependente. Pelo fim do século X1V, Francois Viéte tentou destilar a esséncia da
analise geométrica dos gregos antigos representando quantidades com letras e
relacBes com equagdes.

Embora essa auséncia de simbolos ndo permitisse uma escrita mais elaborada,
Youschkevitch (1976); Eves (1997); Struik (1992), relatam que um século depois, esses
manuscritos sobre Matemaética serviram para diversas publicagdes, influenciando muitos
matematicos do Renascimento, inclusive Descartes.

Os principais trabalhos de Oresme sdo referentes a pontos por coordenadas, expoente
fracionarios e soma de séries infinitas, baseados Thomas Bradwardine (1290? -1349),
filosofo, tedlogo e matemético do Periodo Medieval, cuja obra, intitulada Tractatus de
propostionibus (Tratado de proporgdes), escrita em 1328 (BOYER,2012).

As obras escritas por Oresme com contribuicdes matematicas formam escritas
durante a década de 1351 a 1361. A obra Algorismus Proportionum foi um tratado que
apresenta regras com manipulacdo de expoentes, bem como problemas com Geometria e
Fisica. Esse trabalho tenta representar a multiplicacéo de razdes, envolvendo tanto expoentes
inteiros ou fracionarios, fazendo uma explicacdo de proporcBes racionais e irracionais

(BOYER, 1943; CLAGETT, 1964; GRANT, 1965).
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Figura 7- Manuscritos de Oresme (12 parte)

Fonte: CAJORI (1928, p. 92)

Na Figura 7, demonstra em latim as expressoes ?% ; %g ; %g% . J& na obra
Questiones super geometriam Euclidis, a tradugdo mais explorada foi a de L.L. Busard,
edicdo de 1961, com dois manuscritos de Oresme. Esse trabalho é composto por vinte e uma
questdes divididas em trés grupos. No primeiro grupo, aborda problemas que envolvem o
infinito e incomensurabilidade. No segundo grupo, apresenta a representacdo gréfica de
qualidades e velocidades. E por fim, no terceiro, trata dos conceitos sobre angulos.

Na obra De configurationibus qualitatum et motuum, Oresme tem como objetivo
principal expressar a qualidade em quantidade por meio de figura geométrica. Nesse manuscrito
é explorados os movimentos uniformes e os ndo uniformes, por segmentos desenhados de
maneira vertical para o que se referia a velocidade. E segmentos perpendiculares para representar
o tempo (YOUSCHKEVITCH, 1976). Como mostra a Figura 8.

Figura 8- Manuscritos de Oresme (22 parte)
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Fonte: Mendonca e Borges Neto (2016, p.55)
O estudo sobre a qualidade surge com uma teoria que pode explicar os fenbmenos

fisicos, pois Oresme inicia também uma espécie de classificagdo para qualidades lineares,
esse trabalho se restringe aos tipos principais (YOUSCHKEVITCH, 1976; SERRANO E
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SUCEAVA,2015). De acordo com a Figura 9, Oresme estabelece uma relagio entre duas
variaveis, como definicéo praticavel, sendo também representada geometricamente por meio

de graficos.

Figura 9- Formas de Oresme

Ll

¥ I SES——— |

-] TS

Fonte: Clagett, (1964).

Na Figura 9 mostra os tipos de qualidades. No retangulo faz uma representacéo para
0 movimento uniforme. O movimento uniformemente acelerado foi apresentado por
triangulos retangulos de mesma base, nesse caso se considerar as alturas, terdo a mesma
razao.

As curvas sdo em alguns dos casos semicirculos que mostram o movimento com
aceleragdo varidvel. Em todos os casos, a altitude serd proporcional a intensidade da
qualidade, bem como a area das curvas, parte mensuravel, unindo os pontos finais da latitude.

Horadam (1974) afirma que na metade do século XIV, Oresme encontrou a soma

4 5 6 n

. , . .1 23
para 0S seguintes numeros racionais = ,=,= ,—,—,—, .., =% ,
2°4°8 716 32°64 2n

porém nunca publicou
nenhum desses resultados.
Ja Stillwell (1989, p.119), relata que a descoberta do comportamento de convergéncia
da série indicada pela soma infinita }.;2,0; = e R T St =
2 4 8 16 32 64 2
2 , foi devido a Oresme. Hoje conhecemos essa soma como integral imprépria
(NICODEMI,2010). Vejamos agora a definicao para sequéncia de Oresme.

Definicdo 11. Os nimeros de Oresme podem ser descritos por

1
Oniz =0pyq1 — ZOn,para todon € N
Sabendo que 0, = 0,0; = % ,n=0.

Horadam (1974, p. 268) fornece algumas identidades lineares com os numeros de
Oresme.
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Identidade 20: 0,,,, — 20,1 +i0n_1 =0;
Identidade 21: 0,,,, — ZOnH + 1—160”_1 =0,
Identidade 22: Y725 0; = 4(% -0ps1) |
Identidade 23: ¥72, 0; = 2;
Identidade 24: $773(=1)7 0; = % [~ 2 + (—1)" (Opy1 — 20,)];
Ap0s essas identidades, como pesquisas mais recentes, Cook (2004) mostra novas
identidades envolvendo tais nUmeros.
Identidade 25: ¥ 05 =7 [2 + (Ozn-1 — 5022)];
Identidade 26: X755 0141 = 5 [10 + (50zn—1 — 1602,)].
Logo, no proximo topico estudou-se o contexto histérico e a relacdo entre as

identidades da sequéncia de Mersenne.

3.6 Sequéncia de Mersenne

Figura 10— Marin Mersenne

Fonte: Mangueira (2022, p.68)
Marin Mersenne (1588-1648) foi matematico, tedrico musical, padre, tedlogo e

filosofo. Mersenne fez um trabalho original em acdstica e com 0s ndmeros primos.
Atualmente, seu nome esta relacionado aos numeros primos chamados de primos de
Mersenne.

Mersenne nasceu em 1588, em uma cidade chamada Oizée, seus pais eram modestos,
mas se esfor¢aram para cuidar de sua educacdo, enviando-o para uma escola de jesuitas, a
mesma escola que Descarte frequentava alguns anos antes (SHIRALI,2013). Esperava-se

que ele se juntasse a igreja, mas sua vontade de estudar teve um papel decisivo na formacgéo
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de seu futuro. Em um caminho a Paris, para estudos em filosofia e teologia, hospedou-se
num convento da Ordem dos Minimos, esse contato o tocou profundamente.

Mersenne completou seus estudos em Sorbonne em 1611 e prontamente voltou a
Ordem dos Minimos em Paris. Essa Ordem, tinha se estabelecido dois séculos anteriores,
consideravam-se como a menor da regido, dai o seu nome de “minims”. Nesse momento,
Mersenne recebeu um lugar para estudo junto a uma bolsa.

Em 1614, Mersenne ensinou filosofia e teologia nesses mosteiros. Por volta desse
ano, o matematico descobriu e explorou a curva conhecida como cicloide. Foi nesse periodo,
que seu trabalho comecou a ganhar forma, mantendo vinculos com outros estudiosos e
trocando ideias com eles. Mersenne hospedou-se no mosteiro Place du Royale em Paris da
segunda metade desta década até o fim de sua vida, uma permanéncia de mais de trinta anos,
apoiada na maior parte pela Igreja.

Uma transformacdo aconteceu na vida de Mersenne em 1620. Seus escritos iniciais
foram sobre temas religiosos e teriam sido considerados como “pro- Aristoteles e anti —
Galileu”. No inicio da década de 1630, Shirali (2013) afirma que, Mersenne estava
convencido que suas ideias deveriam ser propagadas. Nesse momento, ele também ja tinha
decidido que dedicaria seu tempo as ciéncias e & Matemaética, na qual comegou a manter
contatos com outros cientistas e mateméaticos como Descartes, Fermat, Pascal entre outros.

Em meados do século XVIII, Euler provou que todo numero perfeito par surge de
um primo de 2™ — 1. Mersenne passou muito tempo pesquisando 0s primos desse tipo e em
sua honra a esses primos da forma séo agora chamados primos de Mersenne. Para resumir,
escrevemos M, = 2™ — 1; entdo Mn é chamado de nimero de Mersenne. Isto é facil de
demonstrar.

Prova: Se n é composto, entdo assim é M,,. De fato, se a é um fator proprio de n, entdo M,
é um fator préprio de M,,.

Se x,a e b sdo inteiros positivos, com x > 1leb > 1, entdo x* —1 é um divisor
proprio de x%° — 1.

Expressando isso em forma contra positiva, obtivemos o seguinte resultado simples:

Se M, é primo, entdo n é primo. Infelizmente, a reciproca desta afirmacdo ¢ falsa;

isto ndo € verdade que M,,. € primo para todo primo p. Aqui estdo os primeiros dez primos

p para os quais M,, € primo: 2,3,5,7,13,17,19,31,61,89.
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Segundo Catarino, Campos e Vasco (2016), essa identidade é chamada de Formula
de Binet para a sequéncia de Mersenne e vem do fato de que a sequéncia de Mersenne
nameros também pode ser definida recursivamente por:

My, =2M, +1

Para My =0e M, =1. Como essa sequéncia recorrente ndo € homogénea,

substituindo n por n + 1 temos uma nova representacao
My = 2Mp4q +1

Subtraindo essas duas equacdes temos:

Mz = Mpyq = 2Mpyq +1-2M, — 1
Mpyz2 = Mpyq + 2Myyq — 2My,
Mpy2 = 3Mpyq — 2My,

Essa equacdo € outra forma para a relacao de recorréncia da sequéncia de Mersenne,
com condigdes iniciais para M, = 0 e M; = 1. Sabe-se que a equacdo caracteristica €
representada por uma equacdo quadratica x? — 3x + 2 = 0, na qual suas raizes sdo 2 e 1.
Dessa maneira, temos que a raiz de valor 2, representa a relagcdo de convergéncia entre 0s
termos vizinhos da sequéncia de Mersenne.

Catarino, Campos e Vasco (2016, p. 39) fornecem algumas identidades com os
nameros de Mersenne.

Identidade 27: (Identidade de Catalan) Para todo n > r temos
M,_ My, — M2 = 2n+1 _pn=r _ on+r

Prova: Usando a formula de Binet, obtemos facilmente
My Mpyr — Mz = "7 = 1)(2™7 = 1) — (2" — 1)?
— 22n —n-r _ 2n+r +1-— 22n + 2n+1 -1
— 2n+1 _ 211—7' _ 2n+r

Observe que para r = 1 na identidade de Catalan obtida, tivemos a identidade de

Cassini para esta sequéncia. De fato, a equacgéo de Catalan, parar = 1, produz
M, M, — M2 =20+l _pn=1_ pn+l

E obtemos o seguinte resultado

Identidade 28: (Identidade de Cassini)
My 1My y — M7 = =271

Novamente usando a formula de Binet, obtemos outra propriedade do Mersenne
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sequéncia que é indicada na proposi¢do a seguir

Proposicado 3. Se M,, é o enésimo termo da sequéncia de Mersenne, entdo temos

lim =n
n-eMp—a
Prova:
1
po Moo (09w
now My now (201 — 1)  noe 1 1
(G~ 9w

n
Desde |§| <1, lim G) = 0. Em seguida usamos esse fato na proposicao 3, obtendo:

n—-oo

lim =
n—-o0 Mnp-1q
Além disso, podemos facilmente mostrar o seguinte resultado usando ferramentas

bésicas de calculo de limites e proposicao 3.

Corolario 1. Se M,, é o enésimo termo da sequéncia de Mersenne, entdo:

li Mn—l _ 1
nl_r’{’lo M, _rl

Por conseguinte, no proximo topico estudou-se a historia de Jacobsthal e a relacao

entre as identidades da sequéncia de Jacobsthal.

3.7 Sequéncia de Jacobsthal

Figura 11— Ernst Erich Jacobsthal

Fonte: Siegmund-Schultze (2009).
Os pais de Ernst Erich Jacobsthal eram Martin Jacobsthal e Ida Rosenstern. Martin

Jacobsthal era médico, como seu pai. Ernst tinha um irmdo mais velho, Paul, nascido em

1880, que mais tarde se tornou um eminente arquedlogo.
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Ernst Jacobsthal nasceu em 16 de outubro de 1882 em Berlim, estudou matematica
na Universidade de Berlim, no qual foi ensinado por Georg Frobenius, Hermann Schwarz e
Issai Schur. Frobenius e Schur supervisionaram seus estudos de doutorado e ele obteve seu
doutorado em 1906 ap0s apresentar sua tese Anwendung einer Formel aus der Theorie der
quadratischen reste. Esse trabalho que agora € um classico e que é frequentemente referido
na maioria dos principais livros de teoria dos nimeros.

Na tese Jacobsthal, entre outras coisas, prova muito bonita de que todo nimero primo
pode ser escrito como a soma de dois numeros quadrados. Ele também mostrou que é
possivel encontrar uma solucédo p=x? + y?2, nos quais X e y podem ser expressos Com somas
simples sobre simbolos de Legendre.

Em 1909, Jacobsthal tornou-se professor na escola secundaria Kaiser Wilhelms
(realgymnasium) em Berlim. Além disso, foi assistente do professor E Lampe na Faculdade
de Tecnologia de Berlim e, em 1913, tornou-se professor particular sénior no mesmo local.

Em 1918 recebeu o titulo de Professor e, em 1922, tornou-se professor
Ausserordentlicher na Faculdade de Tecnologia de Berlim. Para nos, parece estranho que ele
fosse professor e professor de licenga a0 mesmo tempo. Quando Jacobsthal foi associado a
Faculdade de Tecnologia, ndo foi para ensinar matematica a futuros engenheiros. Na
Alemanha, como em muitos outros paises apds a Primeira Guerra Mundial, havia escassez
de professores no Ensino Médio.

Para formar mais professores de matematica, a ciéncia foi introduzida em varias
faculdades técnicas, incluindo a de Berlim. Assim, o objetivo da associacao de Jacobsthal
com o College foi, principalmente, dar aulas de matematica para futuros professores no
Ensino Medio.

Em 1918, Jacobsthal casou-se com Anne-Marie, nascida Coste. Com esse casamento,
iniciou-se uma longa e rica parceria em que ela o ajudava em seu trabalho organizando tudo,
na medida do possivel, para que ele pudesse se concentrar tranquilamente em sua pesquisa.
Ela também datilografou a maioria de seus manuscritos.

Quando Hitler tomou o poder na Alemanha, a semente foi langcada para o jogo do
destino que mais tarde trouxe Jacobsthal para a Noruega. Ele nasceu em uma minoria que
era indesejada no Terceiro Reich.

Ja em 29 de marc¢o de 1934, Jacobsthal recebeu uma carta do Ministério Preussiano
da Ciéncia, sendo demitido de sua catedra. A Unica atividade que ainda estava aberta para
ele era retornar ao cargo de professor na escola secundaria do Kaiser Wilhelm. No entanto,
ficou claro que essa posicdo também seria tirada dele em pouco tempo. Jacobsthal, foi um
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pesquisador de vida e alma, e que provavelmente ndo estava muito interessado em ensinar
nas séries iniciais, percebeu que a Unica coisa sensata a fazer era renunciar do cargo de
professor.

Na primavera de 1939, as condi¢fes na Alemanha levaram Jacobsthal a decidir que
era melhor deixar o Terceiro Reich enquanto ainda era possivel. Seu Unico irmdo, Paul, que
era um conhecido arquedlogo, ja havia saido da Alemanha e se tornado professor em Oxford.

No verdo de 1939, Jacobsthal deixou Berlim para se juntar ao irmdo na Inglaterra.
No caminho ele parou na Noruega, onde quis visitar seu amigo Max Dehn, que esteve
atuando como substituto do professor Viggo Brun em Trondheim. Durante a estada de
Jacobsthal em Trondheim, estourou a Segunda Guerra Mundial e uma viagem a Inglaterra
ja ndo era uma tarefa facil. Jacobsthal ficou em Trondheim durante o outono e se sentiu
confortavel no ambiente matematico de la.

Na primavera de 1940, Jacobsthal planejou continuar sua jornada, mas um pé ferido
o fez ficar em Trondheim até 9 de abril, quando eclodiu a guerra na Noruega. A ocupacgao
da Noruega deve ter sido um choque para Jacobsthal e sua esposa, que havia ficado em
Berlim. O melhor que o professor Jacobsthal podia esperar agora era que a guerra fosse curta
e tivesse um desfecho que lhe possibilitasse voltar para a Alemanha.

Jacobsthal ficou em Trondheim até janeiro de 1943. Entdo, a situacdo na Noruega
também obrigou a sua fuga, se quisesse salvar sua vida. O matematico tcheco Paul Kuhn,
que veio a Trondheim para trabalhar com o professor Brun, estava na mesma situacéao.

Quando a libertagdo chegou, Jacobsthal quiz retornar a Trondheim para seus amigos
e para o ambiente matematico de l4. Ele conseguiu ter um cargo pessoal estabelecido no
Instituto Noruegués de Tecnologia (Norges Tekniske Hogskole). Desta vez Jacobsthal
chegou a Trondheim com sua esposa e, pouco depois, ambos se tornaram cidadaos
noruegueses.

Quando a Freie Universitdt em Berlim Ocidental foi fundada apds a guerra,
Jacobsthal foi logo convidado para ser um palestrante convidado durante o periodo de verao.
Ele aceitou esse convite. A nova Alemanha, como a conheceu em Berlim Ocidental, tornou-
se uma alegria para ele e tirou 0 medo dos tempos nazistas

Nos anos seguintes, ele lecionou 14 todos os verdes até o verdo de 1957. Naquele ano,
ele adoeceu durante a estadia em Berlim. Seu coragcdo comecou a falhar. Jacobsthal foi um
bom embaixador da nova universidade em Berlim e obteve muitos bons contatos para ela.
Por suas grandes realizacOes para a Freie Universitat, ele foi homenageado em seu 70°

aniversario ao se tornar o primeiro cidadao honorario da universidade.
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Devido a deterioracdo da salde, Jacobsthal foi impedido de dar mais palestras apos
0 outono de 1957. Também tornou dificil para ele continuar morando na Noruega. O inverno
foi longo, e ele sentiu necessidade de um clima mais quente. Assim, no outono de 1958,
Jacobsthal e sua esposa se mudaram para Uberlingen, que ficou até o seu falecimento.

O professor Jacobsthal era um matematico muito significativo e versatil. Ele escreveu
artigos em campos tdo diversos como &lgebra, anélise, teoria das funcBes e teoria dos
nameros. Ele também foi um pesquisador muito produtivo e escreveu mais de 70 artigos
cientificos no total. Segundo Selberg (1965) afirma que Jacobsthal € o matematico que mais
publicou dissertaces em nossa comunidade. Seu tempo em Trondheim foi muito produtivo.

Jacobsthal tornou-se membro da nossa comunidade em 1946 e da Academia
Norueguesa de Ciéncias (Norske Videnskapsakademi) em Oslo a partir de 1950.No dia 6 de
fevereiro de 1965, Ernst Jacobsthal faleceu aos 82 anos. Selberg (1965) relata o discurso
memorial foi proferido por Jacobsthal na reunido do Det Kongelige Norske Videnskabers
Selskabs Forhandlinger, e que Ernst teve uma estranha habilidade de se relacionar com
qualquer pessoa com quem entrasse em contato.

Seus interesses variavam de um espectro tdo grande, de problemas matematicos
dificeis até os pequenos altos e baixos da vida cotidiana, que ele podia atingir a mente de
todos. Na verdade, ele era tdo humanamente simples e natural, que vocé tinha que gostar
dele (SELBERG ,1965, p.70). Anos depois, continou sendo estudada a sequéncia que leva o
nome de Jacobsthal.

Segundo Falcon e Plaza (2007) a sequéncia de k-Fibonacci ja havia sido definida
para todo nimero real positivo k, de acordo com a lei de recorréncia Fy, 41 = k. Fj.p, +
Fin-1 ., paran > 1. Sendo as condicoes iniciais como: F o= 0 e F, ; = 1. Se para valor de
k = 1, obtém-se a sequéncia classica de Fibonacci E, ={0,1,1,2,3,5, 8, ...}. Da mesma
forma, se o valor de k = 2, escreve-se a sequéncia de Pell P, = {0,1,2,5,12,70,169 ...}.

Assim, da mesma forma, apresenta-se uma definicdo para a sequéncia de k-
Jacobsthal com a relagéo de recorréncia J n+1 = Jxn-1 + k. Jxn—2 , Para n = 2. Sendo as
condicBes iniciais como: J, o= 0 e J,, = 1.. E importante destacar, que se utilizar k =
1 ek =2, obtém-se respectivamente a sequéncia usual de Fibonacci e a sequéncia de
Jacobsthal que esta4 representada por J, = {0,1,1,3,5,11, ...}. Logo, apresentam-se as

identidades relativas a sequéncia de k- Jacobsthal.

Identidade 29 (Identidade de Binet):
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Com a base na relagdo de recorréncia de Jacobsthal definida anteriormente, temos:

Jkn_ _p 4o
]k,n—l ]k,n—l
]k,n—z
Considerando arazdo t,, = ]] kn_ obtemos :
kn—-1
th,=k+2 k+2 !
no .]k,TL—l B . tn—l
]k,n—z
Segundo Martinez e Salas (2011), se assumimos que lim t,, = lim Jren — 1 existe.
n—oo n-o Jkn-1

Podemos determinar uma equacéo quadratica r?> — k.r — 2 = 0, no qual as raizes sdo r; =
k+Vk?+8 k-VkZ+8

‘r =
2 2 2

Baseado nessas informagoes, temos que Ji, = a;.7{* + a,.15' ,paran = 0en = 1,

. Jeo=a;. 10 +a,.r) =0
podemos formar o seguinte sistema { ' ! 21 _

] - 1 isso implica dizer que:
k1 = al.T‘l az.r =

a1 + a2 = O . _ -,
logo afirmamos que a; = —a, , se substituimos na segunda

a,.rptarn,=1"
equacdo do sistema teremos a;.1; + a,.1, = 1o a(rp — 1) = a;(Vk?+8=1.

1 . 1 k+VEZ+8\"
Desse modo, obtemos a, = rms T T Assim, Jin =m.[ > -

3 (k—\/k2+8)n

2
Utilizando essa identidade de Binet, podemos estabelecer uma forma fechada para os
termos da sequéncia de k-Jacobsthal. No proximo tépico estudou-se a historia e a relacéo

entre as identidades da sequéncia de Narayana.

3.8 Sequéncia de Narayana
Figura 12— Narayana Pandita

———
—
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Fonte: https://www.mathsone.com/blog-details/blog/89-Narayana-Pandit

Essa sequéncia foi denominada devido ao seu vanguardista Narayana Pandita (1340-
1400). Segundo Puttaswamy, (2012) Narayana foi um importante indiano matematico, autor
da obra Ganita Kaumudi, Tratado de aritmética mais significativo depois dos de Bhaskara
.

Esse Tratado matematico chamado de o “luar da Matematica”, foi finalizado em
1356. Narayana foi um dos primeiros autores a introduzir quadrados méagico na aritmética
indiana, sendo o tratamento de permutacdes, combinacfes e quadrados magicos sdo muito
amplos (PLOFKER, 2009). Essa introducao pioneira dos quadrados méagicos na Matematica

é confirmada por

A estrutura de Ganitakaumudi é em grande parte baseada na Lilavafi, mas também
contém algumas investigacGes mais extensas de varios topicos, incluindo
permutacdes e combinages (a "rede de nimeros"), acompanhada por uma longa
secdo em quadrados méagicos. O primeiro dos seguintes trechos mostra algumas
das regras combinaticas de Narayana, em particular o diagrama chamado "Meru
parcial" (chamado para o Monte Meru na mitologia hindu) para classificar
permutacfes. A Ultima parte é a introdugdo de Narayana a matematica dos
quadrados méagicos. Os versos numerados de Ganitakaumudi sdo complementados

por um comentario em prosa, que pode ou ndo ser pelo proprio Narayana”.
(KATZ,2007, p. 498)

No século X1V, Narayana proprés um problema: Uma vaca da a luz a um bezerro
todos os anos. O bezerro, por sua vez, da a luz a outro bezerro quando tem trés anos de idade.
Qual o numero de bezerros produzidos por uma vaca em 20 anos?

Esse problema originou a sequéncia de Narayana que pode ser representada por
(0,1,1,1,2,3,4,6,9,13,19,...). Partindo dessa informacdo pode-se definir a sequéncia de
recorréncia.

Defini¢céo 12: N, = N,_; + N,_5,r = 3,para termos iniciais Ny = 0,N; = N, = 1.

Partindo da definicdo 12, segundo Stanley (2015) relata que 0os nimeros de Narayana
foram descobertos pelo britanico inglés Alexander MacMahon (1854-1929) e redescobertos
por Tadepalli Venkata Narayana (1930-1987). Os nimeros de Narayana tém uma relacdo
préxima aos nimeros Euclidianos por meio da interpretacdo combinatdria, bem como com
0s numeros de Catalan (PERTERSEN 2015).

Com base na lei de recorréncia para os numeros de Naryana temos algumas
identidades, segundo Cerda-Morales (2018) essa sequéncia € de terceira ordem que pode ser
definida N, = pyN,_q + qoNy_24 + N,_34, N0 qual os valores para p, e q, € Z.

Lemal. N, =N;_, +2N,_4 + Ny_g,N, = 4N,_3 —3N,_s + N,_g e N, = 5N,_, —
2N,_g + N,_;, paraqualquerr € Z.
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Prova. Parar = 6,temos Ng =4 =2+ 22+ 0= N, + 2N, + N,. Assumindo que N; =
Ni_, + 2N;_, + N;_¢, paratodo t < r. Pode-se afirmar que
Ny =Ny_y 4+ Np_3 = (Ny—3 + 2N, 5 + Np_7) + (Nr_5 + 2Ny 7 + Ny )
=(Ny_3 + Ny_5) + 2(Ny—s + Nr_7) + (Ny—7 + Ny o)
= Ny—2 + 2Ny + Ny
De maneira analoga, temos:
Para r =9, temos Ny =13 =4.4—3.14+ 0 = 4N; — 3Ny + Ny. Assumindo que N; =
4N;_3 — 3N;_¢ + N;_o, paratodo t < r. Pode-se afirmar que
Ny = Ny_1 + Ny_3 = (4N;_4 = 3Ny_7 + Ny _10) + (4Ny—¢ — 3Ny g + Nr_13)
=4(Ny—4 + Ny—g) = 3(Nyp—7 + Ny—9) + (Ny—10 + Nr_12)
= 4N; — 3Ng + N,.
Da mesma forma temos:
Parar = 12, temos N, =41 =5.9—2.24+0 = 5Ng — 2N, + N,. Assumindo que N; =
5N;_4 — 2N;_g + N;_4,, paratodo t < r. Pode-se afirmar que
Ny = Ny_y + Ny_3 = (5Ny_5 = 2Ny—g + Ny_13) + (5Np—7 — 2Ny_13 + Ny _15)
=5(Ny—s5 + Ny—7) = 2(Ny—9 + Ny_11) + (Ny—13 + Ny_15)
= 5Ng — 2N, + N,.
No proximo tdpico estudou-se a historia e relacdo entre as identidades da sequéncia

de Padovan.

3.9 Sequéncia de Padovan

Figura 13- Gérard Cordonnier

Fonte: Internacional (2021)

Concebida pelo italiano Richard Padovan (1935-?), a sequéncia de Padovan foi
denominada ao descobrimento ao arquiteto Hans van Der Laan (VOET 2012), sendo

posteriormente analisada juntamente pelo matematico Gérard Cordonnier (1907-1977), o
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qual colaborou para o conhecimento desses numeros (VOET, 2012). Essa sequéncia €
considerada como um “primo” da sequéncia de Fibonacci (ALSINA; NELSEN,2015).

Vieira e Alves (2019) afirmam que a sequéncia de Padovan é recorrente e linear, ou
seja, sao necessarios termos anteriores para calcular o préximo termo, no qual os termos
iniciais sdo representados por Pa, = Pa; = Pa, = 1. Logo, a sequéncia serd definida
como:

Definicédo 13. Pa, = Pa,,_, + Pa,_;,n = 3.

Segundo Marohnic e Strmecki (2012) a razdo entre 0s seus termos vizinhos P, 1/ Py,
essa relacdo consiste em um resultado conhecido com o nimero plastico ou constante
plastica, no qual o valor aproximado é ¢ = 1.324718 ... as formas de calcular a raz&o &urea
e a constante plastica tém as mesmas definicdes (MAROHNIC; STRMECKI,2012, p.1).

Dessa maneira, baseado em trabalhos como Cereceda (2015), Miller (1971) e Hare,
Prodinger e Shallit (2014), que exploram a extensdo da sequéncia de Fibonacci,
consideravam os elementos a partir das somas de dois, trés ou quatro termos anteriores, “¢é
possivel estender os nimeros de Padovan considerando um ndmero maior de termos para
estimar o proximo” (VIEIRA; ALVES, 2019, p.2).

Assim, a sequéncia de Padovan é caracterizada como uma sequéncia de terceira
ordem, pois sua relacdo de recorréncia com dois termos anteriores acontece a partir de um
salto. De acordo com a Definicdo 13, forma-se a sequéncia de Padovan (1,1,1,2,2,3, 4, ...).

Portanto, fazendo algumas manipulac@es algébricas nessa recorréncia, tem-se:
Panyy = Pay_1 + Pay_;

Logo,

Pay_; = Payy; — Pap4
Dessa forma, permite-se escrever 0s numeros de Padovan na seguinte forma:
Pa, = Pa, — Pa,
Pa, = Pas — Pa,
Pas; = Pag — Pa,

Pa, = Pa; — Pas

Pay,_1 = Payn,y — Pagy,
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Pay, = Paznys — Pazpyq
Payni1 = Pagpis — Pagnyo

Com base nessas relagdes acima, inicia-se o estudo das identidades unidimensionais

para o numero de Padovan, indicado por Pa,, sendo n € N.

Identidade 30. A soma dos n primeiros termos de indice impar é dada por (VIEIRA,2020)
n
Z Paji—y = Pazpiz — 1
i=1
Prova. Considerando somente os termos com indice impar, obtém-se:

n
ZPazi_l =Pa1+Pa3+Pa5+"'+Pa2n_1
i=1

== (Pa4_ - Paz) + (Paﬁ_Pa4) + (Pag_Pa6) et (Pa2n+2 - PaZn)

=Pasn42 — Pa; = Pagny, — 1.

Identidade 31. A soma dos n primeiros termos de indice par é dada por (VIEIRA,2020)
n
zpazi = Payn4z — 2
i=1
Prova. Considerando somente os termos com indice par, obtém-se:

n
Z Pa,; = Pa, + Pa, + Pag + -+ Payp,_1

i=1
= (Pas — Paz) + (Pa;—Pas) + (Pag—Paz) ...+ (Pazn+z — Paznyi1)

=Pajpi3 — Pas = Pagpys — 2.

Identidade 32. A soma dos n primeiros termos é dada por (VIEIRA,2020)

n
Z Pa; = Pa,,5s — 3
i=1

Prova. Considerando os termos da sequéncia, tem-se:
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n
EPal- = Pa, + Pa, + Pas + ---+ Pa,
i=1

= (Pay — Pay) + (Pas — Pa3) + (Pag—Pay) + -+ (Pay43 — Pa,4q)
= (—=Pa, — Pa;) + (Pa, — Pay) + (Pas—Pas) + -+ + (Panyy — Panyq) + (Payni; — Panys)
=Pa,,, + Pa,,3 — Pa, — Pay
=Pays—1—2
=Pa, ;s — 3.
Identidade 33. A soma de quaisquer trés termos consecutivos é dada por (VIEIRA,2020).
Pa, + Pa,,1 + Pa,., = Pa,s.
Prova. Aplicando a definicdo 13, temos que
Pay + Payyq + Payiy = Payis + Payiy = Payys.

Identidade 34. A soma de quaisquer sete termos consecutivos é dada por (VIEIRA,2020).

Pap,; = 2Pay,g
0

6
1=

Prova. Aplicando a defini¢éo 13, tem-se:

6

Zpan+i = Pay + Papyq + Panyy + Papyz + Panyy + Panys + Payye
i=0

=Pany3 + Panyz + Panyz + Payig + Payys + Panye
= Payys5 + Papye + Panys + Papye
= Panyg + Panys
= 2Pa, 3.
No préximo tdpico estudou-se a historia e relacdo entre as identidades da sequéncia
de Perrin.

3.10 Sequéncia de Perrin
Olivier Raoul Perrin nasceu em 2 de dezembro de 1841, no qual varios membros de
sua familia se destacaram nas artes e nas ciéncias. Apos brilhantes estudos classicos, coroado

com um prémio honorario no Concours genéral des lycées de Paris, ingressou na Ecole
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Polytechnique em 1859 e se formou em terceiro lugar, em 1861, como estudante de

engenharia nas minas.

Sua vida era simples e de um bom servidor da patria, que colocava seu dever
profissional acima de tudo. Além disso, Raoul Perrin foi modesto e reservado; era uma
daquelas pessoas que ndo sabiam se afirmar e que nao se entregavam a primeira.

Quando se penetrou em sua intimidade, ndo se pode deixar de améa-lo por sua retiddo
e bondade, estiméa-lo por sua consciéncia, admira-lo por sua maravilhosa inteligéncia e pelo
perfeito equilibrio de suas faculdades. Ele era capaz de enfrentar qualquer situagéo e ter éxito
em tudo.

Seu poder de assimilacdo foi realmente surpreendente; seu julgamento era sensato e
perspicaz; suas opinides estiveram sempre estampadas no bom senso, essa rara qualidade.
No tempo de lazer que Ihe restava de seus deveres administrativos, e mais tarde, quando se
aposentou, Perrin ocupou com trabalhos cientificos e mostrou sua predilecdo pela
Matematica.

Varias de suas memorias, que revelam uma grande profundidade de espirito, foram
objeto de comunicac6es altamente apreciadas na Academia de Ciéncias ou outras sociedades
eruditas e lhe renderam distin¢des lisonjeiras. Foi assim que a Sociedade Matematica da
Franca o elevou a presidéncia em 1908 e a Sociedade Filomatica de Paris lhe concedeu a
mesma honra em 1909.

Devido suas contribui¢fes na area da Matematica seu nome foi atribuido a sequéncia
de Perrin, essa que, por sua vez tem grande importancia na teoria dos grafos, que é usada
para determinar as coordenadas de localizacao de téxis nas cidades de maneira confidencial
(SUGUMARAN; RAJESH, 2017). Essa sequéncia é definida pela lei de recorréncia.
Defini¢éo 14. Pe, = Pe,,_, + Pe,_3,n = 3.

Para Pe, = 3,Pe; = 0 e Pe, = 2, segundo Mangueira (2022), esta sequéncia se
diferencia da sequéncia de Padovan, vista no topico anterior, somente em relacdo aos seus
termos iniciais. Outras informacg6es que sdo idénticas a sequéncia de Padovan é a equacao

caracteristica e a convergéncia entre os termos vizinhos, que é representada pelo nimero

plastico, ou também conhecido como nimero radiante, cujo o valor aproximado é 1, 324718.

Com base nessas informag0es, pode-se afirmar que as identidades de Perrin sdo
consideradas idénticas as identidades de Padovan, tendo em vista que a lei de recorréncia é

d mesma para ambas.
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Porém, Mangueira (2022, p.65) mostra que as matrizes de Perrin estdo relacionadas
também a matrizes de Leonardo, no qual “foi multiplicado um vetor com os valores iniciais

de sua respectiva sequéncia, temos entdo a construcdo da forma matricial da sequéncia de

Perrin”.
0 1 0
ParaP=(2 0 3)(1 0 1])=(Pes Pe, Pe;), logo
1 0 O
0 1 o0\"
P"=(2 0 3)<1 0 1>:(Pen+2 Pepy1 Pep) ,n=>1.
1 0 0
No préximo topico estudou-se a relagdo entre as identidades da sequéncia de
Leonardo.

3.11 Sequéncia de Leonardo

A sequéncia de Leonardo acredita-se que foi estudada por Leonardo Fibonacci
(ALVES et.al, 2020). Porém n&o existe nenhum trabalho na literatura que comprove tal
afirmacdo, devido a escassez de pesquisa referente a esses nimeros de Leonardo.

Com base nos trabalhos de Shannon (2019), Catarino e Borges (2019), Vieira,
Catarino e Alves (2019), Alp e Koger (2021) e Mangueira (2022) apresentamos a defini¢cao
da lei de recorréncia para tal sequéncia.

Definigdo 15. Le, = Le,_1 + Le,_, + 1,n > 2.

Sendo considerados os termos iniciais Le, = Le; = 1, comparando com a sequéncia
de Fibonacci, observamos que foi acrescentado o valor 1 a lei de recorréncia. Ademais, 0s
termos deixam de ser O e 1 e passam a ser 1 e 1. Mangueira (2022) afirma que as identidades
de Leonardo sdo anélogas as propriedades de Fibonacci, portanto encontra-se uma relagcdo
direta também a sequéncia de Lucas.

Segundo Catarino e Borges (2019) a relacdo com os numeros de Fibonacci pode
ocasionar outras leis de recorréncias definidas por:

Definic¢éo 16. Le,, = 2F,,,; — 1,n = 0.

Defini¢éo 17. Le,, = 2Le,_; — Lep,_3,n = 3.

Com base nessas definicdes, Mangueira (2022) afirma que a equacdo caracteristica é
representada por x3 — 2x? + 1 = 0, isso é, uma sequéncia de terceira ordem, nas quais suas
raizes sdo uma igual a 1, e as outras duas correspondem as raizes da equacdo caracteristica

de Fibonacci.
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N&o podemos deixar de destacar, que os nimeros de Leonardo também possuem a
convergéncia entre os termos vizinhos relacionados ao ndmero de ouro que €
aproximadamente 1,61.

Logo, com base nessas leis de recorréncia Alp e Kocger (2021) mostram algumas
identidades de Leonardo.

Identidade 35 (Férmula de Binet)

Utilizando a demonstragdo do Teorema 2, temos:

2q™ — 2" _ g 4 B
a—p

Para a ef raizes da equacéo caracteristica de Fibonacci, que por sua vez também séo

Le, =

raizes da equacéo caracteristicas de Leonardo.
Teorema 8. Paran > 1, essas identidades sdo admitidas como verdadeiras
Lep_q + Lepyy = 2Lpy4q — 2,
Le,_1 + 2F, = Le, 44,
Le, + F, + L, = 2Le, + 1,
Lef,i + Lef = 2(Legniz — Lenyp +1)

Sendo Le,, F, L, 0s enésimos numeros de Leonardo, Fibonacci e Lucas
respectivamente. Para demonstrar esse teorema usamos a definicéo 16.
Prova.

LeZyy + LeZ = (2Fy13 — 1)? + (2Fp4q — 1)?
= 4Fyn43 — 4Fp43 + 2
= 2(Leaniz — Lepip +1).

Teorema9. Le,, 1 Fpy1 — LeyF, = Le,Fq + F,, paran > 0.
Prova. Utilizando a identidade 33, temos:
Leny1Fnyq — LeyFy =

2an+2 _ 2ﬁn+2 —a +,3 an+1 _ﬁn+1 2an+1 _ 2ﬁn+1 —a +ﬁ an _ﬁn
=~ 7 e y o5

)

=2L2n+2 +4(=1)"~Lp—Lp_,
5

Da mesma forma, podemos ter outras identidades. No proximo tépico estudou-se a
relagdo entre as identidades das sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell, Oresme, Mersenne,
Jacobsthal, Narayana, Padovan, Perrin e Leonardo com o uso do GeoGebra.
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3.12 Relacéo das sequéncias de recorréncia com o uso do GeoGebra

Nessa secdo, apresentou-se algumas identidades na forma geométrica para as
sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell, Oresme, Mersenne, Jacobsthal, Narayana, Padovan,
Perrin e Leonardo com o aporte do software GeoGebra em uma visualizagéo 2D e 3D.

3.12.1 Visualizacgdes das identidades de Fibonacci na forma geométrica

Segundo Nelsen (2018) existem muitas identidades encantadoras relacionadas aos
nameros de Fibonacci. Assim, ilustracdo referem-se as somas de nimeros de Fibonacci, de
inicio a soma dos n primeiros termos, a soma dos n primeiros termos de indices impares, e

a soma dos n primeiros termos de indices pares, ja mencionada anteriormente.

Identidade 1. Y., For 1= Fy + F3 4+ -+ Fop_1 = Fop;
Identidade 2. Y Fop=F, + F, + 4+ Foy = Fopy — 15
Identidade 3.0 Fr=F, + F, + -+ F, =F,,, — 1.

Para ilustrar essas identidades utilizam-se trapézio, paralelogramos e tridngulo,
relacionando-os aos comprimentos laterais e bases dessas figuras com os numeros de
Fibonacci, conforme a Figura 14.

Figura 14- Nameros de Fibonacci com trapézio

Arqunve Editar Exitir Opcles Femamentas Janela Ajuda

N A LI § B il aeyil 2 el 5=z
Ii\il o il L2l P e Al N\ Jl == %
‘a'\s!adei‘l;eb'a X | » Janela de Visuafizacao
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)

®
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®

®

o

® E=(-054 2564)
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® k=302

® textol =“60"" Fn Fn
® texto2="60""
® texto3="60""
® textod="“Fn"
®
[
®
®
®

texto5="Fn" Fn+1
texto ="“Fn+1"
lotoT = 201" Fn+1 ¢ Fn+1 Fn+1

texto8 = “Fn+1"

F=(12,0)

6=(9,0)

poi2=39 Fn Fn+1 Fn+2
® 1=(7,0)
® p=2

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
Observa-se que os lados do paralelogramo sd@o 0s numeros consecutivos de

Fibonacci, ja no topo, os lados inclinados e base do trapézio sdo trés nimeros consecutivos

dessa sequéncia.



Figura 15— A soma dos n primeiros termos
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Na Figura 15, observa-se um triangulo equilatero, subdividido por triangulos

menores de comprimento e laterais 1. O comprimento lateral do triangulo maior e a base

correspondem a identidade 1, mostrada anteriormente.

Com base na Figura 15, modifica-se as cores para criar-se uma nova imagem,

representando a prova visual de forma geral para as identidades 1 e 2, como mostra a Figura

16.
Figura 16— Prova visual das primeiras identidades
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
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Logo, retine-se as imagens de cor verde desse triangulo equilatero da Figura 16,

formando um novo, cujo comprimento do lado esquerdo e da base corresponde a identidade

1, conforme a Figural?.

Figura 17- Prova visual da identidade 1
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Da mesma maneira, reiine-se a imagens de cores azuis do triangulo equilatero da

Figura 16, construindo um novo tridngulo, cujo comprimento do lado direito e da base

corresponde a identidade 2, conforme a Figura 18.

Figura 18- Prova visual da identidade 2
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
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Portanto, prova-se de forma visual as trés identidades, por meio do software
GeoGebra, mencionadas no inicio dessa secao.

Agora, mostram-se algumas identidades envolvendo os numeros de Fibonacci,
usando quadrados e retangulos. Nessa comprovacdo, esclarece-se que 0s numeros
subsequentes de Fibonacci sdo primos.

Sabendo que a identidade de Fibonacci resulta na comparacdo do quadrado de um
namero de Fibonacci, ao produto dos seus termos anteriores da sequéncia.

Exemplo6. 2.5 - 32=1,3.8 — 52 = —1,5.13 — 82 = 1.

Dessa forma, leva-se o nome da identidade com o nome do matematico e astrbnomo
italiano Giovanni Domenico Cassini (1675-1712) que descobriu em 1680.

TeoremalO — Identidade 5 de Cassini F,,_1Fp,; —E? = (-1)"Vn > 2.

Figura 19- Prova visual da identidade de Cassini

A o L 1 S . et el a=2
Al QNN = )
) Janela de Algebra Xl | » Janela de Visualizagao
A-(0,0)
8=(0,8)

C=(13,8)
D=(13,0)
d=13
c=8
p=13

a=8 F
a1=104 AR
;e n-2
polt =64

G-(0,13.1)

H=(12.97,12.87) F
c, =13 n
n, =497

g, -1297 Fn_l

b, =541

42 =65.35

1= (276, 4.23)
J=110.32,4.32)
K=(-4.04, 5.68)
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0~ (21.88,2.53)
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Prova: De acordo com a Figura 19, observa-se:
FoFriz = Fipy =By Fpyy — Fpyy(Fooy + By)
=Fy. (Fuyz — Frg1) = Fuo1- Faa
=Ef- Fpoq. Fpia
=(=1. (Fo-1.Fps1 — ED)

- (_1)n+1.
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Corolario2. Dois numeros de Fibonacci consecutivos sao primos quando
MDC(E, F,_1) =1

Prova. Suponha que um numero p divida E, e F,,,. Logo, usando a identidade de Cassini,
p divide (—1)", que é impossivel. Logo, MDC (F,, F,,_1) = 1.

Um resultado semelhante a identidade de Cassini se mantém por quatro numeros de
Fibonacci, quando se compara o produto de dois nimeros extremos aos dois numeros
internos.

Exemplo7.28-3.5=1,313-58=-1,521-813=1

Teoremall. F,_,F,.; — F_1F,=(—-1D)"1vn>3.

Figura 20- Prova visual do Teorema 11
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Prova. Calculando a area da regido da Figura 20, de duas maneiras tem-se:
Fpn_oFpg + Fy sk = Fy By + F oF g

Equivalente a
FooFpi1 — Fpo1Fy = —(Fp3Fy, — Fy_pFyq)

De acordo com a prova identidade 5 de Cassini, 0s termos da sequéncia tém a mesma

magnitude e alterna o sinal. Parao valorde n = 3resulta F, F, — F,F; = 1,para F,,_,F, 11 —

F,_,F, é +1 quando n for impar e -1 quando n for par.
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Corolario3. Quando se tém pares de numeros de Fibonacci paran # 2, Sdo primos
MDC(F,_1,Fy41) =1, paran > 2.
Prova. Substituindo n porn + 1 no Teorema 11, F,,_1Fpyp — FyFpy1 = (1) Vn > 2. Se
um primo p divide ambos F,,_, e F,,, entdo p divide (—1)", o que é impossivel. Portanto,
MDC (Fyy, Fyyq) = 1.

Assim, mostram-se algumas identidades para o quadrado do niumero de Fibonacci. A

seguir, usam-se duas maneiras diferentes de dividir um quadrado com area FZ2, ;.

Figura 21- Prova visual da identidade 36
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Segundo Ollerton (2008), a Figura 21 ilustra as identidades a seguir para o quadrado
de Fibonacci.

Ffo1 = 2Fn By — BZ4FE
= 2Fp 1By + E{—F74
= E?+F?_| + 2E,F,_,
Logo, F?,, = E>*+F?_, + 2F,F,_, corresponde a identidade 36.

Fipy = FpgrFoog + FoFpog — B
= Fpiby + BiFq — Fr%—l'




Da mesma forma, F?,, = F,+,F, + E,F,_, — F2_,, corresponde a identidade 37.

Figura 22- Prova visual da identidade 37
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Segundo Brousseau (1972), a Figura 22 ilustra a identidade a seguir:

Ffi = 4FFoq + F7,
= 2F2 + 2F2, — FZ_,
= 4F}_ | +4Fy 1 Fo p + FL
= 4Fn2 —4F1Fnp — 3F1%—2

Dessa maneira, figuras semelhantes produzem muitas outras identidades.

Teorema 12. Para todos os inteiros positivos n e k.

Fpy1Frsr + BoFe = Fgpa




94

Figura 23- Prova visual do Teorema 12
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Dessa forma, observa-se a area da regido da Figura 23, para apresentar a seguinte
identidade:
Foy1Fes1 + FoFe = ByFey2 + Foo1Frein
= Fy_1Fg+3 + Fy2Fy42

= Fy_2Fk4a + Fu3Fiys

=FoFnik + FiFnik-1 = Frykat
Observe que o lado direito da Figura 14, n foi substituido por n — 1 e k por k + 1,
em comparacao ao lado esquerdo repetindo até que n diminua para 2. Conclui-se que F; =

F, =1eFpi1Frsr + BFye = Frigesn

Corolério4. Cada numero de Fibonacci é a soma ou a diferenga de quadrados de dois
nimeros de Fibonacci menores, ou seja, para n positivo F2,, + E? = Fpp,q € F2,q —
Fi_ = Fpp.

Prova. Sendo k =n no Teorema 12 F, 1 Fi1 + FyFx = Fpyppe1, tem-se F2,, + E? =
Fyn41 , relaciona-se com a Figura 20, que equivale a F2,; — F2_; = F,1F, + E,F,_4, para
k =n —1, usando novamente o Teorema 12, F,,Fy.q + E,Fy_1 = F,,, de modo que

2 2 —
Fn+1_Fn—1 _FZn-
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Corolario5. Se n divide m, entdo E, divide F,,.

Prova. Para k =n —1 no Teoremal?2 implica F,.,F, + F,F,_; = F,,, de modo que a
E, divide F,,. Para k = 2n — 1 novamente no Teorema 12, na F,,;1F,,, + FFon_1 = Fap,
assim F, divide F;,. Continuar desta maneira mostra que F, divide F,, para qualquer

namero inteiro positivo k.

Teoremal3. (Identidade 4) F,% + F,% + F32 4 -+ E,2 = E,F14.
Prova. Segundo Brousseau (1972), segue a Figura 24
Figura 24- Prova visual da identidade 4
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Assim, soma dos retangulos de Fibonacci. Se substituir os quadrados de Fibonacci

por retangulos, obtém-se mais duas identidades.
Teorema14 F1F2+F2F3 + -+ FZTL—ZFZTL—l = FZZTL—l - 1

Prova. Sendo n = 4 tém-se



Figura 25- Prova visual do Teorema 14
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Observa-se a prova visual da identidade proposta, com 0 mesmo pensamento pode-

se demonstrar também o outro Teoremal5 a seguir.
Teorema 15 F1F2+F2F3 + -+ FZn—lFZn = Fzzn

Prova. Sendo n = 4 tém-se
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Figura 26- Prova visual do Teorema 15
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Com o mesmo pensamento 0 Teorema 12, pode-se fazer a prova visual da

identidade para uma visualizacdo tridimensional.
Identidade 38. F3,, = E3+F}_, + 3F,_1F,F,.1(CARLITZ,1967;
HILMAN(PADILHA),1970).

Prova. Paran > 1
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Figura 27- Prova visual da identidade 38

B [

SEDSEC NS

P Janelade Aigebrz | Reta Perpendicular
A=(0,0,0) Selecione um ponte e uma reta ou um ponto 2 um plano

i)

B=(2,0,0)

a=38
1=(517.0,0)
J=(5.16,5.01,0)
K=(2,50)
b=31.71
c=3168
U=(0,5,0)
d=30.99
e=3144

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

A Figura 27 é composta por dois cubos que correspondem aos termos E2 e F;>_,, bem

como mais trés prismas que correspondem aos termos F,,_4, F,, F,,+1, que estdo relacionados

aos nuimeros de Fibonacci.

Figura 28- Visualizacéo lateral da identidade 38
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).



99

Observa-se que os prismas coloridos de amarelos estdo representando as mesmas
medidas, enquanto os cubos das cores azul e verde apresentam outas medidas para suas
arestas. Dessa forma, apresenta-se outra identidade que explora a constru¢cdo em uma
visualizacdo 3D.

Identidade 39. 8F2 = 3F, F2_, + 3Fy,Fp_, + Fap,
Prova. Paran = 3 (BENJAMIN, EUSTIS & PLOTT,2008).

Figura 29- Prova visual da identidade 39.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Mostra-se a prova visual da identidade 39 através do somatdrio dos cubos, levando

em consideracdo que cada termo da sequéncia de Fibonacci corresponde a um cubo de cor
diferente. Na Figura 30, observa-se a constru¢do em uma visualizagdo superior,

identificando cada nimero de Fibonacci.
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Figura 30— Visualizacdo superior da identidade 39
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Concluiu-se essa secdo as provas visuais por meio do software GeoGebra de

identidade dos nimeros de Fibonacci. Na proxima secdo abordou-se as provas visuais das
identidades de Lucas.
3.12.2 VisualizagGes das identidades de Lucas na forma geométrica

Segundo Nelsen (2018), a sequéncia de Lucas esta relacionada intimamente ligada a
sequéncia de Fibonacci, logo recorre-se a algumas demonstracGes para realizar as provas das

identidades de Lucas.

Identidade 40. De forma analoga a demonstracéo a identidade 3, tém-se:
Yrerlig=Li+Ly++L,=Lpy—3;

Nelsen (2018), afirma que a prova visual usando trapézios de Fibonacci, como na
Figura 14, é um pouco pesado para essa identidade. Mas converter essa soma em uma série
telescpica soma é bem-sucedida:

Yk=1Lli=Xk=1Llyrz = Lgy1 = Ly + Ly + -+ Ly = Lpyp — 3.

Para as identidades 1 e 2, utiliza-se 0 mesmo raciocinio utilizado nas identidades 22
e 23 para prova visual.

Identidade 41. Y3 Log 1= Ly + Ly + -+ Loy g = Loy — 2;
Identidade 42. ¥}  Lop=Ly + Ly + -+ Loy = Lopyq — 1.
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Existem muitas identidades adordveis envolvendo os numeros de Fibonacci e os
nameros de Lucas. Aqui estd um exemplo.
Teoremal6. Para todo inteiro positivo n e k.
Fry1lnyr + Foly = Ligynya
Prova. Para provar pretende-se analisar a area da Figura 31.

Fys1lnyr + Filn = FyLlnyp + Fe_1Llnyq

Figura 31- Prova visual do Teorema 16
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Observe que no lado direito, k foi substituido por k - 1 e n foi substituido por n + 1,

em comparacdo com o lado esquerdo lado. Iterando a Figura 30, até que k diminua para 2

produz:
Fry1lnir + Feln = FeLpio + Fr1Lnya
= Fx—1Ln4z + Fr—2Ln+2
= Fx—2Lnia + Fr—3Lny3

= Fylpik + Filpyk—1=Liyns1

Logo, conclui-seque F; = F, = 1€ Fyy1Lpi1 + E Ly = Liginsq-
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Figura 32- Prova visual do Teorema de Cassini
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Segundo Nelsen (2018), afirma que a imagem na Figura 32, faz uma releitura da
Figura 31, pode ser usada para provar o seguinte teorema, uma identidade tipo Cassini para
produtos de Numeros de Fibonacci e Lucas.
Teoremal?. F,_;L,.q — F,L, = (—1)" paran = 2.
Comparando os Teoremas da Identidade de Cassini para numeros de Fibonacci e para
0s numeros de Lucas.
Prova: Avaliando a area da Figura 31, tém-se:
Foo1lny1 + FnoLly = FyLlpyo + Fpoqlpya,
que equivale a F,_1L,+; — F,L, = —(Fy—3L, — F_1L,_1). Assim, avalia-se somente o
caso para n = 2, pois tem a mesma magnitude e alternancia de sinal F;L; — F,L, = 1 para
F,_1L,+1 — E,L, é +1 quando n for par, -1 quando n for impar, logo:
Fo1lpia — Bl = (=1)"
Com essa identidade do Teorema 17 pode-se facilmente provar a seguinte
propriedade dos nimeros de Lucas, analoga ao Corolario 2 utilizado para os nimeros de
Fibonacci.

Corolario 6. Dois numeros de Lucas consecutivos sdo primos quando

MDC(L, L, ) =1n>1
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Prova: Suponha que um nudmero p divida L,e L,,,. Imediatamente, levando em
consideracdo a identidade de Cassini, p divide (—1)", que é impossivel. Logo,
MDC(L,,L,_1) = 1.

Identidade 43. L,* + Ly® 4+ Ly* + -+ + L,* = L, L1 — 2,¥Yn > 1 (Identidade 9).
Prova. Para provar pretende-se analisar a area da Figura 33.

Figura 33- Prova visual da identidade 43

DREERNoEHENER

Jangla de Algebra X | ¥ Janela de Visualizacdo
A={1,0) | ft Cv
B=(2,0)

f=1

pol1 =1
E=(4,0)

j=2

poi2=4
H=(3.98, 2.95)
n=295

pol3 =8.67
K=(7,0)

N={1.01, 5.01)
c=6.01

pol5 = 36.12
Q=(8,298)
g, =9.03

pol6 = 81,54
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Observa-se que a area do termo L, = 2, aparece na Figura 33, sobreposta a area do

termo L, = 3, justificando a subtracdo no termo da identidade apos a igualdade.
Identidade 44. 13 ,, = L3+13_; + 3L,_1LyL,., (CARLITZ, 1967).

Prova. De forma analoga a Figura 27, demonstra-se a identidade por meio da Figura 34.
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Figura 34- Prova visual da identidade 44
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Observa-se a Figura 34, que os prismas de cores verdes sdo 0s produtos dos nimeros

consecutivos de Lucas, enquanto o cubo roxo e cubo amarelo sdo as figuras que

correspondem aos outros dois termos da identidade.
Identidade 45. L3 ., + L3 = L3_, + 5L3,, Vn>1.

Prova. Para demonstrar essa identidade, faz-se por meio da Figura 35.
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Figura 35— Prova visual da identidade 45
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Assim, concluiu-se dessa se¢do que relatou as provas visuais por meio do software

GeoGebra de identidade dos nimeros de Lucas. Na proxima se¢do abordou-se as provas
visuais das identidades de Pell.

3.12.3 VisualizagGes das identidades de Pell na forma geométrica
Existem muitas propriedades adoraveis envolvendo os nimeros de Pell, mas nesse
topico foram abordadas algumas identidades que podem ser representadas em uma forma

geométrica. Aqui esta um exemplo.

Identidade 46. P,,.3 + Py, + Pyy1 + P, = 4P,,, paran > 1.

Prova. Para demonstrar essa identidade, faz-se por meio da Figura 36.
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Figura 36— Prova visual da identidade 46
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
A Figura 36 representa o somatdrio de quatro termos consecutivos da sequéncia de

Pell, de acordo com a condicdo de existéncia, logo esse resultado sempre ocasionara a area
de um reténgulo cujo os lados séo quatro unidades e P, ,,. Para demonstrar essa afirmacéo
temos:

Pny3 + Poyz + Poys + Py = Pryp + 3Ppip = 4Py,

: . Pp_1P
Identidade 47(Identidade 19). X%_o P = ="

A identidade esté relacionada diretamente ao nimero de prata 1 + +/2, assim como a
identidade de Fibonacci esta associada ao numero de ouro. Logo para representar
geometricamente essa propriedade utiliza-se a construcdo de um retdngulo de prata
utilizando como medidas dos lados de cada quadrado os numeros de Pell, conforme a Figura
37.

Prova: Para demonstrar essa identidade, faz-se por meio da Figura 37.
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Figura 37— Prova visual da identidade 47.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
A Figura 37, observa-se que cada quadrado é construido de forma duplicada, fazendo

uma relagdo com a lei de recorréncia utilizada para a construcdo da sequéncia de Pell. Essa
imagem também serve para representar a espiral de prata, ou seja, 0s nimeros de Pell estdo
diretamente ligados a razéo de prata, isso traz uma demonstracdo por meio da visualizacéo
geométrica para essa identidade.

Identidade 48. P2, + P? = Py, ,paran > 1.

Prova: Para demonstrar essa identidade, faz-se por meio da Figura 38.
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Figura 38— Prova visual da identidade 48
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Na Figura 38 estad representada a unido de dois quadrados cujos lados sdo dois

nameros de Pell consecutivos respectivamente, esse poligono corresponde a area de valor
igual & soma dos indices anteriores que corresponde a um termo da sequéncia de Pell.
Exemplo 8. PZ + Py = 52 + 22 = 29=P.

Identidade 49. P2, + P2 = 5.P,,,3 ,paran > 1.

Prova: Para demonstrar essa identidade, faz-se por meio da Figura 49.
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Figura 39— Prova visual da identidade 49
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Para provar a identidade 49, a soma de dois quadrados correspondente a dois termos
da sequéncia de Pell, sera igual ao cinco vezes a outro termo também dessa sequéncia para
todos os valores positivos. Assim, no proximo topico aborda-se a construcdo da identidade

de Oresme.

3.12.4 Visualizacdes das identidades de Oresme na forma geometrica

Oresme obteve as somas de varias séries geométricas através de uma abordagem
geométrica, que ele apresentou. Em uma aula de histéria de calculo, seu método pode ser
aplicado para somar a série geométrica com razao comum 1/2 e termo inicial 1, como segue:
Seja G a série geométrica com razdo comum 1/2 e termo inicial 1. Oresme argumentou
geometricamente para provar que G = 2.

Na Figura 40, o quadrado ABCD e o quadrado EFGH tém lados de comprimento 1

e, portanto, area 1.
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Figura 40- Prova visual da identidade 50
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Na Figura 40, o quadrado ABCD foi subdividido pela metade sucessiva em uma

sequéncia infinita de retdngulos com as respectivas areas. A soma das areas dos retangulos

do quadrado ABCD da esquerda para a direita resulta

Ll
2 48 2n—1

+...=1

Essa série caracteriza a identidade 50, uma de muitas contribui¢Ges realizadas por
Oresme. Stillwell (1989). Observou-se que esta construcdo de Oresme pode ser o0 primeiro
exemplo de uma figura que é infinito em extensdo, mas tem contetdo finito, um fenémeno
posteriormente investigado por Torricelli ao estudar um soélido hiperbdlico de revolugéo.
Baréo (1969), Edwards (1979) e Katz (1998) temos boas discussdes sobre o resumo desta

série de Oresme.

3.12.5 Visualizagdes das identidades de Mersenne na forma geométrica

Assim como Oresme, Mersenne realizou muitas contribuicdes para a Historia da
Matematica, 0s numeros de Mersenne ainda hoje sdo essenciais para novas descobertas em
diversas areas voltadas as tecnologias. Nesse topico apresentamos a identidade 51, que pode

ser representada geometricamente.

Identidade 51. M,,,, = 3M,,,; — 2M,, paran > 1

Prova: Para demonstrar essa identidade, faz-se por meio da Figura 41.
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Figura 41— Prova visual da identidade 51.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Na Figura 41, observa-se que sempre sera area do retdngulo maior sera o triplo de

M,,,1, qQue é um nimero de Mersenne. Bem como, o segundo retangulo sempre serd o dobro
do nimero M,,. Assim, para apresentar a area que pode ser associada ao nimero M,,,, a
imagem preenchida com a cor roxa, ou seja, esse poligono representa o resultado da

diferenca entre as duas areas propostas, provando geometricamente essa identidade.

3.12.6 VisualizacGes das identidades de Jacobsthal na forma geométrica
Nesse topico apresentamos trés definicBes importantes para a sequéncia de
Jacobsthal com a relacdo de recorréncia para a construcdo geométrica das identidades

propostas segundo Kohsy (2019).

Definicdo 18: J, = J,_1 + 2. Jp_, ,paran > 2,J,=0¢eJ; = 1.
Definicdo 19: Jin = k. Jxn—1 + 2.Jgn-2 , Paran = 2.

Sendo as condigdes iniciais para defini¢do 19, J, o = 0 e J; = 1, denominando a
sequéncia de k-Jacobsthal. E importante destacar, que se utilizar k = 1 e k = 2, obtém-se
respectivamente a sequéncia usual de Fibonacci e a sequéncia de Jacobsthal que esta
representada por {J,,} = {0,1,1,3,5,11, ...}.

Definigdo 20: J,,(x) = J,—1(x) + x.J,_,(x) para valores iniciais Jo(x) = 0e J;(x) = 1.

Na defini¢do 20, temos a sequéncia polinomial de Jacobsthal. Assim, a partir dessas
defini¢cbes Koshy (2019) faz uma associagédo da sequéncia de Jacobsthal com um tabuleiro,

de forma preliminar, a um ladrilho unidimensional do tipo 1xn, com as seguintes
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representacdes: um quadrado 1x1 tem peso 1, retdngulo 1x2, denominado domind, tem peso
X, cOmo mostra a Figura 42.

Figura 42— Representacdo de um tabuleiro 1 x n.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Na Figura 42, relacionamos os ladrilhos com a sequéncia de Jacobsthal, sendo

associado o peso denominado S,, , para cada tabuleiro. Segundo Koshy (2019) suponha que
S, denota a soma dos pesos do tabuleiro de comprimento n. Agora estabelecemos que S,
= Jns1(X).

Primeiro, observe que S, =1=/;(X) e S; =1=],(x). Considere um ladrilho de
comprimento arbitrario n, no qual n > 2. Suponha que ele termine em um quadrado; a soma
dos pesos de tais tabuleiros é S,,_,- 1 =S,,_.Por outro lado, suponha que termine em um
domind; a soma dos pesos de tais tabuleiros é S,,_,- X =S,_,. Consequentemente, S,, =
Sp—1 + x.5,_,, arecorréncia de Jacobsthal.

Em virtude das condigdes iniciais, isso implica que S,, = J,,.+1(X), como desejado.
Assim, temos o seguinte resultado os ladrilhamentos descritos por pegas previamente
definidas com os seguintes pesos: S;=1,S,=x+1,5;=2x+1,5, =x*+3x+
1,Ss = 3x? + 4x + 1, conforme a Figura 42. Dessa forma, apresentamos o Teorema 18.
Teorema 18. Suponha que o peso de um quadrado seja 1 e o de um domind seja x. Entdo a
soma dos pesos dos tabuleiros de comprimento n €/,,,1(x) , no qual n > 0.

Prova: Como J,,1(1) =F,,,, no qual F corresponde aos nimeros de Fibonacci, existem
exatamente F,,, ; ladrilhos de comprimento n. Usando o conceito anterior, podemos mostrar

que
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Jman+1(X) Zm+1(X) Jns1(X) +x. [ (X) - Jn(x)

Finalizando o Teorema 18, cabe mostrar uma forma de extensdo da Sequéncia de
Jacobsthal, para o caso particular da variavel x = 1, podemos determinar, por intermédio
das representacdes dos ladrilhamentos contidos na Figura 42, os termos correspondentes
presentes na Sequéncia de Jacobsthal, que conhecemos por 1, 1, 3, 5, 11, 21, 43, etc.

De modo geral, quando comparamos a Definicdo 20, percebemos que os termos
determinados na Figura 42. correspondem os termos que podemos escrever, por intermédio
da relagdo de recorréncia J,(x) = J,_1(x) + x.J,,_,(x) para valores iniciais J,(x) = 0
eJ;(x)=1.

Agora, de forma preliminar, vamos considerar um tabuleiro unidimensional do tipo
2xn, com as seguintes pecas: dominos horizontais 1x2, dominds verticais 2x1,ambos de
peso 1, quadrados verdes 2x2, com peso X, conforme a Figura 43.

Figura 43— Representacdo de um tabuleiro 2 x n
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Segundo Koshy (2019), consideramos o peso definido por S2 para cada tabuleiro, e
S& = 1. Cabe observar, a partir do exame de alguns casos particulares, podemos depreender,
por intermédio de um exercicio da visualizacdo, que ocorrem apenas duas formas de
ladrilhos, quando olhamos para o final. Ocorrem ladrilhos que terminam com retangulos
verticais e, neste caso, determinam sub-ladrilhos de comprimento n — 1. Por outro lado,
podem ocorrer sub-ladrilhos de comprimento n — 2 que terminam em quadrados verdes 2x 2

ou dominds agrupados da forma de dois retdngulos juntos 1x2, de acordo com a Figura 43.



114

Por exemplo, com base na Figura 43, quando consideramos os ladrilhos do tabuleiro
para n = 4, podemos contar 5 ladrilhos que com retangulos verticais, 3 ladrilhos que
terminam em quadrados verdes, 3 ladrilnos que terminam com retangulos horizontais, ou
seja,n=4=5+23=11=],.Com base nesse exame particular, vamos generalizar os
respectivos argumentos de contagem dos ladrilhos que preenchem um tabuleiro 2 x n, com
0 Teorema 19.

Teorema 19. Seja um tabuleiro 2xn, e os dominos horizontais 1x2 e verticais 2x1, ambos
com peso 1, quadrados pretos 2x2, com peso X. Entdo a soma dos pesos de comprimentos n,
sera S2 = J,.1, paran = 0 (Koshy,2019).

Prova: considere um tabuleiro 2 x n . Denominamos por S2 o nimero de formas diferentes
de ladrilhos deste tabuleiro. De imediato, nos casos n = 0 e n=1, definimos que SZ = 1 =
J1. S? =1 = J,,. Nos casos seguintes, podemos examinar as relacdes numéricas exibidas na
Figura 43. Considerando ladrilhos arbitrario qualquer, que denotaremos por T, vamos
considerar os seguintes casos: (i) quando termina com um dominé vertical; (ii) quando
termina com um quadrado; (iii) quando termina com a seguinte dois retangulos juntos na
forma horizontal. Percebemos que, quando ndo ocorre o caso (i), teremos apenas duas
possibilidades que ocorrem.

Podem ocorrer sub-ladrilhos da forma de n — 2 para quadrados 2x2 , ou sub-
ladrilhos da forma de n — 2 para dois retangulos horizontais juntos 1x2.Dessa forma, desde
que representacdes anteriores sdo independentes, a contribuicao total final de todos os casos,
por um principio aditivo e contagem, resulta na expressdo 2x S2_, .

E, acrescentando-se os casos do item (i), para os casos de sub-ladrilhos da forma n-
1, para ladrilhos verticais determinaremos que: 1x S2_, + 2x S2_, = S2_, + 2x S2_, . Por
fim, desde que S¢=1=/,,S2=1=],82=3=];,52 =5=],,expressdo anterior
corresponde ao caso e mesma regra de recorréncia da sequéncia de Jacobsthal, determinamos
que S2 = J,4+1, paran> 0.

De acordo com a tese de Craveiro (2004), oferece algumas possibilidades para a
representacéo de ladrilhamentos como: 3x1, 3x2, 3x3, 3x4 e etc., utilizando quadrados de
1x1 e 2x2 para definir o total de nimeros de ladrilhamentos possiveis para um tabuleiro

3xn, conforme a Figura 44.
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Figura 44— Representacdo de um tabuleiro 3 x n.

3ax1 3x2

Ix3

3x4

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

De acordo com a Figura 44, Koshy (2019) e Craveiro (2004), mostram o0 Teorema 20
a sequir.
Teorema 20. Considerando um tabuleiro 3 x n , com apenas dois tipos de ladrilhos, um
ladrilho 1 x 1 na cor branca e um ladrilho 2 x 2 na cor vermelha. Entdo, /,, para o nimero
de ladrilnamentos possiveis para o tabuleiro é determinado por j,, = J,, paran > 1.
Prova: De acordo com os argumentos empregados por Craveiro (2004), vamos considerar
trés conjuntos, a saber: (i) um conjunto de ladrilhamentos 3 x n (com ladrilhos dos dois tipos
definidos 1 x 1 e 2 x 2) e que contém, pelo menos um ladrilhamento (a direita) 3 x 1e com
ladrilhos de cor branca 1 x 1 ; (ii) um conjunto de ladrilhamentos 3 x n (com ladrilhos dos
dois tipos definidos 1 x 1 e 2 x 2) e que contém, pelo menos um ladrilhamento (a direita)
3 x 2 com dois ladrilhos de cor branca e um vermelha sendo os ladrilhos brancos na parte
superior das figuras ; (iii) um conjunto de ladrilhamentos 3 x 2(com ladrilhos dos dois tipos
definidos 1 x 1 e 2 x 2) e que contém, pelo menos um ladrilhamento (a direita) 3 x 2 com
dois ladrilhos de cor branca e um vermelha, sendo os ladrilhos brancos na parte inferior das
figuras .

Apds considerar as trés possibilidades particulares de ladrilhamentos, como
indicados nos itens (i), (ii) e (iii), Craveiro (2004) explica que j, 0 nimero de ladrilhamentos
com as pegas indicadas no enunciado do teorema. Definiremos que j, = 1 = J; . No caso,

seguinte, conforme a Figura 44, no caso 3 x 1, teremos apenas uma forma de ladrilhar, isto

é1j1:1:]2'
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No caso 3 x 1 temos j, = 3 = J; , de acordo com a Figura 44. Mais uma vez, com
base na mesma figura, por uma contagem direta, teremos que j; = 5 = J, e, logo a seguir,
constatamos que j, = 11 = J5 .

Por fim, Craveiro (2004) emprega uma representacdo semelhante ao de Koshy
(2019), na medida em que, a partir de uma prova visual, podemos afirmar que para o item
(i) o namero j,_,€, para os demais casos, concluimos que (ii) e (iii) possuem a mesma
quantidade de elementos, que denotaremos por j,_, . Como trata-se de situagdes
independentes e, por um principio aditivo, somam-se todas as situacdes que podem ser
representadas por j,, = jn—1 + 2.j,—2 ,COMostermosiniciaisj, =1=/,¢ej; =1 =J,.No
entanto, Craveiro (2004) conclui a partir da observacdo que esta relacdo de recorréncia
fornece os numeros de Jacobsthal, ou seja, j, = J, paran = 1.

3.12.7 VisualizagGes das identidades de Narayana na forma geométrica

Segundo Bezerra e Alves (2020) uma das identidades de destaque no estudo dos
nameros de Narayana esta relacionada aos nimeros de Catalan, por meio de uma
interpretacdo combinatoria. Para apresentar essa identidade precisamos primeiro definir os
numeros de Narayana.

Definicédo 21: Para os inteiros, os numeros de Narayana sdo dados pela seguinte formula:

N (n, k) = Ny = k—il (Z) (n ; 1)onde (Z) = #lk)' é o conhecido coeficiente binomial.
A partir dessa defini¢éo, observamos uma tabela com os valores de N, x, para 1 <
k<n<7.
Tabela 3 — Valores para Nn, «
n/k 1 2 3 4 5 6 7 Row
Sum
1 1 1
2 1 1 2
3 1 3 1 5
4 1 6 6 1 14
5 1 10 20 10 1 42
6 1 15 50 50 15 1 132
7 1 21 105 175 105 21 429

Fonte: Adaptada pelo autor (2022)

Observando a Gltima coluna da tabela 3, podemos apresentar a seguinte identidade:
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n
N(n, 1) + N, 2) + N(n,3) + -+ N(n,n) = ZNM =C,,n>1
k=1

Essa propriedade corresponde a identidade 52, no qual C, é a representacdo do
numero de Catalan. Segundo Grimaldi (2012), algumas interpretacdes para 0s nimeros de
Narayana sdo semelhantes como ocorrem com os numeros de Catalan. As figuras a seguir
mostram no GeoGebra os caminhos de rede dos pontos (0, 0) a (3,3) que nunca se elevam
acima da reta y = x. Estes caminhos podem ser encontrados de acordo com a Defini¢do 21
dos numeros de Narayana.

Figura 45— Caminho 3x3

Janela de Visualizagao

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Na Figura 45 observamos trés caminhos para a direita e trés caminhos para cima.
Esse caminho sempre se inicia (0,0) e termina (3,3) que nunca ultrapassam a reta y = x. Nas
Figuras 46, 47 e 48 mostram trés combinacdes de caminhos utilizando duas unidades para a

direita, duas unidades para cima junto a uma unidade para cima e uma unidade para baixo.



Figura 46— Caminho 3x2 (1@ parte)

» Janelade Visualizacio

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Figura 47 — Caminho 3x2 (22 parte)

» Janela de Visualizagdo

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
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Figura 48— Caminho 3x2 (32 parte)

» Janela de Visualizagdo

2

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
J& na Figura 49, mostra o caminho de uma unidade para a direita e uma unidade para

cima, repetindo o percurso trés vezes.

Figura 49— Caminho 3x1

» Janela de Visualizagao

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Dessa maneira, o total de caminho pode ser expresso por:

N(B31)+N@B2)+N@B3) =1+3+1=05.
Esse resultado cinco, corresponde ao elemento da tabela 3, no qual esta localizado na

intersecdo da terceira linha com a ultima coluna.
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3.12.8 Visualizagdes das identidades de Padovan na forma geométrica

Segundo Edgar e Nacin (2021), relatam que os nimeros de Padovan surgem de forma
natural, e que as identidades podem ser provadas puramente atraves da geometria. As
construcGes partem de alguns principios como: a maioria das provas visuais envolve areas e
comprimentos de altitudes de triangulos equilateros, consequentemente, para melhorar o

processo deve-se apresentar uma constante que sera utilizada sempre que for necessario.
oy ~ . 3 . -n a1z
Para facilitar a notagéo, define-se c= %; fazendo a altitude de um triangulo equilétero

com comprimento lateral s igual a 2cs e sua area igual a cs?: Além disso, a area de um
paralelogramo com comprimento lateral s e altitude perpendicular 2ch é dado por 2csh.
Comeca-se investigando identidades elementares, algumas das que sdo exemplos
especificos de declaragfes mais gerais que também tém provas visuais. No entanto, inclui-
se para a demonstragéo os resultados por meio de triangulos.
Figura 50- Representacdo dos numeros de Padovan

‘:,’ padovan sequenciaggb = u] X
Aquive Edtar Exibic Opcles Ferramentas Janela Auda Entrar

[g .A / t, :. (D ’.o "l o 3.-{

.
—
\/ /411 gl o \ Lifi=—+- v

|
|

b Jansla e Aigedra X ‘» Janela de Visualizagio

¥

® polto=17
® §=(11,0)
8 T=(120)
) r‘:1

® polt1=043
) a1

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Observando a Figura 50, cada triangulo corresponde a um ndmero na sequéncia de

Padovan de acordo com a identidade 34. Dessa forma, utiliza-se esse raciocinio para provas
visuais das identidades a seguir.
Teorema 21. Para todos n > 1, tem-se:

Pa? + Pa?_, = Pa?,, — 2Pa,_,Pa,

Prova. Paran = 9.



Figura 51- Os noves primeiros termos da sequéncia de Padovan
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Assim,

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

cPa? + cPa?_, = c.(Pa? + Pa%_,) — 2.cPa,_,Pa,

=c.(Pa?,, — 2.Pa,_,Pa,).
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Figura 52- Prova visual do Teorema 21

Fonte: Elabora pelo autor (2022).
Logo, a soma das areas dos triangulos preenchidos sera igual a ao somatorio das

areas ndo preenchidas, ressaltando que houve uma prolongagdo com mesma area do sexto
termo dos nimeros de Padovan.
Teorema 22. Paratodon = 5

Pa? + Pa%_, = 2.Pa,_,Pa, + Pa?_q

Prova. Paran =9



Figura 53- Prova visual do Teorema 22.
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"I 2 c~

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Com base na Figura 51, demonstra-se o0 Teorema 22 por meio da Figura 53. Por

consequéncia, cPa? + cPa?_, = 2.cPa,_,Pa, + cPa?_s.

Teorema 23. Paratodon > 5
Pa? + Pa%_, = Pa,.,Pa,Pa,_,(Pa, — Pa,_,—Pa,_; — Pa,_s).

Prova. Paran =9




124

Figura 54- Prova visual do Teorema 23

ol

| | A Cr

Fonte: Elaborada pelos autores (2022).
Com base na Figura 51, demonstra-se o0 Teorema 23 por meio da Figura 54. Logo,

c(Pa? + Pa?%_,)
1 1
=3 (Pa, + Pa,_, + Pa,_1)2cPa, — > (Pa,_, + Pa,_;
+ Pa,,_s)2cPa,_4
= c(Pa,4,Pa, + Pa,Pa,_; — Pa,_, Pa,_, — Pa,_1Pa,_3 — Pa,_1Pa,_s).

Teorema 24. Paratodon > 5

Pa% = Pa%_, + Pa’_; + 2.Pa,_{Pa,_s

Prova. Paran =9
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Figura 55- Prova visual do Teorema 24 (12 parte)

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Para demonstracéo do Teorema 24, deve-se levar em consideragéo a Figura 55, para
poder compreender a prova visual na Figura 56.
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Figura 56- Prova visual do Teorema 24 (22 parte)

PIOJION <IN

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Assim, demonstra-se o0 Teorema 24
cPa% = cPa?_, + cPa’_s + 2.cPa,_sPa,_,.
Teorema 25. Paratodon > 3

2Pa,Pa,_, = Pa? — Pa’_; + Pa?_,

Prova. Paran = 11



Figura 57- Prova visual do Teorema 25
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» Janelz de visualizacao

i

&

Dessa forma, observando a &rea em destaque, conclui-se que:

2cPa,Pa,_, = cPa? — cPa?_; + cPa?_,

Teorema 26. Paratodon > 4

Pa%+Pa?_; + Pa’_, + 2Pa,_,Pa, + 2Pa,_s;(Pa,+Pa,_,) = PaZ,,

Prova. Paran =9

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

= c(PaZ — Pa’%_; + Pa?_,).
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Figura 58- Prova visual do Teorema 26

b Janela de 0 =

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Logo, cPa?+cPa?_; + cPa?_, + 2cPa, _,Pa, + 2cPa,_3;(Pa,+Pa,_,) = cPa2,,.

Teorema 26. Para todo n > 1, as seguintes identidades:
Identidade 53. 1 + Y.}_; Pas, = Pasn.z;

Prova. Paran = 3
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Figura 59- Prova visual da Identidade 53

» Janela e Visualizagio

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Observa-se na Figura 59, que os termos 1,3,6,9, 11 dos numeros de Padovan,

aparecem tracados por uma perpendicular para demonstrar o somatdrio proposto pela
identidade 53.

Identidade 54. 1 + Y?21 Pasy,, = Pazniq;
Prova. Paran = 3
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Figura 60- Prova visual da lIdentidade 54.

» Janela de Visualizagao

®

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

De maneira analoga a identidade 53, faz a demonstracdo da identidade 54, através da
Figura 60.

Identidade 55. 1 + Y721 Pag,q = Pagy;
Prova. Paran = 3

Figura 61- Prova visual da Identidade 55

» Janela de

=

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
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Observa-se na Figura 61, os termos 1,4,7,9 dos nimeros de Padovan, aparecem
tracados por uma perpendicular para demonstrar o somatorio proposto pela identidade 55.

Teorema 27. Paratodon > 2

n
Z Pa? = 2.Pa,.,Pa, — Pa’_,.
i=1
Prova. Paran =9

Figura 62- Prova visual do Teorema 27

Janela de Algebra X

¥ Janela de Visualizagao

»

® A=(0,0)

® B=(1,0)

® =1

® pol1=043

® i=1

® pol2=043

® 1=1

® poi3=043

® p=2

® pol4=173

® s=2

® pol5=173

® b=3

® pol6=39

® e=4

® pol7=6.93

@ h1=5

® pois=10.83

S k1=7

@® poig=21.22
n1=9
pol10 = 35.07
r1=12
pol11 =62.35

@ a1=4

® pol12=6.93

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Assim,
n
Z cPa? = 2.cPa,(Pa,_,+Pa,_,) — Pa’_,
i=1

= c(2PayPa,,, — Paz_)).
Logo, conclui-se a prova do Teorema 27.

Teorema 28. Paratodon > 3

n

2 _ 2 2 2
Zpal - Pan+2 _Pan_l _Pan_3.
i=1
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Prova. Paran =9

Figura 63- Prova visual do Teorema 28

Ll A ree

a=2
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|) Janela de Algebra a (X | » Janela de Visualizagdo

A=(0,0)
B=(1,0)
f=1

pol1 =0.43
i=1

poi2 =043
=1
poid=0.43
p=2
pold=1.73
§=2
pols=1.73
b=3
pol6=3.9
e=4

pol7 =6.93
h,=5
pol8 = 10.83
k, =7

pol9 =21.22
n1=9
pol10 = 35.07
r,=12
poi11=62.35
a, =3
pol12=3.9
d1 =5

pol13 =10.83

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Dessa maneira, tém-se:

n
Z cPa? = c.(Pap+Pa,_,)? —c.Pa%_, —c.Pa?_,
i=1

= c.(Pagy, — Pag_y — P7_s3).

Assim, concluiu-se a demonstracdo do Teorema 28. Dessa forma, finaliza-se algumas

provas de Gauss- Style para soma de &reas do nimero de Padovan.

Teorema 29. Paratodo n > 4, tm-se quatro identidades para o somatorio

n
S= Z Pa}
i=1
Identidade 56. 2S + 2Pa2_, = 2(Pa,, + Pa,_, + Pa,_, + Pa,_,)(Pa,)

Prova. Paran = 12
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Figura 64- Prova visual do Identidade 5

Janela de Algebra o X | » Janela de Visualizagio

A=(0,0) A
B=(1,0)
f=1
poll=0.43
i=1
pol2 = 0.43
1=1

pol3 =0.43
p=2

polé =173
§=2
pol§=1.73
b=3
polé=3.9
e=4

pol7 =6.93
h,=5

polé = 10.83
k1 =7

pold =21.22
n, =9
pol10 = 35.07
=12

polf1 =62.35
a, =9

pol12 =35.07
a,=16
pol13=110.85
gz=16

polt4 = 110.85
Q=(-16.5,-16.45)

p I,=4

D poli5=692 3

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Observa-se na Figura 64 a prova visual da identidade 56, por meio de duas sequéncias
de Padovan, com dois prolongamentos por meio de tridangulos correspondente ao décimo

termo, ou seja, de medida de lado nove.
Identidade 57. 2S + 2Pa2%_; = 2(Pa,, + Pa,_, + Pa,_, + Pa,_,)(Pa,)

Prova. Paran = 12
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Figura 65- Prova visual do Identidade 57

» Janela de Algebra XIT¥ Janela de Visualizacao
A=(0,0) A
B=(1,0)

f=1

polf =043
i=1

pol2 =043
1=1

pol3 =043
p=2

pol4 =173
§=2

pol5 =173
b=3

pol6 =39
e=4

pol7 =6.93
h =5

pol8 = 10.83
k=7

pold =21.22
n = 9
pol10=135.07
= 12
pol11=562.35
d =16

pol13{Ssgmento d,: Segmertol,

g2 =1
pol14=110.85
Q=(-16.5,-16.45)
j,=4
pol15=6.92
§=(-18,-19.05)
m, =1

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Na Figura 65 prova visual da identidade 57, por meio de duas sequéncias de

Prova. Paran = 12

Padovan, com dois prolongamentos por meio de tridngulos correspondente ao nono termo,

ou seja, de medida de lado sete.

Identidade 58. 2S + 2Pa2_, = 2(Pa,, + Pa,_, + Pa,_3)(Pan_; + Pa,_,)

Figura 66- Prova visual do Identidade 58
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» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagao

A=(0,0) A
B=(1,0)
f=1

pol1 =043
i=1
pol2=0.43
I=1

pol3 =043
p=2

pold =173
§=2
pol5=1.73
b=3

pol6 =3.9
e=4

pol7 =6.93
h, =5

pol8 =10.83
K, =7
pol9 = 21.22
n, =9

pol10 = 35.07

r1=12

pol11=62.35

d, =16
pol13=110.85
N={-1.95,-12.03)

a, =51

pol12=113
9,=15.89

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Observa-se na Figura 66 a prova visual da identidade 58, por meio de duas sequéncias
de Padovan, no centro da imagem encontram-se dois triangulos resultantes do somatorio dos
dois termos sétimo e décimo primeiro, com dois prolongamentos por meio de triangulos

correspondente a0 nono termo.
Identidade 59. 2S + 2Pa2_; = 2(Pa,, + Pa,_, + Pa,_3)(Pan_, + Pa,_,)

Prova. Paran = 12
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Figura 67- Prova visual do Identidade 59.

b Janela de Algebra

» Janela de Visualizagdo

"
s

= W

= W

w o,
W

S“g?’
"I‘é

=

polt1=562.35
a,=16

pol3=110.85
N=(-1.95,-12.03)
b a- 511

P polf2=113
b 0,158

> (34

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

De forma anéloga, a prova visual da identidade 58 segue a prova da identidade 59,

com a diferenca que os dois prolongamentos sao por meio de triangulos correspondente ao

décimo termo. Segue no proximo teorema um estudo mais profundo.

Teorema 30. Paratodon > 3

Prova. Paran = 8.

Pa%,; + Pa?_, + Pa%_; = Pa?,, + Pa%,, + Pa? + Pa’_,

Figura 68 Prova visual do Teorema 30.
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» Janela de Visualizagdo

AA

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Assim,

cPa?,; = cPa?,, — cPa%_, — cPa?_; + cPa?,, + cPa% + cPa?_,

Para encontrar as somas dos indices pares e impares dos nimeros de Padovan, faz-se
uso da seguinte proposicéo e sua prova visual.

Proposicdo 4. Paratodon > 7,
Pa% = 2Pa%_, + 2Pa%_; — Pa?_,

Prova. Paran = 11.
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Figura 69- Os onze primeiros numeros de Padovan

AARDRICIEN=] ]

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
De acordo com a Figura 69, segue a demonstracéo da prova visual da proposigéo 4.

Logo, para finalizar tal prova, mostramos a Figura 70.

Figura 70- Prova visual da proposicéo 4.

» Janela de Visualizacao

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
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A Figura 70, mostra-se a prova visual da proposicao 4, utiliza-se um quarto termo,
dois oitavos e nonos termos dos nimeros de Padovan. Assim,

cPa% = 2cPa%_, + 2cPa%_; — cPa?_,.

Teorema 31. Paratodon > 3,

n n n n-—2
(1+ ) Paye 1)? = (2Pagn s+ Pasn5)* =2 ) Padey + ) Pad— ) Pady
k=1 k=1 k=1 k=1
Prova. Paran = 6.

Figura 71- Prova visual do Teorema 31

a=2

NE

R[]~

sl S

= =Y

W= ack

=] ACT

\'4

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Dessa forma,
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n 2
C 1 + Z Pa,zk_l = C(ZPClZn_l + PaZn_S)Z
k=1

n n n-2
=2 Z cPas,_, + Z cPa3, — 2 cPaz,_,
k=1 k=1 k=1
Corolario7. Paratodon > 3
n 2n
(1+ ) Page 1)? = Pa3yyy + Pady s + Pady s + ) Pa}
k=1 k=1

Teorema 32. Paratodon > 3,

n+1

n n n-2
1+ ZPaZR)z = (2Pazn + Pazn_4)* = ZZ Paj, + Z Pag_, - Z Pay
k=1 k=1 k=1 k=1

Prova. Paran = 5.

Figura 72- Prova visual do Teorema 32

Janela de Algebra » Janela de Visualizagéo

A=(0,0) A
B=(12,0)
p =12
P pol1=62.35
D=(4.49,-7.79)
i=3.01
pol2 = 3.92
1=8.99
pol3 = 34.99
p=8.99
pold = 34.99
H=(5,0)
P s=5
P pol5=10.83
J=(7,0)
P b=5
P pol6=10.83
p e=2
P pol7=1.73
p h, =7
P pol8=21.22
N=(5.5,4.33)
b k1 =3
P polS=38
P =(6.52,4.33)

n, =298

b

b pol10=3.25
b r,=1.02
|
I

1
pol11 = 0.45

a, =4.02

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
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n n n+1 n-2
c(1+ Z Pa,)? = c(2Pay, + Pasy_s)* =2 z cPas;, + Z cPa3,_, — Z cPasy,
k=1 k=1 k=1 k=1

Coroléario8. Paratodon > 2,

2n+1

n
1+ z Pay)? = Pa3, 3 + Pas, + Pa3,_, + Z Pa;

Segundo Edgar e Nacin (2021), os dois corolarios anteriores podem ser combinados
para ainda outra prova da identidade da soma dos quadrados mostrada acima. Além disso, a
combinagdo dos dois teoremas anteriores fornece uma prova visual da soma de todos os

ndmeros de Padovan.

Corolario9. Paratodon > 0,

n
i=1

Prova. Paran = 7.
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Figura 73- Os doze primeiros termos dos nimeros de Padovan.

Y RER Y ERNER

-

nCr

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Para demonstrar o corolario 9, observa-se 0s doze primeiros termos na Figura 73,

para o entendimento da Figura 74. Assim,



Figura 74- Prova visual do corolério 9.

143

)

<)

N

"-""

3 ][ ALAIO]

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Dessa forma, prova-se que

n
Z Pa; = Pa, 5 — 2
i=1

Teorema 33. Paratodon > 0,

n
> PaiPai; = Pans,Panss — 1

=0

Prova. Paran = 7.
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Figura 75- Prova visual do Teorema 33

» Janela de Algebra X | » Janelade Visualizagao

A=(0,0) A
B=(7,0)

=7
pol1=21.22
D=(3,0)

i=3

pol2=3.9

F ={(-0.48, 6.06)
1=3.98
pol3=6.86
p=3.99

pol4 =6.89
I=(-0.51,2.61)
s=1.98
pol5=1.7
K=(-2.48, 6.06)
b=2

polé =173
e=32

pol7 =173
N={-249,4.33)
h1 =1

pol8 = 0.43

k1 =1

pol9 =0.43

n, = 1
pol10=0.43
L= 1
pol11=0.43
§=(4.98,52)
a, =2

P ecoecococoeoe o000 o0 SC0OCGOOE® OO @O

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Assim,

2cPa;Pa;,, = 2cPa,,Pa, 3 —2.c. 1.1
0

n
1=

No teorema final requer uma imagem diferente, que resulta em somar cubos com
medidas P; X P; X P;,; em uma certa forma que resulta em um cubo maior, enquanto o

diagrama geral e teoremas sdo bem conhecidos, inclui-se uma versdo aqui para integridade.
Teorema 34. Paratodon > 1,
n
z Pa?Pa;, = Pay.Pa, 1 .Papn,,
i=0

Prova. Paran = 7.
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Figura 76- Prova visual do Teorema 34.

» Janelade Algebra X/ | » Janela de Visualizagio 3D

A=(0,0,0)
B=(-20,0)
€=(-2,1,0)
D=(0,-1,0)

~an e
nwononon
[~ - PN}

(2,0,0)
D, = (2.13,-3.16,0)

e=1272
=64
g=2504
h=1.41
i=1.41
=141
k=283
1=2.93
m=3.74
n=>5.6

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
A Figura 76 pode construir a espiral de Padovan, trancando um segmento em dois

vertices de cada prisma, sempre dando continuidade a curva para sua construgdo em uma
perspectiva tridimensional. Para melhor visualizacdo da espiral basta ocultar os cubos e

observar a mesma com movimento no espago.

3.12.9 Visualizacdes das identidades de Perrin na forma geométrica

Segundo Mangueira (2022) relata-se que os numeros de Perrin sdo analogos aos
nimeros de Padovan, assim as identidades podem ser provadas através da geometria. As
construcdes partem também de alguns principios, tais como: a maioria das provas
geométricas envolve areas e comprimentos de altitudes de triangulos equilateros.

Portanto, para facilitar o processo apresentamos uma constante que sera utilizada

s = - 3 - =A 14
sempre que for necessario, define-se k= % fazendo a altitude de um triangulo equilatero

com comprimento lateral s igual a 2ka e sua area igual a ka?: Além disso, a area de um
paralelogramo com comprimento lateral s e altitude perpendicular 2kh € dado por 2kah.

Logo, investigando algumas identidades mais gerais que também tém provas visuais.
Por consequéncia, mostramos a demonstracdo dos resultados por meio de triangulos.

Teorema 35. Para todos n > 1, tem-se:
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Pe,zl + Pe%_l == PGTZH_Z - ZPen_lpen

Prova. Paran = 9.

Figura 77- Prova visual do Teorema 35.

[ I oA LA~ =IO el =2l <2 ]

-
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
kPe? + kPe?_, = k.(Pe? + Pe?_,) — 2.kPe,_,Pe,
= k.(PeZ,, — 2.Pe,_,Pe,).
Portanto, a soma das areas dos triangulos preenchidos sera igual a ao somatério das
areas ndo preenchidas, ressaltando que ocorreu uma prolongag¢do com mesma area do sexto
termo dos nimeros de Perrin.

Teorema 36. Paratodon > 5
Pe2 + Pe2_, = 2.Pe,_,Pe, + Pe’_;

Prova. Paran =9
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Figura 78- Prova visual do Teorema 36
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Com base nos numeros de Perrin, demonstra-se o Teorema 36 por meio da Figura

78. Por consequéncia, kPe? + kPe?_, = 2.kPe,_,Pe, + kPe>_..

Teorema 37. Paratodon > 5

Pe? + Pe’_, = Pe,,,Pe,Pe,_,(Pe, — Pe,_,—Pe,_; — Pe,_:).

Prova. Paran =9
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Figura 79- Prova visual do Teorema 37

v

DREETTERNER

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor (2022).
Dessa maneira, demonstra-se o Teorema 37 por meio da Figura 79. Logo,

k(Pe2 + Pe?_,)
1 1
=3 (Pe, + Pe,_, + Pe,_,)2kPe, — 5 (Pej_; + Pey_5
+ Pe,_5)2kPe,_,
= k(Pe,,,Pe, + Pe,Pe,_, — Pe,_, Pe,_, — Pe,,_,Pe,,_; — Pe,,_,Pe,_c).
3.12.10 VisualizacOes das identidades de Leonardo na forma geométrica

Com base na defini¢cdo 16 e na identidade 35, podemos demonstrar o Teorema 38, no

qual faz a relagdo dos nimeros de Leonardo aos nimeros de Fibonacci.

Teorema 38. Paratodon > 0
LeyLenyiLensy = 8Fni1FryoFpys — 4F5F, — Lej,,

Prova. Paran =1
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Figura 80- Prova visual do Teorema 38
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022).

Observando a Figura 80, o volume ndo preenchido na imagem corresponde a um
volume cujas medidas sdo trés nimeros consecutivos de Leonardo, isto é, o volume dos oitos
prismas retangulares de cor verde, que sdo representados por trés termos consecutivos da
sequéncia de Fibonacci, menos o volume do prisma amarelo, no qual as medidas também
estdo associadas aos numeros de Fibonacci, menos a area de um quadrado de lado cinco de
cor marrom, correspondente a um ndmero de Leonardo.

No préximo capitulo, foram abordadas as concepc@es das situacdes didaticas a serem

exploradas no decorrer dessa pesquisa.
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4 UMA EXPERIENCIA DIDATICA: O ESTUDO DAS SEQUENCIAS
RECURSIVAS LINEARES NO CURSO DE LICENCIATURA

Esta pesquisa teve sua fase experimental concebida em um curso de Licenciatura em
Matematica, no Instituto de Educacdo, Ciéncias e Tecnologia do Ceara, campus Fortaleza,
com quatro estudantes matriculados na disciplina da Historia da Matematica, durante o 6°
semestre, com duragdo de 40 horas, no curso de licenciatura em Matematica, por meio da
transposicao didatica sobre as sequéncias recursivas lineares, realizando um estudo historico
e matematico.

Com o intuito de analisar as contribuicfes da Teoria das Situa¢Bes didaticas para o
ensino das aplicagOes de visualizagdo bidimensional e/ou tridimensional das sequéncias de
Fibonacci, Lucas, Pell, Oresme, Mersenne, Jacobsthal, Narayana, Padovan, Perrin e
Leonardo, mediante a Engenharia Didatica, por meio do software GeoGebra com 0s
estudantes da licenciatura em Matematica.

Para que essa transposicdo didatica acontecesse, foram criadas dez situacdes
didaticas elaboradas a partir de situagcdes-problemas, fundamentadas nas dialéticas da Teoria
das Situacdes Didatica, bem como explorando as fases e as concepc¢des da metodologia
escolhida.

Diante desse breve esclarecimento, seguindo 0s pressupostos da Engenharia
Didatica, detalhamos as concepgdes das situacdes didaticas caracterizando a fase da Analise
a priori.

4.1. Concepgdes das Situacdes Didaticas

De acordo com Almouloud e Coutinho (2008), nesta fase da andlise a priori deveu-
se levar em consideracdo as variaveis didaticas do estudo e todas as caracteristicas da
situacdo didatica a ser desenvolvida, buscando ter controle, para as possiveis previsdes de
comportamentos dos estudantes mediante uma situagdo problema, em que “as a¢des do aluno
sdo vistas no funcionamento quase isolado do professor, que sendo o mediador no processo,
organiza a situacdo de aprendizagem de forma a tornar o aluno responsavel por sua
aprendizagem” (ALMOULOUD; COUTINHO, 2008, p. 67).

Dessa maneira, buscou-se especificar as dez situacbes didaticas de ensino que
abordam as sequéncias recursivas lineares para além do estudo algébrico, explorando-as

também por uma perspectiva geométrica, a partir da construcdo das desenvolvidas no
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GeoGebra, com a manipulacdo de seus parametros e elementos pelos sujeitos, incumbindo-
os da tarefa de demonstrar seu raciocinio matematico nestas solugdes.

Com este propdsito, esta etapa da pesquisa seguiu um plano de a¢do em que definiu
as variaveis (globais e locais) da Engenharia Didatica. No que se refere as variaveis globais,
compreendeu-se como ocorre a organizacdo da Engenharia Didatica e a possibilidade de
replicacéo deste estudo em outros contextos, com a vistas a ampliacdo das hipdteses.

A partir desta determinacdo das variaveis globais, surgem as varidveis locais, como
hipdteses mais especificas voltadas para a sala de aula. Tais conjecturas referem-se a
previsdo de atitudes dos sujeitos, observando o seu comportamento diante das situacfes
didaticas que, ao final de todo o percurso, foram essenciais para a validacdo da Engenharia
Didética.

Neste caso, elencamos variaveis locais, como: as possiveis dificuldades no
desenvolvimento das situacdes didaticas ao relacionar os termos das sequéncias recursivas
lineares com as construcfes geométricas realizadas no GeoGebra; 0s conhecimentos prévios
dos estudantes sobre o tema matematico a ser estudado nao serem suficientes para a
compreensdo e solucdo das situacGes didaticas.

Segundo Artigue (1996), as situagOes-problemas ou questdes de controle podem
ajudar a prever os comportamentos dos alunos e, portanto, nesta fase apresentamos as
situacBes didaticas que envolveram as sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell, Oresme,
Mersenne, Jacobsthal, Narayana, Padovan, Perrin e Leonardo, como suas descricdes e
resolugdes a partir do comportamento esperado pelo estudante.

Assim, para esta fase, anélise a priori organizou as situa¢fes didaticas a partir das
etapas da TSD, no propoésito de prever comportamentos a partir de uma dialética entre os
sujeitos da pesquisa e as situacOes didaticas, planejado pela pesquisadora no processo de
institucionalizacdo e devolucdo, em que foram esperadas possiveis demonstracGes de
conhecimentos matematicos dos sujeitos durante os problemas investigados.

A elaboracdo desta etapa da pesquisa foi essencial, pois a partir destes
comportamentos, buscamos validar as situacGes didaticas descritas, nas quais foram a
interacdo entre os sujeitos da pesquisa e 0s conhecimentos desenvolvidos, como produto de
suas vivéncias praticas e das resolucbes das situacbes didaticas propostas.

Dessa maneira, a validacdo da ED desta pesquisa foi essencialmente interna e
realizada com base no confronto entre a analise a priori, que estabelece estas previsdes

atitudinais com base na TSD, e a analise a posteriori, que tem como esséncia a coleta de
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dados no percurso de experimentacdo, com as produgdes dos sujeitos escritas, gravacoes de

audio e videos e outros tipos de registros que foram pertinentes a validagdo da pesquisa.

4.2. Analise a priori das Situacdes Didaticas
Nesta subsecdo apresentam-se as situagdes didaticas direcionadas as sequéncias

recursivas lineares, amparadas pelos pressupostos da Teoria das Situa¢des Didaticas (TSD),
pois buscou-se analisar, conforme a perspectiva de Brousseau (2004, p. 245) “a situagao [...]
e as possibilidades de tomada de decisdo de um ator em um determinado ambiente, [...] de
tal forma que a estratégia de solugcdo s6 pode ser implementada com algum conhecimento
matematico”.

Nesta fase, as previsfes dos comportamentos dos sujeitos mediante as situagdes
didaticas propostas, foram organizadas a partir das situac6es de acdo, formulacéo, validagédo
e institucionalizacdo e descritas com base nesta dialética.

Faz-se interessante que as situacOes didaticas fossem discutidas e resolvidas tanto
individualmente quanto em pequenos grupos, para que a dialética de formulacdo ocorresse
de maneira eficaz.

O software GeoGebra foi utilizado em cada situagdo didatica como recurso para
estimular a intuicdo e a percep¢do geométrica a partir das possibilidades de construcdo das
definicdes e propriedades apresentadas em visualizagdes no ambiente computadorizado, o
que puderam auxiliar no desenvolvimento de ideias e nos levantamentos de hipo6teses dos

sujeitos da pesquisa no decorrer da solugéo das situagdes propostas.

4.2.1 Situacdo didatica 1: encontrar a identidade relacionada aos numeros de Fibonacci.

Essa situacdo didatica consistiu em explicar como a visualiza¢do da identidade dos
cubos Fibonacci atraveés do software GeoGebra, fazendo a associagdo das figuras com o0s
termos dessa sequéncia, facilitando a compreensdo da formula de recorréncia. Para isso, 0s
estudantes precisaram entender como foram construidas as figuras e, principalmente,
observarem padr@es que foram dificeis de compreender sem a visualizacdo da figura.

Sabendo que o software tem algumas funcdes que fizeram com que as figuras
apresentassem o0s termos relacionados a sequéncia de Fibonacci, diferentemente de uma
imagem que é apresentada por livros ou artigos, que ndo pode ser editada.

Inicialmente, foi apresentada a construcdo de um cubo que relaciona as suas arestas

ao terceiro numeros de Fibonacci, conforme mostra a Figura 81 a seguir
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Figura 81— Construcédo do cubo
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
A Figura 81 mostra um cubo, construido por meio da opcdo que tem a mesma

denominacdo, essa op¢do estd na barra de ferramenta do GeoGebra, no qual para realizar a
construcdo selecionou-se dois pontos para determinar o tamanho da aresta, nesse caso
escolhemos o valor igual a dois, que corresponde ao terceiro termo da sequéncia de
Fibonacci.

Observando a janela de algebra podemos afirmar que o volume desse prisma é igual
a oito. Em seguida, construiu-se um novo prisma cujas suas medidas também se

relacionaram a outros numeros de Fibonacci, conforme a Figura 82.
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Figura 82— Construgdo do segundo prisma
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
A Figura 82 mostra o segundo prisma, que foi construido pela ferramenta do software

gue possui 0 mesmo nome. Esse comando, por sua vez, desenhou a base com as duas
primeiras medidas de largura e comprimento, e, posteriormente, foi elevada para a obtencao
da altura. Observou-se que as medidas correspondentes a largura, comprimento e altura séo
trés, cinco e dois - unidades de medida, respectivamente, e 0 seu volume igual a trinta
unidades de medidas.

Diante disso, continuando a constru¢do, um novo cubo foi construido de forma
analoga a Figura 81, cuja aresta tem medida igual a trés, no qual o resultado de seu volume

é igual a vinte e sete unidade de medidas (Figura 83).
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Figura 83— Construgéo do terceiro prisma
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
Por conseguinte, foram criados mais dois prismas cujas medidas sdo idénticas a

Figura 82, que também possuem o volume igual a trinta unidades de medidas como mostra
a Figura 84.
Figura 84— Identidade dos numeros de Fibonacci
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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Com base nessas Figuras 81,82,83 e 84 ¢ realizado um questionamento que norteou
a pergunta para a realizacdo da Situagdo didatica 1: Qual a identidade de Fibonacci pode ser
descrita? A seguir, descrevemos as etapas da TSD, comegando com a dialética da acéo.

Na situacdo da acao, de forma preliminar os estudantes devem observaram a lei de
recorréncia F,,, = F, + F,_; para n >I. Sendo F; = 1,F, = 1, para calcular os dez
primeiros termos da sequéncia de Fibonacci que sao (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55....)

Na situacdo de formulacao, no qual essa etapa é definida pelas interacdes existentes
em uma situacdo-problema. Tal situagéo foi caracterizada pela troca de conhecimentos entre
0s estudantes. Essa interacdo pode ocorrer atraves da escrita ou por dialogos.

Segundo Almouloud (2007), a linguagem dos alunos é expressa de forma natural ou
mesmo matematica. Assim, mostramos uma previsdo, nos quais os estudantes devem fazer
a associagdo dos valores das arestas dos prismas a um termo da sequéncia de Fibonacci,
como por exemplo:

Prisma 1 — aresta igual a 2, logo esse valor corresponde ao terceiro termo da
sequéncia de Fibonacci.

Prisma 2- as medidas de largura, comprimento e altura sdo 3, 5 e 2, correspondem ao
quarto, quinto e terceiro termos da sequéncia respectivamente.

Prisma 3 —aresta igual a 3, logo esse valor corresponde ao quarto termo da sequéncia.

Prisma 4- as medidas de largura, comprimento e altura séo 2, 3 e 5, correspondem ao
quarto, quinto e terceiro termos da sequéncia respectivamente.

Prisma 5- as medidas de largura, comprimento e altura sdo 2, 5 e 3, correspondem ao
quarto, quinto e terceiro termos da sequéncia respectivamente.

Observando as medidas, os estudantes devem pensar no volume total que é
representado por um cubo, essa figura por sua vez, é igual ao somatorio dos volumes dos
prismas mostrados nas construcdes pelo GeoGebra. Para a generalizacdo dessa identidade
queé F3., = E3+F2_ | + 3F,_,E,Fp,1,paran > 1.

Para a situacao de validacdo, as hipoteses devem ser encontradas pelos estudantes
na fase de formalizacdo, sdo pedidas as explicagcdes sobre as teorias e demonstracfes
(D’AMORE,2005). Nesse momento, os alunos devem convencer aos participantes a
assercao das suas afirmacdes.

Para essa prova os estudantes devem utilizar operacdes algébricas como F2,, =
(E, + F,_1)3, ou seja, o cubo do somatério de dois termos consecutivos da sequéncia de

Fibonacci.
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Por fim, na situacéo de institucionalizacéo, o professor deve realizar as corregdes
que asseguram a consisténcia das operacfes (ALVES,2016). Com base nas informagdes
apresentadas durante as fases anteriores, 0 professor deve sugerir a validagcdo por meio do
método da inducéo, afirmando que a utilizacdo do GeoGebra para realizacao dessa situacao
didatica é essencial, pois sem o software 0s estudantes ndo conseguiriam chegar a

generalizacdo da identidade proposta.

4.2.2 Situacdo didatica 2: Identificar a semelhanca entre a sequéncia de Lucas e a de
Fibonacci por meio das identidades

Nessa situacdo didatica, os estudantes devem ter uma ideia de resolucdo, pois ja
devem ter realizados a situacdo-problema anterior, facilitando as rela¢bes por meio das
visualizacdes por meio do GeoGebra.

No primeiro momento deve ser apresentada a lei de recorréncia Ln= Ln.1 + Ln-2,n>2,
L,=2, para determinar os dez primeiros termos da sequéncia de Lucas que sdo
(1,3,4,7,11,18,29,47,76, 123, ...).

Diante dessas informacdes, surge a situacdo didatica: Quais as semelhancas entre
sequéncia de Lucas e a sequéncia de Fibonacci? Prove por meio das identidades.

Para resolver essa situacdo-problema, deve-se mostrar a primeira identidade de Lucas
em uma visualizacdo bidimensional, construindo um retangulo aureo por meio de quadrados,
associando cada lado de um quadrilatero com os termos da sequéncia de Lucas.

Inicialmente, para essa construgdo, utilizando o software GeoGebra, usa-se a
ferramenta Poligono Regular, que escolher dois pontos como comprimento do lado de uma
figura, determina-se a quantidade de vértices que tera o seu poligono de medidas de lados

iguais, construindo um quadrado, conforme a Figura 85.



Figura 85— Construgdo de um quadrado
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Utilizando essa ferramenta, deve-se construir oito quadrados que estdo associados 0s

termos da sequéncia de Lucas, isto €, para cada lado de um quadrado tem um numero de

Lucas relacionado. Para melhor compreensdo, mostra-se a Figura 86, com os quadrados

correspondentes aos termos L, = 2 e L, = 1, ou seja, serd construido um quadrado de lado

dois e outro quadrado de lado um.

Figura 86— Termos iniciais da sequéncia de Lucas
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De forma anéloga, deve ser construido mais seis quadrados, cujos lados tém medidas
correspondentes aos numeros de Lucas. Vale ressaltar que, para a construgdo do proximo
quadrado, sempre sera soma os valores dos dois lados dos quadrados consecutivos
anteriores, conforme a Figura 87.

Figura 87— Oito primeiros termos da sequéncia de Lucas
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

r

A partir dessa construgédo, deve se iniciar a fase da acéo, essa ¢ “aquela em que o
aluno realiza procedimentos mais imediatos para resolucédo de um problema, resultando na
producao de um conhecimento de natureza mais experimental e intuitiva do que tedrica”
(PAIS, 2015, p.34). Com base nas informacOes obtidas nas construgdes do GeoGebra, os
estudantes devem identificar a primeira identidade de Lucas Y.%_, L4=L,Lyp+1 — 2.

Para a fase da formulacdo, os estudantes devem levantar suas hipéGteses. Nesse
momento, a Figura88 deve ser apresentada aos alunos, para que 0S MesmOs possam
visualizar e identificar que essa construcdo deve ocorrer de maneira analoga a situacéo
didatica 1.
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Figura 88— Representagéo da identidade de Lucas em uma visualizagdo 3D
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Com base na Figura 88, os estudantes devem observar os dados para obtencdo da
segunda identidade de Lucas que é L3, = L3+L3_; + 3L,_1LyLy1.

Em seguida, na fase da validagdo, os estudantes devem tentar convencer 0s
participantes a legitimidade de suas afirmagdes, por meio de uma linguagem formal, ou seja,
provar que a sequéncia de Lucas e de Fibonacci utilizam a razdo aurea para convergéncia
entre seus termos da sequéncia, e por consequéncia, demonstrar que suas identidades séo
semelhantes.

Para a fase institucionalizacdo, espera-se que o aluno ou grupo de estudantes
encontrem um significado para o saber que foi elaborado por ele mesmo ao longo das fases
anteriores. Diante dessa situacdo “o professor fixa convencionalmente e explicitamente o
estatuto cognitivo do saber” (ALMOULOUD 2007, p.40). Nesse momento, o professor deve
retornar as discussbes feitas nas etapas anteriores, evidenciando a possibilidade da
construcdo de espiral para os nimeros de Lucas e a determinacdo de outras possiveis

identidades.
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4.2.3 Situacdo didatica 3: associar as representacdes geométricas aos numeros de Pell

Nas concepcOes das situacdes didaticas, essa situacao articular conceitos sobre a
sequéncia de Pell, trazendo os seguintes questionamentos: Qual a relacdo entre os nimeros
de Pell com a identidade de Candido? Como generalizar a identidade de Pell por meio de
uma visualizacdo tridimensional?

Para iniciar os estudos, deve ser apresentada a lei de recorréncia P, = 2P,_; +
P,_,,n>3,com P,=0,P, =1eP, =2, para determinar os oito primeiros termos da
sequéncia de Pell que séo (1,2,5,12,29,70,169,408, ...).

Para iniciar a fase da acdo, para o gerar o primeiro questionamento, deve ser
apresentada a identidade de Candido utilizando o GeoGebra. Para a constru¢do da imagem
que representa essa identidade, sdo necessarios quadrados e retadngulos, que podem ser
construidas com as ferramentas poligono regular, ja utilizada anteriormente, e a op¢éo
poligono, que constroi a partir da determinacdo dos vértices do retangulo, como mostra a
Figura 89.

Figura 89— Termos iniciais da identidade de Candido
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
A partir dessas informacdes iniciais, deve ser construido um quadrado maior, cujos

seus lados sdo determinados por quadrados e retangulos, como mostra a Figura 90.
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Figura 90- Generalizagédo da identidade de Candido
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Assumindo a posicdo da acao, que é quando durante o processo o aluno elabora

estratégias para criar um método de resolver seu problema (BROUSSEAU, 1997). Os
estudantes devem organizar suas estratégias, a partir da representacdo da situacdo-problema
que deve servir de subsidios para suas tomadas de decisdes.

Dessa maneira, 0s estudantes devem analisar casos particulares para relacionar os
nameros de Pell a identidade de Candido, calculando a area do quadrado mostrado na Figura
90.

Para fase da formulacao, o estudante deve substituir o valor de x por P,_, e valor de
y por 2P,_;, somando x+y serd igual P,. Para validar essa relacdo da identidade de Candido
com a sequéncia de Pell, o aluno deve substituir valores para os nimeros de Pell na formula
obtida, no qual deve observar se a identidade encontrada assume veracidade para qualquer
valor relacionado a sequéncia proposta.

Continuando a situacdo didatica 3, o segundo questionamento: como generalizar a
identidade de Pell por meio de uma visualizacdo tridimensional?

Para responder essa indagacdo, deve ser apresentadas duas construcOes
tridimensionais, nas quais os estudantes devem observar, e espera-se que 0S mesmos criem
suas hipoteses para a resolucéo da situacdo-problema, posteriormente validando-as com os
conceitos matematicos.

Logo, inicialmente deve-se construir um cubo maior, com o valor da aresta igual a
cinco, terceiro termo da sequéncia de Pell, por meio da ferramenta cubo, ja descrita na

situacdo didatica 1, conforme a Figura 91.



163

Figura 91-Termo da identidade representada por cubo maior
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Em seguida, na parte interna desse prisma (Figura91) sdo construidos mais oitos
cubos menores e idénticos com valores das arestas iguais a dois, segundo termo da sequéncia
de Pell, como mostra a Figura 92.

Figura 92 — Outros termos da identidade representadas por cubos menores
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Por conseguinte, deve ser criado mais um cubo de cor amarela, com valor para aresta

igual a um, que corresponde ao primeiro termo da sequéncia de Pell, finalizando a primeira
parte da identidade, de acordo com a Figura 93.

Figura 93— Identidade de Pell (12 parte)
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
Para criar uma igualdade nessa identidade, ou seja, a segunda parte, deve ser

construida outra imagem em torno do eixo tridimensional, como mostra a Figura 94
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Figura 94-1dentidade de Pell (22 parte)
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
Nessa Figura 94, deve ser construidos seis prismas com medidas cinco, dois e um,

para alturas, larguras e comprimentos, que correspondem a terceiro, segundo e primeiro
termo da sequéncia de Pell, por meio da ferramenta prismas, no qual deve-se escolher a base,
usando as medidas de largura e comprimento nos eixos X e y, ap0s a construcdo desse
quadrilatero, é determinado a altura no eixo z.

Com base nas Figuras 93 e 94, inicia-se a fase da acéo, os estudantes devem observar
e associar cada medida dos prismas a um termo da sequéncia de Pell.

Para a fase da formulacdo, espera-se que os alunos pense nas operagGes implicitas
nas imagens, como a subtracdo das areas dos cubos que devem ser inseridas no prisma maior,
bem como na igual nas Figuras 93 e 94, realizando a igualdade para a generalizacdo da
identidade P3,, — 8P3 — P3_, = 6(P,_1.P,.Ppy1) paran > 1.

Jé& na fase da validacdo, apds a generalizacdo, os estudantes devem efetuar os calculos
para demonstrar as igualdades, utilizando os ndmeros de Pell. Na situacdo de
institucionalizacdo, as informacgdes devem ser levantadas a partir do que foi pensado nas
fases anteriores. O professor deve finalizar sua media¢do, mostrando outras identidades

importantes sobre a sequéncia de Pell.
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4.2.4 Situacdo didatica 4: visualizagdo em 3D por meio das identidades de Jacobsthal

A situacdo que propomos a seguir, tem como objetivo utilizar as identidades de
Jacobsthal para uma construcdo geométrica. Nesse sentido, apresentamos a seguinte
situacdo: com base nos numeros de Jacobsthal, representados por J,, = {0,1,1,3,5,11, ...}
podemos representar essa sequéncia de forma geométrica em uma visualizagdo 3D?

Na fase da acdo, deve ser 0 momento que ocorre a interacdo de um aluno ou um
grupo de estudantes com o ambiente de aprendizagem, bem como a tomada de decisdo para
organizar as estratégias para resolucao da situacdo-problema.

De inicio, devem ser apresentados os teoremas 18,19 e 20, esperando que 0sS
estudantes compreendam a definicdo de ladrilhos para resolver o seguinte questionamento:
por meio de ladrilhos, qual o nimero de maneiras de preencher os espacos com as medidas
2x2xn com uma figura de medidas 1x2x2?

Na fase da formulacdo, espera-se a troca de didlogo entre os estudantes para
determinacdo desse preenchimento. Dessa maneira, os estudantes devem encontrar uma
imagem que se assemelhe a Figura 95, por meio do teorema 19, a soma dos pesos dos
tabuleiros de comprimento n €/,,,1(x) , no qualn >0

Figura 95- Ladrilhos 3xn da sequéncia de Jacobsthal
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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Na Figura 95, deve ocorrer a construcéo de quadrados de lados iguais a um e dois, 0S
dois primeiros termos da sequéncia de Jacobsthal, para uma combinacdo a,, = 3x n, por
meio da ferramenta poligonos regulares ja abordado na situacdo didatica 3. Para construir
outra parte da imagem tridimensional, espera-se que 0s estudantes pensem uma maneira de
representar o teorema 20, S2 = J,.1, paran = 0, como mostra a Figura 96.

Figura 96— ladrilhos 2x n da sequéncia de Jacobsthal
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
Na Figura 96 devem ser construidos retdngulos de medidas um e dois, b,, = 2x n,

utilizando a mesma ferramenta, para a determinacgdo de seis combinagfes possiveis. Como
validacdo, os estudantes devem realizar a unido das Figuras 95 e 96 para uma possivel

construcdo 3D, como mostra a Figura 97.
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Figura 97- Visualizagdo 3D para sequéncia de Jacobsthal.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Para validacé@o da construcdo da Figura 97, os alunos devem associar a,, = b, =
Jn+1, Hlustrando essa pequena cadeia de igualdades usando uma prova bijetiva.

De acordo com as fases anteriores, a fase da institucionalizacdo dessa situagdo-
problema, o saber ¢ identificado, sistematizado e reconhecido (BROUSSEAU, 1996). Dessa
forma, o professor deve argumentar a importancia dos polinémios de Jacobsthal para uma
construcdo geométrica e enfatiza que sem o GeoGebra, essa visualizacdo ndo seria tdo
simples.

4.2.5 Situacdo didatica 5: representar geometricamente a identidade de Narayana

Nessa situacdo, espera-se que os estudantes tenham uma base, pois ja devem ter
realizado a situacdo didatica 4, facilitando as relagcdes por meio das visualizagdes por meio
do GeoGebra.

No primeiro momento deve ser apresentada a lei de recorréncia N, = N,_; +
N,_3,r = 3 ,para termos iniciais Ny = 0,N; = N, =1, para determinar o0s dez
primeiros termos da sequéncia de Narayana que sao (0,1,1,1,2,3,4,6,9,13,19,...).

Com base nessas afirmacOes, apresenta-se a seguinte situacdo didatica: como
podemos representar essa sequéncia de forma geométrica em forma de ladrilhos? Caso

afirmativo, prove por meio de uma identidade.
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Para determinar a fase da agéo, deve ser apresentado o seguinte problema: uma vaca
da a luz a um bezerro todos os anos. O bezerro, por sua vez, da a luz a outro bezerro quando
tem trés anos de idade. Qual o nimero de bezerros produzidos por uma vaca em 20 anos?
(STANLEY,2015)

Para resolver essa situacdo-problema, os alunos devem utilizar a lei de recorréncia,
para determinar 0s termos que completam a sequéncia até o vigésimo termo. Para
formulacéo, devem ser apresentadas as Figuras 98,99 e 100, que sdo representadas por
retdngulos 3x1, para uma generalizacdo de uma identidade relacionados aos nimeros de
Narayana.

Figura 98— Representagdo 3x1
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Fonte: Elaborado pelos autores (2022)

Figura 99— Representagédo 3x2
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Figura 100— Representacdo 3x3
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022)
Com base nas Figuras 98, 99 e 100, deve ser realizado o seguinte questionamento:

guantas possibilidades de construir a representacdo 3x6? Nesse momento, na fase da
formulacéo, espera-se que os estudantes associem os valores de possibilidades aos nimeros
de Narayana.

Para validacéo das hipdteses criadas na fase anterior, os alunos devem generalizar a
identidade V,, = 3x (n — 1), ou seja, a quantidade de possibilidades de ladrilhos construidos
3x1.

Para finalizar a situacdo didatica, na fase da institucionalizacédo, o professor deve
fazer a mediacdo e afirmacdo que as identidades de Narayana séo estudadas segundo Alves

e Bezerra (2020) com relacdo aos nimeros de Catalan, bem como por meio de combinagdes.

4.2.6 Situacdo didatica 6: encontrar a relagéo entre os nimeros de Padovan com triangulos
equilateros

Esta situacdo tem o objetivo de explorar a visualizacdo das identidades de Padovan
por meio de tridngulos equilateros, sua composicao pode ser feita através da area do tridngulo

equilétero e as suas propriedades.
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Nesta situacdo, o estudante devera ser capaz de encontrar as identidades visualizando
associacdo dos numeros de Padovan aos lados de um triangulo equilatero como mostra a
Figura 101.

Figura 101- Representacdo geométrica dos numeros de Padovan
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Para criar um tridngulo equilatero no GeoGebra, utiliza-se a ferramenta poligono
regular, descrita nas situagoes didaticas anteriores. Para a fase da acéo, deve ser apresentada
alei de recorréncia Pa,, = Pa,_, + Pa,_3,n = 3.ParaPay, = 0,Pa; = 1 e Pa, = 1, para
determinar os oito primeiros termos da sequéncia de Padovan que séo (0,1,1,1,2,2,3,4,5, ...)

e arazdo plastica é igual a é ¢ = 1.324718 ... de acordo com Vieira e Alves (2020).

Assim, espera-se que 0s estudantes observem e associem cada lado de um triangulo,
na Figura 109, a um nimero de Padovan. Para fase da formulacao é esperado que os alunos,
relembre a férmula da area do tridngulo equilatero para construcédo das identidades por meio
das Figuras 102 e 103.
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Figura 102— Representacdo geométrica da identidade

L OI4IN

3
]

e
3

[>]]
| %5 |
N
)Y-

|
|

&
AT
a3

|

L

»
[
‘4
2

>

Entrada:

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)
De acordo com a Figura 102, os estudantes devem associar os nimeros de Padovan

aidentidade B? = 2P%_, + 2P%_; — P?_,,Paratodon > 7.
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Figura 103 - Representacdo geométrica de dois termos consecutivos de Padovan

£ teoremeT.l.ggb

Arquivo Edttar Exibir Opgdes Ferramentas Jansla Ajuda

=R . —al | 59 ey = -
R Qo™ ML =l COUNE oL N s

1

Entrada:

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)
De forma anéloga, os alunos devem associar os termos da sequéncia de Padovan a

Figura 103, para identificar a identidade Pa2 + Pa?_, = Pa2,, — 2Pa,_,.Pa,, paran >
1.

Como validacéo, os estudantes devem desenvolver uma demonstracdo, segundo
Edgar e Nacin (2021), dessas duas identidades utilizando a area do triangulo ja mencionada
nas fases anteriores.

Por fim, o professor na fase da institucionalizagéo, deve mostrar que existem outras
identidades que podem ser provadas utilizando 0s mesmos conceitos e com outras

representacdes geométricas envolvendo triangulos.

4.2.7 Situacdo didatica 7: encontrar a relagdo entre os nimeros de Perrin com 0s nimeros
de Padovan
Nesta situacao, espera-se 0s estudantes ja tenha uma base, pois devem ter realizado

a situacdo-problema anterior com os numeros de Padovan, facilitando as relacées por meio
das visualizagdes por meio do GeoGebra.

No primeiro momento, na fase da agdo, deve ser apresentada a lei de recorréncia
Pe, = Pe,_, + Pe,,_3,n = 3. Para Pe, = 3,Pe; = 0 e Pe, = 2, para determinar os dez

primeiros termos da sequéncia de Perrin que séo (3,0,2,3,2,5,5,7,10,12, ...).
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Diante dessas informagdes, surge um questionamento: podemos afirmar que a
sequéncia de Perrin é semelhante a sequéncia de Padovan?

Para responder essa indagacéo, na fase da formulagéo, deve ser apresentada a Figura
104. Nesse momento as conjecturas devem ser levantadas pelos estudantes para tentar
responder ao questionamento.

Figura 104- Representacdo geométrica da sequéncia de Perrin
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
Nesse momento, espera-se que o0s estudantes observem a Figura 104 e comecem a

perceber as semelhancas entres a sequéncia de Perrin e de Padovan, pois ambos os termos
das sequéncias puderam ser representados por lados de um tridngulo equilatero.

Para a validacdo da semelhanca, devem ser solicitados aos alunos que realizem o
calculo da razdo entre os termos da sequéncia de Perrin, para que com essa informacéo os
estudantes pudessem visualizar, também, o nimero plastico nessa sequéncia.

Finalizando, espera-se que 0s estudantes possam perceber que a lei de recorréncia é
a mesma, mudando somente os termos iniciais, gerando uma conclusdo de que as identidades
serdo semelhantes para os nimeros de Perrin, baseado em Mangueira (2022).

Para a fase de institucionalizacdo, de acordo Almouloud (2007, p. 40) “o professor
fixa convencionalmente e explicitamente o estatuto cognitivo do saber”. Assim, o professor
reassume o controle da situacdo didatica, formalizando o conceito matematico desenvolvido
pelos estudantes, partindo de suas observacgdes e apontando as construcdes no GeoGebra.
Nesse momento o docente deve demonstrar algumas identidades de Padovan, de tal forma

que as identidades possam ser provadas de forma imediata com os nimeros de Perrin.
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4.2.8 Situacdo didatica 8: encontrar uma identidade de Mersenne por meio de uma
visualizacao bidimensional

Para a concepcdo desta situacdo didatica, deve se iniciar com apresentacdo da lei de
recorréncia que define a sequéncia de Mersenne M,,,, = 3M,,; — 2M,, , com a condic¢do
M, = 0e M; = 1. Catarino, Campos e Vasco (2016). Em seguida na fase da a¢éao, devem

ser apresentadas as Figuras 105,106 e 107.

Figura 105- Operacdes entre areas de retangulos (12 parte)
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Figura 106— Operagdes entre areas de retangulos (22 parte)
DEENEOEENE
Tilrc

IQ_J_W} _____ i

Area de polf = 49

=1

£

Areade ABCD = 45

Area de HK = 24

v

N :>
il J f 0
- Area de LMNO =28
AREA 2 i
L i 0
_40’._, SUES TR TSETeN Neu 7_.

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)



177

Figura 107— Operagdes entre areas de retangulos (32 parte)
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
Nesse momento, espera-se que 0s estudantes observassem as areas dos quadrilateros

expostos nas Figuras 105,106 e 107, por meio de trés passos.

O primeiro passo, 0s estudantes devem observar a primeira imagem que sao dois
quadrilateros com uma intersecdo. No segundo momento, os alunos devem observar os dois
quadrilateros separados sem a imagem de intersecdo, ocasionando duas figuras distintas. No
terceiro passo, os discentes devem observar a subtracao entre as duas areas dos quadrilateros
distintos, essas que por sua vez, essa estabelece segunda intersecdo deve ser apresentada para
gue a sua identidade possa ser compreendida por duas unidades de medidas.

Na fase da formulacéo, espera-se 0s alunos associem os nimeros de Mersenne a cada
lado do quadrado e retangulo apresentados, devem observar também que existem valores
fixos para cada termo da identidade, tornando as conjecturas mais faceis de serem provadas.

Para a validagdo, espera-se que, ao encontrar a relacdo entre as areas e 0s numeros
de Mersenne nas trés situagcdes-problemas propostas, os estudantes devem encontrar as
operagdes de subtracdes e generalizar a identidade de Mersenne M,,_;M,,.; — M2 = —2""1,
mostrando a demonstracdo por meio da relacdo dos numeros de Catalan, segundo Catarino,
Campos e Vasco (2016, p. 39).
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Com base nas informagdes das fases anteriores, na fase da institucionalizagéo, o
professor deve afirmar que essa demonstracao é realizada pela formula de Binet, mas que
também pode ser provada por limite tendendo ao infinito, baseado nos estudos de Catarino,
Campos e Vasco (2016, p. 39).

4.2.9 Situacdo didatica 9: encontrar a identidade de Oresme por meio de uma visualiza¢éo
bidimensional

Para esta situacdo didatica, tem como objetivo explorar a sequéncia de Oresme,

ressaltando que esta € uma sequéncia recorrente e linear, derivada da sequéncia de Fibonacci,

. ~ -1 e
no qual seus coeficientes sdo expressos por 1 e - Os numeros de Oresme formam uma
A - P 1
sequéncia de segunda ordem e apresentam a sua férmula On = On-1 —ZOn—Z, n>2,neN
1
com 00:0e01:5.

Como fase de acdo, deve ser solicitado aos estudantes que determine 0s dez primeiros
termos dessa sequéncia para n>0, para que 0s mesmos observem a continuidade da sequéncia
de Oresme. Neste momento, os alunos também devem observar as caracteristicas

particulares dessa sequéncia.

Ap0s a construgdo dos termos que correspondem a sequéncia de Oresme, como
intuito de estimular os alunos a criarem suas hipéteses na fase da formulagdo, deve ser

necessario que os estudantes considerassem a soma dos termos da sequéncia de Oresme

, . S 1+1+1 1
como uma serie geométrica G= 1+—-—+ -+ ——--
248 2n-1

Tentando provar que essa
identidade € igual a dois, como defini¢do de Stillwell (1989, p.119).

Considerando as conjecturas encontradas na série G, espera-se que 0s estudantes
observassem a Figura 108 e determinasse o valor da identidade de Oresme B=
Zzij = % + % + Z + % + 4 zln + .-, como fase de validacdo para os resultados

encontrados.
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Figura 108- Somatorio dos numeros de Oresme
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Na fase da institucionalizacdo, o professor deve validar as demonstracdes e
destacando algumas operacdes que podem ser exploradas e a necessidade do GeoGebra para
a realizacao dessa situacdo-problema, pois a identidade tem base em uma série geomeétrica.
Deve ressaltar também a importéncia das contribuigdes de Oresme na area da fisica e entre

outras.

4.2.10 Situacdo didatica 10: encontrar a identidade de Leonardo por meio de uma
visualizagdo bidimensional

Para esta Gltima situacdo didatica, teve como objetivo demonstrar a identidade de
Leonardo com o aporte do GeoGebra.

Na fase da acdo, com posse da situacdo-problema, espera-se que os estudantes
propdem estratégias para resolugdo dessa prova. Logo, de inicio, deve ser solicitado que 0s
alunos determinem os dez primeiros termos positivos da sequéncia de Leonardo é
representada por essa recorréncia Le,, = Le,_1 + Le,_,+1,n>2,n € N com Ley= Ley,

segundo Catarino e Borges (2019).
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Em seguida, de forma semelhante como a proposta da situagdo didatica 1, na sequéncia de
Fibonacci, deve ser realizada a raz&o de convergéncia dos termos da sequéncia de Leonardo, espera-
se que os estudantes encontrem a relagcdo com dos nimeros de Leonardo com a razao aurea.

Para a fase da formulacao, com os resultados obtidos na fase anterior, devem ser apresentadas
as Figuras 109 e 110

Figura 109— Operacdes entre areas (12 parte)
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Figura 110— Operagdes entre areas (22 parte)
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Fonte: Elaborada pelos autores (2022)

Nesta fase de formulacdo, espera-se que os estudantes observassem as Figuras 109 e
110, e que associem os lados de cada quadrilatero a um termo da sequéncia de Leonardo.
Por conseguinte, os alunos devem determinar as operagdes implicitas nas Figuras 109 e 110,
que sdo inicialmente a soma de dois quadrados deve ser igual a intersecéo de duas areas de
dois quadrilateros unidos sempre a um retangulo de area igual a duas unidades de medidas.
Para posteriormente com base na area dos quadrilateros consiga a generalizacdo da
identidade.

Para a validacéo das hipoteses levantadas na fase da formulacéo, o professor deve
solicitar que os estudantes provem a identidade Le?2,, + Le2= 2((Leyp4y — Lepip + 1),
sabendo que Le, = 2F,,,; — 1,paran > 0 segundo Alp e Koger (2021), utilizando as
algumas férmulas relacionando a identidade de Leonardo com as identidade de Fibonacci.

Finalizando a mediacéo, na fase da institucionalizacéo, o professor deve formular as
principais propriedades que comprovam a veracidade e consisténcia das hipoteses levantadas
nas fases precedentes. Nesse momento, o professor deve fomentar com a turma a percepcao

gue a sequéncia de Leonardo se assemelha a sequéncia de Fibonacci, de acordo com
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Mangueira (2022), bem como a sequéncia de Lucas. Assim, as identidades puderam ser
provadas de imediato como as identidades de Fibonacci.

Por fim, nesta secdo propusemo-nos a descrever as situacdes didaticas selecionadas
para a experimentacdo apoiados nos pressupostos da TSD. Assim, objetivamo-nos na
exploracdo de algumas identidades concernentes as sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell,
Oresme, Mersenne, Jacobsthal, Narayana, Padovan, Perrin e Leonardo.

Logo, na secdo seguinte foram evidenciados os protocolos da pesquisa realizados na
fase de experimentacao. Dessa forma, especificamos o campo e 0s sujeitos da pesquisa, bem
como a conducdo das situacdes-problemas realizadas nessa etapa.

4.3 Experimentacao

Esta etapa de experimentacdo teve como objetivo colocar em préatica todo o
instrumental elaborado na fase anterior. Descreveu-se 0s procedimentos realizados para a
organizacdo dos encontros, como os participantes da pesquisa foram selecionados e como
foi realizada a coleta dos dados, bem como detalhamos algumas caracteristicas do curso de
licenciatura em Matematica em que a pesquisa esta situada e o perfil dos sujeitos
participantes.

Segundo Almouloud e Silva (2012), a fase da experimentacdo apresenta as aplicacfes
das situacOes didaticas, tendo como o intuito mostrar o objetivo e as condi¢oes de realizagdo
da pesquisa, estabelecendo o contrato didatico e registar as observacdes realizadas.

Nesse sentido, tomamos como publico-alvo de quatro estudantes denominado de E1,
E2, E3 e E4, regularmente matriculados na disciplina de Historia da Matematica do 6°
semestre do curso de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia
e Tecnologia do Ceara (IFCE) — campus Fortaleza, com carga horaria de 40 horas.

O inicio das atividades ocorreu entre marco/2022 e maio/2022. Os encontros
ocorreram com frequéncia semanal, sendo realizados no turno da tarde as segundas e sextas-
feiras.

No primeiro encontro, foi realizada a exposi¢do dos objetivos propostos da pesquisa
e a metodologia de trabalho adotada, o contrato didatico junto a assinatura do TCLE. A
seqguir, foi apresentada o contexto histérico da sequéncia de Fibonacci e a relacdo de
recorréncia, determinacg&o de alguns casos particulares e obtencdo da formula de Binet. Além
disso, foi discutida a razdo aurea e algumas identidades unidimensionais relacionadas a tal
sequéncia.

Nos demais dias, no caso os dezenove encontros, foram discutido o contexto historico

das outras sequéncias recursivas lineares, bem como as aplicacdes das dez situagdes-
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problema propostas, objetivando analisar a evolugéo destes objetos matematicos em estudo,

com foco no processo de generalizacdo das identidades exploradas geometricamente

utilizando o GeoGebra, como ilustrado no Quadro 1.

Quadro 1- Cronograma das atividades

Data do encontro Conteldo previsto
07/03/2022 Leitura e assinatura do TCLE;
Estabelecimento do contrato didatico;
Contexto historico sobre a sequéncia de Fibonacci.
11/03/2022 Desenvolvimento da situacédo didatica I- Identidade de Fibonacci.
14/03/2022 Contexto historico sobre a sequéncia de Lucas.
18/03/2022 Desenvolvimento da situacdo didatica I1- Identidade de Lucas.
21/03/2022 Contexto historico sobre a sequéncia de Pell.
25/03/2022 Desenvolvimento da situacéo didatica I11- Identidade de Pell.
28/03/2022 Contexto historico sobre a sequéncia de Jacobsthal.
01/04/2022 Desenvolvimento da situacdo didatica I'V- Identidade de Jacobsthal.
04/04/2022 Contexto historico sobre a sequéncia de Narayana.
08/04/2022 Desenvolvimento da situacdo didatica V- Identidade de Narayana.
11/04/2022 Contexto historico sobre a sequéncia de Padovan.
18/04/2022 Desenvolvimento da situacdo didatica VI- Identidade de Padovan.
25/04/2022 Contexto historico sobre a sequéncia de Perrin.
29/04/2022 Desenvolvimento da situacéo didatica V1I- Identidade de Perrin.
02/05/2022 Contexto historico sobre a sequéncia de Mersenne.
06/05/2022 Desenvolvimento da situacdo didatica VIII- Identidade de
Mersenne.
09/05/2022 Contexto historico sobre a sequéncia de Oresme.
13/05/2022 Desenvolvimento da situacdo didatica IX- Identidade de Oresme.
16/05/2022 Contexto historico sobre a sequéncia de Leonardo.
20/05/2022 Desenvolvimento da situacdo didatica 1X- Identidade de Leonardo.

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Para a execucdo desses encontros descritos no Quadro 1, foram necessarios 0s

materiais como: lapis/caneta, borracha, papel, pincel, quadro branco, data show e

computador com o software GeoGebra versao 5.0 instalado, celular para registro fotografico

e um gravador para os registros de audio.
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Esta pesquisa possuiu 0 parecer aprovado pelo Comité de Etica em Pesquisa (CEP)
(Anexo C), sendo, entdo, disponibilizado o TCLE (Apéndice B) assinado pelos estudantes
participantes, bem como foi estabelecido o contrato didatico para que tivéssemos um bom
andamento nos encontros.

As aulas foram ministradas em sala de aula no IFCE, no periodo vespertino, com trés
estudantes do sexo masculino e uma estudante do sexo feminino, com a faixa etaria entre 20
a 24 anos. A organizagdo desses encontros ocorreu de forma presencial, sendo ministrada
dois dias de aulas para cada sequéncia, abordando o contexto epistémico- matematico.

Todavia, as aplicacBes foram realizadas através de situacdes didaticas fundamentadas
na TSD. As situagOes-problema propostas foram desenvolvidas por meio de
questionamentos a partir de imagens construidas no software GeoGebra para uma
visualizacdo geométrica das sequéncias propostas, nas quais, posteriormente, ocorreram
discuss@es entre os estudantes, visando a elaboracdo de estratégias de solugdes descritas no
quadro branco e/ou papel.

No Quadro 2, trouxemos um quadro-sintese com um inventario dos documentos
coletados na pesquisa, referente aos registros em arquivos de audio e transcricdes dos
encontros:

Quadro 2- Inventario de documentos da pesquisa

Codigo | IDENTIFICACAO DO MATERIAL
1- MATERIAL EM AUDIO

AA01 Desenvolvimento da Situacdo Didatica I- sequéncia de Fibonacci.

AA02 | Desenvolvimento da Situagdo Didética I1- sequéncia de Lucas.

AA03 | Desenvolvimento da Situagdo Didética I11- sequéncia de Pell.

AA04 Desenvolvimento da Situacéo Didatica IV- sequéncia de Jacobsthal.

AAQ5 Desenvolvimento da Situacdo Didéatica V- sequéncia de Narayana.

AAQ6 Desenvolvimento da Situacdo Didéatica VI- sequéncia de Padovan.

AAQ7 | Desenvolvimento da Situacdo Didatica VII- sequéncia de Perrin.

AA08 Desenvolvimento da Situacdo Didéatica V1I1- sequéncia de Mersenne.

AAQ09 Desenvolvimento da Situagdo Didatica IX- sequéncia de Oresme.

AAL0 Desenvolvimento da Situacdo Didatica X- sequéncia de Leonardo.
2- TRANSCRICOES DOS ENCONTROS

TRO1 Transcricdo do Encontro: Desenvolvimento da Situacdo Didatica | — Duracdo de 1h42min.

TRO2 Transcricdo do Encontro: Desenvolvimento da Situacdo Didatica Il — Duracéo de 1h39min.

TRO3 Transcricdo do Encontro: Desenvolvimento da Situagdo Didatica 11— Duragdo de 1h45min.

TRO4 Transcri¢do do Encontro: Desenvolvimento da Situacdo Didatica IV — Duragéo de 1h40min.

TRO5 Transcricdo do Encontro: Desenvolvimento da Situacdo Didatica V — Duracéao de 1h.
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TRO6 Transcricdo do Encontro: Desenvolvimento da Situagdo Didatica VI — Duracdo de 1h44min.
TRO7 Transcri¢do do Encontro: Desenvolvimento da Situacdo Didatica VIl — Duragdo de 1h20min.
TRO8 Transcri¢do do Encontro: Desenvolvimento da Situacdo Didatica VIII — Duracéo de 1h35min.
TRO9 Transcri¢do do Encontro: Desenvolvimento da Situagdo Didatica 1X — Duragdo de 1h22min.
TR10 Transcri¢do do Encontro: Desenvolvimento da Situa¢do Didatica X — Duragdo de 1h50min.

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Para a coleta de dados, foram realizados alguns procedimentos, tais como: registros

fotograficos durante as producdes, gravacdo de audio representados pelo Codigo (AAXXx),

conforme o Quadro 2, videos com as discusses e afirmagdes realizadas durante as solugdes

das situacOes didaticas realizadas pelos estudantes. Para os cédigos das transcricdes estdo

situados apds cada excerto apresentado com o formato (TR01, 2022) e assim por diante.

Na secdo subsequente, apresentou-se os dados e resultados coletados durante a

execucdo na fase da experimentacdo com o aporte das fases da TSD. Foram apresentados e

discutidos baseados nas produgdes mais relevantes desta pesquisa.
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5 DISCUSSAO DOS DADOS

Com base na dialética da Engenharia Didatica, a quarta fase foi analise a posteriori,
nos quais os dados foram analisados para melhor compreensdo das consequéncias de
intervengdo da ED no processo de ensino. Essa anlise permitiu analisar as situa¢fes que
foram exploradas e que tenham sido Uteis para o ensino das sequéncias recursivas lineares,
observando as falhas que comprometeram as situagdes propostas, com base na validacao dos
dados.

Logo, nessa secdo discutiu-se observacgdes feitas durante a experimentagdo, com o
intuito de melhorar o entendimento da elaboragdo das situacdes didaticas, evidenciando as
producdes dos estudantes e observando as fases da TSD. N&o obstante, vale destacar que um
dos objetivos primordiais da pesquisa foi relacionar, em situac6es didaticas, as identidades
das sequéncias recursivas lineares na forma geométrica com a sua visualizacdo por meio do
software GeoGebra.

Com o proposito de organizar a aplicacédo das situacdes didaticas, as atividades foram
propostas aos estudantes por meio de situacOes-problemas compostas por questfes, que
puderam estimular o esforco dos alunos para resolvé-las. Nesse sentido, dando destaque as
leis de recorréncias das sequéncias recursivas lineares, com a demonstragdes de teoremas e
identidades, oportunizou-se uma compreensdo das aplicacdes dessas sequéncias por meio de

uma visualizacdo geométrica por meio do software GeoGebra.

5.1 Analise a posteriori e validacao

As situacOes didaticas viabilizaram a compreensédo da representacdo das identidades
das sequéncias recursivas lineares por meio de uma visualizacdo geométrica. Inicialmente,
foi apresentado o contexto histoérico para cada sequéncia, logo em seguida a lei de
recorréncia, a razao entre os termos das sequéncias, a equacado caracteristica. Posteriormente,
as identidades por meio do software GeoGebra.

Para estas situacGes devemos destacar que sempre que é proposta uma sequéncia, €
pedido para que os alunos encontrem a sua recorréncia, a razao ente os termos e as
identidades que esta seja provada por meio de algumas manipulagdes algébricas e
geométricas, possibilitando a validacdo formal para testar a veracidade das hipoteses

levantadas pelos estudantes, portanto, isso aconteceu de maneira exitosa.
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Em alguns casos, foi necessario também analisar possiveis relagcdes entre as
sequéncias para que as propriedades encontradas pudessem ajudar na situacdo didatica
seguinte.

Nesse sentido, realizou-se uma analise a posteriori avaliou-se e investigou-se 0s
resultados que foram obtidos, considerando algumas variaveis didaticas, para que ocorresse
uma contribuicdo de conhecimento didatico durante a transmisséo do contetdo. E ainda, a
validacgdo desta pesquisa foi de forma interna, isto €, ndo foi realizada uma comparacgéo dos
dados coletados com producdes externas, fundamentada na ED, por meio dos resultados

adquiridos da aplicagdo das situacdes didaticas.

5.1.1 Validacdo da Situacdo didatica 1

Para essa situacdo didatica, foram criados alguns questionamentos que estdo em torno
da lei de recorréncia e os nimeros de Fibonacci. Estes questionamentos colocaram o0s
estudantes na fase da agdo da TSD, pois eles foram colocados diante da situagdo- problema,
procurando analisa-la e buscando uma solugédo. Diante disto, foi apresentado aos estudantes
0 problema que originou a sequéncia de Fibonacci, a reproducdo dos coelhos imortais
(WELLS,2005, p.101). Sendo uma forma de organiza-los para execucdo das outras fases,
conforme a Figura 111 a seguir:

Figura 111- Apresentacdo dos numeros de Fibonacci

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

A Figura 111 apresentou a primeira defini¢do para os nimeros de Fibonacci e as
primeiras informagcdes para que os estudantes percebessem a lei de recorréncia da sequéncia
de Fibonacci. Nesse momento, o estudante E1, escreveu sua percepcdo na lousa sobre a lei



188

de recorréncia F,,,, = E, + F,,_, paran >I. Sendo F; = 1, F, = 1., mostrando que a fase
da acéo e da formulacéo da ideia ocorre simultaneamente, conforme a Figura 112.
Figura 112- Fase da acdo com estudante E1

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Com base nessas informagdes, o primeiro questionamento foi lancado: como esses
numeros de Fibonacci podem ser representados em uma visualizacéo tridimensional?

Os estudantes E1 e E2 afirmaram:

_O uso de paralelepipedos, pois tem trés medidas, altura, largura e comprimento
(E1 e E2) (TRO1,2022).

A professora/pesquisadora complementou com a informacdo, de que esses séo
conhecidos como prismas. Logo, a docente fez outro questionamento, como esses numeros
de Fibonacci podem estar relacionados a identidade F2,, = E3+F>_, 4+ 3F,_1F,F, 1, que

esta representado na Figura 113?
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Figura 113- Representagdo da identidade de Fibonacci em uma visualizagédo 3D
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Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Diante desse questionamento, o estudante E2 afirmou a seguinte hipétese:

_Pode fazer também colocando no lugar do n o valor um, depois dois e assim

encontramos os ndmeros de Fibonacci e provamos aritmeticamente (E2) (TRO1).

Iniciou-se a fase da formulacdo, o estudante E2 realizou a associa¢do dos numeros

de Fibonacci, substituindo os valores na identidade propostas, como mostra a Figura 114.



190

Figura 114- Fase da formulacdo do estudante E2

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Na fase da formulacédo, teve a apropriacdo das conjecturas encontrando casos
particulares através dos valores associados a identidade, que possibilitou a uma possivel
identificacdo para uma demonstracdo desejada. Nesse momento, foi realizado outro

guestionamento:

_Como vocé demonstraria que a veracidade dessa identidade?
(professora/pesquisadora)

_ Substituindo no F2,, por E3+F2_;, chego 1a? (E1)

_E uma estratégia, vamos tentar? (professora/pesquisadora) (TRO1).

Em seguida, os estudantes E3 e E4, fizeram a construcao dessa prova no quadro e no
caderno respectivamente, conforme as Figuras 115, 116 e 117.
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Figura 115-Validacdo do estudante E3 (12 parte)

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Figura 116-Validagdo do estudante E3 (22 parte)

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Figura 117-Validagéo do estudante E4
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Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Nas Figuras 115, 116 e 117 mostraram os estudantes E3 e E4 apresentando uma
resposta para a prova de maneira algébrica, utilizando o método da substituicdo, desde o
modelo obtido na recorréncia, passando pela soma dos dois termos consecutivos para se
formular uma hipotese, até a prova paran >1, de acordo Nelsen (2018). Contudo, o estudante
E4 afirmou que pode ser também provado de outra forma, porém néo apresentou o outro
meio que seria 0 método da inducao finita.

Para fase de institucionalizacdo, constatou-se que o objetivo dessa situacdo didatica
foi alcancado, pois alunos conseguiram fazer a identificacdo da identidade por meio da
visualizacdo geométrica e demonstrando a veracidade de suas hipdteses através da forma
algébrica segundo Nelsen (2018).

Como os estudantes ja haviam debatido antes de divulgarem seus dados, esta
finalizacdo foi feita por meio de um debate rapido, agora com a participacdo da
professora/pesquisadora. A docente, por sua vez, apenas citou os passos tomados, desde a
apresentacdo do problema, até a validacdo por parte de alguns dos estudantes com a devida
explicacéo.

Para concluir a situacdo, nessa ultima fase foi mostrado que essa visualizacdo da
identidade na forma geométrica pelo software GeoGebra, pode ser construida para qualquer
gue seja 0s numeros de Fibonacci maiores que o primeiro termo da sequéncia que é igual a

um.

5.1.2 Validacéo da situacdo didatica 2

Dada a resolucédo da situacdo didatica 1, observamos que esta segunda situacéo foi
rapidamente resolvida, pois tratou de defini¢des que possuiam muitas relagdes com o0s
nameros de Fibonacci.

Assim, foram levantados alguns questionamentos para que os estudantes pudessem
lidar com a situacéo didatica 2 de maneira a usar esta situacdo como um elo entre as situacoes
le2.

A necessidade desta situacdo esteve no fato de que os estudantes precisaram ter
contato com as visualizagGes bi e tridimensional para relacionarem as identidades propostas,
como entendemos que sdo configuracdes de muita importancia dentro dessas sequéncias,
pois na sequéncia de Lucas encontrou-se relacdes com outras sequéncias com a de Fibonacci
e a de Leonardo. Dada essa breve explicacdo, prosseguimos para a validagéo desta situacao.

De inicio, a situacao foi pensada a partir desses trés questionamentos:
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1- Qual a identidade de Lucas que pode ser representada através dessa visualizagdo
bidimensional?
2 — Qual a identidade de Lucas que pode ser representada através dessa visualizacao
tridimensional?
3 - De acordo com as identidades de Lucas encontradas, qual a relagdo com as
identidades de Fibonacci?

De inicio, foi apresentado o contexto histérico sobre Lucas, em seguida a lei de
recorréncia para encontrar os termos da sequéncia de Lucas, por conseguinte foi calculada a
razdo entre esses termos com base em Silva (2017). Logo, o estudante E1 afirmou: “Tendo
em vista que os termos dessa sequéncia de Lucas também convergem para 0 mesmo nimero
de ouro que é igual a 1,61 aproximadamente (E1) (TR02) ".

Como situacdo-problema, a professora/pesquisadora mostrou a Figura 33 e fez o
primeiro questionamento: qual a identidade de Lucas que pode ser representada através
dessa visualizag¢éo bidimensional?

Como fase da acao, os estudantes associaram cada nimero de Lucas a um lado do
quadrado da Figura 33, em seguida calcularam a area dos cinco primeiros quadrilateros,
como mostrou a Figura 118.

Figura 118- Fase da agdo do estudante E1

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Depois dessa acao, os estudantes comecaram uma discussdo, essa caracterizou a fase
da formulacdo, de como foi a identidade proposta pela Figura 33, com base nos
conhecimentos prévio sobre a sequéncia de Fibonacci. Apresentamos um trecho desse
dialogo entre dois estudantes.

- A identidade de Lucas é semelhante a soma dos quadrados de Fibonacci, logo
podemos dizer que sera a soma dos quadrados de Lucas L;* + L,? + Ly* + - +
an = LnLn+1(E2).
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-Acho que esté faltando alguma informacéo, porque observando a figura, existe
um quadrado que esta sobreposto a outro(E1).

-Verdade! Em cima do quadrado inicial L existem outros dois quadrados que sao
L, e L,(E2).

-Entdo eu acho, que devemos subtrair dois, pois s6 a metade aparece(E1).

-E como ficaria a escrita dessa identidade? (professora/pesquisadora).

-LiA+ Ly* 4+ Ly® 4 -4 Ly* = LyLyy, — 2, eu acho...(E1) (TR02).

Dessa maneira, 0 estudante E1 foi ao quadro fazer uma associagcdo dos cinco
primeiros termos da sequéncia de Lucas para mostrar a hipétese da identidade, conforme as
Figuras 119 e 120.

Figura 119- Fase da formulacdo do estudante E1 (12 parte)

Fonte: Dados da pesquisa (2022)
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Figura 120- Fase da formulacdo do estudante E1 (22 parte)
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As Figuras 119 e 120, mostraram que a identidade proposta pelo estudante E1, foi
validada por meio dos resultados numéricos, porém foi realizado outro questionamento pela
professora/pesquisadora: qual a identidade de Lucas que pode ser representada através
dessa visualizagéo tridimensional como mostra a figura 121?

Figura 121- Representacgdo da identidade de Lucas em uma visualiza¢éo 3D
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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Entdo, o estudante E2 respondeu:

-Fazemos da mesma forma em que fizemos com a questdo de Fibonacci,
associamos os trés primeiros nimeros de Lucas, a arestas dois cubos e a um
prisma, ja que ele se repete trés vezes(E2).

-Entéo, represente aqui no quadro para seus colegas possam compreender seu
raciocinio! (professora/pesquisadora) (TR02).

Figura 122- Fase da formulacdo do estudante E2

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Nesse momento, na fase da validacdo, o estudante E2, validou sua hipétese através
dos valores numéricos a partir dos pressupostos de Eves (1969), observamos que foram
apresentadas as medidas dos trés prismas encontrados na Figura 122, como 0s nimero um,
trés e quatro, mudando de posicdo a medida que foi se encaixando para a construgao de um
cubo maior, isto &, existiu um prisma com as medidas, altura uma unidade, largura trés
unidades e comprimento quatro unidades.

Todavia, outro prisma com altura trés unidades, largura quatro unidades e
comprimento de uma unidade, bem como o outro paralelepipedo possuiu altura quatro

unidades, largura de uma unidade e comprimento trés unidades.
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Figura 123- Generalizagdo da identidade de Lucas

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Assim, na Figura 127, mostrou a identidade de Lucas por meio de cubos, validando

a hipdtese pensada pelo estudante E2. Com base nessas informaces, o professor questionou:

-Como as identidades de Lucas encontradas, qual a relacdo com as identidades
de Fibonacci? (professora/pesquisadora)

-Ent&o professora, essas duas identidades séo bem semelhantes & de Fibonacci!
Pra provar essa 3D € s0 trocar o F por L, |4 na demonstracgéo da identidade de
Fibonacci. Isso quer dizer que as outras identidades como a soma dos nimeros
de Lucas, pode ser provada da mesma forma? (E1)

-Sim, a sequéncia de Fibonacci e a de Lucas sdo semelhantes, devido a
contribuicéo de Lucas nas construcdes das identidades de Fibonacci e também a
utilizacdo da razdo aurea na construcdo da sequéncia de Lucas
(professora/pesquisadora) (TR02).

Dessa maneira, 0 objetivo da situacdo didatica foi alcangado, validando as hipoteses
levantadas pelos estudantes. E a fase da institucionalizacdo, foi executada a partir do
momento que a professora/pesquisadora respondeu ao questionamento do estudante E1. E
acrescentou que a soma dos quadrados também constrdi uma espiral denominada de Lucas,
devido a razdo aurea também ter sido utilizada para construcdo do retdngulo por meio da
sequéncia de Lucas.

5.1.3 Validacdo da situacdo didatica 3

Para iniciar a situacdo didatica 3, foi feita uma contextualizac&o historica sobre Pell,
e suas poucas contribuicdes devido a sua falta de recursos financeiros segundo Noronha e
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Alves (2018). Em seguida foi abordada a lei de recorréncia, de acordo com Aydin e Kokl

(2017), como mostra a Figura 124, bem como algumas propriedades que se assemelham as
de Fibonacci.

Figura 124- Sequéncia de Pell

Fonte: Dados da pesquisa (2022)
Apobs essas informacOes, foi apresentada por meio do software GeoGebra, a

Figural24, onde trouxe a seguinte pergunta pela professora/pesquisadora: como podemos
generalizar essa identidade utilizando a &rea de um quadrilatero?

Figura 125- Identidade de Candidos
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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Nesse momento, na fase da ac&o, os estudantes comecgaram construir as suas
hipoteses, porém ndo conseguiram encontrar de imediato a relacdo estabelecida com a
imagem. Entdo, com a ajuda da professora/pesquisadora foi apresentada a Figura 81, em
que mostrou a generalizacdo dessa identidade. Para representar a area da Figura 81, os alunos

observaram que a area total do quadrado sera igual a soma das areas preenchidas.

Figura 126- Fase da formulagédo do estudante E3

Fonte: Dados da pesquisa

Na Figura 126, o estudante E3 validou a identidade de Candido. Com base nas
informacdes de Koshy (2014), fizemos uma associacdo com os nimeros de Pell, com essa
identidade de Candido. Logo, o professor fez esse questionamento aos estudantes, como
fazer essa associagdo?

Na fase da formulacéo, ocorreu o dialogo:

-Podemos dizer que o x é igual a P,,_, ey igual a 2P,,_,, e se somarmos x+y temos
B, (EL).

-Vocé  pode escrever aqui  no quadro essas  informagdes?
(professora/pesquisadora) (TR03).

Figura 127- Fase da Formulacdo do estudante E1. (12 parte)

Fonte: Dados da pesquisa (2022)
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Figura 128- Fase da Formulacdo do estudante E1 (22 parte).

Fonte: Dados da pesquisa (2022)
Nas Figuras 127 e 128, o estudante E1 fez associacdo dos numeros de Pell com a

identidade de Candido. O estudante E4, mostrou como exemplo quando n = 5, conforme a
Figura 129.
Figura 129- Fase da validacéo do estudante E3

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Continuando a situacdo didatica 3, apresentamos a identidade por meio de uma
visualizacdo 3D, no qual os estudantes associaram 0s numeros de Pell a visualizagdo

tridimensional e generalizaram essa identidade.
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Figura 130- Identidade de Pell em uma visualizagéo 3D. (12 parte)
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
Com base na Figura 130, nessa primeira parte, 0s estudantes executaram a fase da

acdo e da formulacdo simultaneamente, colocando os valores dos volumes dos sélidos e
fazendo a relagdo com os nimeros de Pell, para uma generalizagdo da identidade proposta
pela Figura 130. Nesse momento, 0 estudante E3 mostrou célculos no quadro, essas
informacdes conforme a Figura 131.

Figura 131- Fase da formulacdo do estudante E3

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Em seguida a professora/pesquisadora, fez um novo questionamento: Como podemos
apresentar o volume da figura 130 relacionando com os numeros de Pell?

(professora/pesquisadora) (TR03).
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Figura 132- Identidade de Pell em uma visualizagdo 3D (22 parte).

» Janola de Visualizagdo 3D

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Diante da Figura 132, retomaram aos dialogos:

-Da mesma forma, associando os nimeros de Pell, as medidas dos prismas, e em
seguida fazendo a generalizagéo da identidade (E3).
-Mostre para n6s suas hipéteses (professora/pesquisadora) (TR03).

Figura 133- Fase da formulagédo do estudante E3

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Com essas informacGes conforme a Figura 133, continuou o didlogo entre os
estudantes e um questionamento da professora/pesquisadora, de acordo com que € previsto

por Brousseau (2008) na fase da formulagéo.

-Observando os valores para as duas identidades, podemos dizer que existe uma
condicéo de igualdade? (E1).

-Acredito que sim, pois da pra ver que existe na primeira figura um espaco a ser
preenchido, logo pode ser associado a essas medidas da segunda figura(E3).
-De acordo com a sua hipdtese, como ficaria a generalizagdo dessa identidade?
(professora/pesquisadora)
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Figura 134- Fase da validag&o do estudante E3

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Portanto, com base na Figura 134, ocorre a fase da validacéo, no qual a generalizagéo
realizada pelos estudantes condiz com os estudos de Koshy (2014). Assim, o objetivo dessa
situacdo didatica foi alcancado, pois 0s estudantes conseguiram fazer a associacdo a
identidade de Candido e fizeram a generalizacdo da identidade baseado na igualdade das
Figuras 130 e 131, em uma visualizacdo 3D, chegando a uma conclusdo, conforme a Figura
134.

A professora/pesquisadora entrou tomou a frente novamente, que caracterizou a fase
da institucionalizagdo para validar os resultados, ressaltando a importancia do GeoGebra
para a compreensdo dessa identidade, pois sem esse recurso tecnolédgico a percepcao teria

sido mais dificil.

5.1.4 Validac&o da situagdo didatica 4
Para o desenvolvimento das acfes dessa situacdo didatica, foram apresentadas as
definicdes da lei de recorréncia e de ladrilhos, em como os teoremas segundo Koshy (2019)

e Craveiro (2004) para auxiliar nas construc@es das hipoteses dos estudantes.

De inicio foi feito um questionamento atraves de uma situacdo-problema pela

professora/pesquisadora:

-A partir dessas informagdes, pensamos em uma visualiza¢do 3D, por meio de
ladrilhos, um nimero de maneiras de preencher os espa¢os com as medidas 2x2xn
com uma figura de medidas 1x2x2? (TR04).

Assim, comeca-se a fase da a¢éo, no qual os estudantes observaram a Figura 95, para
melhor entendimento da construgcdo. Nesse momento os estudantes comecaram um dialogo

para construir uma solucéo para situagdo-problema proposta:
-Ja foram colocados trés ladrilhos entdo o proximo poderia ser formado por um
quadrado 3x3 (E2).
-E como seria essa figura? (professora/pesquisadora)

-Seria a mesma coisa cinco quadrinhos um em cima do outro, nao sei se €..., mas
vocé entendeu? (E3)
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-Nao consigo encaixar seis quadrinhos desses, de forma que continue sendo esse
formato do quadrado. Sempre fica uma coisa diferente, por exemplo se eu colocar
um quadrado aqui e preencher com os ladrilhos 1,2,3,4 e 5 fica sempre sobrando
um. N&o sei como preencher isso e deixar simétrico. [...] T6 pensando! Qualquer
forma que eu for colocar vai ficar sobrando. (E2)

_E, se fosse com o quadrado 3x3? (E1)

_Posso tentar! Mas 3x 3 da. Teria que colocar os ladrilhos juntos ou posso colocar
separado? (E2)

_Acho que separado da certo (E1) (TRO4).

Com esse confronto de ideias, ocorreu a fase da formulacao, na qual os estudantes

tentaram encontrar uma solugéo para a situacdo-problema proposta, e conforme a Figura 135

mostrou essa fase sendo concebida pelo estudante E2.

Figura 135- Fase da formulacdo do estudante E2

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Nesse momento, de acordo com a Figura 135, o estudante E2 concluiu que foi

necessario um ladrilho 3x6 para construir uma visualizacdo 3D. Mas para responder ao

questionamento inicial, os estudantes observaram também a Figura 95.

Observando a Figura 43 que mostrou a representacdo geométrica do Teorema 19

segundo Koshy (2019), os alunos deduziram, por meio de tentativas sucessivas de

construcgdes no quadro, que a continuagdo dessa imagem foi uma combinagéo de 2x6. Dessa

maneira, puderam concluir que em uma construcéo 3D teria que teve duas faces baseadas na

Figura 95 e mais duas fases na Figura 96. E para validar essa afirmagdo o estudante E2

relatou:

-Fazendo a associacéo a,,=b,,=J,,+1, Observando a Figura 95 e a Figura 96, para
provar a construgdo 3D. Da mesma maneira, ilustramos essa pequena cadeia de
igualdades usando uma prova bijetiva, logo com a unido dessas figuras, podemos
mostrar na Figura 30 essa visualizaco tridimensional(E2) (TR04).
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Dessa maneira, na fase da validacdo, a situacdo problema foi validada através das
conclusBes encontradas pelos alunos, chegando a construgdo da Figura 97, que representa
uma visualizacdo tridimensional da sequéncia de Jacobsthal de acordo com Koshy (2019).

Com base nessas informacOes e aliadas a Figura 97, a professora/pesquisadora
destacou que, a medida que a construc¢do vai aumentando, maior foi a possibilidade de uma
combinagdo 2x2xn com a unido da combinacdo 1x2x2, e isso s6 foi possivel devido o suporte
dado pelo software GeoGebra, caracterizando a fase da institucionalizagéo.

Por fim, o objetivo da situacdo didatica 4 foi alcangado, pois os estudantes puderam
entender a concep¢do dos Teoremas 19 e 20, bem como participaram ativamente da
construcdo bi e tridimensional associando aos termos da sequéncia de Jacobsthal que foi
explorada durante a aula.

5.1.5 Validacgdo da situacdo didatica 5

Dada a resolucdo da situacdo didatica 4, observamos que esta quinta situacdo foi
rapidamente resolvida, pois tratou-se de defini¢des de ladrilhos que ajudaram na construcao
da identidade de Narayana.

Assim, deixamos alguns questionamentos para que 0s estudantes pudessem
solucionar a situacdo didatica 5 de tal maneira, sendo necessario usar 0s conhecimentos
adquiridos para realizar um elo entre as situacGes didaticas 4 e 5.

Depois da apresentacdo do contexto historico da sequéncia de Narayana e da lei de

recorréncia, com base em Cerda-Morales (2018), foi feita a seguinte pergunta aos estudantes:

-Uma vaca dé a luz a um bezerro todos os anos. O bezerro por sua vez da a luz a
outro bezerro quando tem trés anos de idade. Qual o nimero de bezerros
produzidos por uma vaca em 20 anos? (professora/pesquisadora) (TRO5).

A partir desse questionamento, foi iniciado a fase da acdo, os estudantes
reconheceram que essa indagacdo, foi semelhante ao problema dos coelhos imortais,
abordado durante a aula, em que foram explorados os numeros de Fibonacci. Logo, comegou

a discusséo para a resolucdo dessa situacao-problema.

[...] Professora, eu acho que é 1278 vacas. (E1)

-Como vocé chegou a esse resultado? (professora/pesquisadora)

-Eu escrevi aqui, um esbogo como seria, ndo td muito organizado, mas... (E3)
(TRO5).

Nesse momento, a Figura 136 mostrou a construcdo do estudante E3, por meio de

combinacdo e tentativas até chegar a solucdo relatada pelo colega E1. Essas informacdes
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iniciais foram reconhecidas com a fase da acédo, o instante em que ocorreram a apropriacéo

da situacdo-problema e o levantamento das hipéteses, nesse caso caracterizando a fase da

formulacéo.

Figura 136- Fase da acao do estudante E3

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Na Figura 136, o estudante E3 utilizou a lei de recorréncia, que tinha sido apresentada

pela professora/pesquisadora no inicio da aula, essa lei ajuda a encontrar os termos da

sequéncia de Narayana e, posteriormente, resolver a situacdo-problema proposto. Nesse

momento, o professor mostrou as Figuras 98, 99 e 100 para os estudantes e perguntou: como

podemos associar esses ladrilhos 3x1 aos numeros de Narayana?

Com as observacdes das Figuras 98, 99 e 100, os estudantes formularam a hipGtese

que relacionaram os ladrilhos aos nimeros de Narayana, iniciando a fase da formulagéo.

Nesse momento, por meio de uma linguagem informal Brousseau (2008), tentou-se

encontrar a solugdo para a situacdo-problema, ocorrendo um dialogo ente os estudantes.

-A representacdo 3x4 tem trés possibilidades: um retdngulo 3x1 junto ao
quadrado 3x3; um quadrado 3x3 e um reténgulo 3x1; e quatro retangulos 3x1
(E4).

-E quantas possibilidades de construir a representagdo 3x 6?
(professora/pesquisadora)

-Acredito que séo seis possibilidades (E1).

-Quiais seriam? Vocé pode demonstrar? (professora/pesquisadora) (TR05)

Assim, o estudante E1 tentou demonstrar a sua resposta no quadro, por meio de

imagens, relacionando os numeros de Narayana a um ladrilho 3x1 para a representacdo das

seis possibilidades como mostra a Figura 137.
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Figura 137- Fase da formulagédo do estudante E1

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Figura 138- Representacdo 3x6 incompleta

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

As Figuras 137 e 138 mostraram a tentativa do estudante E1 ao representar a
combinacdo 3x6, porém a Figura 138 ficou incompleta, pois o estudante E1 ndo conseguiu
visualizar as outras duas imagens, totalizando as seis combinagdes possiveis. Logo, 0

estudante E2 ajudou o colega de sala através da afirmacao:

-E1 faltou as combinagdes de um retangulo 3x1, com um quadrado 3x3 e dois
retangulos 3x1. Também pode ser feito, dois retangulos 3x1, com um quadrado
3x3 e um reténgulo 3x1(E2).

-E quantas representagdes seriam 3x77? (professora/pesquisadora)

-Seriam nove possibilidades(E2).

-Por qué? Vocé pode demonstrar? (professora/pesquisadora)

-Cada quantidade de representacBes dessa, estd associada a um numero da
sequéncia de Narayana. [...] N&o da pra representar séo muitas(E2).

-Entdo, alguém pode fazer a generalizagio dessa identidade?
(professora/pesquisadora) (TR05).
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Diante desse questionamento, 0s estudantes, em uma linguagem matematica,
apresentaram, a fase da validagdo, confirmando as conjecturas levantadas durante a solugéo
da situacao- problema.

Figura 139- Fase da validacdo do estudante E3

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Nesse momento, o estudante E3 validou a informacéo repassada pelo seu colega e a
professora/pesquisadora na fase da institucionalizagdo, mostrou o principal objetivo dessa
situacdo didatica que foram as identidades relacionadas as sequéncias de Narayana,
apresentadas por representacdes de combinagdes.

Nessa fase da institucionalizaco, a professora/pesquisadora mostrou as Figuras 140
e 141 por meio do GeoGebra a solucéo dos questionamentos levantados durante a situacdo
didatica 5, em que os alunos ndo conseguiram apresentar mediante as imagens construidas
no quadro.

Figura 140-Representagdo 3x6 completa
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Essa representacdo 3x 6, apresentada pela Figura 140, estiveram as seis
possibilidades que foram pensadas de forma algébrica, porém o estudante E1 ndo conseguiu
concluir, mas foi relatada verbalmente pelo estudante E2.

J& na Figura 141, apresentou-se as nove possibilidades de uma representacdo 3x7,
que foi determinada pelo estudante E2, porem néo foi desenhada de forma geométrica.

Figura 141 -Representacdo 3x7

Enbrada:

Fonte: Dados da pesquisa (2022)
Mesmo sem completar representacdo geométrica, 0s estudantes conseguiram

compreender a identidade proposta relacionadas com os nimeros de Narayana, tendo éxito
no objetivo pensado na analise a priori.

A situacdo didatica 5 estimulou os estudantes a fazerem uma ligagéo da algebra com
a geometria, facilitando a interpretacdo da questdo e dando subsidios para uma pratica
exitosa, a partir dessas construcGes realizadas no software GeoGebra, tornando possivel a

apresentacdo das combinaces relacionadas a sequéncia de Narayana.

5.1.6 Validacdo da situacao didatica 6

Diante das situacdes ja apresentadas, discutiu-se a apresentacdo de uma visualizacdo
bidimensional dos nimeros de Padovan.

Em se tratando dos nimeros de Padovan, ocorreu a primeira dimenséo, em que essa
foi representada pela lei de recorréncia segundo Vieira e Alves (2020). A segunda dimenséo
é formada pela associacgdo aos triangulos equilateros de acordo com Edgar e Nacin (2021).
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Para iniciarmos a aula, comegamos abordando o contexto histdrico sobre Cordonnier
e Padovan, em seguida a lei de recorréncia que define os nimeros de Padovan e a razédo entre
0s seus termos, fazendo uma relagdo com o ndmero plastico ou também conhecido como
numero radiante (VIEIRA; ALVES, 2020).

Por conseguinte, mostramos a Figura 101, com o intuito de observar a construgdo
dos oitos primeiros termos da sequéncia de Padovan por meio do GeoGebra.

Assim, os estudantes puderam observar a associacdo dos numeros de Padovan com
o0 lado de cada triangulo equilatero proposto e a medida que ocorre a construcdo de cada
termo dessa sequéncia, construiu-se uma espiral denominada também de Padovan.

Para a fase da agao, foi solicitado que o estudante E3 fizesse a demonstracdo da area
do tridngulo equilatero para ajudar na prova das identidades, conforme a Figura 142.

Figura 142— Fase da acao do estudante E3

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Com essa demonstracdo realizada pelo estudante E3, na Figura 14, pudemos

. 3 oy
considerar uma constante para o valor de \i—_ que chamamos de C para facilitar na prova da

identidade proposta. Para formulacdo das conjecturas dos estudantes, fase da formulacao,
foi apresentada a Figura 102, com o propdsito de definir uma identidade para os termos da

sequéncia de Padovan como condicéo de n> 7, com base em Edgar e Nacin (2021).
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Para a compreensao dessa identidade, foi solicitado aos estudantes que escolhessem
um valor para n maior ou igual a sete, conforme as Figuras 143 e 144, com o intuito de
formular as hipdteses para construcdo do conhecimento, a fim de encontrar subsidios para a
demonstracdo da préxima identidade envolvendo também a area do triangulo equilatero.

Figura 143- Fase da Formulacéo do estudante E4

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Nessa formulagdo, descrita na Figura 143, foi escolhido o valor de n igual a sete, para
mostrar essa identidade algebricamente, tentando associar aos termos da Figura 110, que
esteve representada geometricamente. Mas, o estudante E1 também escolheu um valor
diferente que foi n igual a onze, como mostra a Figura 144.

Figura 144- Fase da Formulacdo do estudante E1

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Apos essas substituicdes, o estudante E1 fez a seguinte afirmacéo:

-Entdo professora, quer dizer que para determinar o préximo termo, no caso 0
décimo primeiro, serd o somatdrio das duas vezes dos termos nove e oito, menos
0 termo quatro? Desse jeito, podemos observar que os termos 0ito e nove nos
triangulos ndo sdo preenchidos, mas o quarto triangulo é (E1) (TR06).

Logo, a professora/pesquisadora confirmou a informacgéo e perguntou:

-Baseado nessas informacGes, em que vocé acabou de falar, como podemos
representar usando a area do triangulo equilatero? (professora/pesquisadora)
-E s6 acrescentar a constante C em todos os termos da identidade (E1) (TRO6).
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Assim, com o proposito de validar essa afirmacéo, a professora/pesquisadora pediu
ao estudante E1 que fizesse a demonstracao utilizando uma nova propriedade com base na
Figura 103. Essa imagem mostrou a relacdo dos nove primeiros termos da sequéncia em uma
representacdo geométrica.

Nessa nova identidade proposta, determinou o somatoério do quadrado dos dois
termos consecutivos, como mostrou a Figura 103, que pode ser representada pelo Teorema

21 igual a PaZ+ Pa?_, = Pa’,, — 2Pa,_,.Pa,. paran>1 . O estudante E1

desenvolveu a prova dessa propriedade utilizando a area dos tridngulos, como mostrou as
Figuras 145 e 146.
Figura 145- Fase da validacdo do estudante E1 (12 parte)

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Figura 146- Fase da validacéo do estudante E1 (22 parte)

Fonte: Dados da pesquisa (2022)
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Portanto, na fase da validacéo, ocorreu a demonstracdo do Teorema 21 explorado nas
Figuras 145 e 146, por meio de uma linguagem formal, validando que existe uma relagéo
entre 0s nimeros de Padovan e a area do tridngulo equilatero (EDGAR; NACIN, 2021).

Como fase de institucionalizacdo, a professora/pesquisadora relatou que existem
outras identidades que podem ser demostradas utilizando essa constante C e que a identidade
calculada algebricamente pelo estudante E1 na Figura 144, pode ser apresentada de forma
geométrica através da Figura 147.

Figura 147- Fase de institucionalizacao

Fonte: Dados da pesquisa (2022)
Apl6s a apresentacdo da Figura 147, os estudantes conseguiram visualizar a

identidade proposta por meio triangulos, fazendo uma relacdo entre as Figura 110 e 111

apresentadas, alcancando o objetivo da situacdo didatica 6.

5.1.7 Validacdo da situacao didatica 7

Com as informac6es obtidas durante a execucdo na situacao didatica 6, essa relacao
entre a sequéncia de Perrin e Padovan, estabeleceu-se quase de forma imediata. Entdo, para
iniciar a aula, a professora/pesquisadora apresentou a Figura 104, que mostrou a sequéncia
de Perrin em uma visualizacéo bidimensional utilizando o software GeoGebra com um breve

contexto historico segundo Mangueira (2022).
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Para a fase da acéo, a professora/pesquisadora pediu aos estudantes que observassem
a Figura 104, enquanto apresentava a lei de recorréncia Pe,, = Pe,,_, + Pe,_3, paran =
3.
Como fase de formulacéo, os estudantes calcularam os treze primeiros termos da
sequéncia de Perrin, conforme a Figural48, sabendo que Pe, = 3,Pe; = 0 e Pe, = 2.
Figura 148- Fase da acdo do estudante E3
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Fonte: Dados da pesquisa (2022)
Para esses calculos, o estudante E3 utilizou a lei de recorréncia apresentada pela

professora/pesquisadora e as informacdes dos termos iniciais da sequéncia de Perrin. Diante

dessas informacdes, a professora/pesquisadora fez a seguinte indagacéo:

-Com esses vinte primeiros termos da sequéncia de Perrin, qual o valor para
razdo entre os termos dessa sequéncia, € em que momento ela converge?
(professora/pesquisadora) (TRO7).

Logo, em alguns instantes o estudante E3 afirmou que a razdo é 1,32. A professora/
pesquisadora perguntou se esse resultado foi exato, os estudantes afirmaram que ndo. Entéo,

foi realizada essa razéo utilizando o GeoGebra, conforme a Figura 149.
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Figura 149— Raz&o entre os termos da sequéncia de Perrin

TN o [ EENE B B

A B
1 NUMEROS DE PERRIN RAZAC
2 3
3 0 o
4 2
5 3 15
6 2 0.6666666667
7 5 25
3 5 1
g 7 1.4
10 10 1.4285714286
11 12 1.2
12 17 1.4166666667
13 22 1.2941176471
14 29 1.3181818182
15 39 1.3448275862
16 51 1.3076922077
17 68 1.3332333333
18 a0 1.3235294118
19 119 1.3222222222
20 158 1.3277310924
21 209 1.3227848101

Fonte: Dados da pesquisa (2022)
Esse célculo da razdo mostrou que essa sequéncia comeca a convergir no décimo

sétimo termo, no qual foi observado pelo estudante E1, que esse valor é do numero plastico,
que também se fez presente na razdo dos termos de Padovan. Em seguida, 0 mesmo estudante

afirmou:

-Professora, a lei de recorréncia de Perrin é igual a de Padovan, sé muda os
termos iniciais, as duas sequéncias tém a razdo dos termos relacionados ao
nimero pléstico, e ambas sdo representadas geometricamente com triangulos
equilateros. Entdo podemos fazer essa relagdo, da mesma forma que
relacionamos a sequéncia de Fibonacci com a de Lucas (E1) (TRO7).

Concluiu-se que esses argumentos puderam ser considerados como a fase da
validacdo da situacdo didatica 7, pois os estudantes conseguiram fazer as associagdes
necessarias, atingindo ao objetivo da situacdo-problema. Para finalizar, a
professora/pesquisadora, na fase da institucionalizacdo, relatou que alguns estudiosos
afirmaram que essa relacdo foi importante para prova de algumas identidades de Perrin de

forma imediata, segundo Mangueira (2022).
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5.1.8 Validacgdo da situacao didatica 8

Para a realizacdo dessa situacéo didatica, foi realizado o contexto historico sobre 0s
numeros primos e com destaque as contribuicdes de Mersenne, segundo Catarino, Campos
e Vasco (2016, p. 39). Assim, os estudantes foram instruidos a encontrar os nimeros de

Mersenne por meio da definicdo M,,,, = 3M,,,; — 2M,, , com a condi¢cdo My, = 0e M, =
1.

Esse primeiro passo foi determinado a fase da acédo, no qual os alunos elaboraram
estratégias para criarem um método de resolverem seu problema (BROUSSEAU, 1997).
Com base nas Figuras 105,106 e 107, foi feito o seguinte questionamento pelo professor:
qual a relacdo da area desses retangulos com a identidade de Mersenne?

Com base nas Figuras 105,106 e 107, o estudante E1 afirmou:

-Professora, observando as imagens percebi que a area 1 é menor que a area 2,
logo o resultado sempre sera negativo (E1) (TRO8).

Logo, a professora/pesquisadora indagou:

-Como vocé pode mostrar isso aritmeticamente? Vocé pode mostrar para 0s seus
colegas aqui no quadro? (professora/pesquisadora) (TR08).

ApOs uma pausa, o0 estudante E3 foi ao quadro para fazer essa associa¢do, como
mostra a Figura 150.

Figura 150- Fase da formulacdo do estudante E3
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Fonte: Dados da pesquisa (2022)
Na fase da formulacéo, o estudante E3 - descrito na Figura 150, explicou que na

Figura 105 foram utilizados os termos M, e M5 para formar a primeira area, sendo utilizado
0 M, como termo associado ao lado do quadrado, que seria a segunda area.

Da mesma maneira, foi observado a Figura 106, os numeros M, e M, para formar a
primeira area, sendo utilizado o M5 area é lado da segunda area que foi representada um
quadrado.

Por conseguinte, na Figura 107 mostrou que sao utilizados os numeros M; e Mz para
construcdo da primeira area, sendo utilizado o M, o valor do lado do quadrado, que
correspondeu a segunda area.

Assim, para a fase da validacéo, seguiu a generalizagéo da identidade de Mersenne,
segundo Catarino, Campos e Vasco (2016), conforme a Figura 151.

Figura 151- Fase da validacdo do estudante E3

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Como mostra a Figura 151, os trés casos relatados foram para n> 2, ou sejan =
2,n =3 en=4. Logo, para a validacdo o estudante E3 relatou que os lados da primeira
area foram relacionados a dois termos da sequéncia de Mersenne, que foram,
respectivamente, M,,_, eM,,,; e que a segunda area foi formada por um quadrado de lado
M,, .Essa operacao sempre resultara em nimero negativo de uma poténcia de base dois.

Concluiu-se a situacdo didatica 8 com éxito, pois o objetivo foi alcancado. Assim,
com a participacdo da professora/pesquisadora, na fase de institucionalizacéo, relatou que
essa identidade foi conhecida também como a identidade de Cassini e que foi uma
generalizacdo da identidade de Binet, relacionadas aos numeros de Mersenne. Essa
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identidade pode ser provada também utilizando o limite de n tendo ao infinito, de acordo
com Catarino, Campos e Vasco (2016).

5.1.9 Validacéo da situacdo didatica 9
Essa situagdo didatica comegou com o contexto histérico sobre as consideracfes de
Oresme, tanto na matematica, quanto na fisica. Apos essa exploragdo comegou a fase da

acdo, de acordo com Stillwell (1989, p.119) a lei de recorréncia Op4y = Opiq —
%On, para todo n € N.Sabendo que 0, = 0,0; = % ,n > 0. Os estudantes determinaram

0s dez primeiros termos dessa sequéncia, como mostra a Figura 152.

Figura 152- fase da ag&o do estudante E3

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Essa acdo envolveu operac@es aritméticas basicas com numeros racionais - fator

necessario para a fase da formulacéo, na qual os alunos foram estimulados a demonstrar a

1
2n—1

série geométrica );;12,G = 1 Fib i b — —+ L+ + -+ = 2, conforme
2 4 8 16 32 64

as Figuras 153 e 154.
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Figura 153- Fase da formulagédo do estudante E2

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Figura 154- Fase da formulacdo do estudante E3

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Na fase da formulacdo, os estudantes conseguiram com éxito prova da série
geométrica, como mostram as Figuras 153 e 154, por meio da soma dos termos infinitos de
uma progressdo aritmética, com base Horadam (1974, p. 268). Nesse momento, a
professora/pesquisadora pediu aos estudantes que demonstrassem a identidade de Oresme,

oo 142,3,4,5,56 LLIST i
i=00i—2+4+ stetgtagt ~tmt , com base na Figura 108.

Ao observar a Figura 108, o estudante E2 relatou que a soma dessa identidade € igual
a dois, pois o grafico ja mostrou o resultado. Nesse momento, o professor pediu que ele
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validasse essa informacdo por uma linguagem matematica, ou seja, por meio de

demonstracdo matematica. Logo, obteve-se duas respostas significativas para essa prova da

identidade proposta, para caracterizar a fase da validacéo, conforme as Figuras 155 e 156.
Figura 155- Fase da validacao do estudante E1

Fonte: Dados da pesquisa (2022)
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figura 156- Fase da validacdo do estudante E3

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Na Figura 155, o estudante E1 fez a prova, por meio de argumentos em uma
linguagem formal por aproximagdo, fazendo, assim, suas conclusdes para determinar a
identidade de Oresme igual a dois.

Ja na Figura 156, o estudante E3, fez uma demonstracdo por meio de somatorios dos
nUmeros racionais, utilizando seus conhecimentos prévios, chegando ao resultado também
igual a dois.

Os outros dois estudantes aplicaram a soma infinita dos termos de uma progressao
aritmética e determinaram o valor de duas unidades para identidade proposta de acordo com
Stillwell (1989). Na fase da institucionalizacdo, a professora/pesquisadora conferiu 0s
resultados encontrados pelos alunos e validou o resultado dos estudantes, segundo o0s

pressupostos de Horadam (1974), pois ocorreu um maior detalhado em relagdo ao que foi
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pedido, utilizando as defini¢bes da fase anterior, alcan¢ando o objetivo da situagdo didatica
9.

5.1.10 Validacéo da situagéo didatica 10

Diante das situacfes j& apresentadas, foi discutido nessa situacdo didatica a
apresentacdo dos numeros de Leonardo, falamos sobre a lei de recorréncia em que esteve
apresentada a primeira dimenséo, a segunda foi formada por meio de figuras planas, no caso
quadrados e retangulos.

Para iniciarmos a aula, abordamos as pesquisas mais recentes sobre 0s numeros de
Leonardo realizadas por Mangueira, Alves e Catarino (2021), que foi importante para a
compreensdo dos estudantes no contexto histérico dessa sequéncia.

Como fase da acgdo, foi pedido aos estudantes que por meio da lei de recorréncia
Le, = Ley,_1+Le,_,+1,n>2 eley, =Le, =1, calculassem os dez primeiros termos e
a raz&o entre esses termos.

O estudante E3 relatou que havia feito uma pesquisa para saber o mentor dessa
sequéncia, mas ndo confirmou que foi Leonardo Pisano que tinha definido esses nimeros.
Logo, o professor ratificou a informacao.

Assim, os dez primeiros termos da sequéncia de Leonardo sdo descritos, na
Figural57, como:

Figura 157- Fase da acdo do estudante E1

Fonte: Dados da pesquisa (2022)
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Na Figura 157, mostrou as operagOes aritméticas para determinar os dez primeiros
termos da sequéncia de Leonardo, essa acdo foi realizada com facilidade pelos demais
estudantes. Continuando a fase da acéo, na Figura 158 mostrou o célculo da razédo entre os
termos dessa sequéncia proposta.

Figura 158- Fase da acdo do estudante E4

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Na Figura 158 mostrou que a razdo encontrada é de aproximadamente 1,62, 0s
estudantes conseguiram observar que os termos da sequéncia de Leonardo, também
utilizaram a proporgdo aurea com as sequéncias de Fibonacci e de Lucas, vistas nas duas
primeiras situacdes didaticas.

Com efeito em estimular a criacdo de conjecturas feita pelos alunos, o professor
mostrou as Figuras 109 e 110, para construir uma das identidades relacionadas aos nimeros
de Leonardo.

Com base nas situacdes didaticas 1 e 2, nas Figuras 109 e 110, respectivamente, a
professora/pesquisadora levantou o seguinte questionamento:

-Como podemos relacionar os nimeros de Leonardo com as &reas desses
quadrilteros? (professora/pesquisadora) (TR10).
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Essa foi a pergunta norteadora para fase da formulacéo dos estudantes. Os estudantes
entraram em um di&logo e observaram a seguinte situacdo, detalhada pelo estudante E1:

-Existe na primeira figura uma soma entre quadrados de lados trés e um, e isso é
igual a area de um retangulo cuja medidas sdo dois e nove, e uma segunda area
que esta em cima da anterior com as medidas dois e cinco, somadas a um terceiro
retangulo de medidas dois e um.

-Na segunda figura temos uma soma entre dois quadrados de lados cinco e trés,
que é igual a uma area do retangulo de lados dois e vinte e cinco, e uma segunda
area de outro retangulo sobreposta com medidas dois e nove, adicionada a um
novo retangulo com medidas dois e um (E1)(TR10).

Figura 159- Fase da formulacdo do estudante E3

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Na Figura 159, o estudante E3 formalizou, por meio de operagfes aritméticas, o que
foi relatado anteriormente, fazendo o caso para n = 1 relacionado a Figura 109, para n =
2 de acordo com a Figura 110, e paran = 3 utilizando o mesmo pensamento. Com base
nessas informagdes, o professor pediu aos estudantes que fizessem a generalizacdo da
identidade e sua demonstracao.

O estudante E1 respondeu:

-Entdo, temos a seguinte identidade LeZ,, + Le2 = 2(Leypip — Lepyp + 1),
sendo que para fazer a prova precisamos de algumas informagdes a mais(E1).
-Como vocé pode afirmar isso? (Professora/pesquisadora)

-Tentei aqui, mas me deparei com uma situag&o que ndo tem saida (E1) (TR10).
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Logo, a professora/pesquisadora sugeriu que os alunos utilizassem duas outras
identidades, que foram: le,, = 2F,,; — 1 paran > 0,Le,, = 2Le,_; — Le,_3,paran > 3,
segundo Catarino e Borges (2019).

Assim, o estudante E1 fez a demonstracédo da identidade de Leonardo, conforme a
Figura 160.

Figura 160- Fase de validacdo do estudante E1

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Nessa fase da validacéo, os estudantes E2 e E4 relataram que ndo conseguiram
realizar a demonstracdo devido a dificuldade de empregar as identidades propostas
associadas aos numeros de Fibonacci. O estudante E3 afirmou que houve uma dificuldade
em realizar tal prova, pois pensou de uma maneira diferente, como mostrou a Figura 161.
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Figura 161- Fase da validacdo do estudante E3

Fonte: Dados da pesquisa (2022)

Na Figura 159 mostrou a prova da identidade de Leonardo, segundo o estudante E3,
a maior dificuldade encontrada durante esse processo foi 0 pensamento de relacionar os

numeros de Leonardo, aos nimeros de Fibonacci.

-Eu pensei que era so colocar as identidades, mas tinha que fazer algumas
coisinhas...(E3).

-Pois €, tinha que modificar o m e o n da propriedade(E1).

-Eu fiquei sofrendo com esse m e n dos nimeros de Fibonacci, entdo eu mudei
para x e y, porque ja estava misturando tudo (E3) (TR10).

Com a validacdo dessas identidades, alcangcamos o objetivo da situagdo didatica 10.
Na fase da institucionalizacdo, a professora/professora relatou que as identidades de
Leonardo foram provadas de forma imediata com base nas identidades apresentadas de
Fibonacci e a de Lucas.

Desta forma, observou-se que as fases da TSD foram observadas e registradas em

todas as situacOes criadas, algumas situagdes tiveram alguns obstaculos a serem superados,
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mesmo que previstos, 0 que nos permitiu contornar e obter as respostas pretendidas nas dez
situacdes didaticas.

Durante algumas vezes tivemos que sair da analise a posteriori para voltar a analise
a priori, mas consideramos que o objetivo geral e os objetivos especificos de cada situagdo
didatica foram alcancados.

Os objetivos especificos foram pensados durante a analise a priori. Com isso, foi
constatado na analise a posteriori, que as maiores dificuldades estavam relacionadas ao
tempo que os estudantes demoravam para apresentar alguns resultados e as dificuldades em
manusear a algebra e fazer as associa¢cdes com a geometria.

Diante de todas essas observacGes constatamos que as fases da TSD foram bem
descritas e observadas dentro das situacfes propostas e todos os obstaculos encontrados
foram previstos e estes tinham outros meios de serem superados. Consideramos, assim,
finalizada a nossa validacdo interna da pesquisa diante do comportamento dos estudantes

com um aproveito desejavel frente as dez situacdes propostas.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa apresentou uma abordagem acerca das sequéncias recursivas lineares
que tiveram origem com estudos em torno da sequéncia de Fibonacci e evoluiram para outras
nove sequéncias que sdo Lucas, Pell, Oresme, Mersenne, Jacobsthal, Narayana, Padovan,
Perrin, Leonardo (Apéndice A).

O estudo teve como base o processo de evolucdo histérica dos vanguardistas das
sequéncias, relacdes de recorréncia e de linearidade, em como as identidades para uma
visualizacao das figuras geométricas geradas pelo arranjo das configuragdes por meio do
software GeoGebra, que se mostrou como recurso tecnolégico que facilitou o entendimento
das construcdes geométricas dentro das dimensdes bi e tridimensionais.

Para inicio, com 0s objetivos tracados para essa pesquisa, partimos de orientacfes
didatico metodoldgicas fundamentadas na Engenharia Didatica e da Teoria das Situacdes
Didaticas, assim, foi realizada uma andlise preliminar do objeto matematico a partir de
estudos encontrados em artigos cientificos e dissertacdes que abrangeram sequéncias
recursivas e lineares. Assim como narrativas histéricas por livros de Histéria da Matematica,
essas analises prévias denominaram a primeira fase da ED.

Nesse sentido, a partir do levantamento e andlise bibliogréfica e organizado um
conjunto de obras, visando produzir de forma inédita neste trabalho a anélise e aplicacGes de
visualizacao bidimensional e/ou tridimensional das sequéncias recursivas lineares. Assim,
foi possivel realizar um estudo de desenvolvimento histérico e matematico das sequéncias
recursivas lineares e suas identidades alcancando os dois primeiros objetivos especificos
desta pesquisa.

A analise a priori foi a segunda etapa de ED, com ela foi preciso analisar as
possibilidades na abordagem dessas identidades das sequéncias recursivas lineares em sala,
visto que a disciplina dentro do curso de licenciatura em Matematica que abordou tais
sequéncias, no caso a escolhida foi a Historia da Matematica, pois nela abordou-se o contexto
historico, permitindo discussdes de conceitos e relacbes matematicas. Contudo, esta pesquisa
foi aplicada na disciplina de HM, no curso de Licenciatura em Matemética do IFCE, apds
uma minuciosa andlise da matriz curricular que nos permitiu discutir a evolucdo dessas
sequéncias.

Diante disso, foi preciso aproximar o estudo das sequéncias recursivas lineares e suas

conjecturas ao proposito da disciplina para que ndo ocorresse uma resisténcia por parte dos
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estudantes, visto que, por diversas vezes foram estudadas apenas trajetorias e descobertas de
alguns matematicos em um contexto historico.

Essa transposicdo didatica esta prevista dentro da teoria de ensino (TSD), que foi
estudada para aplicacdo em algumas das fases da (ED). Essa teoria mostrou-se essencial
para ajudar a entender diversos comportamentos em sala, como estudar essas sequéncias
somente na forma algébrica. Diante disso, pudemos levar o assunto abordado de maneira
puramente matematica, como um contetdo aplicavel em sala de aula, tragando objetivos e
criando situacdes de ensino com a finalidade de prevé alguns resultados na fase de aplicacéo
da pesquisa.

Durante a experimentacéo, a terceira fase, foram feitas as aplicagOes das situagdes
didaticas previstas na analise a priori, observou-se alguns obstaculos como: os estudantes
ndo conseguiram relacionar algumas caracteristicas algébricas com as geometricas. Outro
entrave encontrado durante o percurso foi a resisténcia dos alunos em associar 0s termos de
uma sequéncia a uma figura geométrica. Essas dificuldades foram superadas durante a
validagdo interna, pois ocorreram troca de informagOes e interagBes entre discentes
minimizando os percalcos.

As construgfes geométricas, vistas de forma inéditas neste trabalho, permitiram
superar alguns obstéculos, abordando identidades, essa que, até entdo ndo eram conhecidas
para essas sequéncias recursivas lineares estudadas. Com isso, observou-se nesta pesquisa,
0 surgimento das visualizagc6es bi e /ou tridimensionais a partir dos valores iniciais de cada
sequéncia e da lei de recorréncia.

Entretanto, com base do micro engenharia didatica e transposi¢do didética, foi
observado que a representacdo geométrica das identidades de cada sequéncia foi estudada
em situacdes de ensino, norteada na TSD, por meio de situacGes-problema de contedos
selecionados previamente, com o proposito de compreender o processo historico evolutivo,
satisfazendo o ultimo objetivo especifico desta pesquisa.

Para essas aplicacOes realizadas na disciplina de HM, que compuseram esta pesquisa,
foram necessarios alguns documentos submetidos ao comité de ética e pesquisa para que a
aplicacdo fosse amparada e legalizada, j& que a pesquisa ocorreu com pessoas. Neste
contexto, as situagGes didaticas foram aplicadas e registradas por meio de fotos, gravagdes
de audio e video, bem como anotacdes dos estudantes no quadro e papel, nas quais foram
abordadas dez situacdes didaticas nas aulas no periodo da tarde, em dias de segunda e sexta-
feira, com a duracdo de duas horas/aulas cada encontro, totalizando quarenta horas/aulas

durante o semestre 2022.1.
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Esses registros serviram de base para uma analise posterior que foi feita nas fotos,
videos e audios, foram organizadas segundo a TSD, com situa¢fes norteadas nas dialéticas
da teoria de ensino. Esta organizacdo foi essencial para a pesquisa, pois permitiu que esta
fosse analisada de forma minuciosa e separada, elencando o desenvolvimento em cada
situacdo e a evolucdo de uma fase para a outra dentro de acordo com a TSD.

A vista disso, a quarta etapa da pesquisa, que foi a anélise a posteriori, em que
analisamos as situacdes didaticas, apresentou que os estudos em relacdo a ED, TSD, as
sequéncias recursivas lineares e 0 GeoGebra, obtiveram um nivel satisfatorio de resultados,
pois, diante da teoria de ensino e a metodologia de pesquisa empegada, a pesquisa pode ser
bem estruturada, de modo a considerar as especificacdes de cada etapa.

Dentro da andlise das situacfes, percebemos que muitos dos problemas propostos
foram bem desenvolvidos, ndo havendo perda de conteudo, estes que ja haviam sido
previstos na fase de analise prévia, ou seja, mostrou o sucesso na implementacao da ED.

Em relacdo ao conteudo matematico, a analise de dados revelou que os estudantes
entenderam a evolugdo, tanto historica, quanto matematica em uma situacdo de ensino, pois
precisava-se desse entendimento para que a continuidade de conteido dentro das situacfes
de ensino acontecesse.

A utilizacdo do recurso computacional GeoGebra permitiu facilitar a busca pela
representacdo geomeétrica dessas sequéncias recursivas lineares, por meio de visualizacdes
bi e tridimensionais, sendo essencial para o entendimento de algumas identidades propostas.
Foi possivel, ainda, aproximar estas sequéncias a areas e volumes desses objetos existentes,
por meio de conceitos matematicos, facilitando assim o processo de ensino deste contetdo.

Finalmente, esta pesquisa proporcionou aos estudantes - futuros professores em
formacéo inicial, aumentarem o seu conhecimento sobre a sequéncias recursivas lineares e
suas visualizagdes bi e tridimensionais, atraves das identidades matematicas. E, ainda,
permitiu o desenvolvimento da constru¢cdo dos conhecimentos no contexto histérico e
matematico no processo de ensino. Com isso, espera-se que este trabalho possa subsidiar
outras pesquisas que pretendem explorar a perspectiva da TSD, as sequéncias recursivas
lineares em uma abordagem geométrica, bem como o software GeoGebra, que ndo sdo muito

apresentados em curso de Licenciatura em Matematica.
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APENDICE A -RELACAO ENTRE A SEQUENCIA DE FIBONACCI E AS DEMAIS

Sequéncias recorrentes lineares

° e
Mersenne l l o

Leonardo

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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APENDICE B — Termo de Consentimento Livre e Esclarecido

@

B  INSTITUTO FEDERAL

BN DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
Bl Ceard

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

ENGENHARIA DIDATICA: UM PORCESSO DE ENSINO DAS
SEQUENCIAS RECURSIVAS LINEARES POR MEIO SOFTWARE
GEOGEBRA

Carla Patricia Souza Rodrigues Pinheiro
Francisco Régis Vieira Alves

Voce esta sendo convidado a participar como voluntano de uma pesquisa. Este
documento, chamado Termo de Consentimento Livre & Esclarecido, visa assegurar
seusdwemscomopa:ﬁcpmteeeelabaadoemduaswas uma que devera ficar com
VOCE e outra com o pesquisador.

Por favor, leia com atencdo € calma, aproveitando para esclarecer suas
duvidas. Se houver perguntas antes ou mesmo depois de assina-lo, vocd podera
esclarecé-las com o pesquisador. Se preferr, pode levar este Termo para casa e
consultar seus familiares ou outras pessoas antes de decidir participar. N3o havera
nenhumtpodepenahzagaoouptqumosevooenaoaoe«upamuparoureurarsua
autorzagao em qualquer momento.

Justificativa e objetivos:

Este estudo tem como guestionamento norteador: como desenvoiver uma
Engenharia Didatica para as sequéncias de recoméncia gue permitam uma
transposic3o do contet:do matematico por meio de uma situago aplicavel ao ensino
em sala de auia? Com isso, es53 pesquisa tem como objetve de estudo uma
abordagem da Engenharia Didatica nas aulas da Histona da Matematica.

Objetivo Geral

Analisar aplicagdes de visualizagdo bidimensional efou tridimensional das
sequéncias recursivas lineares, com base na Engenhana Didatica e na Teoria das
Sttuacdes Didaticas com os estudantes da licendiatura em Matematica.

Objetivos especificos

1. Realizar um estudo historico, tedrico e metodologico de ensino scbre as

sequeéncias recursivas lineares;

2. Investigar as relagdes de recorméncia, forma geral e suas identidades das

sequéncias recursivas lineares;

3. Relacionar, em situagdes diditicas, as identidades das sequéncias

recursivas Ineares na forma geométrica com a sua visualizagdo por meio
do software GeoGebra.

Rubrica g0 PesqUiSITar Rubrica do participante:
Pagina 1de 4
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L 2o

BE  INSTITUTO FEDERAL

BN DE EDUCAGAOD, CIENCIA E TECNOLOGIA
BE cCeard

Procedimentos:

Participando do estudo vocé esta sendo convidado a: de questionario e
gavagaodeaulasemwd’owwdeo Estes procedimentos descritos acima ocomerao
nas salas virtuais &f ou nas dependenuas do IFCE — Campus Fortaleza dentro do
horario da disciplina de Historia da Matematica, n3o sendo necessano o deslocamento
30 campus em outros periodos. Somente o pesquisador & a orientadora terdo acesso
aomatmdcoletadoeatdenbdadedospamapawessemmanudaansagbabsdub
Asaplwagoesdemestmamsdevemmmpmododeumaaula(&mnuﬁos)
Aoﬁmdapesmnsa.osdadossetaodsoubdospelospesqmsadomsenvdwdose em
segnda omaba’:alcoletadonafonnadequeshamoeasadasemwdeomaudlo
serao descartadas, ficando de posse dos pesquisadores por um periodo minimo de 5
anos.

Desconfortos e riscos:

VocE ndo deve participar deste estudo casc se sentir-se constrangido com
algum dos procedimentos anteriorments citado, tendo a liberdade de deixaf de
participar do estude em gualquer momento, sem haver nenhum tipo de pte,ulzopara
a sua conduta. Ao estar participande dos encontros mmatspamateahza;aodas
aulas expenmta:sdessapesqusa. o sujeito estd exposto 30s seguintes riscos:

« Riscos ergonomicos

Acontecem devido aos esforgos repetivos que prejudicam a postura do
profissional, causmdoiesoesequepodemafeﬂrarednzagaodewasamdades
S3o considerados riscos ergondomicos todas as agdes que podem interferir nas
caracoensbcas psicofisiologicas do profissional. Os melhores exemplos desses riscos
s3o: execuqaodemovmenbsrepehhvos trabalho em tumos muito longos e postura
ncometa do trabalhador durante a execugdo de suas fungdes. Esse risco €
classfficado com moderado.

Para evitar os riscos existentes dentro desse ambiente, todos os sujeitos da
pesqusa devem sequir algumas onentacdes:

Usar mebiliario adeguado;
Adotar uma postura comreta 20 andar ou ficar em pe;

» Sentar-se de jeito certo, preferencialmente em cadeiras com encosto,
svitando cruzar as pemas:;

Verificar o ritmo de trabalho e o excesso de carga horaris;
Deixar o monitor na linha dos olhos e nunca mais baixo;

» Manter o tecizdo posicionado de maneira que o braco forme com o
antebrago um 3ngulo de 90° ou usar um modelo que tenha disposicio
adequada das teclas para cada uma das maos;

» Usar apoio de m3o arredondados & macios, que sao colocados entre o
teclado = a borda da mesa:

» Usar apoio nos pés, um obijeto parecido com degrau;

» Reafzar pausas durante as atividades manuais ou que provocam repeticio
de movimentos;

» Fazer exercicios de relaxamento e alongamento para imgar os tecidos

Beneficios:
Rutvica do pesQUISIcON, Rubrica oo paricipante:
Pagna2de 4
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Procedimentos:

Pamupmdodoestudovooeestasendoconwdadoa dequesbonanoe
gravacdo de aulas em dudio ou video. Estes procedimentos descritos acima ocomrerdo
nassdaswh:ase!ounasdependemasdolFCE Campus Fortaleza dentro do
horario da disciplina de Historia da Matematica, ndo sendo necessano o deslocamento
30 Campus em outros periodos. Smmﬁeopesmsadoreaonenhdu’aheraoaoesso
aomabendcoletadoea:demdadedosparﬂapaﬁessemmamdaansgbabsdmo
Asapltcagoesdemesbmamsdwemoeomrmpmododeumaaula(&mnutos)
Aoﬁmdapesqwsa.osdadosseraodscubdospelospesqulsadomenvdwdose em
segnda omabmalcoletadonafonnadequesbonmoeasaﬁasemvdeowaudno
ser3o descartadas, ficando de posse dos pesquisadores por um periodo minimo de 5
anos.

Desconfortos e riscos:

Vocé ndo deve participar deste estudo caso se sentir-se constrangido com
dgumdosprooedmanosameriamenhedtado.w\doaﬁbet&dededeimde
participar do estude em gualquer momento, semhavernenhunbpodepreplzopara
3 sua conduta. Aostatpa:hcupandodosenoawosmnuavsparaarealzagaodas
aulas experimentais dessa pesquisa, o sujeito est3 exposto aos seguintes riscos:

+ Riscos ergonomicos

Acontecem devido aos esforcos repetitvos que prejudicam a postura do
pmﬁssnonal causmdolesoesequepodernafetarareakzagaodes:asa&wdada
Saoemsodetadosnsoosergonommstodasasagoesquepodemnterfenrnas
caracbensncas psicofisiologicas de profissional. Os melhores exemplos desses riscos
s530. execugdo de movimentos repefitvos, trabalho em tumos muito longos e postura
incometa do trabalhador durante a execucdo de suas funcdes. Esse risco é
classificade com moderado.

Para evitar os riscos existentes dentro desse ambiente, todos os sujeitos da
pesqnsadevemsewnrahmasonentacoes

Usar mebilianio adequado;

+ Adotar uma postura cometa a0 andar ou ficar em pe;

»  Sentar-se de jeito certo, preferencialments em cadeiras com encosto,
evitando cruzar as pemas:;

+ Verificar o ritmo de trabalho 2 0 excesso de carga horana;

+ Deixar o monitor na linha dos clhos & nunca mais baixo;

+ Manter o teciado posicionado de maneira que o braco forme com o
antebraco um angulo de 90° ou usar um modelo que tenha disposicio
adequada das teclas para cada uma das maos;

+ Usar apoio de mao aredondados e macios, que 530 colocados entre o
teclado = a borda da mesa;

+ Usar apoio nos pés, um objeto parecido com degrau;

+ Realzar pausas durante as atividades manuais ou que provocam repeticio
de movimentos;

+ Fazer exercicios de relaxamento e alongamento para imigar os tecidos.

Beneficios:
Rubrica 00 PEGQUESINAr Rubrica g0 participante:
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Bl cCeard

acarretar, aceito particpar € declaro estar recebendo uma via onginal deste
documento assinada pelo pesquisador e por mim, tendo todas as folhas por nés
rubricadas:

Nome dofa) participante:

Centato telefdnico {opcional)

e-mai (opcional):

(Assinatura do participante ou nome e assinatura do seu RESPONSAVEL LEGAL)

Data: ! !

Responsabilidade do Pesquisador:

Asseguro ter as ex da 30 as B
deleminagio huadas mut Resougies oo 480, d 12 8o ecmmbis o 2013 & 810
de 07 de abril de 2016, e Norma Operacional n° 001/2013, pelo CNS, ed:spomvetsno
RegtneMohhemodoCMdeEbcaemPequfsadolnSMbFederaldeE
CienaaeTemologtadoCeara(lFCE)emptementatesnaelabmodoptmcdo
e na obtencdo deste Termo de Consentimento Liwe e Esclarecido. Asseguro,
tambem, ter explicado e fomecido uma via deste documento a0 participante. Informo
que 0 estudo foi aprovado pelo CEP perante o qual o projeto foi apresentade.
Comprometo-me a wutilizar o matenal e os dados obtidos nesta pesquisa
exclusivamente para as finalidades previstas neste decumento ou conforme o
consentimento dado pelo participante.

Pesquisadora,
Carla Patricia Souza Rodrigues Pinheiro

Fortaleza, de de
Rubrica 0o pesquisador, Ruprica do participante:

Pagna 4 de 4



245

ANEXOS



246

ANEXO A - MATRIZ CURRIULAR DO CURSO DE LICENCIATURA EM
MATEMATICA DO INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGCAO, CIENCIA E
TECNOLOGIA DO CEARA (IFCE)

T INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA DO CEARA
DIRETORIA DE ENSING

. Matrizes Curriculares
. NSTITUTO FEDERAL
TR

39;15? Licenciatura em Matematica IV (2012/1) [
Curso
01402 - Licenciatura em Matem dtica l
Hirvel Periodicidad Regine Situagio Per. Lefivo InclalrC H. Disciplinas
Superior Periodo Nao-seriado Matriz em Vigor 201201 T:ﬂnﬂ —‘
Per. Componentes Curriculares Co-Requisilos Carga :
Codigo | Descrigio icleolPT Hab. Cred] Bieaine o i
1 0140201 |GEOMETRIA PLANA ECONSTRUGOES GEOMETRICAS ooM [N |57 |4 [] 80
1 0140202 |MATEMATICA DISCRETA oM [N |57 |4 0
1 0140203 [MATBVATICA ELEMENTARI ooM [N |57 | 4 0 80
1 0140204 [HISTORIA DA EDUCAGAC NO BRASIL oM [N | & |2 0 4
1 0140205  [COMUMICAGAQ ELINGUAGEM com | N 3 [} 80
1 0140206  [NICIAGAO A FILDSOFIA ooM | N 3 0
2 0140207 [CALCULODI CoM [N |5 | 4 0 80 oL
2 0140208  |LABORATORIO DE ENSIND DE MATEMATICA CoM | N| S| 2 0 40
2 0140209 |MATEMATICA ELEMENTAR oOM [N | 57 | 4 0 80 bt
2 0140210  [FUNDAMENTOS SOCIOFILOSCFICOS DA EDUCAGAG oM [N |57 |4 0 80
2 0140211 |PSICOLOGIA DO DESENVOLVIMENTO oM [N | &7 |2 0 40
2 0140212 |LBRAS ooM [N | & | 2 0 40
2 0140213 [METODOLOGIA DO TRABALHO CIENTIFICO | coMm | N 2 0 ]
3 0140214 [ALGEBRALINEAR coM | N 4 [} 80 T
3 0140215 fcALculon coM | N 4 0 80 I
3 0140216  |INFORMATICA APLICADA AD ENSING DA MATEMATICA ooM [N | st | 4 [] 80 LD ST
3 0140217 |PROJETOS SOCIAIS com | w 2 0 4
3 0140218 |[POLITICAS EDUCACIDNAIS ooM | N 3 [] 80
3 0140219 [PSICOLOGIA DA APRBNDIZAGEM com | N 3 0 [ =

13001/2014 11:01 Pagina: 1
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[ ] INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA DO CEARA
[ | DIRETORIA DE ENSINO
lll Matrizes Curriculares
4] o2 [eAcuon om [n[s 4] o o E”““
4| 0140221  |GECMETRIA ESPACIAL £ PROJETIVA ECOEE 0 aa P
4| 0140222 METODOLOGIA DO ENSIND DA MATEMATICA oM | N| 5|4 0 8 e
4| 0140223  [TEORIADOS NOMEROS oo [N| 57| ¢ 0 8 "*"“'
& 014024 [DIDATICAGERAL com [N | & |4 0 ®
5| 04025 [cAlcuow coM [N |57 | 4 0 i pres
§ | 0140225  [ESTRUTURAS ALGEBRICAS oM [N S|4 0 L] Pt
5 0140227 |CURRICULOSE FRATICAS EDUCATIVAS oM N[ S5 |3 0 60
§ | 0940226 |MECANICA NEWTONEANA oM [N| 57 |4 0 ki LS
5 | o142 [EsThciol com (N[5 o 100
f 0140230  |FDDESERES CoM | N| 57 | 4 0 &
6 | 0140231  |HISTORIA DAMATEMATICA oM [ N| 5|4 0 ] T B
6 | 014023 |FLETRCIDADEEMAGHETISHO com [N |57 |4 0 [ i
8 0140233  [EsTAGON COREIERE 160
7| 0423 [cALCULONUMERICO o [N s | 4 0 u e
T | 0740235  FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA oo [N| 57| 4 0 # [z
7| 014023  METODOLOGIA DO TRABALHO CIRNTFICO | oM [N| 5|2 0 4 R
T o2y [EstAcoi em(nN[s 7] 0 140
T o423 [oFTATIVATY CIHEE 0 [
8 | 0140238  [NTRODUGAQ A ANALISE oom [N 5|4 0 8
§ | 0140240  [PROBABILDADEE ESTATISTICA e [N]s[e] o 8 EBIHEY
8 | 0140241  |PROCRESSOES EMATEMATICA FINANCERA G ER [
8| 0140242 [OFTATIVASY com (s|& |4 o 8
8 0140243 [TRABALHO DECONCLUSA0 DECURSO CoM N[ 5 | 2 0 4l
Cred. Carga Hordria
Codigo Sigla Habiltagio Basica Obrlg. "Estago Optellia Eeiva AL Comp. Proj Final NN Cred.
57 57 DISC. BASICAS - LICENCIATLRA EM MATEMATICA smo 0 T o0 0 1

13011204 1101 Fagina: 2



ANEXO B - Ementa da disciplina de Historia da Matemética

Vilido somente com assinatura e carimbo do IFCE

r. INSTITUTO FEDERAL DO CEARA-1IFCE
@ CAMPUS FORTALEZA

@88 DIRETORIA DE ENSINO

B8 CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

PROGRAMA DE UNIDADE DIDATICA - PUD

DISCIPLINA: HISTORIA DA MATEMATICA

Codigo:

Carga Horaria Total: 80 h Tedrica: 70 h Pritica Como Componente Curricular: 10 h
Nimero de Créditos: 4

Cadigo pré-requisito: Geo Plana e Cons. Geom, Cidlculo 11 e Teoria dos Nimeros
Semestre: (&

Nivel: Graduagio

EMENTA

Estudo do conceito, desenvolvimento historico e representages do nimero. O desenvolvimento da Matemdtica
nas diversas civilizagdes ao longo da histdria. Vida obra e contexto histérico dos principais matemdticos e suas
contribuigdes para o desenvolvimento da Matemitica. Historia da Matemitica no Brasil.

OBJETIVO

- Levar o aluno a compreender o desenvolvimento da Matemitica de acordo com o contexto histdrico e social ¢
fazer conexdes com as metodologias de ensino e propostas curriculares;

- Conhecer os principais matemdticos e suas principais contribuigdes no desenvolvimento do conhecimento
matematico ao longo da histéria:

- Utilizar o conhecimento da Historia da Matemdtica para aprimorar o ensino de forma critica e contextualizada;

- Entender o desenvolvimento da Histéria da Matemitica no Brasil.

PROGRAMA

1. O congceito de nimero e os sistemas de numeragio.
2. O desenvolvimento historico da dlgebra, Geometria e Aritmética nas diferentes épocas e civilizactes.
3. Principais matemiticos da historia e suas contribuigdes para o desenvolvimento da Matematica.

4. Historia da Matemadtica no Brasil.

METODOLOGIA DE ENSINO

Aulas expositivas, semindrios, debates, apresentagio de videos e pesquisa,

AVALIACAO

Provas, trabalhos, semindrios e avaliagio continua.

BIBLIOGRAFIA BASICA

- EVES, Howard. Introdugao a Histdria da Matemiatica. Campinas-SP: Editora Unicamp, 2004,
- BOYER, Carl B. Histéria da Matemitica. 2" ¢d. Sio Paulo: Edgard Bliicher, 2006.
- D"AMBROSIO, Ubiratan. Uma Histéria Concisa da Matematica no Brasil. Petrdpolis-R): Vozes, 2008,

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR

- MENDES. L. A. O uso da Histéria no Ensino da Matematica: reflexdes tedricas e experiéncias. Belém:
EDUEPA, 2001.
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Vilido somente com assinatura e carimbo do IFCE

r. INSTITUTO FEDERAL DO CEARA-IFCE
m

CAMPUS FORTALEZA
@88 DIRETORIA DE ENSINO

B8 CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

Editora, 2009.

- MIGUEL, Antinio er. al. Historia da Matemitica em Atividades Didaticas. S5io Paulo: Livraria da Fisica

Coordenador do Curso

Setor Pedagogico
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ANEXO C - PARECER DO COMITE DE ETICA DA PESQUISA

- INSTITUTO FEDERAL DE |

Sote EDUCAGAO, CIENCIA E, W

= TECNOLOGIA DO CEARA |
DADOS DO PROJETO DE PESQUISA

Titulo da Pesquisa: ENGENHARIA DIDATICA COM O ESTUDO SOSRE AS SEQUENCIAS DE
FIBEONACCL, LUCAS £ PACOVAN POR MEIO DE RECURSOS COMPUTACIONAIS.

Pesquisador: Cana Patrkia Souza Roarigues Finharo

Area Tematica:

Versdo: 3

CAAE: S2038621.2.0000.5589

Instituig3o Proponents: INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAQ, CIENCIA E TECNCLOGIA DO CEARA
Patrocinador Principal: Financlamentio Proprio

DADOS DO PARECER

NGmero do Parecer: 5.074.370

Aprasentagao do Projeto:

Nesse trabaho, ulliza-se 3 ED para Organizar 35 13pas 00 esudo, 02 tal Toma que $2§3 sequenclado. A
pane inicial sera voltada para a revisio bibiogranica, ress3tando o que oS autores abordam na ED & TSD,
bem como nas sequancias de Fibonac, Lucas e Pagovan. Em owtra parte, aborda-se 3 histona dos
descobridores dess3s saqueEncias recommantes dentro da HM e da Didatica da Matematica. Dessa forma,
permite-se estudar, onar 2 transformar situagdes de ensine que 530 s552ncials Para © avango J2553
pesquisa.

Objstivo da Pesguisa:

Realizar uma andise e aplicagho o2 visualizagdo bidimensional & tfdimensional das sequénclas de
Flbonacel, de Luc3s e de Padovan, com Dase na Engenharla Didatica & na Teona das Shuagles
Didaticas,ou seia, desanvolver relagles didaticas entre 26535 sequincias por melo 03s situagies dodicas
Proporcionando Uma concordancia com o conhecimento clentifico @ 35 habllidades cognitivas dos
estudantes.

Cbjetvo da Pesquisa;

1. Realizar uma andise histonca, teorica & metodologica de ensing sobre 35
sequancias de Flbonac, de Lucas e de Padovan;

| Endereco:  fium Jorge Dumes, e 1708

. Baltror Jethn Avvece CEP: sgavam
LUFCE Murniciplo. FORTALEZA
| Tobefooe:  (8503401.2552 E-mal. ceplifcn oduty

Pagra 2t 0w o0



. INSTITUTO FEDERAL DE
- EDUCAGAO, CIENCIA E W
TECNOLOGIA DO CEARA

Contousgio 4z Pawcar 2074300

2. Investigar as relagies de recomancia, forma geral e suas Kentidades das sequenclas de Fibonac, de
Lucas & de Padovan;

3. Reladonar, em shuagdes (Ioalicas, 3s Mentidades d3s sequéncias de Fibonacd, de Lucas @ de Padovan
N3 N3 gEomETica Com 3 Sua VISUIIZags0 por melo 0o softwars GaoGelra.

Availag3o dos Riscos 8 Bensficlos:

Riscos:

Voce ndo deve paniclpar deste estudo C3s0 s€ sentir-5& CoNsrangido com Jguim J0S Procetimentios
anterionmenta cilado, tendo 3 Hberdada 0 Ceixar 08 Particpar do a5t em quaGUEr MOmenio, sem haver
nenhum 2p0 de prejuizo para 3 sua conduta. Ao estar participando dos encontros vituals par a reallzacio
das 3ui3s experimentals dessa pesquisa, 0 SUISID 2613 exXDOStD 306 seguintes rscos:

« RISCOS EIgONOMIcas

Acontecem devido 306 e670Mg0s NEpeatitivas que prejudicam 3 Postea do

profissional, causando leshes & qus podem afetar 3 redllzagdo de suas anvidades.

S350 consigerados 11scos 2rgondmicos 100as 35 agdes qua padem Intaerr nas

carscteristicas psicofsioligicas do profissional. Os malnores exempios 028586 NSCos

S30. BXECUCH0 de mavimentos repetitves, TEDaIno & Damos MU fongos & posiura

Incorrea do trabalhador durants 3 execucdo o2 su3s funcdes. £652 fsco &

Ciassitcado com moderado.

Para evtar os riscos existentes dentro desse amblent2, todos o6 sujeltos da

pesquisa devem sequr algumas orentaches:

« Usar modilanio adequado;

* AQOLEr Uma postura cometa 30 andar ou ficsr em pe;

« Sentar-se g2 jeiio cerlo, preferenciaiments em c3das Com encosto, evRanda CTUZar 35 DEmas;

« Vertear o ritmo ge rab3ino & 0 ex0S650 08 carg3 horana;

« Debear 0 monitor N3 INNG 0os 006 € NUNCa MAls D3xD;

= Marier 0 teciado posicionado de Manaira que 0 Drago forme com o aNtebrago um anguio de 90° ou usar
um modal) que 12nna disposicio a0eqUAta 035 tedia3s para Cada uma das maos;

« Usar apoio de m&0 amedondados & macios, Que 530 colocados antre 0 121300 & 3 borda d3 Mmesy;

Enderegr:  fus Jorge Dumme, 1P 1708

Babro: Jerdn Ardece CEP: a0 4104

W e Muniipla: FORTALEZA

Telefone (8534012452 E-mal: cep@ifion edu ts
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+ Usar 3p0io Nos peE, um objeto parecido com Jegrau;
« Raalizar paUsas duranie 36 JIvIoades Manuals ou quUE provocam reoeticdo de mavimantos.

Beneficios:

Qi

A0 particpar desta pesquisa Voo nd0 18R nenhum beneficio dretn. Entretanto, S60eramos que aste estudo
traga informagdas importantas sodre 3 metodologla Engenhana DIdatica us3aa nas aulas de Hisiona da
Matematica, de forma que o conhaCimento que 5era constiulto a partir desta pesquisa possa subsldar
futuras adesfes 3 mesma metodologla, onde 0 pesquisador s2 compromete 3 dvulgar 06 resunades

obtidos,

Comentarios & Conslderagies s00re a Peaquisa:

Profeto 0e pesquisa apresentado 30 programa de Pos-gracuacdo em Ensing de cincla & matematica do

IFCE.

Consigeragtas sobre 08 Termos 03 apressntagao obrigatoria:

Apresenta todos 06 teTos COMgatonos.
Recomendagbas:
Sam racomencagdes.

Conclusdes ou Penddnclas 6 Lista de inadequagies:

NE0 h3 penoendas.
Conaideragdes Finals a critério do CEP:

Ests paracer fol slaborado baseado noas documentoe abalxo relaclonadios:

TIpo Documento ATQUO Postagem ALfor Shuaa0

TTormagies Dascas| Fo_L A  DO_P | 1520zt AETD |

60 Projeto ROJETO 1823341.pdf 11:00:27

TCLE/ Termos 02 |GTCLEATUAL per 187102021 |Cana Palricia Souza | AcEiD

Assentimento / 10:59.18 | Rodrigues Pnhaio

Justficativa dge

| AUSANCI3 T =

Curos QuasTonaros. par 230972021 |Cana Falricla Souza | Aceito
155545 | Rodriques Pinhelo

Enderegs. Hua Jorge Duvsm, 1# 1705

Babror Jaidm Andect CEP. 20 a9

UF: CE Municiplo: FORTALEZA
Telefone! [66)807.2552

E-mab. cooflion oduly

PAQCR Ticm
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Cortinunyde 33 Paecer 4 074300
Crgamento 20rcamento.pdr m‘;gsm1 Caria Paicla S0z | Ao
15:55.11 Pnheo
Wﬂ)ﬁm pkDoTedved %‘%ﬁﬁ [ AGE |
. e
Deciaragso oe ZDeCiaraca00=compronISspeio0esqUls| 230972021 | Cana PalTicla SOUZa | AcStD
Pesquisadorss | adordespreseniarosresUtadosobioosnn|  15:51:42 | Rodrigues Pinnetro
gesenvoivmantodapesquisa par
[Projetn Detanato ! | ProjeiodePesqusa ol 7092021 |Cana Patricha Souza | Aceto
Beochura 122313 | Rodrigues Pinhelro
'c:awgz-n' Im. SCronograma. pt 1:33?;1 Cana Paricia SouzZa | Acsio
FOnadeRoSID | 1FONB0ER06i0 plf 7092021 | Cana Pairicia Souza | Acei
122122 | Rodrigues Pinherg
Situag3o do Parecsr:
AProvad0

Nacessita Apreclagio da CONEP:
N&o

FORTALEZA, 01 de Novembro de 2021

Aasinado por:
JaM9 ForTeira da Siiva
{Coordanador(a))

Enderege.  Fus Jorge Dumnar, i 1705

Bakred  Jerden Ambtca
W CE
Toelone  (853401.7352

CEP. #1434

Muticiplo: FORTALEZA

E-mal. cop@ifom ecu by

PAGoa (e e
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