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(Filosofia pitagorica)



RESUMO

Esta pesquisa, apresenta uma investigacdo acerca das sequéncias dos numeros figurados gregos,
que tiveram sua origem desde os pitagoricos, que pretendiam aliar a geometria e aritmética de
maneira que se pudesse provar sua filosofia de que tudo na natureza pode ser escrito como
nameros. Tais sequéncias numéricas, quando seus nimeros sdo representados por pontos, e
organizados de forma equidistante, formam figuras geométricas e podem ser escritas em uma
dada dimensdo k. Este trabalho teve como objetivo organizar situaces didaticas com estes
nlmeros para que suas propriedades sejam organizadas e discutidas, abordando-se tanto o
contexto historico da sua evolugdo quanto o matematico que se refere as formulas de termo
geral, recorréncia e funcdo geradora, também serdo abordados os estudos das propriedades
através da visualizacdo, utilizando-se o software GeoGebra como recurso didatico. Estas
situacbes foram criadas utilizando-se uma metodologia de ensino intitulada, Teoria das
SituacGes Didaticas (TSD), que visa dividir um dado conteido em situacdes bem definidas que
permitam uma analise do desenvolvimento do aluno, sdo estas; situacdo de acdo, formulacéo,
validacao e institucionalizacdo e foi realizada com alunos da graduacéo do curso de licenciatura
em matematica do instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE) —
campus Fortaleza, na disciplina de Histéria da matematica. A pesquisa tem como metodologia
a Engenharia Didatica (ED), que compara o trabalho do professor com o de um engenheiro,
permitindo um planejamento, pesquisa e analise de um conteldo em fases bem estruturadas,
sdo estas: analise preliminar, analise a priori, experimentacéo e analise a posteriori. Ao fim das
situacOes, foi feita uma analise a luz da TSD para que as questdes apresentadas em sala fossem
analisadas de forma a apresentar a eficacia ou ndo dos métodos adotados na fase inicial da
pesquisa. Esta analise nos permitir revelar que os estudantes desenvolveram elementos
necessarios para descrever as relacGes referentes a nimeros figurados, em suas configuracdes
planas, espaciais e k-dimensionais, bem como suas relacdes de recorréncia, formula para o
termo geral, funcdo geradora e descri¢ao de propriedades por meio da visualiza¢éo, cumprindo
assim os objetivos da pesquisa.

Palavras-chave: NUmeros Figurados. Software GeoGebra. Geometria. Teoria das Situacdes

Didatica. Engenharia Didatica.



ABSTRACT
This research presents an investigation about the sequences of Greek figurative numbers, which
had their origin since the Pythagoreans, who intended to combine geometry and arithmetic in a
way that could prove their philosophy that everything in nature can be written as numbers. Such
numerical sequences, when their numbers are represented by points, and organized in an
equidistant way, form geometric figures and can be written in a given dimension k. This work
aimed to organize didactic situations with these numbers so that their properties are organized
and discussed, addressing both the historical context of its evolution and the mathematical one
that refers to the formulas of general term, recurrence and generating function, will also be
addressed studies of properties through visualization, using GeoGebra software as a teaching
resource. These situations were created using a teaching methodology called, Theory of
Didactic Situations (TDS), which aims to divide a given content into well-defined situations
that allow an analysis of the student's development, these are; situation of action, formulation,
validation and institutionalization and was carried out with undergraduate students of the
undergraduate course in mathematics at the Federal Institute of Education, Science and
Technology of Ceara (IFCE) - campus Fortaleza, in the discipline of History of mathematics.
The research has as methodology the Didactic Engineering (DE), which compares the work of
the teacher with that of an engineer, allowing a planning, research and analysis of content in
well structured phases, these are: preliminary analysis, a priori analysis, experimentation and
a posteriori analysis. At the end of the situations, a light analysis of the TSD was carried out so
that the questions presented in the classroom could be analyzed in order to present the
effectiveness or not of the methods adopted in the initial phase of the research. This analysis
allows us to reveal that students have developed the necessary elements to describe the relations
referring to figurative numbers, in their flat, spatial and k-dimensional configurations, as well
as their recurrence relations, formula for the general term, generating function and description

of properties through visualization, thus fulfilling the research objectives.

Keywords: Figurate Numbers. GeoGebra software. Geometry. Theory of Didactic Situations.

Didactic Engineering.
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1 INTRODUCAO

Os elementos que contribuem significativamente para o ensino de matematica sao
objetos de véarios estudos que constituem o campo da didatica da matematica. Dentres 0s Varios
caminhos seguidos pelos pesquisadores, destacamos a Didatica da Matemaética de origem
francesa, desenvolvida no inicio dos anos 1970 com o “contexto marcado pela reforma da
Matematica Moderna, pela criacdo dos IREM (Instituto de Pesquisa sobre Ensino da
Matematica)” (ALMOULOUD, 2018). Segundo Alves (2016), nesse contexto existia uma
convicgdo que deveriam acontecer muitas mudangas no sistema de ensino francés, causando
uma mobilizacdo de estudiosos que atuavam dentro das universidades.

Para Almouloud (2018), também foram fatores importantes a necessidade de
desenvolver mecanismos para 0 ensino da matematica com o avango das teorias de
aprendizagem, o que conferia a matematica um certo saber especifico e, por isso, a urgéncia em
um debate no assunto. Nesse contexto, surgiu a discussdo acerca da Didatica da matematica, a
preocupacdo nao seria tdo somente a aprendizagem, mas também outros entes que cercam a
educacao, como a formacéo de professores, curriculo, livros, dentre outros.

Dentro dessa mesma linha de pensamento, porém n&o introdutéria e sim tendo em vista
a necessidade de aprimoramento, ainda existe a necessidade do debate e estudo para que sempre
se possa incrementar elementos que fornecam suporte para possiveis estudos dentro da area do
ensino de matematica. Assim, alguns assuntos puramente matematicos devem ser usados como
ponte para que se desenvolva um trabalho visando o ensino, porém aparado pelos pressupostos
da Didatica da Matematica Francesa, no nosso caso, a Histéria da Matemética (HM) ainda deve
ser amparada por outros contetdos especificos como teoria dos numeros, estudo de sequéncias
e uso de softwares para ajudar na visualizacdo e desenvolvimento e compreenséao de calculos
mais complexos.

Na historia da matematica, o estudo das sequéncias numéricas constituem uma grande
guantidade de possibilidades, pois envolvem, além do seus descobridor, uma série de
descobertas dentro de outras areas dentro da matematica, tal estudo permite a aplicacéo de
situacOes didaticas aplicaveis no ensino dentro de uma abordagem epistémico-matematica e
historica acerca do assunto. Dito isto, este trabalho traz a evolucdo dos numeros figurados
gregos, observados pelos pitagdricos e desenvolvidos através dos anos por varios matematicos

fascinados pelo assunto que surgiu para explicar a ligacdo entre algebra e geometria, além de
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um sentido mistico dentro da I6gica dos pitagéricos para explicar que tudo da natureza é pura
matematica.

Estes nimeros formam sequéncias numérica e trazem consigo uma peculiaridade entre
as demais sequéncias conhecidas e mais estudadas, pois estes podem ser escritos como pontos
que formam figuras geomeétricas, ou seja, além de descritas como estruturas algébricas, também
podem ser representadas por figuras, ampliando ainda mais as possibilidades de estudo. Assim,
esse estudo objetivou estudar a maioria das possibilidades das sequéncias dos numeros
figurados, dentro do contexto da educacdo matematica, fazendo com que esse contetdo
apresentasse uma visdo mais voltada para o ensino e também dentro da HM que néo Ihe confere
um lugar tdo importante quanto deveria ser por se tratar de um assunto que além de ter passado
por varias descobertas durantes os anos, desde os pitagoricos, também representa uma variedade
de linhas de estudos.

Assim, na presente pesquisas sao apresentadas 0s aspectos historicos e matematicos que
fizeram com que os numeros figurados tivessem uma evolucgdo deste sua representacdo plana,
ou seja, numeros que representam figuras geométricas bidimensionais, sua representacao
piramidal, isto €, ndmeros que representam pirdamides ou camadas de numeros planos
consecutivos, até as representacdes atuais que generalizam as figuras e, consequentemente, 0s
nameros figurados dentro do espaco k-dimensional. Tais aspectos sdo apresentados por meio
de uma metodologia de pesquisa, a Engenharia Didatica (ED) de Artigue (1995) e uma
metodologia de ensino, a Teoria das situacdes Didaticas (TSD) de Brousseau (1976), em
seguida apresentaremos algumas analises que norteardo a nossa pesquisa, tais como a revisao
bibliografica, um pouco da historia dos nimeros figurados bem como a problematica da
pesquisa e seus objetivos, tais analise serdo base para o estudo que fora desenvolvido e nos

deram suporte para a compreensdo e desenvolvimento da pesquisa.

11  Analises prévias

Dentro da ED, devemos organizar em etapas 0 estudo para que este seja sequenciado,
deste modo, uma parte da pesquisa inicial sera voltada para a revisao bibliografica, em que
procuraremos autores que tratam de ED, TSD e também dos numeros figurados, a outra parte
consiste em procurar uma abordagem que ligue a historia dos numeros figurados dentro da sua
evolucdo através dos anos dentro da historia da matematica e da didatica da matematica, esse
ultimo nos permitira estudar, criar e modificar situacfes de ensino que serdo necessarias para a

evolucéo da presente pesquisa.



25

1.1.1 Revisdo bibliogréfica

Para o estudo em questdo, é necessario que se faca um levantamento para cada um dos
assuntos, por isso foram consultadas dissertacdes, livros, teses e artigos para cada tema em
questdo, esses temas sdo tratados algumas vezes de forma independente mas nesse trabalho é
necessario que possamos uni-los de forma a trazer o sentido de ensino de matematica proposto
pela pesquisa. Assim, 0s assuntos pesquisados se referem a: Engenharia Didatica, Teoria das
situacOes Didatica e Numeros figurados, bem como assuntos que possam nos guiar na busca
pela juncéo destes.

Dentro dos materiais consultados para o estudo da Engenharia Didatica, destaca-se,
além do livro de Artigue (1995), esta fonte principal de estudos acerca do assunto, ainda foi
artigos como Alves e Dias (2018) que traz um debate sobre as duas primeiras etapas da ED, A
dissertagédo de Oliveira (2018) que aborda todas as fases da ED empregadas para o ensino da
sequéncia de Fibonacci, os artigos de Almouloud e Silva (2012), que definem bem as etapas da
ED e apresentam a discussao sobre o0 uso e evolugdo da nocao de Engenharia didatica, também
foram consultados os trabalhos Alves (2016), Pommer (2013) e Alves (2014), feita essa revisdo
acerca da Engenharia Didatica, iniciamos o estudo sobre a Teoria das Situa¢des Didaticas.

Para entendermos como elaborar a fase de experimentacdo da ED, necessitariamos dos
estudo da TSD por isso, foram consultadas algumas obras, dentre elas destacamos
principalmente a de Brousseau (1997), Brousseau (1986) que trazem a definicdo e fases da
TSD, a dissertacdo de Oliveira (2018), Teixeira e Passos (2013) por serem da literatura
brasileira, além da dissertacdo de Fonseca (2011), desse modo podemos investigar sobre a
elaboracdo de situagdes didaticas, diante disto, podemos iniciar o estudo de campo matematico.

Diante da bibliografia das teorias ja definidas, foi preciso entender e descrever a
generalizacdo dos numeros figurados, como estes sdo sequéncias recorrentes e precisavam ser
descritas com suas formas gerais, recorréncias e funcéo geradora por isso foram consultadas as
dissertagdes de Silva (2015) que trata de recorréncias lineares.

Para compreender a geometria contida nas sequéncias dos numeros figurados, foi
necessario um estudo aprofundado sobre o crescimento dimensional dos politopos, para isso
foram consultadas varias obras, dentre ela destaca-se o livro de Coxeter (1973), Coxeter (1969)
que abordam a generalizacdo de figuras geométricas k-dimensionais, ou politopos como séo
descritos na maior parte deste escrito.

Diante do entendimento sobre o comportamento dimensional dos politopos, seguimos

entdo para o estudo dos nimeros figurados propriamente ditos, para este tema, foi consultado o
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livro de Deza e Deza (2012) que trata puramente da generalizacdo de muitas classes de nimeros
figurados bem como o artigo de Alves (2012) que aborda a evolugdo histérica dos nimeros
figurados e algumas propriedades de tais nimeros. Além disso foram utilizados livros que
trazem as primeiras definicdes de alguns numeros figurados como Conway e Guy (1996),
Burton (1986) e da dissertacdo de mestrado de Chipatala (2016), que nos ajudou a estruturar os
primeiros capitulos.

Diante disto, 0 passo seguinte consistiu em elaborar as situacdes de ensino previstas na
ED por meio da TSD, onde foram consultadas as mesmas obras da fase inicial da pesquisa,
mais precisamente as dissertagdes de Oliveira (2018) e Santos (2017) para o entendimento do
percurso metodoldgico a ser seguido, ja que esses trabalhos também descrevem situacdes
didaticas porém com aplicacdes da sequéncia de Fibonacci, porém com enfoque diferente, a
primeira para a complexificacdo do modelo de Fibonacci e a segunda para a generalizacdo com
extensdo para os inteiros da mesma sequéncia.

Sendo assim, a revisdo bibliogréafica fora descrita seguindo todos 0s passos da pesquisa
segundo a ED, os escritos pesquisados foram para a metodologia de pesquisa, metodologia de
ensino e conteddo matematico, mesmo gque em alguma as metodologias aparecessem juntas, foi
necessario um estudo de ambas separadamente. O conteldo matematico foi preciso separar por
partes pois seria necessario estudar sobre geometria, sequéncias numéricas e historia da
matematica, esses, na maioria das vezes, em escritos diferentes. A ligacdo que foi feita em

relacdo aos numeros estudados e a metodologia utilizada, serdo descritos no préximo tépico.

112 Abordagem historica e didatica dos nimeros figurados

Para esta secdo, devemos descrever como abordar os nimeros figurados em sala e
também o l6cus de aplicacdo, assim, foi necessario uma breve pesquisa na matriz curricular do
curso de licenciatura em matemaética do Instituto Federal de Educacdo, Ciéncias e Tecnologia
do Cearéa (IFCE), para determinar qual a disciplina que melhor se encaixaria no contetdo a ser
desenvolvido, visto que o desenvolvimento dos numeros figurados tratam de teoria dos
nameros, conceitos de geometria, historia da matematica, dentre outros assuntos que poderiam
ser aplicados em boa parte das disciplinas dentro da grade matematica do curso em questao.

Diante de todos essas analises, e, como seria necessaria desenvolver uma discussao
historica para o desenvolvimento inicial dos numeros figurados, a disciplina escolhida foi a
Histdria da Matematica, pois além de tratar de contetdos histdricos sobre diversos matematicos,
também trata da evolucdo histérica da aritmética, essencial para o desenvolvimento das nogdes

de numeros figurados, geometria, esta, sendo base para compreender crescimentos
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dimensionais e nomenclatura de politopos e algébrica, sendo de grande importancia para as
generalizagGes previstas na maioria das explicagdes.

Diante deste aprofundamento na disciplina de HM, foi constatado que os numeros
figurados sdo estudados na disciplina na parte que trata da historia da criacdo de Pitagoras,
como a disciplina também aborda a evolucdo da sequéncia de Fibonacci, nés podemos
desenvolver a parte historica e matematica dos nimeros figurados por meio de livros de historia
da matematica e sua parte matematica por meio de artigos que discutem esses numeros dentro
de uma analise algébrica e de suas formulas de recurséo e geral. Essa descricdo nos permitiu,

entdo, descrever toda a problematica e justificativa da pesquisa, abordadas no tépico seguinte.

1.2 Problematica e justificativa da pesquisa

Visto que a maioria dos livros de histéria da matemaética, trazem a abordagem sobre os
numeros figurados muito pormenorizadas, ou seja, ficam restritos aos que 0s pitagoricos
concluiram. Estes tratando das primeiras sequéncias de numeros figurados planos, ou seja,
apenas configuracGes que representam poligonos e poucas configuragdes que representam
poliedros. Ademais, Pitdgoras é conhecido como o descobridor das triplas pitagéricas e da
relacdo entre catetos e hipotenusa, ou seja os livros de HM ndo abordam com tanta atencao os
nameros figurados.

Como era de se esperar, os livros de HM ndo trazem a evolugdo histérica que se espera
visto que o conteldo deveria apresentar algum assunto desde a sua descoberta até o que se foi
construindo através do tempo com o crescimento do numero de sequéncias cada vez maior,
deste modo néo se sabe bem quem foram os autores que conseguiram discutir outras sequéncia
que também representam figuras geométricas e mesmo que muitos autores a descrevam, esse
debate fica fora da disciplina de HM que se preocupa apenas em mostrar as descobertas de
Pitagoras e seus seguidores, deixando assim, hiatos histéricos acerca dos numeros figurados.

De todo modo, foram encontrados durante a revisdo bibliografica dos numeros
figurados, relagdes que remetem a elementos de ordem cognitiva e didatica, podendo estes
nameros, apresentarem um conjunto de opc¢des didaticas para o ensino e compreensdo de
assuntos historicos e matematicos dentro da disciplina de HM, o que seria de grande
importancia para que os estudantes e futuros professores.

No aspecto cognitivo, podemos destacar a relacdo entre as sequéncias seguindo padrbes
semelhantes aos que acontecem na geometria com as figuras geométricas, no aspecto didatico,

destacamos que estas sequéncias sao aplicaveis em qualquer nivel de ensino, trazendo uma
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variedade de opc¢Ges para futuros professores, desde de o ensino fundamental, quando se pode
trabalhar usando as representacGes feitas por pontos até o ensino superior, quando se pode
abordar o crescimento dimensional de uma sequéncia e seus analogos multidimensionais.

Visto isso, a justificativa da nossa pesquisa busca resolver a seguinte questdo: como
desenvolver uma engenharia didatica para os nimeros figurados que nos permitam traspor a
evolucdo matemaética de tal conteddo por meio de situacdes de ensino em sala?

Para resolver essa questdo, temos que construir alguns objetivos que nos permitam
evoluir a pesquisa e, ao passo em que forem resolvidos, as situacfes de ensino propostas sejam
elaboradas buscando a melhor compreenséo do assunto. Com base nisso, uniu-se estes aspectos
com a finalidade de trabalhar estes aspectos cognitivos e didaticos, no plano cognitivo, foi
trabalhado a evolucdo de conceitos matematicos a fim de instigar o estudante a encontrar a
resposta por meio de raciocinio dedutivo-matematico, nas fases da TSD desenvolvidas durante
a aplicacdo. J& no plano didatico pode-se trabalhar a transposicdo didatica das relacGes

matematicas existentes nos nimeros figurados também seguindo as fases da TSD.

13  Objetivos da pesquisa

Para Almouloud e Coutinho (2008), na ED os objetivos devem ter uma concordancia
em comparacdo das fases de analise a posteriori e a priori, estas devem “relacionar as
observagdes com o0s objetivos definidos a priori e estimar a reprodutibilidade e a regularidade
dos fenémenos didaticos identificados” (ALMOULOUD & COUTINHO, 2008, p.68). Assim,
este trabalho busca descrever seus objetivos com base nas fases da ED, com a finalidade de
comparar seus resultados e analisar as fases que antecedem e procedem a aplicacdo da pesquisa
compreendendo 0s pressupostos estabelecidos pela metodologia ensino juntamente com a
metodologia de pesquisa. Desta forma foram elencados o0s seguintes objetivos geral e

especificos.

131 Objetivo geral

Realizar um estudo e a aplicacdo deste com base na Engenharia Didatica e Teoria das
SituagOes Didaticas, para a generalizagdo e visualizagdo das sequéncias dos numeros figurados
k-dimensionais, ou seja, desenvolver um estudo sobre as relagdes entre os numeros figurados
por meio de situacOes didaticas que possibilitem a adequacdo do conhecimento cientifico com

as possibilidades cognitivas dos estudantes.



29

1.3.2  Objetivos especificos

1. Investigar as relagdes de recorréncia, forma geral e fungdo geradora para os nimeros
figurados e seu crescimento dimensional.

2. Explorar, em situacdes didaticas, as relacdes entre os nameros figurados e sua
visualizacdo por meio de recursos computacionais como o software geogebra e wxMaxima.

3. Realizar um estudo histérico sobre a evolugdo epistémico-matematica dos nimeros
figurados dentro da proposta das situacdes didaticas em sala.

Dados estes objetivos, a pesquisa foi desenvolvida para que seus resultados fossem
comparados e avaliados se estes foram alcancados ou néo, para que a pesquisa fosse realizada
dentro da proposta da ED e TSD sera descrito adiante o referencial tedrico da pesquisa
relacionado as teorias estudadas juntamente com uma abordagem inicial sobre os nimeros

figurados.
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2 REFERENCIAL TEORICO

O presente capitulo trata do desenrolar das teorias de ensino e pesquisa, intitulados
teoria das situacdes didaticas (TSD) e engenharia didatica (ED), respectivamente, que tiveram
suas origens diante da discussdo dentro da didatica da matematica (DM) surgida por volta do
final da década de 1960 e inicio da década de 1970, esta é apresentada como:

a arte de conceber e conduzir condi¢cdes que podem determinar a aprendizagem de um
conhecimento matematico por parte de um sujeito (que pode ser qualquer organismo
envolvido nessa atividade: uma pessoa, uma instituicdo, um sistema, até mesmo um
animal).Aqui é preciso entender que a aprendizagem como um conjunto de
modifica¢cdes de comportamentos (portanto de realizagGes de tarefas solicitadas) que
assinalam, para um observador pré-determinado, segundo sujeito em jogo, que 0
primeiro sujeito dispde de um conhecimento (ou de uma competéncia) ou de um
conjunto de conhecimentos (ou de competéncias), 0 que impde a gestdo de diversas
representacgdes, a criacdo de convicgdes especificas, o uso de diferentes linguagens, o
dominio de um conjunto de repertérios de referéncias idéneos, de experiéncias, de
justificacBes ou de obrigacdes. Essas condigdes tém que poder ser colocadas em agéo
e reproduzidas intencionalmente. Nesse caso fala-se de praticas didaticas.

(D’ AMORE, 2007, p.183)

Neste caso trata-se de como este conhecimento pode ser passado a diante, esta defini¢éo
esta voltada tanto da arte de ensina quanto com a preocupacdo de se aprender, para Brousseau
(1986), se por um lado o professor espera algo do aluno, o aluno também espera algo do
professor. Para D’ Amore (2007) as praticas didaticas sdo formada por um tipo de condicdo e,
acabem se tornado o proprio objeto de estudo. Sendo assim, A didatica mostra-se como o estudo
destas condicdes, como propostas e realizacdes que buscam a efetividade do que se deseja

ensinar.

Os estudos cientificos — de tipo experimental — nesse campo necessitam da
explicitacdo de conceitos e métodos que tém que ser submetidos a exigéncias de
verificacdo de coeréncia e de adequagdo a contingéncia especifica. Certas teorias,
como por exemplo, a teoria das situacdes didaticas, tém como objeto dizer o que

estuda a didatica. (D’AMORE, 2007, p. 184)

Diante disto, nas proximas subsec¢des, discutiremos a ED e TSD como aporte para o
ensino de conceitos dentro da DM, trazendo um pouco da sua historia e importancia no ensino
objetivando-se com isso, entender como estes processos modificam ou interferem nas praticas

adotadas pelo professor dentro de um ambiente de ensino.

2.1  Engenharia didatica
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Para estruturamos a presente pesquisa, usaremos como metodologia de pesquisa, a
Engenharia Didatica ou de seus elementos, uma vez que quando lancamos um problema,
consideramos o primeiro passo para iniciarmos uma ED.

Antes de iniciarmos o estudo da ED, porém, é necessario que facamos um relato de
cunho histérico do seu surgimento, segundo Douady (1995) durante as décadas de 1960 e 1970,
a comunidade tanto cientifica passou por uma crise matematica muito forte em muitos paises
da Europa inclusive na Franca, a autora relata que nesse periodo o curriculo matematico era de
responsabilidade de estudiosos e intelectuais de renome e tinha-se como objetivo, reduzir as
poderosas ferramentas matematicas porém, que respeitasse o rigor da matematica, a ideia era
que “se 0s alunos tivessem esse nimero reduzido de ferramentas poderosos e gerais, entéo eles
poderiam aplica-los em muitas situagdes diferentes” (Douday, 1995).

Para tentar barrar essa crise instalada, foram criados na Franca os intitutos de
Investigacdo do Ensino em Matemética (IREM), que tinham forte influéncia de Bourbaki,
Douday relata que esses institutos trabalhnavam com Douady (1995, p. 3) esclarece que nos
IREM’s, “trabalhavam professores de todos os niveis de ensino interessados em investigagoes
no ambito do ensino de Matematica. E, a partir da sinergia dos grupos de trabalhos, se formulou
um trabalho e uma nova problematica” (LIMA, 2016). Os estudos realizados buscavam énfase
no significado e como consequéncia “os problemas fontes de aprendizagem e de desequilibrios
para 0s quais os alunos ndo manifestam todos os conhecimentos para a sua solugao”
(DOUADY, 1995, p. 4).

Para isso Artigue (1995) relata que a ED surgiu com o objetivo de abordar questdes

cruciais dentro da didatica da matematica.

A nocéo de engenharia didatica surgiu na didatica da matematica no inicio dos anos
oitenta. Foi nomeado com este termo uma forma de trabalho didatico comparavel ao
trabalho do engenheiro que, para realizar um projeto especifico, é baseado no
conhecimento cientifico de seu dominio e concordar em submeter a um tipo cientifico.
No entanto, a0 mesmo tempo, ele é obrigado a trabalhar com objetos muito mais
complexos que objetos refinados da ciéncia e, portanto, tem que abordar praticamente,
com todos os meios disponiveis, problemas que a ciéncia ndo quer ou ndo pode

assumir (Artigue, 1995)

A engenharia didatica (ED) é uma metodologia de pesquisa que segundo Santos (2017),
tem como principal foco valorizar o professor no que tange a sua préatica e experiéncia em sala
de aula, sendo assim ele se torna um pesquisador em potencial, devido a essas experiéncias, a
pratica do professor podem “ser utilizada em pesquisas que estudam os processos de ensino e
aprendizagem de um dado objeto matematico e, em particular, a elaboracdo de géneses
artificiais para um dado conceito” (ALMOULOUD, 2007, p.171).
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A ideia € que o professor considere que sua préatica de ensino pode ser articulada junto
as praticas de investigacdo, desse modo pode servir para que ele se aproprie de novas préaticas
a partir das suas experiéncias, isso facilitaria a busca por uma aprendizagem significativa por

parte de seus alunos.

A Engenharia Didatica foi criada para atender a duas questdes: a) das relagGes entre
pesquisa e acdo no sistema de ensino; b) do lugar reservado para as realizacOes
didaticas entre as metodologias de pesquisa. E uma expressdo com duplo sentido.
Designa producdes para o ensino, derivadas de resultados de pesquisa, e também
designa uma especifica metodologia de pesquisa baseada em experiéncias de sala de
aula. Nessa linha, préatica de ensino é articulada com pratica de investigacdo. A teoria
da Engenharia Didatica pode ser vista como referencial para o desenvolvimento de
produtos para o ensino, gerados na juncdo do conhecimento pratico com o

conhecimento teérico. (CARNEIRO, 2005, p. 3)

A Engenhara Didatica € dividida, segundo Artigue (1996) em quatro fases entre sua
elaboracdo e execucdo, estas fases sao conhecidas como: 1) analises preliminar; 2) concepcéo
e analise a priori; 3) implementacdo da experiéncia; 4) analise a posteriori e validacdo da
experiéncia, a seguir, descreveremos cada fase com suas caracteristicas especificas

2.1.1 Analises preliminares

Esta fase consiste em um estudo a fim de analisar como o contetido é repassado, pois a
partir desse estudo podemos obter meios necessarias para posteriormente propormos possiveis
intervencdes. Nesta etapa, o trabalho deve ser dividido em trés dimensdes segundo Santos
(2017)

[...]epistemoldgica, relacionada com o saber em estudo, podendo ser observada sua
evolugo histérica, os obsticulos relativos & sua natureza, dentre outros aspectos;
didatica, relativa a forma como o conteido é apresentado nos livros didaticos, como
proposta de ensino ao professor; cognitiva, caracterizada pela analise de questfes

relativas aos conhecimentos dos alunos sobre a tematica de estudo. (SANTQOS,
2017, p. 3)

De acordo com Almouloud (2017, p. 172) esta etapas estdo descritas de maneira mais
detalhadas como;

1) estudo da organizacdo matematica, fase em que pode ser feita a analise da génese do
conteudo, alguns aspectos historicos de relevancia e como isso pode servir de subsidio para
uma nova pratica;

2) analise didatica do objeto, etapa em pode ser feito um estudo sobre como o contetido
em questdo é abordado em livros e se estes trazem uma variedade na abordagem.

No que tange a etapa 1, podemos afirmar que se trata de uma revisdo documental a fim

de procurar argumentos de base historica que ajudardo posteriormente nas fases finais da
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pesquisa, ndo so isso, esse estudo historico deve servir de alicerce para as possiveis préaticas que
serdo adotadas em toda a pesquisa.

Para falarmos da etapa 2 temos de ter em vista que é preciso conhecer a ligacdo que o
conteudo estudado tem enquanto objeto de ensino, a importancia que os materiais didaticos ddo
a este e por fim, se estd sendo tratado utilizando-se todo o seu potencial em busca de aspectos
didaticos, cognitivos e epistemoldgicos.

No estudo do aspecto epistemoldgico deve se levar em consideracdo a génese do objeto
que se pretende ensinar. O que se procura é entender aspectos especificos para que esse objeto
possa ser validado enquanto contetido e qualquer outro ponto de vista que possa deixar claro as
potencialidades sobre o assunto. Assim, “A particularidade da didatica em relacdo a essas
disciplinas se encontra na dimensao epistemoldgica de sua problematica, que considera a
especificidade dos conhecimentos em jogo” (ALMOULOUD, 2007, p. 149).

Desse modo, “0s saberes matematicos sdo analisados epistemologicamente, a fim de
compreender os seus elementos histéricos, priorizando 0s conceitos matematicos”.
(OLIVEIRA, 2018) . Se na metodologia da matematica tradicional os contetdos sao ensinados
de maneira rigorosa, em uma analise epistemoldgica pode-se investigar estes conceitos e ainda
questiona-los. “Esse tipo de analise pode auxiliar o pesquisador em didatica da matemaética a
entender melhor as relagdes entre os objetos matematicos e controlar as variaveis didaticas
relacionadas com o processo de ensino e aprendizagem de tais objetos” (ALMOULOUD, 2007,
p.157).

Oliveira (2018) destaca que neste sentido, o saber que se pretende obter dentro de uma
analise epistemoldgica ndo € propriamente o saber cientifico, mas sim a diferenca entre este o
que que se pretende ensinar, nesta analise podem surgir obstaculos, estes sdo chamados de

obstaculos epistemologicos.

Quando se busca compreender o conceito de obstaculos epistemolodgicos, tomando
como referéncia o desenvolvimento dos conceitos matematicos, se faz necessario
levar em consideragdo a existéncia de dois processos distintos: o primeiro, que esta
associado a fase inicial da descoberta das nogBes e concepgBes matematicas, e 0
segundo, que se refere a forma (redigida), na qual se representa 0s conceitos
construidos. Com isso, no contexto da Matematica, pode-se dizer que os obstaculos
surgidos durante a producdo e aprendizagem do conhecimento, dificilmente serdo

registrados historicamente. (OLIVEIRA, 2018, p.25)

Em outras palavras, um obstaculo é uma ideia que se mostrou Util e eficiente em um
dado momento da investigacao e formacgdo de um certo conceito, mas ao passo em que se tenta

aplica-lo em outro problema, o resultado pode ser um fracasso, 0 investigador tenta entdo
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preserva-lo a fim de poder utiliza-lo posteriormente, porém essa ideia acaba por prejudicar a
aprendizagem futura. (D’AMORE, 2007, p.211).

No que diz respeito ao aspecto didatico, sdo analisados as condi¢@es de funcionamento
do ensino, para Artigue (1988), mesmo que a autora refira-se a esta definicdo como nada de
original, este aspecto analisa 0 matéria, abordagem, condicdes, para Almouloud (2014), estas
etapas devem ser levadas em consideragdo pois podem influenciar as informac6es que serdo
passadas do pesquisador, neste o professor, para ser estudantes.

Na perspectiva cognitiva, segundo Almouloud (2014) deve-se levar em consideracao a
cognicdo dos alunos, ou seja, conhecimentos pré adquiridos ou conhecimento prévios, estes
delimitaram o estilo dos estudantes que se interessa desenvolver o conteldo, isto é importante
para que o tema seja bem delimitado, vale lembrar que nos aspectos anteriores podem ser
identificadas dificuldades, portanto estas também devem ser levadas em consideragdo no
aspecto cognitivo.

Concluimos entdo que esta é a fase de investigacao sobre as potencialidades do contetido
estudado, sua natureza propriamente dita e onde se busca ter dominio sobre o assunto para
amparar as fases subsequentes da ED. Na etapa a seguir serd descrita a analise a priori, esta,

baseada na Teoria das Situacfes Didaticas.

2.1.2 Andlise a priori e concepcao

E a etapa em o pesquisador busca o planejamento sobre o contetido estabelecido na etapa
anterior previamente estruturado, este planejamento de acbes, deve ser feito a partir de duas
variaveis, essas segundo Artigue (1998), podem ser manipuladas pelo pesquisador:

* as variaveis macrodidaticas ou globais: essa faz parte da organizagéo geral da ED

« as variaveis microdidaticas ou locais: relativas a organizacdo de uma fase especifica

da engenharia.

Esses dois tipos de variaveis podem ser de ordem geral ou dependente do contetido
matematico estudado e suas analises serdo realizadas em trés dimensdes: a dimensdo
epistemoldgica (associada as caracteristicas do saber), a dimensdo cognitiva
(associada as dimens@es cognitivas dos alunos sujeitos da aprendizagem) e dimensao
didatica (associada as caracteristicas do sistema de ensino, no qual os sujeitos estdo
inseridos). O objetivo de uma anélise a priori é determinar como as escolhas efetuadas
(as varidveis que queremos assumir como pertinentes) permitem controlar os
comportamentos dos alunos e explicar seu sentido. (ALMOULOUD &
COUTINHO, 2008, p. 67)

Neste caso, 0 objetivo de uma analise a priori buscar meios para determinar as possiveis

escolhas tomadas na execucdo futura, ou seja, quais variaveis deveremos assumir como base,
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manipular estas varidveis para controlar seus resultados e assim poder explica-los, deste modo

Almouloud & Coutinho (2008) explica o que se deve fazer uma andlise a priori:

1) Descrever as escolhas das variaveis locais e as caracteristicas da situacdo adidatica
desenvolvida. 2) Analisar a importancia dessa situacdo para o aluno e, em particular,
em funcdo das possibilidades de agBes e escolhas para construgdo de estratégias,
tomadas de decisdes, controle e validagdo que o aluno terd. As acdes do aluno séo
vistas no funcionamento quase isolado do professor, que, sendo o mediador no
processo, organiza a situagdo de aprendizagem de forma a tornar o aluno responsavel
por sua aprendizagem; 3) Prever comportamentos possiveis e tentar mostrar como a
andlise feita permite controlar seu sentido, assegurando que 0s comportamentos
esperados, se e quando eles intervém, resultam do desenvolvimento do conhecimento

visado pela aprendizagem. (ALMOULOUD & COUTINHO, 2008, p. 67)

Para que se consiga de fato, controlar estas escolhas na analise a priori Artigue (1988),
destaca que que € preciso basear as suposicdes que serdo validadas posteriormente. Estas
hipdteses serdo confrontadas na quarta fase, ou seja, a analise a priori sera validada pela analise
a posteriori. “Tradicionalmente, esta anlise, que inclui uma parte descritiva e preditiva é uma
andlise focada em caracteristicas de uma situacdo a-didatica” (ARTIGUE, 1988, p.258),
devemos enfatizar que uma situacao adidatica € aquela que produz no estudante a percepc¢éo de
padrdes que serdo utilizados para resolver uma situacao didatica.

Deste modo a analise a priori é descrita por Artigue (1988) como uma fase de controle
dentro da engenharia didatica, esta permite delinear as necessidades dos estudantes através de
situacOes previamente criadas de acordo com o publico a quem se deseja aplicar a pesquisa,
esta aplicacdo ja estabelecida ¢ a terceira fase de uma ED, chamada de experimentacao, que

sera descrita a seguir.

2.13 Experimentacio

Etapa em que se aplicam as situacGes didaticas e coleta dos dados referentes a pesquisa.
Vale ressaltar que na coleta, podemos fazer usar instrumentos, tais como videos, relatorios de
aula, registros fotograficos, gravacdes em audio, produgdes dos alunos, entrevistas, dentre
outros recursos, com a finalidade de formarmos o corpus da pesquisa.

A fase da experimentacdo segundo Almouloud & Coutinho (2008) é quando se aplica
todo o conteudo e situagdes elaboras nas fases anteriores, “corrigindo-o se necessario, quando
as analises locais do desenvolvimento experimental identificam essa necessidade, o que implica
em um retorno a analise a priori” (ALMOULOUD & COUTINHO, 2008, p. 68). Este retorno

a fase a priori, se deve pelo fato de o pesquisador ndo identificar um possivel obstaculo ou
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pelos conhecimento prévios dos estudantes ndo estarem em acordo com o que fora
desenvolvido.

Os autores ainda relatam a necessidade de se trabalhar uma metodologia de ensino para
estruturar a aplicacdo desta fase da ED, no caso da presente pesquisa utilizaremos a TSD e seus
mecanismos de coleta de dados, vale lembrar que a qualidade desta coleta implicara diretamente
em na andlise a posteriori, pois confrontara os dados obtidos com os pretendidos, deste modo
descreveremos a teoria de ensino usada, posteriormente, apds uma breve explicacdo sobre a

fase de analise a posteriori

2.1.4  Analise a posteriori

Fase em que se caracteriza “pela devida organizacdo do corpus da pesquisa, a fim de
uma avaliacdo posterior” (SANTOS, 2017, P. 4), confrontando ideias formadas na fase de
andlise a priori, a fim de constatar eficiéncia da metodologia usada, além da possibilidade de

levantarmos questionamentos para futuras pesquisas sobre o tema proposto.

As investigacBes que recorrem a experimentacdo em sala de aula, muitas vezes,
incluem uma avaliagdo externa de grupos experimentais ou grupos de testemunho
diferentes, para verificar sua validade. Na Engenharia Didatica, a validacdo é
essencialmente interna, fundada no confronto entre a analise a priori e a analise a

posteriori. (CARNEIRO, 2005, p, 105))

Assim, para Carneiro (2005) todo o material coletado na fase de experimentacédo deve
ser analisado e confrontado com as hip6teses da analise a priori para que se considerar as ideias
que sofreram distorcdo durante a analise a priori e portanto, ndo poderiam ser validadas naquele
momento.

Diante das defini¢es de cada fase da ED, e, percebendo que durante o processo de
experimentacdo da pesquisa, deveremos nos basear em alguma teoria de ensino e coleta de

dados, no préximo topico descreveremos a teoria de ensino utilizada nesta pesquisa.

2.2  Teoriadas situacOes didaticas (TSD)

De acordo com Teixeira e Passos (2013) a teoria das situagdes didaticas (TSD), de Guy
Brousseau tem como elementos indispensaveis no ensino, tanto professor como aluno, em sua
relagdo de ensino e aprendizagem, bem como o meio em que eles estdo interagindo, esse meio
é conhecido por milieu.

Sobre este meio, o milieu, Oliveira (2018) explica que é um conjunto de elementos

externos ao aluno, que age no sentido contrario ao sujeito, ou seja.
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O milieu atua como um conjunto adidatico, que nao possui propdsitos didaticos, no
entanto, por meio de um efeito retroativo a acdo do individuo, possibilita-o a participar
ativamente do processo de ensino e aprendizagem. Nesse sentido, “segundo a teoria
piagetiana, a crianca aprende adaptando-se a um milieu numa situacdo nao

didatica”.(OLIVEIRA, 2018, p. 30)

Teixeira e Passos (2013) relata que Brousseau seguiu o sentido inverso de Comenius
que sugeria que “0 estudo do ensino comecava, de modo direto, pelo inventario dos principios
gerais da educacdo e das condi¢bes que decorriam racionalmente desses principios. A
consideragao do conhecimento ensinado, objeto principal do ensino, so intervinha depois”

(TEIXEIRA e PASSOS, 2013, p. 2).

[...JPartiu de tracos/vestigios da atividade cultural que produz precisamente
tal conhecimento matemético a ser ensinado (um texto) e buscou estabelecer
condicBes para que essa atividade possa ir ao encontro de um modo de aculturacéo
para um jovem iniciante. Dos textos aos problemas, depois as situacdes matematicas...
e, enfim, as condi¢des didaticas que permitem sustentar essas situacfes e fazé-las
produzir a aculturagdo visada. [...]Ja Didatica da Matematica estuda atividades
didaticas que tm como objetivo o ensino da parte especifica dos saberes matematicos,
propiciando explicagGes, conceitos e teorias, assim como meios de previsdo e analise;
incorporando resultados relativos aos comportamentos cognitivos dos alunos, além
dos tipos de situacBes utilizadas e os fenémenos de comunicagdo do saber.
(TEIXEIRA E PASSOS, 2013, p. 3).

Pommer (2013) descreve a modelagem da teoria das situac@es didaticas a partir de um
triangulo em eu seus vértices sao distribuidos entre o aluno, o professor e o saber, esses trés
elementos sdo fundamentais e formam uma relagédo complexa e dindmica, essas relacdes levam
em consideracdo todos os meios para a aprendizagem significativa desde a intervencdo do
professor e 0 aluno que sdo os elementos humanos e as mediac¢Ges do saber, conhecidos como

elementos ndo-humanos.



38

Figura 1 - tridangulo da relagéo professor-aluno-saber

o saber
epstemologia do Relacao entre o
professor :> <:= ’
estudante e o
saber
professor ﬁ estidante
Relacio pedagogica

Fonte: do autor
Desta forma, Nunes & Nunes descreve a TSD como:

A TSD constitui-se um modelo para analisar o processo de ensino e aprendizagem,
assim como construir Sequéncias Didaticas. Tal modelo tedrico decompde-se em
quatro tipos de situaces distintas, que potencializam um processo de investigagdo em
sala de aula, nas quais o saber tem func6es diferentes e o aprendiz ndo estabelece a
mesma relacdo com esse. Nestas situacGes interligadas, podem-se observar tempos.

(NUNES & NUNES, 2019, p. 169)

Nesse sentido, apresentaremos o que Teixeira e Passos (2013), e Nunes e Nunes (2019)
classificam como etapas especificas para a aprendizagem em matematica, a situacao didatica
da devolucdo, acdo, formulacao, validagdo e por ultimo a institucionalizacao,

Situacéo de Devolugéo

Nessa etapa o professor repassa toda a responsabilidade da aprendizagem para o
estudante, fazendo com que este entenda que tera de assumir seus atos em busca da sua
aprendizagem, seus erros e acertos estardo por sua propria conta, nesse momento o professor
devera lancar um problema em que o aluno tenha condig¢Ges de resolver, este devera ver o
problema como um algo que Ihe instigue.

Situacdo de Acdo: a primeira etapa da sequéncia, com a finalidade de envolver o aluno
no processo de aprendizagem, nesta fase, as respostas sdo puramente experimentais, ou seja,
ndo possuem grande influéncia do ponto de vista tedrico. Todas as acdes sdo estabelecidas
conforme o estudo pré-estabelecido, “mas que ndo permitem a compreensdo Sistematica do
objeto em estudo. A organizagdo da sequéncia deve possibilitar ao aluno (individualmente ou

em grupo) enfrentar o problema sem intervengdo direta do professor.” (NUNES & NUNES,
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2019, p. 164). Neste momento o estudante, ja de posse do problema, devera buscar métodos
para a resolugéo, interagindo com o meio (milieu), buscando refletir e com tentativas para
encontrar um método que lhe garanta a resolucdo do problema. Brousseau (2008) apresenta
uma representacdo para mostrar esta situagao:

Figura 2 - esquema de uma situagéo de acao

e o o e

Fonte: Brousseau (2008, p. 28)
A figura apresenta como o aluno lidar com a informacao, a transmite no meio em forma

de acdo, esta acdo € devolvida para o aluno configurando-se como a situacao de acdo (NUNES
& NUNES, 2019, p. 165)

Situagdo de Formulacéo:

Devido ao processo de acdo desenvolvido na etapa anterior, 0 aluno possivelmente
podera elaborar uma situacdo que se aproxime do rigor matematico exigido, para tento, este se
utiliza de alguma teoria ou elementos de uma, mesmo que nao intencionalmente, esta resposta
ainda ndo pode ser validada pois 0 aluno ndo tem a obrigatoriedade de a justificar.

Para Nunes & Nunes (2019), para que o processo ocorra de forma satisfatoria, deve
haver uma imensa comunicacao entre ideias, da mesma forma que o processo de investigacao
requer. Ocorre entdo a interacdo do aluno com o milieu, é importante que a linguagem usada
seja a mais préxima ao estudante, sem a necessidade de uma linguagem matematica, podendo
aparecer termos que ndo condizem com a situacdo, o aluno ira procurar a melhor maneira para
se expressar cabendo assim, o “uso de metéforas, criacdo de termos semiologicos novos, falta
de pertinéncia e de eficacia na mensagem, dentro de retroacdes continuas (TEIXEIRA &
PASSOS, 2013, p. 166). A figura a seguir, representa o que Brousseau usou para demonstrar

esta situacao.
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Figura 3 - situacéo de formulagéo por esquema

S

| |
Nm—

Fonte: Brousseau (2008, p.29)
Na figura acima, Brousseau (2008), explica que nesta fase o0 sujeito é capaz de

reconhecer, identificar, decompor e reconstruir um conhecimento e assim transforma-lo em
uma descricdo por palavras. Neste caso 0 meio deve oferecer a esse sujeito, um outro sujeito
para que este possa informar sobre suas descobertas.

Situacdo de Validacgao:

Como ocorreu na etapa anterior, um conjunto de ideias ndo formuladas devidamente
pelo estudante, o professor deverd conduzir um discurso, a fim de levar o estudante a formular
suas ideias levando em conta, agora, o rigor matematico exigido, algo como uma prova,
demonstracéo,

Aqui acontece a tentativa dos estudantes de convencerem os interlocutores do resolucéo
problema, agora com uma linguagem matematica apropriada usando demonstracGes, vale
lembrar que nas etapas anteriores o professor deve deixar os alunos seguirem seus proprios
caminhos para a resolucdo, essas fases sdo chamadas de adidaticas. A seguir, a figura que
representa esta situagao.

Figura 4 - esquema da situacao de formulagéo.

Pt

Fonte: Nunes & Nunes (2019, p. 166)



41

Esta figura representa, a troca de ideias, agora de maneira mais coletiva, visando o rigor
matematico, a comunicacdo leva a escolhas de respostas, estas respostas formam um conceito,
e este conceito pode ser validado.

Situacdo de Institucionalizacdo: etapa em que a resolucdo é revelada, ou seja, o
professor deve intervir na aprendizagem apresentando o caminho correto a se seguir, tomando
para si a responsabilidade antes dada ao estudante podendo desfazer trilhas feitas pelos alunos
que ndo sdo necessarias para a formar o objeto de estudo para a devida generalizacdo do
problema. “E na institucionaliza¢ido que o papel explicito do professor é manifestado: o objeto
é claramente oferecido ao aluno. (TEIXEIRA e PASSQOS, 2013, p. 12).

Por fim, temos a descricdo da teoria de pesquisa (ED), que nos permite mapear o estudo
de forma a desenhar esquemas que nos permita a estruturacao de todos os passos desta. Para
que seja validada esta metodologia de pesquisa na sua fase de experimentacdo, € necessario
uma teoria que nos permita coletar os dados, esta teoria usada foi a TSD. Para tanto,
necessitaremos do contelldo matematico, este deve ser iniciado com os pressupostos da ED,
conhecendo-se a sua génese, e seu percurso até a concep¢do das situacdes de ensino,
posteriormente validados de acordo com a ED, trataremos deste contelldo matematico no tépico

a sequir.

2.3 Evolucéo historica dos nimeros figurados

Nesta secdo, apresentaremos algumas consideragdes acerca do desenvolvimento dos
numeros figurados através do tempo, iniciando com os pitagéricos a partir de relatos em livros
de HM até os dias atuais com a evolucdo dos NF desde as configuracBes planas e sua génese,
até as configuracOes k-dimensionais e sua abordagem em diversas subareas da matematica.

O nascimento dos Numeros Figurados sdo atribuidos aos pitagéricos como relatam
varios autores de livros de Historia da Matematica, como Roque (2012), Eves (1995) e Conway
& Guy (1998), mesmo que estes nem possam mesmo afirmar que existiu de fato um Pitagoras,
pois seus relatos matematicos datam de séculos depois da sua suposta morte, “a escassez das
fontes, somada a convergéncia interessada dos Unicos textos disponiveis, nos permite duvidar
até mesmo da existéncia de um matematico de nome Pitagoras” (ROQUE, 2012, P.86), assim

0s autores citam a escola pitagorica como berco da criagdo dos nimeros figurados.
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Figura 5 - Pitdgoras de Samos

Fonte: Kenny (2004)
Estes fato nos deixa com os escritos de estudiosos ditos neo pitagdricos que séo, de fato

0S primeiros a que se tem registro, tais escritos sao atribuidos a Nicbmaco de Gerasa (100 d.C)
segundo Almeida (2003):

Se algum tratado sistematico de aritmética foi escrito entre Euclides (que viveu em
torno de 300 a.C.) e Nicdbmaco, nenhum sobreviveu. Quase nada é sabido sobre a vida
de Nicdmaco, dito de Gerasa, provavelmente a Gerasa situada ao leste do rio Jorddo
na Judéia, cidade primariamente grega. Provavelmente viveu em torno de 100 d.C. e
foi um membro importante do grupo neopitagérico. Era um vulgarizador e compilador
de manuais, ndo realmente um matematico original. Escreveu uma Introdugdo a
Harmonia, um livro sobre a doutrina mistica do nimero denominado Theologoumena
Arithmeticae e uma Introducdo a Aritmética. O sucesso desse Ultimo deve ter sido
quase imediato, sendo usado como manual na antigliidade e, com base na paréafrase
de Boécio, ao longo da Idade Média. Neste livro encontramos a melhor exposicao
sistematica da teoria pitagérica dos nUmeros figurados que sobreviveu.

(ALMEIDA, 2003, p.86)

Para Roque (2012) os pitagoricos enxergavam a matematica diferente do que se tem
hoje, 0s niUmeros eram entes fisicos e ndo abstratos como se definiu ao passar dos tempos, eram

“bem diferente do predominantemente compreensao quantitativa de hoje. Para o Pitagorico, o
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numero ¢ vivo” (KENNY,2004), representados por pedrinhas e outros objetos, estes tinham um

sentido ndo apenas matematico e sim sagrado, divino.

O uso pitagdrico ndo €, em certo sentido, mesmo um uso em tudo: NUmero nao é algo
para ser usado; em vez disso, sua natureza deve ser descoberta. Em outras palavras,
usamos ndmeros como tokens para representar as coisas, mas para Pitagéricos
Ndmero é um principio universal, como real como luz ou som. Como a ciéncia
pitagorica possuia uma dimenséo sagrada, o nimero ndo é visto apenas como um
principio universal, mas também como um principio divino. O objetivo de Pitagorico
e ciéncia platonica posterior é diferente da ciéncia moderna "aristotélico™: ndo € tanto
envolvido com a investigacdo das coisas, como a investigacdo de principios. Ele deve
ser muito firmemente enfatizado, no entanto, que para Pitagoras o cientifico e
dimensGes religiosas de nimero nunca estavam em desacordo uns com oS outros.
Além disso, o Abordagem pitagérica para 0 NUmero, pela primeira vez na Grécia,
matematica elevada para um estudo que vale a pena perseguir acima de qualquer
extremidade puramente utilitario para o qual tinha anteriormente foi empregado.

(KENNY,2004, p.vi)

Desta forma, ndo podemos afirmar que estes tinham um conceito de nimero abstrato.
Essa ideia, reforca os escritos de Nicdmaco, porém este introduz uma outra escrita para
representar tais pontos para apresentar estruturas aritméticas por meio de representacdes

concretas, assim, no seu livro:

No seu Capitulo VI, (2) come¢a explanando uma maneira semigeométrica de
representar numeros por meio de alfas (o). Ndo menciona a representa¢do por meio
de pontos, porém em seguida diz : "A unidade [a = 1], entdo, ocupando o lugar e o
carater de um ponto [¢], sera o comego de intervalos e de nimeros,..."[itilico nosso] o
que d& a entender que a representacdo dos nimeros figurados também pode ser feita
por meio de pontos [*], justificando-se assim a representacao tradicional dos nimeros
figurados por meio de pontos. A representagdo por meio de pontos deve ser mais
antiga, provavelmente reminiscéncia do emprego de seixos nas colunas do &baco. O
sistema atico, se usado, provavelmente era muito incipiente no tempo de Pitagoras.

(ALMEIDA, 2003, p.87)

A descricdo de Nicdmaco era feita através de simbolos como 0 « diferentemente dos
representados pelos pitagéricos, conforme a figura a seguir, retirada do livro de Nicbmaco de
Gerasa, obra traduzida, de 1926 onde o autor descreve alguns ndmeros triangulares e 0s
representa por meio da letra grega, este também apresenta alguma relagdes aritmética que

serviriam de base para os estudos futuros acerca deste tema:
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Figura 6 - representacdo dos numeros triangulares por Nicomaco de Gerasa

Fonte: D'ooge; Robbins & karpinski, (1926)
Os pontos representavam a estrutura dos nimeros e assim poderiam escrever qualquer,

para representar 0s nimeros planos, por exemplo, deveria ser construidos antes nos nimeros
lineares, conforme a figura a seguir:

Figura 7 - nimeros lineares

L L L

Fonte: (Almeida, 2003)
Estes, por sua vez davam origem a outros numeros, agora com configuracbes que

remetem a poligonos, é o caso dos numeros triangulares, representados na figura a seguir,
formado filas de pontos usados na representacdo da figura anterior.

Figura 8 - configuragdo com bolinhas formando nimeros triangulares

-
- + 2
el 9 9 ¢ & 2
L ¢ 2 & @& 2 ¢ 4 2 2
- ¢ 2 ¢ & 2 ¢ & 90 2 ¢ 4 0 2 2
L ¢ 2 ¢ & 2 I A S ¢ & 9 9 2 @ & 94 2 9 2

Fonte: Roque (2012)
Estes numeros provavelmente foram os primeiros nimeros planos descritos pelos

pitagoricos pois sdo obtidos da soma direta dos nimeros lineares, apresentados na Figura 3 e

passaram a conter o simbolo da seita pitagorica, o chamado Tetraktys, (MOL, 2013) este

representado pelo nimero 10 ou seja, 0 quarto numero triangular apresentado na Figura 5.
Para os pitagoricos, segundo Kenny (2004), os Tetraktys representava a perfeicdo do

Numero. Para eles o Tetraktys simboliza, como o escala musical, uma imagem diferenciada de
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Unidade. No caso do Tetraktys, a representagdo comecava-se pelo nimero 1 e se manifestava
por quatro niveis, a linha, o plano e o espaco, ou seja 2,3 e 4. Exatamente o nimero de pontos
minimos para se obter estes geometricamente, tal fato ainda era interessante pois a soma destes
quatro entes resulta em 10 (quarto numero triangular) e retorna a unidade, pois 10 (1+0=1),
retornando-se ao ponto de partida.

Outras configuracOes descritas ainda pelos pitagoricos, deu origem a outra importante
entidade dos numeros figurado, 0 gnémom, assim como o0s numeros triangulares séo formados
pela soma dos numeros naturais, segundo Almeida (2003), os numeros quadrados dos
pitagdricos sdo formados pela soma dos nimeros impares, isto pode ter dado origem ao estudo
das triplas pitagéricas, pois relacionavam nimeros quadrados e como se acrescentar um ndmero
qguadrado a um numero impar para se obter outro numero quadrado, a figura do gquadrado
separados por gnémons aparece a segulir:

Figura 9 - o gndbmon

Fonte: Almeida (2003)

Assim, os nameros figurados foram criando suas formas dentro da escola pitagorica,
utilizando-se basicamente pedras e outros objetos, estes nimeros tinhas trés caracteristicas
principais, comegavam sempre pela unidade, o segundo nimero tomava uma forma poligonal
qualquer e a partir do segundo, usava-se um “gnémon” para se construir o proximo. Vale
lembrar que optaremos por nos referir a gnémon sem aspas quando estivermos falando do
mecanismo usado para encontrar os proximos numeros quadrados e com aspas quando
estivermos nos referindo a outros nimeros figurados, da mesma forma podem ser construidos

nlmeros pentagonais, hexagonais e assim por diante.
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Figura 10 - nimeros pentagonais

NUMEROS PENTAGONAIS @
L ] Q @
5 12 22

1

Fonte: Almeida (2003)
Assim, os autores citados ndo acreditam que os pitagoricos tenham desenvolvidos mais

do que nimeros poligonais, porém Alves (2012) menciona que a ideia lancada pelos pitagéricos
deu origem ao estudo dos nameros figurados no sentido de ampliar as configuracdes antes
restritas a planas para o campo das figuras tridimensionais.

N&o se sabe bem quando e onde surgiram a ideia de que se poderia estender os nimeros
figurados para outras dimensdes para fins de generalizacdo, porém estes ja sdo descritos por
Nicdmaco de Gerasa como empilhamento de nimeros poligonais sem a preocupacdo com a
generalizacao.

Figura 11 - representacéo piramidal de Nicomaco de Gerasa

Pyramids numerically represented :

a a a
a a a
a a a a «a «a
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a
a a a a a
Fiyst Pyramid Second Pyramid Third Pyramid

Fonte: D'ooge; Robbins & karpinski, (1926)

Assim, acredita-se que o estudo dos nimeros figurados mais antigos sejam apenas dos
poligonais, realizados pelos pitagdricos e estendido para o campo dos 3D por Nicbmaco apenas
para representar piramides de pontos, uma das primeiras formas de se aventurar pelos figuras

geomeétricas de dimensdes anteriores como configuragdes de pontos.
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No livro de Conway & Guy, intitulado O livro dos nimeros, Utilizando-se pontos, neste
caso 0os numero figurados em 3D, para formar estruturas relacionadas a algebra, descrevendo
suas formulas e deixando o sentido pitagorico apenas como contexto histérico, aqui o0 autor ja
trata destes numeros relacionando propriedades e apresentando a formula do termo geral dos
nameros piramidais triangulares, e outras configuragdes como as que formam tetraedro
truncado, stella octangula, octaedros, dentre outras.

Figura 12 - nimeros octaedrais

'SP

1 6 19 44 85

Fonte Conway & Guy (1995)
Estes numeros ja ddo a ideia de empilhamento de duas piramides e deles ja surgem

outros nimeros como os da Stella octangula que é formada por um nucleo de octaedro com
tetraedros formado a partir de cada face.

Figura 13 - nimeros da stella octangula

.g‘.‘.‘

1 14 51 124 245
Fonte Conway & Guy (1995)
A partir dessas configuracdes e da evolucao natural dos nimeros figurados, o assunto

passou a ser discutido em livros de teoria dos numeros, deixando assim seu contexto historico
mais voltado para sua visualizacdo e passando a ter um carater mais abstrato a medida em que
ficava mais dificil apresentar sua visualizacao.

Deza & Deza (2012) em seu livro Figurate Numbers, faz uma generalizagcdo dos

numeros figurados estendendo suas formulas para a k-ésima dimenséo, os autores descrevem
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0s numeros em relacdo as classes de politopos apresentados por Coxeter (1973), como 0s
simplexos, relacionados a classe dos tridngulos e seus analogos, a classe dos hipercubos
relacionados aos quadrados e seus andlogos multidimensionais, e 0s ortoplexos, referente ao
octaedro e seus representantes em outras dimensdes. Vale lembrar que a medida que estes
nameros foram evoluindo ao passar do tempo, sua apresentagdo por visualizacdo foi
desaparecendo, ficando cada vez mais no campo da matemaética pura com conceitos abstratos,
e fugindo mais do sentido representativo e visual lan¢ado pelos pitagoricos.

Assim, para que esse trabalha traga, de fato uma contribui¢cdo no campo dos ndmeros
figurados, dada a sua evolugdo histérica, pretende-se apresentar os nimeros figurados sempre
relacionando com sua visualizacdo, com isso acredita-se que além de trazer um sentido novo,
gue mais remete ao antigo modo como eram vistos, também apresenta uma possibilidade de
entendimento maior diante das situacdes propostas e a relacdo com softwares matematicos que
tanto ajudam no entendimento por parte dos estudantes.

Por fim, devemos descrever assim como sua evolucdo historica mostra, os NF desde sua
primeira representacdo, nos nimeros triangulares e relagdes de gnémons, passando por suas
representacdes que aqui contardo com recorréncia, termo geral, funcdo geradora e visualizacéo
até que se generalize as classes de numeros que possuem relagdes com dimensdes superiores,

todo este percurso seré descrito na proxima secdo deste trabalho.
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3 CAMPO MATEMATICO DE ESTUDO: O CRESCIMENTO DIMENSIONAL DOS
NUMEROS FIGURADOS E SUAS REPRESENTACOES

Para iniciarmos o estudo das formulas dos numeros figurados, € necessario que se
explique que estes sdo sequéncias numericas recorrentes e que se pretende aqui apresentar a
recorréncia dos nimeros descritos, formula geral e fungdo geradora, para isso é necessario que
se faca uma breve explicacdo do que cada férmula dessas significa, por isso antes de
mostrarmos 0s numeros propriamente ditos, apresentaremos a matematica que existe nestas

representacdes, ou seja na sequéncias lineares recursivas.

3.1  Sequéncias lineares recursivas e suas representacdes

Uma sequéncia € definida como recursiva, se esta for apresentada por uma regra que
permite calcular um termo qualquer utilizando seus termos anteriores. Alguns exemplos
comuns de sequéncias recorrentes sao as progressdes aritmética e geométricas, a sequéncia de

Fibonacci e até os nimeros naturais, por definicdo temos:

Definigcdo 1: dada uma funcdo x:N — IR chamaremos esta fungado x(n) de sequéncia

e sera representada por X = (x(l), x(2),x(3),...x(n)), assim as sequéncias recorrentes podem

ser representadas por dois tipos de formulas.

311 Equagao de recorréncia

E uma equac&o que relaciona um termo com seu ou seus termos anteriores, isto ¢, cada
termo, partir do primeiro estd diretamente ligado ao seu anterior através de uma funcéo, por

exemplo: uma sequéncia que possui 0 primeiro termo x(1) =1 e os demais determinados pela
funcdo x(n)=2(x(n-1)) ouseja X =(1,2,4,8,...) neste caso x(n) =2(x(n—1)) é a equagéo de

recorréncia.

Repare que para se ter uma sequéncia definida por uma equagdo de recorréncia, é
necessario que se conheca, pelo menos o primeiro termo. As equacfes de recorréncias sao
classificadas quando a ordem, linearidade e homogeneidade, a seguir serdo definidas cada tipo.

Definicdo 2: a ordem de uma equacdo de recorréncia é a diferenca dos seu indices

tomados o0 maior e 0 menor deles, por exemplo: x(n): x(n—1)+x(n—3) com n>3 é uma

recorréncia de 32 ordem isto porque n—(n—3) =3 isto quer dizer , a grosso modo, que para se
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determinar os termos dessa sequéncia, seriam necessarios os trés primeiros termos, assim caso
Xx(1) =1,x(2) =2 ex(3) =10 entdo x(4) =x(4-1)+x(4-3)=10+1=11.

Definicdo 3: a equacdo de recorréncia é chamada de homogénea, se nesta forem
percebidos apenas termos em funcao dos termos anteriores, por exemplo:

x(n) =x(n-1)+2(n—-2)+3(n-3),n>3 € homogénea enquanto x(n)=x(n-1)+1 €
ndo-homogénea, por fim temos

Definicdo 4: uma equacdo de recorréncia € dita linear de ordem p se todos 0s seus
termos s&o escritos x(n+p )= f,(n)x(n+p-1) + f,(n)x(n+p-2) + ... + f,,(n) com
f;(n) sendo uma funcéo de n com i natural, ou seja:

x(n) =2x(n—1)—x(n—3)+1 é linear pois 1 pode ser escrito como uma fungéo sobre
0s naturais, j& x(n)=(x(n —1))2 é ndo linear.

Devemos deixar claro que todas as equagdes que serdo apresentadas neste estudo séo do
tipo lineares, variado apenas pela ordem e homogeneidade, contudo, quando necessario, serdo

usados artificios algébricos para que as recorréncias ndo homogéneas deem lugar a outras que

sejam homogéneas.

312 Formageral

E uma foérmula fechada que permite encontrar qualquer termo sem a necessidade de

conhecer seus antecessores, por exemplo x(n) =2n ou seja, dado ne N a sequéncia dada €
X = (2,4,6,8,...) repare que para calcular qualquer termo ndo necessitariamos seguir a
sequéncia até o valor desejado, por exemplo x(lOO) =2-100=200 diferentemente da equacao
de recorréncia que deveriamos ter em méao o valor de x(99) para se obter x(100).

3.1.3 Fungdo geradora

E dita funcdo geradora de uma sequéncia, o polindmio de Taylor definido por

F[A(M),x]=a@)x+a(2)x* +a)x’+---+a(n)x" em a(l),a(2),..a(n) sdo os termos da
sequéncia A(n) . Deza & Deza apresenta a seguinte solugéo para se encontrar a funcéo geradora

para qualquer sequéncia linear homogénea.
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seja: f(x)=a, +ax+a,X +---+a,Xx" eg(x) =by +bx+b,x*+--+b x",comm<n, de

f(x)

modo que 0 quocienteﬂ , tenha como resultado a funcéo
g(x

Cy +CX+CX° ++++C X" +---+C X" +---, esta fungdo é chamada de geradora da sequéncia

i 2 m n
Cy:C11CprevesCpyyeees Cyyever SENAO aSSIM,  f(X) = g(X) - (C, +CX+C X" +---4+C X" +---+C X" +-),
que podemos reescrever como a, +aX+a,X’ +---+a X" = (b, +bX+h,x* +---+0 x")

(€, +CX+C, X2 +++-+C X" +-+-+C X" +---). Entdo podemos determinar o valor para cadaa,

com i > N. Com base na igualdade, temos que:
a, =byC,

a = bocl + b100
a, =h,c, +bc, +b,c,
a, =b,c, +bc, +b,c, +b,c,

a, =b,C, +bc,,+bec, ,+---+b,C,

Ainda temos que que os valores de b e ¢ maiores que m, sdo todos nulos ou seja:
0=h,c
0=Db,c,+bc, ,+b,c, ,+---+Db,C,

+bc, +b,C, ,+---+Db

m+1

Co

m+1

O = bOCn+l + blCn + bZCn—Z +eeet bn+1C0
O = bOcm—k + blcn+k—l + bZCn+k—2 +eeet bn+kC0

Agora vejamos que dada uma sequéncia qualquer, podemos determinar uma recorréncia

linear de modo que essa sequéncia seja a solucdo da recorréncia, entdo tomando como base a
sequénciac,,c,,C,,...,C,,...,C,,..., € a recorréncia linearb,c,,, +bc..,, +b,C.., , +---+b,,Cc, =0
, sendo b,,b,b,,b,,....b, 0s coeficientes dessa recorréncia, assim, podemos determinar 0s

valores de a para o maior indice m possivel em relacdo a n ou seja, n — 1, usando os valores

inicias da recorréncia linear, entdo podemos reescrever
8y +axX+aX +-+a X" = (0, +oX+0X* +-- 40 X") - (Cy +CX+CXE ++

¢ X" +---+C X"+---)com indices n. Desse modo temos que: a,+aX+ax’ +---+a X" =
(b, + B X +b,X% +--- 4+, X")(Cy +C X +C,X° +++-+C, X") ou ainda

2 n-1
ay+aX+aX +---+a, X

b+ b+ b -~ =C, +C,X+C,X* +---+¢ x"e, definindo os valores para a com base
+BX+D,X" +-- 4D X
0 2 n

no indice n.
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a, =hyC,

Q= bocl + b100

a, =h,Cc, +bc, +b,c,

a, =b,c, + b, +b,c, +byC,

a,,=bc, ,+bc, ,+b,c, ,+--+b, ,C,

Assim, sempre que precisarmos encontrar uma funcdo geradora das sequéncias
seguintes, precisaremos dos seus primeiros termos e que a equacdo de recorréncia seja
homogénea, a seguir comegaremos a descrever as primeiras sequéncias dos numeros figurados,
as que formam os gnémons dos numeros poligonais, antes, porém faremos uma breve

apresentacdo dos numeros figurados a luz da matematica envolvida.

3.2  Apresentacdo dos numeros figurados

Os numeros figurados sdo sequéncias de nimeros que podem ser representados por
pontos e quando arranjados de forma equidistantes, formam figuras geométricas, tais nimeros,
assim como na geometria, podem representar figuras planas, (DEZA & DEZA,2012), (ALVES
& BARROS, 2019), solidos geométricos, e politopos em uma dimenséo arbitraria, desde que
se tenha a estrutura do politopo que se quer formar. Estas sequéncias, possuem além de uma
recorréncia, uma férmula para o termo geral, funcdo geradora e uma representacdo geomeétrica
ja que representam politopos, na figura esta apresentada a construcdo de nimeros poligonais,
ou seja, aquelas que formam poligonos.

Figura 14 - representacdo de alguns nameros poligonais

> >
<<
[ i

L
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Fonte: Deza & Deza (2012, p. 3)
Para descrevermos os numeros figurados, precisaremos utilizar uma série de termos e

simbolos, pois cada figura gera uma sequéncia, essa sequéncia pode ser classificada dentro de
um conjunto de sequéncias, assim como as figuras que estas representam, iremos explicar estes
numeros no decorrer do trabalho, um exemplo é quando falarmos em familia de sequéncias,
estamos falando de sequéncias em que seus representantes geométricos, possuem alguma
semelhanga dentro de uma dimensdo, um exemplo sdo os poligonos regulares, tridngulo
equilétero, quadrado e pentagono regular, estes geram as sequéncia que pertencem ao nUmeros
poligonais, essa reunido de sequéncias chamaremos aqui de familia de sequéncias.

De modo analogo, quando sequéncias representarem figuras geométricas que possuem
alguma caracteristica, porém esta semelhanca se perceba de uma dimensdo para outra, um
exemplo seria 0 quadrado e o cubo, de dimensbes diferentes, porém com caracteristicas
geométricas, este conjunto de sequéncia, chamaremos aqui de classe de sequéncias. Vale
lembrar que estes termos ndo foram retirados de nenhum escrito da literatura dos numeros
figurados, e sera tratado assim para facilitar a leitura e entendimento do leitor.

Para discutirmos o crescimento dimensional dos numeros figurados serd preciso
entender a construcdo que relacione uma dimensao a outra imediatamente superior, neste caso
serdo apresentados os numeros figurados planos, poliédrico, bem como os nimeros figurados
4D, para se chegar a uma generalizacdo de numeros figurados a partir do crescimento
dimensional, no caso da construcao dos numeros figurados planos, precisaremos entender como

estas estruturas se formam a partir de figuras unidimensionais, chamadas de gnémons.

33  Ognbémon

Pitadgoras € considerado por muitos o pai da matematica, sua teoria relacionada aos
nameros, ndo ser baseadas em provas, mas sim de maneira indutiva, era concreta, isso fez com
que ele e seus seguidores buscassem relagbes dos nimeros com a natureza, segundo Roque
(2012):

Era possivel obter, graficamente, generalizagfes sobre sequéncias de ndmeros, mas
as regras para a obtencéo de tais sequéncias, como as dos niimeros quadrados, cubos
e outros, eram desenvolvidas para uso pratico. A diferenca estava na reveréncia que
0s pitagoricos cultivavam pelos nimeros, empregados ndo apenas para fins praticos.
Associadas a forcas cosmicas, as propriedades dos ndmeros ndo podiam ser
consequéncias logicas de sua estrutura, o que banalizaria suas propriedades.

(ROQUE,2012, p.54)
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Pitagoras acreditava que os numeros poderiam explicar a natureza do universo, dentro
da sua convic¢do de que “tudo € numero”, ou seja, tudo pode ser explicado ou apresentado
através de numeros ou 0s numeros explicariam a organizacgéo da natureza ou do cosmos, dentro
dessa teoria, 0s pitagdricos organizaram dentro outros conceitos matematicos, 0os nimeros
figurados. No entanto, acredita-se que a organizacdo dos nimeros figurados foi possivel por
causa do que n6s chamamos hoje de “triplas pitagoricas”, que sao basicamente a soma de dois
numeros quadrados que resulta em outros numeros quadrados. “Estas triplas s@o constituidas
por numeros inteiros, que podem ser associados as medidas dos lados de um triangulo
retdngulo” (ROQUE,2012, p.54).

Para que os pitagéricos chegassem a essas triplas, usavam um ente matematico
conhecido como gnémon, que pelo proprio significado segundo o dicionério, representa um
objeto que quando colocado no plano horizontal, criaria uma espécie de coluna vertical e assim
poderia indicar a hora do dia com a sombra, ou seja, € um tipo de reldégio solar, dentro da
geometria, esse termo também se refere a parte que resta de um paralelogramo quando retirado
um outro similar que teria um dos angulos comum, de todo modo, a figura ou conjunto de
pontos que representa um gnémon, seria 0 complemento de um quadrado como mostra a figura

a sequir:

Figura 15 - gndmon completando um
quadrado de pontos

Fonte: do autor

Na figura, podemos observar que para completar o pr6ximo quadrado, ou seja, 0
nimero quadrado formado por pontos, podemos adicionar a este um gndémon, que é
representado por duas linhas de pontos que formam entre si um angulo de 90°, levando este

exemplo para a construcdo de numeros figurados, podemos representar 0 gnémon como um
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nameros de pontos que adicionaremos a um numero figurado para se obter o préximo numero
semelhante a este, vale lembrar que estes nimeros formam sequéncias de nimeros figurados
unidimensionais, com recorréncia, férmula para termo geral, funcdo geradora e apresentacao

por meio do software GeoGebra.

3.3.1 O ndmero de gndbmons dos nimeros poligonais

Levando em consideracdo o crescimento dimensional dos nimeros figurados, percebe-
se a necessidade de entender como se comportam as sequéncias dos gnémons, pois estas nos
fornecerdo meios para a construcdo de nameros poligonais. Assim, chamaremos as sequéncias
de numeros figurados de gnémons, de S;(n) em que 1 representa a dimensdo da sequéncia, m
representa o nimero de lados do poligono formado com esses gnémons, ou seja me N,m >3
e n representando a posicdo do niimero na sequénciaem que ne N,n>1eS: (1) =1, em geral

os numeros figurados k-dimensionais que serdo formados a partir destes gndémons sao

representados por St(n).
Para iniciarmos a constru¢cdo dos numeros figurados de gnémons, observamos a
sequéncia (1,2,3,4,...) e chamaremos de S;(1) =1,5;(2) =2,5;(3) =3,... observe que:
S;() =1,
S;(2)=2=1+1=S;(1) +1,
S:(3)=3=2+1=S}(2)+1,
S;(4)=4=3+1=S;(3) +1,
Si(5)=5=4+1=S}(4)+1

S;(n+1) =n+1=(n+1-1)+1
S;(n+1)=Si(n)+1

Ou ainda: S;(n)=(n-1)+(3-2)
Esta sequéncia (de nimeros naturais), quando somados seus n termos geram numeros

triangulares, conforme mostra a figura a seguir:
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Figura 16 - nimero triangular formado por soma de
nUmeros naturais

1 2 3 4

Fonte: elaboracéo do autor

. . , A= 1
Observando a figura podemos perceber que organizando os niimeros da sequéncia S;,

podemos construir um triangulo de pontos que correspondem aos numeros triangulares
(discutidos na proxima secdo), em outra figura, podemos observar outro triangulo de pontos

separados por gnémons, 0 que sugere que 0 n-ésimo namero triangular é formado pela soma

. . . , 1
sucessiva dos n primeiros nimeros S,

Figura 17 - o gnémon dos numeros triangulares

I \3 % \'4 \ 4

\

Fonte: do autor

Observando a sequéncia (1,3,5,7,...) e chamando de S;(1) =1,5;(2) =3,5;(3) =5,...esta
sequéncia é a dos numeros impares, podemos encontrar uma recorréncia para tal sequéncia de

modo que:
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S,(1)=1,

S,(2)=3=1+2=S;(1)+2,
S}38)=5=3+2=5!(2)+2,
SH(4)=7=5+2=5(3)+2

S,(n+1)=2(n)+2=
S,(n+1)=S;(n)+2
Veja que também podemos definir uma recorréncia usando as mesmas propriedades da
sequéncia anterior, desta maneira: S;(n)=S;(n—1)+(4—-2)

Figura 18 - 0 gnémon dos numeros poligonais quadrados

-"11—1

Fonte: do autor

Vejamos o0 caso para a sequéncia {1,4,7,10,...} uma progressao aritmética com o
primeiro termo igual a 1 e a razdo igual a 3, como mostra a figura, vamos definir como:

Figura 19 - gnémon dos niameros poligonais pentagonais

"”’,’

Fonte: do autor
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Sl =1,
S} (2)=4=1+3=S}(1)+3
S}(3)=7=4+3=5}2)+3

si(n)=Si(n-1)+(5-2)

Assim, um numero de gnémon dos numeros poligonais pode ser definido como:

S, (n)=S: (n-1)+(Mm-2), com n e m, naturais en>1,m=>3.

Para encontrar uma formula em que ndo necessitaremos do termo anterior, podemos

usar a somas especiais, observar o crescimento das sequéncias:

S;(n)={1,2,3,..1+1n-1}
S,(n)={1,3,5,..1+2n-2}
Se(n)={L4,7,..1+3n-3}

S;(n)=1+(M-2)n—(m-2)
S:(n)=1+(m-2)(n-1)

A tabela a seguir apresenta os primeiros numeros das 10 primeiras sequéncias dos

nameros de gnémons que formam os nimeros poligonais.

Tabela 1 - parte da familia de sequéncia dos nimeros de gnémons poligonais

1
m Sm
3 (1,2,3,4,5,6,7,8,09,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22,
23,24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43,
44,45, ..
4 (1,3,5,7,9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 41
43,45, 47 , 49, 51, 53, 55, 57, 59, 61, 63, 65, 67, 69, 71, 73, 75, 77, 79, 81, 83,
85, ...)
5 (1,4, 7,10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34, 37, 40, 43, 46, 49, 52, 55, 58,
61, 64, 67, 70, 73, 76, 79, 82, 85, 88, 91, 94, 97, 100, 103, 106, 109, 112, 115,
118, ...
6 (1,5,9, 13, 17, 21, 25, 29, 33, 37, 41, 45, 49, 53, 57, 61, 65, 69, 73, 77,
81, 85, 89, 93, 97, 101, 105, 109, 113, 117, 121, 125, 129, 133, 137, 141, 145,
149, ..))
7 (1,6, 11, 16, 21, 26, 31, 36, 41, 46, 51, 56, 61, 66, 71, 76, 81, 86, 91, 96
101, 106, 111, 116, 121, 126, 131, 136, 141, 146, 151, 156, 161, 166, 171, 176,
181, ...)
8 (1,7, 13, 19, 25, 31, 37, 43, 49, 55, 61, 67, 73, 79, 85, 91, 97, 103, 109,

115, 121, 127, 133, 139, 139, 145, 151, 157, 163, 169, 175, 181, 187, 193, 199,
205, 211, ...)
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9 (1, 8, 15, 22, 29, 36, 43, 50, 57, 64, 71, 78, 85, 92, 99, 106, 113, 120,
127,134, 141, 148, 155, 162 , 169, 176, 183, 190, 197, 204, 211, 218, 225, 232,
239, 246, ...)

10 (1,9, 17, 25, 33, 41, 49, 57, 65, 73, 81, 89, 97, 105, 113, 121, 129, 137
145, 153, 161, 169, 177, 185 , 193, 201, 209, 217, 225, 233, 241, 249, 257, 265,
273,281, ...)

Fonte: elaboracdo do autor

A tabela apresenta as sequéncias de nimeros figurados unidimensionais que formam os
gnémons dos nameros poligonais, que serdo discutidos na se¢ao a seguir, com suas respectivas
recorréncias, formula geral e funcdes geradoras, bem como a representacao pelo software
GeoGebra.

34 Numeros figurados planos

Os nameros figurados planos sdo as sequéncias que representam qualquer figura plana,
vale mencionar que sdo descritos aqui as figuras planas regulares, estes incluem os poligonos e
a estrela de seis pontas, os poligonos, por sua vez possuem duas configuracGes, as comuns,
onde o crescimento acontece a partir de um vértice da figura e as configuracdes centralizadas,
onde o crescimento da figura acontece a partir de um ponto central a esta, essas configuracdes,
no entanto, seguem para todas as dimensdes, porém neste trabalho, apresentaremos a
configuracdo centralizada apenas dos nimeros poligonais e alguns tridimensionais, sendo estes
ultimos apenas com sua visualizacdo nos apéndices para se ter uma ideia do crescimento

dimensional destes.

34.1 Numeros poligonais

Numeros figurados poligonais, sdo os nimeros formados por pontos que se arranjados,
formam figuras geométricas planas, esses numeros foram objetos de estudos dos pitagoricos
com a finalidade de buscar padrGes numericos que pudessem relacionar a geometria com a
aritmética, assim um numero poligonal distribuidos em arranjos, podem formar triangulos,
guadrados, pentagonos e etc., formando assim as sequéncias de nimeros listadas nesse topico
gue sdo as sequéncias de numeros triangulares, quadrados, pentagonais, hexagonais e assim por

diante.
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Como trataremos de numeros figurados escritos em duas dimensfes, chamaremos de

S,, @ sequéncia dos numeros m-gonais e ocultaremos o valor da dimens&o por esses nimeros

aparecerem como centro do estudo pitagorico acerca de nameros figurados.
Numeros triangulares, sdo 0s numeros de pontos que formam triangulos equilateros, tal

conjunto gera a sequéncia numérica (1,3,6,10,...), conforme as figuras a seguir:

Figura 20 - os quatro primeiros nimeros triangulares

1 3 6 10

Fonte: do autor

A figura apresenta os quatro primeiros nimeros triangulares, a partir de uma disposicao
de pontos, deveremos relacionar tais pontos com os gnémons estudados na sec¢éo anterior para
que consigamos encontrar sua recorréncia, formula geral e funcdo geradora, observamos ainda

a figura a seguir que apresenta um namero triangular como soma de gnémons.
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Figura 21 - gnémons formando o quinto nimero
triangular

l + 2 +3+ 4 + 5

Fonte: elaboracéo do autor

A figura apresenta a disposi¢do dos nimeros triangulares como uma soma de nimeros

. A , . A - ‘- 1 .
naturais, os gndmons dos niimeros triangulares formam a sequéncia numérica S;(N) =N , assim

podemos descrever a sequéncia dos gnémons dos nimeros triangulares como uma progressao
aritmética em que o primeiro termo e a razdo sao iguais a 1 , tal sequéncia pode ser observada
de forma mais simples como a sequéncia dos naturais positivos (1,2,3,4,...) , logo podemos
definir as somas que formam os nimeros triangulares como:

S;()=1

S;(2)=3=1+2

S;3)=6=1+2+3

S;(N)=1+2+3+---+n
Tal definicdo nos permite encontrar uma formula recorrente e outra fechada para os

numeros triangulares, a recorréncia para essa sequéncia é apresentada como:
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S, (D=1
S,(2)=3=1+2=S,()+2
S;(3)=6=3+3=S,(2)+3

lS"s(n +1) =S,(n)+(n+1)

Como a recorréncia ndo nos fornece um termo sem o conhecimento do termo anterior,
necessitaremos também da formula fechada, ou seja, uma formula que nos apresente qualquer

termo da sequéncia em funcéo apenas de n, assim temos que:

S,(1)=1,5,(2)=3,5,(3)=6...

s,(2) =3~ 2(22+1)
s, (3)=6- 3(32+1)
53(n)=@

Para  provar tal afirmacdo, suponha que exista um  conjunto

‘Iz{nel\ﬂsa(n):@} e notamos que 1,2,3¢%, logo T =7, vamos provar pelo

principio da inducdo que essa formula é valida para n+1 , entdo escrevemos

S,(n+1)=1+2+...+n+(n+1) , assim temos:

5, (n+1)= ”(”2+1)+(n+1)

n(n+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)

S;(n+1)=

S;(n+1)=

(n+1)[(n+1)+1]

2

S;(n+1)=
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Essa férmula pode ser verificada também através das somas especiais:
S,(n)=1+243+--+(n-2)+(n-1)+n, adicionando essa igualdade a S,(n), temos:
S;(N)=+2+---(n-D)+n)+(n+(n-1)+---+2+1), que reagrupando as somas, vemos que

2S5;(n)=(+)+(n+)+---+(n+1)+(n+1), com o termo n+1 aparecendo n vezes, logo:

25,0 =n-(n+1), 5,(m) = {02
Por fim, segundo Deza e Deza (2012), mais uma maneira de encontrarmos a formula

(n+1)

para o n-ésimo numero triangular, é percebendo que Y € um polindbmio do segundo grau,

portanto pode ser escrito como an”+bn+c, e para n = 1,2,3, nos fornece os trés primeiros
nameros triangulares ou seja:
a-1’+b-1+c=la+b+c=1,
a-2*+b-2+c=34a+2b+c=3e
a-3+b-3+c=6,9a+3b+c=6
para encontrar 0s respectivos valores de a,b e ¢, usaremos o sistema linear, segue que:

a+b+c=1
4a+2b+c=3  como c=1-a—b , podemos reduzir o sistema a duas equacdes, assim temos
9a+3b+c=6

{4a+2b+1—a—b:3 {3a+b:2 {—6a—2b:—4 o 5
que: = , Na primeira equacio temos

9a+3b+1-a—-b=6 |8a+2b=5 |8a+2b=5

2b=—-6a+4que podemos substituir na segunda, assim, 8a—-6a+4=5= 2a=1:>a=%,

substituindo esse valor em 3a+b =2, temos 3~%+ b=2=b= % , por fim substituimos ae b

em a+b-+c=1, logo ¢ =0, assim o polindmio obtido e simplificado para Sg(n) é:

83(n):%n2+%n

S;(n) :%n-(n +1)

Ss(n) = @

Teorema 1: dadas a sequéncia A, =n,neN, e a sequéncia dos ndmeros impares

I, =2n-1neN, o produto A] . |n € um namero triangular:
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Demonstragéo: A, -1, =n(2n-1)=2n’—n , multiplicando todos os termos por 2,
temos:
2A -1 =4n*-2n
2A, -1, =(2n-1)(2n)

PR Gk () PP

Teorema 2: dadas a sequéncia dos nimeros naturais, AW =nneN ea sequéncia dos

ndmeros impares |, =2n-1ne N, o produto A1 : |n+1 é um namero triangular:

Demonstracéo:
A gy =N[2(n+1)-1]
A Ly =20°+n
2-(2n* +n)
g, =2 T
A] (n+1) 2
A,

1
Ny = > (4n* +2n)

A, Loy = 1(20) 20 +1] = 5,(20)

Os dois teoremas podem ser visualizados por meio da tabela a seguir:

Tabela 2 - tabela dos teoremas 1 e 2

n.2n-1 1 3 5 7 9 11 13
1 1 3 5 7 9 11 13
2 2 6 10 14 18 22 26
3 3 9 15 21 27 33 39
4 4 12 20 28 36 44 52
5 5 13 25 35 45 55 65
6 6 18 30 42 54 66 78
7 7 21 37 49 63 7 91

Fonte: elaboracdo do autor

Teorema 3: O Unico namero triangular S,(n) primo é 3, com n>1 (Alves 2012, p.5)

) _ n(n+1) i
Demonstragdo: como  vimos que Ss(n):T, como neN, entdo

com k eN , no caso de n ser par entdo:

n é par =2k
n é impar =2k +1°
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s, (2K) = 2k (2k +1)

S;(2k)=k(2k +1)

Para que esse produto seja um ndmeros primo, temos apenas 0 caso em que k =1 ,pois
no caso de 2k+1=1, teriamos k=0, o que tornaria o produto nulo, ora sendo k =1, temos:
2(2+1)

2

Para 0 caso em que n, é da forma 2k +1, teremos:

S,(2)= -3

2k +1(2k +2)

2
S;(2k+1)=(2k +1)(k+1)

S;(2k+1) =

No produto é perceptivel que para ambos 0s caso para que se tenha a unidade é preciso
que k=0, o que nos levariaa 1-1=1, que n&o é primo.
A proxima sequéncia descrita esta representada pela figura a seguir:

Figura 22 - os quatro primeiros nimeros quadrados - elaboracao do autor

16
@ o o Q
9
@ < Q) ] 1S Q O
4
/ ° © o © o o
& o o o

Fonte: elaboracdo do autor
Observando a distribuicao dos pontos da figura, temos a sequéncia (1,4,9,16,...,n%) , esta

sequéncia é conhecida como nimeros quadrados e é representada por S,(n) = n’, seus gnémons
formam a sequéncia de nameros impares (1,3,5,7,...2n—1), logo 0s niumeros quadrados podem

ser expressos da seguinte maneira:
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S, (1) =1
S,(2)=1=1+3
S,(3)=9=4+5
S,(4)=16=9+7

S,(n+1)=S,(n)+2n+1
O passo que apresenta a inducdo para o (n-+1)—ésimo numero quadrado pode ser
apresentado a partir da recorréncia da seguinte maneira:
S,(n+1)=S,(n)+2n+1
S,(n+1)=n*+2n+1
S,(n+1) = (n+1)°
Uma outra forma de se encontrar os nimeros quadrados é a partir das somas especiais,
0 mesmo procedimento usado para encontrar 0os numeros triangulares, assim podemos
descrever S,(n) =1+3+5+....+(2n-5)+(2n-3) +(2n-1), pelo fato de se tratar da soma de
uma progressdo aritmética de razéo 2, desse modo temos que:
Ss(m= 1 + 3 + 5 +..+(@2n=-5+(2n-3)+(2n-1)+
S,(M=@n-)+(2n-3)+(2n-5+..+ 5 + 3 + 1

2S,(nN)=2n+2n+....2n

n vezes
2S,(n) =2n?
S,(n)=n?
Para finalizar, discutiremos o método desenvolvido por Gupta (2013) que apresenta a
solucdo para se encontrar a formula para os nimeros poligonais a partir da expressao genérica
a+b+c=1
an’ +bn+c= S,(n), assim necessitaremos de trés valores para », segue que: 1 4a+2b+c=4
9a+3b+c=9
, como temos na primeira equagdo que c=1-a-b , podemos simplificar para

{4a+2b—a—b:3 {3a+b:3 —6a—2b=-6

, Segue que —=2a=2=>a=1 e,
9a+3b-a-b=8 8a+2b=8 8a+2b=8

substituindo em qualquer equagdo temos b=c =0, ou seja: S,(n) = n’
Agora exploraremos algumas propriedades dos nimeros quadrados por meio de figuras

com o arrimo do software GeoGebra, suas relacdes dentro da prépria sequéncia bem como com

0s numeros triangulares.
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Teorema 4: (Theon de Smyrna, 100 a. C.) todo numero quadrado é a soma de dois

nameros triangulares consecutivos.

~ 2
Demonstragdo: temos que n>1 e S,(N)=N", que podemos reescrever como

n*+n+n°-n _
S4(n)=f , segue que: S,(n) = n(n2+1) + (n 21)n

inducdo dessa propriedade pode ser observada a seguir, partindo dos valores iniciais, ou seja

S,(2)=S5,(2)+S,() =4=3+1 e S,(3)=S,(3)+S;(2) =9=6+3, 0 préximo passo requer

=S,(n)+S,(n—1) . A prova por

que partamos da nossa hip6tese de indugdo S,(n) = S;(n)+S,(n—1), dai temos que:

S,(n+1) = (n+1)°
S,(n+1)=n*+2n+1

2
54(n+1)=2n +4n+2
2
2 2
84(n+1)=(n +3n+22)+(n +n)
S,(n+1) = (n +1)2(n +2) N n(n2+1)

S,(n+1)=S,(n+1)+S;(n)
Utilizando uma visualizacdo do teorema 4, temos:

Figura 23 - propriedade dos nimeros
quadrados

]
Fonte: autor

~_n(n+1)(2n+1)
B 6

Demonstragéo: observando a figura a seguir, buscaremos relagdes entre 0 a soma dos n

Teorema 5: (Burton, 1985, p.100) 12 + 22 +...+n?

primeiros nimeros quadrados e um retangulo, completando seus lados.
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Figura 24 - figura do teorema 5

Fonte: Alves (2012)
Fazendo o teste para 0s primeiros numeros quadrados temos que:

Para n=1
6
Para n=2, temos:
Para n=3
i3 =3%T 4y

Recorrendo a figura, observe que para tornar a soma de quadrados iguais ao retangulos

formado precisamos adicionar pontos, assim podemos definir que:

n(n+1)

(12+22+32+...+n2)+[1+3+6+...+ J=(1+2+3+...+n)-(n+1)

Perceba que o primeiro termo refere-se a soma de quadrados descrita na figura de
Burton, os pontos adicionais para se completar o retangulo, sdo n nimeros triangulares, a base
do retédngulo formado é a base da soma dos n numeros naturais e, por fim, a altura do retangulo
¢ formado pela altura do n-ésimo numero quadrado mais uma linha com o n-ésimo namero
triangular, portanto n+1 pontos de altura, chamaremos o termo 1°+2°+3%+...+n’de §,

desenvolvendo apenas a soma de nimeros triangulares temos:
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1+3+6+...+M

1-(1+1) N 2-(2+1) +3-(3+1) - n(n+1)

2 2 2 2
%-(12+l+22+2+32+3+...+n2+n)
%(12+22+32+...+n2+1+2+3+...+ n)
2 2
§+n(n+1)

2 4

Entdo temos a igualdade a seguir:

S+

§+ n(n+1) _ n(n+1) (n+

1
2 4 2 )

Entdo, segue que:

3S _n(n +1)*  n(n+1)

2 2 4
35 _2n(n+1)° n(n+1)
2 4 4
38 _n-(n+) B
= (2 0+-
Ezm.(zn_ﬂ_)
2 4
3s _ n-(n +1)2- (2n+1)
S:n-(n+1)-(2n+1)

6

Os numeros que formam uma configuracdo de pentadgono regular, sdo descritos pela
sequéncia (1,5,12,22..)).
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Figura 25 - os quatro primeiros nimeros pentagonais-elaboracéo dos autores

/ 5 12 22

Fonte: elaboracdo do autor

Assim, podemos definir uma recorréncia linear para tais nimeros, observe que:
Ss)=1
Ss(2)=5=1+4=S,()+3-2-2
S,(3)=12=5+7=5.(2)+3-3-2
S,(4)=22=12+10=5,(3)+3-4-2

Sg(n+1) =S;(n)+3-(n+1)—2=S,(n)+3n+1

Com base nesta recorréncia, poderemos definir também a formula para o termo geral,
usando as somas sucessivas, por exemplo, entdo podemos apresentar essa afirmacao da seguinte
maneira:

Ss(n) =1+4+7+---+(3(n=3)+1)+(3(n-2)+1)+(3(n—1) +1)

=1+(3- M) +1)+(3-(2) +1)+---+(3(n=-3) +1)+(3(n—-2) +1)+(3(n—1) +1)
25,(n) =(1+(3- W +1)+(3- (2 +1)+---+(3(n—=3) +1) +(3(n—2) +1) +(3(n—1) +1))
+((8(n—1) +1)+(3(n—2) +1)+(3(N—3) +1) +---+(3-(2) +1)+(3- (1) +1) +1)

=n(3n-1)= Sy(n) :@

Para determinar a formula que generaliza os nimeros poligonais, devermos recorrer ao
fato de que estes numeros séo as somas dos numeros de gnémons descritos na se¢éo anterior
ou seja, sdo a soma de termos de progressdes aritméticas em que arazdo é m—2 , por exemplo,
0 n-ésimo numero triangular € formado pela soma dos n primeiros nimeros naturais, 0 n-ésimo
nimero quadrado, por sua vez é a soma dos n primeiros niUmeros impares, 0s pentagonais sao

formados usando o mesmo critério, porém com a razao entre seus termos iguais a 3, ou seja
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(5-2) , sendo assim o termo geral de uma progressao aritmética com razdo (m-2) é dado
pela formula:

S:(n)=1+(n-1)(m-2)

Em que S# (n) representa o n-ésimo termo da progressao aritmética de razdo (m-2),

perceba que este termo é o gnémon de um numero poligonal, esta entdo € a forma do termo

geral da sequéncia dos nimeros de gnémons dos nimeros poligonais, logo a soma dos termos

¢ dada por:
S ()= (1+1+(n—;)(m—2))~n
5 (n) = (2+2—m—22n+mn)-n
S ()= n((m—2)2n—m+4)

Para provar essa formula por meio do principio de inducdo, precisamos da recorréncia

para 0 (n-1)-ésimo numero m-gonal , entdo, observamos que:
S;(n+1)=S,(n)+n+LS,(n+1) =S,(n)+2n+1e S;(n+1)=S,(n)+3n+1, portanto
S,(n+1)=S_(n)+(m-2)-n+1, assim, temos que:

S,(n+1) =S, (nN)+(m-2)-n+1, S (1) =1
_ n((m—2)n—m+4)+(m_2)'n+1

2
3 n((m—2)n—m+4)+2n(m—2)+2
- 2 2
_ (n((m=2)n—-m+4)+2n(m—-2)+2
2
_ n“(m-2)-nm+4n+2n(m-2)+2+(m-2)—(m-2)
2

_ (n+1D*(M-2)—nm+4n—m+4

2
_(n+1)°-(m-2)+(-m+4)(n+1)

2
_(n+D((m-2)(n+)-m+4)

2

A tabela a sequir, foi retirada do livro de Deza & Deza (2012) e apresenta as formulas
dos numeros poligonais em particular, bem como seus respectivos registros na Oeis, site

responsavel por catalogar as sequéncias numeéricas dos inteiros descobertas.
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Figura 26 - lista de férmulas dos nimeros poligonais

Name Formula Sloane
Triangular -% {nz + n) 3 [ 10 15 21 28 36 45 55 66 A000217
Square % [nQ —0-mn) 4 9 16 25 36 49 G4 21 100 121 AD00D290
Pentagonal %[3?12 —1-mn) 5 12 22 35 51 70 92 117 145 176 AD0D0326
Hexagonal ! |j4n.2 — 2n) 5] 15 25 45 66 o1 120 153 190 231 A0DD3IE4
Heptagonal Eianﬁ — 3n) 7 15 34 55 81 112 148 189 235 286 AODOSE6
Octagonal iiﬁnz — 4n) 8 21 40 65 a6 133 176 225 280 341 AO0DOSET
Nonagonal % lj”r'n.2 — &n) 9 24 46 T5 111 154 | 204 261 325 396 AOD1106
Decagonal E[SRQ — Bn) 10 | 27 52 85 126 | 175 | 232 207 370 451 A001107
Hendecagonal i.;gnﬁ — Tn) 11 | 30 58 a5 141 196 | 260 333 415 506 AO051682
Dodecagonal Liion? — an) 12 | 33 64 105 | 156 | 217 | 288 369 460 561 AD51624
Tridecagonal fleJ.n2 — 9n) 13 | 36 70 115 | 171 | 238 | 316 405 5085 616 AN51865

Tetradecagonal l:jJ.Zn,Q—J.[)n] 14 | 39 TG 125 186 | 259 | 344 441 550 671 AD51866

Pentadecagonal —-jJ.3r?.2 — 11n) 15 | 42 B2 135 | 201 | 280 | 372 47T 595 T26 AO51867
Hexadecagonal —-jJ.4n.2 — 12n) 16 | 45 B8 145 | 216 | 301 400 513 640 T81 AO51868
Heptadecagonal -ZJ.-:*.n2 — 13n) 17 | 48 a4 155 | 231 | 322 | 428 549 G685 836 A051869
Octadecagonal E-jJ.ESr?.2 — 14n) 18 51 100 165 246 | 343 456 585 T30 8291 AO51870
Nonadecagonal Li1n? — 15n) 19 | 54 | 106 | 175 | 261 | 364 | 484 621 it 946 AD51871

Icosagonal (18n? — 16n) 20 | 57| 112 | 185 | 276 | 385 | 512 637 820 1001 | A0O15872
Icosihenagonal E-ﬁlgnz —17Tn) 21 | 60| 118 | 195 | 291 | 4068 | 540 G593 865 1056 | AD15873

Icosidigonal —122[)r12 — 18n) 22 | 63 | 124 | 205 | 306 | 427 | 568 T29 910 1111 AOD1587T4

Icositrigonal %-:zmg — 19n) 23 | 66 | 130 | 215 | 321 | 448 | 596 TGS 955 1166 | A0O15875
Icositetragonal El:22F12 — 20mn) 24 | 69 | 136 | 225 | 336 | 460 | 624 201 1000 | 1221 | A0O15876
Icosipentagonal —-123r?.2 — 21n) 25 | 72| 142 | 235 | 351 | 490 | 652 837 1045 | 1276

2

Icosihexagonal ?.:zam — 22n) 26 | 75| 148 | 245 | 366 | 511 | 680 BT3 1090 | 1331
2

i i i i i e e i i i i

Icosiheptagonal | 5(25n° — 23n) 2T | 78 | 154 | 255 | 381 | B32 | TO8 2]u]s] 1135 | 1386
Icosioctagonal —|;26r12 — 24n) 28 | 81 160 | 265 | 396 | 553 | 736 945 1180 ( 1441
Icosinonagonal ?iz?’nz — 25mn) 20 | 84 | 166 | 275 | 411 574 | T64 981 1225 | 1496

Triacontagonal 5:128??2—26?3] 30 | 87| 172 | 285 | 426 | 595 | 792 | 1017 | 1270 | 1551

Fonte: Deza & Deza (2012, p.6)
Para determinar a funcdo geradora das sequéncias dos nimeros poligonais, como ja

possuimos a forma canénica, deveremos ter somente a recorréncia linear e homogénea e 0s
primeiros termos das sequéncias desejadas.

Assim, tudo que precisamos agora € de uma sequéncia, sua recorréncia e seus valores
iniciais e, empregando elementos aritméticos, podemos encontrar sua funcédo geradora, vamos

tomar como exemplo a sequéncia dos nimeros triangulares (1,3,6,10,15, ...).

A formula para se encontrar o proximo numero triangular a partir do anterior é:
S,(n+1) =S,(n)+(n+1), (Alves, 2012), que é uma recorréncia linear ndo homogénea e para
encontrar a recorréncia linear homogénea relacionada a essa sequéncia, teremos que usar alguns
processos algébricos, vejamos que: S,(n+2)=S,(n+1)+(n+2), subtraindo a primeira da

segunda férmula, observamos que:

S;(n+2)-S,(n+1) =S,(n+1) -S;(n)+(n+2)—-(n+1)
S;(n+2)-S,(n+1) =S,(n+1)—-S;(n)+1
S;(n+2)=2S,(n+1)-S;(n)+1
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Agora usaremos S;(n+3)=S,(n+2)+(n+3) e subtraimos
S;(n+2) =2S,(n+1)-S,(n)+1, com isso:

S;(n+3)-S,(n+2)=S;(n+2)-2S,(n+1)+S,(n) +(n+3)-1
S;(n+3)=2S,(n+2)-2S,(n+1)+S,(n)+(n+2)

Com isso, usando o mesmo procedimento, podemos subtrair
S;(n+2)=S,(n+1)+(n+2) de S;(n+3)=2S,(n+2)-2S,(n+1)+S;(n), +(n+2) visando
eliminar o termo (n+2), portanto:

S;(n+3)—-S,(n+2) =2S,(n+2)-2S,(n+1) -S,(n+1) + S,(n) +(n+2) —(n+2) , ou seja
S,(n+3) =3S,(n+2)—3S,(n+1) + S,(n) que & uma recorréncia linear homogénea de 32
ordem, reescrevendo essa recorréncia igualando a zero temos,

S,(N+3)—3S,(n+2) +3S,(n+1)—S,(n) =0. Veja que comparando com a fungdo genérica,

2 n-1
a, +ax+a,x* +---+a_ X
b, +bx+b,x* +---+b X"

=C, +C,X+C,X* +---+C,X" como temos n = 3 reescrevendo com

2
a, +a,X+a,x
2 3
by +b,X+Db,x* +b,x

3 .
os valores temos =C, +CX+C,X* +C,X", também sabemos que os

nameros by,b;,b,,...,b, sdo coeficientes da recorréncia entdo determinaremos

g(x) =h, +bx+b,x* +b,x*com os valores de S,(n+3)-3S,(n+2)+3S,(n+1)—S,(n) =0,
que agora podemos escrever C, ., —3C,., +3C,.;, —C, =0 assim sendo, temos que:

b, =1b =-3b,=3e b,=-1, comisso g(x)=1-3x+3x*—x° ou seja g(x)=(L—x)°.

Para os valores iniciais, como se trata de uma recorréncia linear de 3? ordem, deveremos
ter os trés primeiros valores, ou valores iniciais, recorremos a sequéncia, logo,
S;()=1,S,(2)=3e S,(3)=6 que agora podemos escrever ¢,=1c, =3 e Cc,=6. Por fim,
encontraremos os valores dos coeficientes do polindbmio a,,a,e a, conforme as igualdades
a, =b,C,,a, =b,c, +bc,, a, =b,c, +bc, +b,c, entdo segue que:

a,=11=1
a,=13-3-1=0
a,=16-3-3+3:1=0
Entdo temos que f (x) =1, logo a funcéo geradora para os nimeros triangulares é:
f(x) 1

g(x) (@-x)’

=1+3X+6X° +---+ S, (n)x"*
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X- f(X) _ X
g()  (@L-x)’

Usando um recurso computacional para verificar a funcdo geradora obtida, temos:

Multiplicando a igualdade por x ; =1X+3X* +6X° +---+ S, (n)X".

Figura 27 - FG dos numeros triangulares pelo software wxMaxima

DEdox¥DE &0 > o @

i (%i21) rectform(%);

(%h021) ——
(1-x)

7 (%i22) trigrat(%);
(%022) -——=
i (%i25) taylor(rectform(%), , 0, 100);

(%025)/T) x+3 x2 46 x> #10 x* #15 x% 21 x8428 x7 #36 % #45 x% #55 x10 466 x 11 £78 x12 £91 x 3 #105 x 1 £120 x5 £136
84153 57 1171 x 8 £190 22 £210 %0+ 231 321 253 172 276 573 300 121 325 1% 351 %0 378 x¥7 406 122 435 2 #
465 x>0 496 x°1 #528 x% #561 x> +595 x> #630 x> #666 x 20 #703 x> +741 x° +780 x® +820 ¥ +861 x 1 £903 x ¥ +946
x990 M £1035 x* #1081 x ™ +1128 ¥ #1176 x™ 1225 x™ 1275 ¥°0 1326 x°* 1378 172 #1431 x> #1485 x°* #1540 x>
+1596 x°0 1653 x°/ #1711 x°° #1770 x°° #1830 %0 #1891 x% #1953 %82 2016 x5 +2080 x5 #2145 x5 2211 % #2278 47 +
2346 x% #2415 x5 #2485 x70 #2556 x71 #2628 x7% #2701 x> #2775 x”* #2850 x7° #2926 x”® #3003 x”7 #3081 x”° #3160 x”° +
3240 x*0 3321 31 #3403 %2 #3486 X #3570 %4 #3655 x% #3741 £ 3828 x%7 +3916 X +4005 x* +4095 X #4186 x°1 +
4278 X% #4371 1 #4465 5™ #4560 x°° #4656 x°° #4753 17 4851 x°® #4950 x*° #5050 x 10 ...

x>-3x% 43 x-1

Fonte: elaboracdo do autor

Agora apresentaremos 0 mesmo procedimento para encontrar a funcdo geradora dos
nameros quadrados, (1,4,9,16,...)
Onde S,(1) =1,S,(2) =4,5,(3)=9,e S,(n) =n’com n € A, para isso necessitaremos

da relacdo de recorréncia homogénea, usando 0s mesmos procedimentos anteriores temos:
S4 (1) :1,
S.(2)=4=S5,(1)+3,
$,(3)=9=5,(2)+5,

S,(nN)=n’=S,(n-1)+2(n)+1
Logo:
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S,(n+1)=S,(n)+2n+LS,(n+2)=S,(n+1)+2(n+1)+1
S,(n+2)-S,(n+1)=S,(n+1)-S,(n)+2
S,(n+2)=2S,(n+1)-S,(n)+2.
S,(n+3)=S,(n+2)+2(n+2)+1
S,(n+3)-S,(n+2)=S,(n+2)-2S,(n+1)+S,(n)+2n+3
S,(n+3)=2S,(n+2)-2S,(n+1)+S,(n)+2n+3.
S,(n+3)-S,(n+2)=2S,(n+2)-3S,(n+1)+S,(n)
S,(n+3)=3S,(n+2)-3S,(n+1)+S,(n).
S.(n+3)-35,(n+2)+3S,(n+1)-S,(n)=0

Novamente verificamos uma recorréncia de 3% ordem, logo podemos usar a mesma

2
a, +a,X+a,X
2 3
b, + b, X+b, X" +b,Xx

férmula canbnica =C, +C,X+C,X* +C,X° +--- para encontrar os termos do

polinbmio  S,(n+3)-3S,(n+2)+3S,(n+1)-S,(n), sendo S,(n)=c,S,(n+1)=c,...
percebemos que os valore de b ndo se alteram em relacdo aos nimeros triangulares e a Unica
diferenca sdo os valores iniciais ¢, =1,c, =4 e ¢, =9, 0 que podemos concluir que:

a,=1-1=1

a=14-31=1

a,=1-9-3-4+3:1=0

1+x e
Assim, podemos definir a funcio geradora g =1+4X+9x% +---+ (S, (n))x""

X(1+ X)

Ou ainda: 1) =1X+4x7 + 9%+ + (S, (n))x", x| <1.
—X

Aplicando novamente o recurso computacional para verificar a funcéo geradora.
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Figura 28 - FG dos numeros quadrados

@Mexab0aebo |0
-> (x+x2)/(1-x)"3

(%i3) ratsimp(%);
Hxt ])

x3-3x +3x-1

(%03) -

(%i3) taylon((x+x"2)/(1-x)"3, x, 0, 50);

Coos) T x4 4927+ 1657 42500+ 36:0 4403 6458 4817 + 10050+ 121+ 1445+ 169
41061005610 425651042897 4 3045184 361 6 + 400470+ 441 5% 4 48457 4 529, + 576
6251676 x4 72052+ 7808+ 84157 1900550+ 961 1+ 10247+ 1089+ 4 115653+
12557 +1296 570+ 13692 + 1440 + 1521 % + 1600+ 1681 5%+ 17647+ 18497 + 1936

20055 121160+ 22005 23045 ™ + 20015 + 2500+

Fonte: elaboracdo do autor
De modo geral temos:

S;(n+1)=S;(n)+n+1
S,(n+1)=S,(n)+2n+1
Ss(n+1) =S, (n)+3n+1

S,(n+1) =S _(n)+(m-2)+1
Com os primeiros termos da sequéncia dos nimeros m-gonais séo: S, (1) =1S_(2)=m

eSS, (=m+(M-2)-2+1=m+2m-4+1=3m-3. Assim, a fungdo geradora para o n-ésimo
nimero m-gonal pode ser encontrada usando:

S,(n+1)=S_ (nN)+(M-2)n+LS (n+2)=S, (n+1)+(M-2)(n+1)+1

S,(n+2)-S,(n+1)=S,(n+1)-S,(n)+m-2

S,(n+2)=2S,_(n+1)-S, (n)+m-2.

S,(Nn+3)=S,(n+2)+(M-2)(n+2)+1

S,(n+3)-S,(n+2)=S,,(n+2)-2S5,(n+1)+S,(n)+(Mm-2)(n+2-1)+1

S,,(n+3)=2S_(n+2)-2S,,(n+1)+S,(n)+(m-2)(n+1) +1.

S, (n+3)-S,,(n+2)=2S,(n+2)-3S,,(n+1)+S,,(n)

S, (n+3)=3S,(n+2)-3S_,(n+1)+S,,(n).
S, (n+3)-3S,,(n+2)+3S,(n+1)—-S_,(n)=0

Onde:
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a,=byc,=1-1=1
a =b,c +bc,=1-m-3-1=m-3
a, =b,c,+bc +b,c,=1-(3M-3)-3m+3=0.

f(x)=1+(Mm-3)x,9(x) = (1-x)*
f(x) _ 1+ (m-3)x
9(x) (1-x)°*

G[sm(n),x]=W

Podemos comprovar esta formula com a ajuda do SM, como nos mostra a figura a

=S, ()+S, (2)x+S, (3)X* +...+S,_(nN)x"*

=S, (Dx+S,(2)x*+S,(3)x* +...+S,_(n)x"

sequir:

Figura 29 - FG dos numeros poligonais com o auxilio do SM

(E®&¥KDAIRIOIDC @

E - XH((m-3)*xt1)/(1x)3

i (%i6) taylor(x*((m-3)*x+1)/(1=x)'3, %, 0, 100);
506/ T/ x+mx?+(3 m-3) x> +(6 m-8) x* + (10 m-15)x + (15 m-24) x0+ (21 m-35) 1" + (28 m-48) 15+ (36 m-63) 17+ (45 m-80) 110+ (55 m-99) 11+
(66 m-120) x72+(78 m-143) x5+ (91 m-168) £/ + (105 m-193) £ + (120 m-224) 70+ (136 m-255) 7+ (153 m-268) 118+ (171 m-323) x 7+ (190 m-360)

20+ (210 m-399) x4+ (231 m-440) 12+ (253 m-483) 2 + (276 m-528) 12+ (300 m-575) 1™ + (325 m-624) x0 +(351 m-675) 7 + (378 m-728) 8 +

406 m-783) 1%+ (435 m-840) 0+ (465 m-899) 13 + (496 m-960) 3+ (528 m-1023) x5 + (361 m-1088) 3+ (395 m-1155) x¥3+ (630 m-1224) 30+

666 m-1295) 5% + (703 m-1368) %5 + (741 m-1443) %0+ (780 m-1520) £*0+ (820 m-1599) 1" + (861 m-1680) x*2 + (903 m-1763) x 3 + (946 m-1848) x**+

990 m-1935) x4 (1035 m-2024) x*0+ (1081 m-2115)x*7 +(1128 m-2208) x5 + (1176 m-2303) 1™+ (1225 m-2400) 17+ (1275 m-2499) 1+

1326 m-2600)x2+(1378 m-2703) £ + (1431 m-2808) x** + (1485 m-2915) 2+ (1540 m-3024) x70+ (1596 m-3135) x" + (1633 m-3248) "%+

1711 m-3363) 70+ (1770 m-3480) %0+ (1630 m-3599) x%7 + (1891 m-3720) x9+ (1953 m-3843) 1% + (2016 m-3968) x ™ + (2080 m-4095) 17 +

2145 m-4224) x50 +(2211 m-4355) 5% +(2278 m-4488) 108+ (2346 m-4623) 19+ (2415 m-4760) x 70+ (2485 m-4899) x™ + (2356 m-5040) x7*+
; . 177 +(3003 m-5928) 78 + (3081 m-6083) 1™ +

1%+ (3486 m-6888) 1%+ (3570 m-7055) 13 +(3635 m-7224) x50 +

10+ (4095 m-8099) x° + (4186 m-8280

17744753 m-9408) 1%+ (4851 m-9603

(
Va7 +(2850 m-3624) 170+ (2926 m-5775) 577 +
¥4 )

)
)

2628 m-3183) 1 +(2701 m-3328) 17 +(2775 m-5475
) 3403 m-6723
)

)

)

)3 :
3160 m-6240) :

) 1%2+(4278 m-8463) 3 +

) )

3741 m-7395) x5 +(3828 m-7568) % + (3916 m-7743) 1%+ (4005 m-7920 (
1%+ (4950 m-9800) 100 +...

4371 m-8648) x™* + (4465 m-8833) 1% + (4360 m-9024) 1% + (4656 m-9215

(
(
(
(
( (

( (

( (

( 180+ (3240 m-6399) x%1+ (3321 m-6360
( ( ) )
( ( ) )

Fonte: do autor

Desta forma, descrevemos as principais maneiras de apresentar nimeros poligonais com
0 auxilio dos softwares GeoGebra e wxMaxima. Ademais trataremos de outra familia de
sequéncia dos nameros figurados, que divide em duas as possibilidades de configuracbes de
pontos em qualquer dimens&o nos NF, ou seja, quando necessario descrever numeros figurados,
precisamos saber se estes estdo em configuracdo normal ou centralizada, como veremos a

sequir.

3.4.2  Numeros poligonais centralizados
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Quando apresentamos numeros figurados seja de qual for o tipo, quantidade de lado, se
é regular ou ndo, sempre partimos de um ponto como sendo o primeiro vértice e completamos
com o gnémon como se a figura aumentasse sempre de um vértice arbitrario, poréem podemos
considerar o fato de que poderiamos fazer esse crescimento também de “dentro para fora” da
figura como se o primeiro ponto ndo fizesse parte dos vértices da segunda figura que
formariamos, tais configuracdes sdo chamadas de centralizadas, e para cada numero figurado
existente, existe também seu analogo centralizado pois seria apenas uma maneira de demonstrar
um tipo de crescimento diferente do que mostramos no inicio da se¢do dos numeros poligonais,
assim, seguiremos descrevendo da mesma forma que foi feito nas configuragdes comuns, agora
nas configuracdes centralizadas, comegando dos numeros triangulares centralizados, quadrados
centralizados e assim por diante.

Os numeros triangulares centralizados, sdo os tridngulos formados por um ponto central
e n camadas de tridngulos, cada camada com um nimero de pontos em seus lados, essa regra
vale para qualquer outro numero poligonal centralizado, visto que sdo figuras regulares, a seguir
a figura apresenta os numeros figurados triangulares centralizados

Figura 30 - os quatro primeiros nimeros triangulares centralizados

1 4 10 19

Fonte: elaboracgéo do autor

Bem como os nimeros poligonais comuns, esses hiumeros também possuem recorréncia

particular, uma férmula geral e uma fungdo geradora que, ndo necessariamente se relaciona

com o seu analogo de configuragdo comum, chamaremos esses numeros de SC3(1):1,

SC,(2)=4, SC,(3)=10, SC,(4)=19, para a recorréncia dessa sequéncia, temos que:
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sc,() =1
SC,(2)=4=1+3-1
SC,(3)=10=4+3-2
SC,(4)=19=10+3-3

SC;(n+1) =SC,(n)+3n

Esse fato decorre naturalmente pois cada nimero € formado pelo seu anterior mais uma
camada que forma um triangulo cujo os pontos sdo sempre acrescidos entre dois ja existentes,
ou seja, para formar a primeira camada, necessitaremos do numero de pontos do proprio
triangulo, ou seja, trés, partindo disto o proximo devera ter um ponto entre dois dos pontos
existentes na estrutura anterior, ou seja 6, 0 seguinte deveremos ter dois pontos entre o0s trés
pontos, isso quer dizer que teremos nove, e assim por diante.

Para encontrarmos uma possivel formula que nos apresente qualquer termo sem a
necessidade do anterior, temos:

SC,() =1

SC,(2)=4= 1+3( 1

‘ N
N

W o

N
N—

SC,(3)=10=1+3 (

S N\
w
~—

SC,(4)=19=1+3

sC,(n) =1+3-(@j

Para provarmos tal fato, recorreremos para o método da inducao finita, pois temos que

se SCl(l) =1 e para os trés primeiros termos vale a férmula apresentada, suponhamos que a

férmula seja valida para neN, mostraremos se € valido para n+1, com isto, usaremos a

recorréncia para solucionar este problema, entdo temos:



80

SC;(n+1) =SC,(n)+3n

=1+3-9g519j+3n

n(n—l)] 6n
2 2
n(n-1) + 2nj

=1+3-

=1+3-
2

_la, n((n—1)+2)]

2

:1+3_(n+1y(n—1+n]
2

Esses nimeros tem uma relacdo com os numeros triangulares de configuracdo normal,
pois partem da adicdo do nimero 1, sequidos dos multiplos de 3 ou seja:

SC,(nN)=1+3-1+3-2+3-3+---+3-(n-1)
=1+3-(1+2+3+---+(n-1))

Ou seja, em um determinado ponto, temos a soma de nimeros naturais que como Visto
nas secOes anteriores, geram 0s numeros triangulares, de configuragdes normais. Esse relacdo
entre 0s numeros triangulares e triangulares centralizados, pode ser observada na figura a

sequir:

Figura 31 - terceiro numero triangular centralizado
apresentado como soma de trés numeros
triangulares

Fonte: elaboragéo do autor
A figura apresentada, mostra que um certo SC,(n) ,nimero triangular centralizado é

uma adigdo de trés nameros triangulares da forma S,(n—1), adicionado a 1, com essa relagéo
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é possivel definir um ndmero triangular centralizado partido da formula dos numeros

triangulares de configuragdo normal.

Para a sequéncia em que os numeros formam quadrados centralizados temos de

determinar sua recorréncia e sua formula para termo geral, procuraremos fazer isso de modo a

buscar uma generalizacdo para que se determine o n-ésimo termo da sequéncia de nimeros m-

gonais centralizados, para isso temos a sequéncia formada pelos termos (1,5,13,25,...)

Figura 32 - os quatro primeiros nimeros quadrados centralizados

°®
1

® SV NG L 9 & L @ @
@ ®
L} [ ] ®
[ ] ®
@ o @ L 9 @ @ @ @
5 13 95

Fonte: elaboracdo do autor

Chamaremos de SC, (1) =1, SC,(2) =5, SC,(3) =13, SC,(4) =25, observe que:

sc,(1) =1
SC,(2)=5=1+4.1
SC,(3)=13=5+4-2

SC,(n+1)=SC,(n)+4n

Nota-se que esta recorréncia é encontrada usando 0s mesmos passos usados para oS

nameros triangulares centralizados e que essas duas sequéncias possuem algumas semelhancas,

0 que nos ajudara na generalizacdo posteriormente dessa classe de sequéncias, no entanto, para

esta, ainda precisamos da formula do termo geral, para tanto, observamos que:

804(1)=1,sc4(2)=5:1+4.1=1+4.(%j

304(3)=13:1+4-1+4-2=1+4-(1+2):1+4(%)

SC4(4):25:1+4-(1+2+3):1+4-(?j

SC,(n) :1+4.(1+2+3+---+(n—1)):1+4-[@j
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Ainda precisamos provar a veracidade desta formula, o que sabemos até 0 momento é
que ela é valida para 1,2,3 e4, para n>1 com neN. Para provarmos usando inducéo, temos,
pela recorréncia que:

SC,(n+1)=SC,(n)+4n

—1+4. ”(”2_1)j+4n
=1+4. Mj

2
=1+4. Mj

2
=1+4. M)

2
1.4, (n+1)(;—1+1)j

Com esses resultados, é possivel se pensar em uma maneira de generalizar tanto a
recorréncia quanto a formula geral para os nimeros poligonais centralizados,

Para encontrar a recorréncia para 0s nimeros poligonais centralizados, bem como sua
formula para o termo geral, poderemos partir de propriedades encontradas nos numeros
triangulares centralizados e nimeros quadrados centralizados, tais propriedades sdo:

Propriedade 1: um ndmero poligonal centralizado é formado por um ponto central
adicionado a camadas que formam poligonos regulares, cada camada possui 0s n mdultiplos
naturais do nimero de lado desse poligono.

Propriedade 2: o n-ésimo nimero poligonal centralizado m-gonal, pode ser apresentado

n-1
como um ponto adicionado a m-Zi :
i=1

Para a primeira propriedade, temos a recorréncia linear para 0os niumeros poligonais
centralizados, pois:
SC, (D=1
SC,,(2)=1+m=SC_ (1)+m
SC,(3)=1+m+2m=SC_(2)+2m
SC,(4)=1+m+2m+3m=SC_(3)+3m

SC,(n+1) =1+m+2m+3m+---+nm=SC_(n)+nm

Para a segunda propriedade, temos uma relacdo que pode nos fornecer a formula para o

termo geral, desde que seja provada por meio da inducéo, entdo temos que:
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SC,(n) =1+m+2m+3m+---+(n—-1)m
=1+m(1+2+3+---+(n-1))

Como temos que 1+2+3+---+(n—l) trata-se do (n—1)—ésimo nGmero triangular,

(n=Dn

entdo podemos considerar por hipétese de inducéo, que SC_(n)=1+ m[ j e para o

1-1)-1

valor de n=1 , temos SCm(l):1+m( jzl, essa afirmacdo é verdadeira pela

recorréncia e pelo fato de todo nimero figurado em que n=1& 1. Temos para n=2 que

SC,(2)=1+ m(%j =1+m, entdo a formula é valida para os valores apresentados, para

mostrar que também sera valida para n-+1, recorreremos a recorréncia sc_(n+1=Sc,(n)+nm,
entdo temos que:

SC,(n+1)=SC_(n)+nm

=1+m w]+nm

(n—l)n+2nj

2

~1+m —n(n_“Z)j

=1+m

2

(n-1+1)(n +1)j

=1+m

2

Solucionado o problema das recorréncias e férmula geral para os nimeros poligonais
centralizados, partiremos para a Ultima maneira de expressar tal sequéncia, ou seja, devemos
encontrar a funcdo geradora para essa familia de sequéncias. Para tanto, teremos de encontrar
uma recorréncia que esteja expressa toda em termos anteriores, logo em seguida analisar a
ordem da sequéncia descoberta e usar a forma candnica da fungdo geradora para definir a
sequéncia, temos a recorréncia para 0S nudmeros poligonais  centralizados
SC,,(n+1)=SC_(n)+n-m, com base nesta recorréncia podemos extrair que:

SC,(n+1)=SC_ (n)+nm [1]
SC,(n+2)=SC,(n+1)+(n+1)m [2]
SC,(n+3)=SC,_ (n+2)+(n+2)m [3]

Fazendo [2]-[1], temos:
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SC,,(n+2)-SC, (n+1)=SC, (n+1)+(n+1)m—(SC, (n)+nm)
SC.,(n+2)=2SC_(n+1)—-SC_ (n)+m [5]

Para [3]-[2], temos:

SC,(n+3)-SC,(n+2)=SC,(n+2)+(n+2)m—(SC,, (n+1)+nm)
SC,,(n+3)=2SC_ (n+2)-SC_,(n+1)+m [6]

Por fim, temos que [6]—[5]€é igual a:

SC,,(n+3)-SC,(n+2)=2SC_,(n+2)-SC_ (n+1)+ m—(ZSCm(n +1)—-SC,(n)+m)
SC,(n+3)=3SC,_(n+2)—-3SC,(n+1)+SC,(n)

Com isto, temos a recorréncia:
SC,,(n+3)-3SC,,(n+2)+3SC_(n+1)-SC_(n)=0
Esta é uma recorréncia de terceira ordem, ou seja, necessitaremos da funcao genérica

a, +a,X+a,x’
2 3
b, + b, X +b,X" + b,

=Cy +CX+CX° +C, x> +--- com SC (1)=c,=1, SC (2)=c,=1+m e

SC,,(3)=c, =1+m+2m, de um modo geral temos SC_(n+k)=c,,,,, como temos que, para
n>3,a =0, podemos escrever essa recorréncia como
a,,, =byC,., +bc,., +bec, +bec,, +(0-c,, +---+0-c,,), entdo g(x)=h, +hx+b,x*+bx°

n+2

pode ser escrita como g(x) =1-3x+3x*—x* ou g(x) :(1— x)g, e, para os valores de f(x),
temos as relagdes a, =b,c,=1.1=1, a =b,, +bc,=1-(1+m)-3-1=m-2 e, por fim temos
a, =byc, +bc, +b,c, =1:(1+3m)—3-(1+m)+3-1=1, assim podemos definir a funcéo do
numerador como f (X) =1+(m=2)x+x* =1+X(M-2+X)e assim, a funcio geradora para os

1+x(m—-2+x)

3 que, usando um recurso
(1-x)

nameros poligonais centralizados é: G(X) =

computacional temos:

Figura 33 - FG dos nameros poligonais centralizados

- (1+HxF(m=2+x))/(1-x)"3

(2115) rectform((1+x*(m-2+x))/(1-x)"3);
xlx+m-2)+1

(%%015)° 5
(7-x)
(2116) taylor((1+x*(m-2+x))/(1-x)"3, x, 0, 20);
(26016 T/ I +(m+Nx+(3m+1)x"+6m+ x> +(10m+DxF (15 m+1)x” (21 m+1)x%+
(28m+1x”+(36m+ xS (45 m+Nx®+(55m+1)x1% (66 m+ Dx?? +(78m+ 1)x17 (971 m+ 1)
s tosmr Dt (120mv Dx?2 (136 m+ DxlC 0 (153m+ Dx?7 (171 m+ Dx?S (190 m+ 1)

(o}
X d

H210m+1)x2%+ ...

Fonte: elaboracdo do autor
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Ou ainda, multiplicando todos os termos por x para que a série nos forneca os valores
sem o zero, temos:

x(1+x(m-2+x))
(1- x)

G[SC,(n).x]=

Usando novamente o recurso computaCIonaI, temos:

Figura 34 - FG dos numeros m-gonais centralizados

> (x*(1+x*(m-2+x)))/(1-x)"3
(%12) rectform((x*(Hx’ (m-2+x)))/(1-x)"3);
xlxlx+m-2)+1)
l\] -ij
(%13) taylor((x*(1+x*(m-2+x)))/(1-x)"3, x, 0, 20);
%031/ xHm+ 15>+ 3m+ 1) Hem+ 1) x?+10m+ 1) £ 15 m+11x0 420 m+1)x7 +

(%02)

28 m+1)x5+(36 m+ 127+ 45 m+ 1) O+ (55 m+ 1) +(66 m+1)x 2 +78 m+ 12 (91 m+1)

Bl10sme 1x P 1(120m v 16 (136 m+ 1)x 7+ (153 m 4 1)x P+ (170 m+ 162 +(190m + 1)
20
X

T
Fonte: autor

Ou seja:

x(1+x(m- 2+x))

-x)

34.3 Extensdo para os indices negativos dos nimeros poligonais

G[SC,(n).x]= u =X+ (1+m-S,(D)x® + 1+ m-S,(2)x° +---+ (1+m-S,(n-1))x"

Nesta secdo, abordaremos os numeros poligonais com a extensdo dos indices para o
conjunto dos nimeros inteiros, apresentar suas formulas de recorréncia, termo geral e funcéo
geradora, mas principalmente observar o comportamento das configuragdes destes nimeros em
relacdo a visualizacdo pelo software GeoGebra, assim deveremos mostrar como estes nimeros
estdo organizados para indices negativos e sua relagdo com os numeros de indices simétricos.

Para expandir os indices das sequéncias de nimeros poligonais para indices inteiros,

deveremos ter os valores definidos paran=0, assim temos, por defini¢do, que S, (0)=0 e

S, =1, e, buscando a férmula para o termo geral, que ¢é dada por
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S, (n)= n((m - 2)2n —m+4) deveremos escrever esta formula para S (—n), assim, temos que

_—n((m=2)(=n)-m+4)

Sn(=N) 5

, OU seja:

n((m-2)n+m-—4) e

Sm (_n) = 2

N

Com isto, temos em particular as formulas para indices inteiros negativos dos nimeros

triangulares dada por S,(—n) =@dos quadrados negativos dada por S,(-n)=n* e dos

nimeros pentagonais negativos sendo S, (—n) = _n(3r;+1)

, € assim por diante. A relacdo entre

as férmulas do termo geral dos nimeros poligonais para indices positivos e negativos é dada
por:

_n((m=2)n+2m-m-8+4)
2
~n((m-2)n—-m+4) N n(2m-38)
2 2
_n((m-2)n-m+4)
- 2
=S, (n)+n(m-4)

Sm (_n)

+n(m-4)

Este fato sugere que a construcdo de um numero poligonal de indice negativo é formado,
usando o nimero poligonal com indice simétrico, também mostra que a partir dos nimeros
pentagonais, a construcdo tende a ter mais pontos com indice negativo comparado ao nimero
que representa o indice simétrico, para os nimeros quadrados este nlmero permanece 0 mesmo

como ja foi apresentado, e no caso dos numeros triangulares, a relacdo é dada por
S;(—=n)=S,(n)—n, a construgdo a seguir apresenta 0s ndmeros triangulares com indices
simétricos para que se observe tal relagdo. Para facilitar a visualizagdo, as figuras desta secéo
que representam indices negativos aparecerdo sempre na parte inferior do eixo x indicado no
software GeoGebra, logo, a figura que representa os nimeros de indices positivos, estardo

sempre na parte superior, disto isto, observe a figura a seguir:
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Figura 35: Quinto namero triangular e seu simétrico

» Janela de Visualizagao
m=3

L

Fonte: elaboracdo do autor

A figura apresentada, mostra um numero triangular e seu analogo de indice negativo, é
possivel notar que falta uma linha de pontos para que o tridngulo seja completado, como estes
representam, da esquerda para a direita respectivamente S,(-5) e S,(5), podemos perceber que
no tridngulo que representa o indice negativo, faltam 5 pontos para completar o triangulo que
determina a area onde devem aparecer 0s pontos, tambem é claro que a figura e a formula do
termo geral, mostram que S, (-n)=S,(n-1) com S,(0)=0, dito isto, a sequéncia que
representa os nimeros triangulares negativos é dada por (0,1,3,6,10,...).

Para 0s numeros quadrados, temos a figura a seguir que representa sua configuracao

com indices opostos.
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Figura 36: sexto niumeros quadrado e seu analogo de indice oposto

» Janela de Visualizagdo
m=4 .
&
n=6
- .
4
2
14 -1z 10 2 a o 8 10
)
O 2
0]
0] -
-8

Fonte: elaboragéo do autor

Na figura acima, é possivel perceber que o numero de pontos € igual, porém a
configuracdo é deslocada do eixo na figura que representa o numero quadrado de indice
negativo, como estes possuem as mesmas configuragdes com indices simétricos, entdo vale a
mesma recorréncia, funcdo geradora e formula do termo geral.

Para generalizar a visualizacdo dos numeros poligonais de indices negativos,
apresentaremos em seguida 0s niUmeros pentagonais e hexagonais, com indices opostos, estas
figuras nos fornecem o comportamento que sera usado para todos 0s nimeros poligonais com
indices negativos.

Figura 37 - nimeros pentagonais de indices opostos

» Janela de Visualizagio

-20 -13 -18 -14 -12 -10

Fonte: elaboracdo do autor



Figura 38 - nUmeros hexagonais de indices opostos
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» Janela de Visualizagdo

LB

-26 -24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 -10

Fonte: do autor

Em cada figura das apresentadas, é possivel perceber que um numero poligonal de indice

negativo sugere a seguinte relacdo com o seu analogo de indice positivo:
S,(-n)=S,(n+1)-2n
Prova:

s (n+1)—2n—1= NFD(M=2)(n+Y)=m+4) —4n—2

2
_(n+D)(mn-2n+m-2-m+4)-4n-2
- 2
~(+D)(mn-2n+2)-4n-2
- 2
_mn*-2n*+2n+mn-2n+2-4n-2
- 2
_ mn*-2n*+mn-4n
- 2
_n(mn-2n+m-4)

- 2
_ n((m—2)2n+m—4) _S (-n)

A recorréncia dos numeros poligonais com indices negativos também podem ser

relacionadas com seus analogos de indices positivos, levando em consideracdo a recorréncia

dos numeros poligonais de indices positivos dada por S (n+1)=S_(n)+(m-2)n+1, com
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n>0 e S, (1)=1 porém, considerando que para os indices negativos temos que S_(0)=0,
temos S, (n)=S, (n-1)+(m-2)(n-1)+1 que pode ser escrito com indices negativos da
seguinte maneira:
S,,(-n)=S,(-n-1)+(m-2)(-n-1)+1
Sn(-n-1)=5,(-n)-(m-2)(-n-1)-1
S, (-n-1) =S, (-n)+(Mm-2)(n+1)-1
Desta maneira, temos em particular, as recorréncias S,(—n-1)=S,(-n)+n,
S,(-n-1)=S§,(—n)+2n+1, S,(—n—-1)=S.,(—n)+3n+2 e assim por diante, perceba que essa
recorréncia também pode ser escrita como:
S,(-n-1) =S _(-n)+(m-2)n+(m-3)
Por fim temos a funcdo geradora para os nimeros poligonais com indices negativos,

para calcular tais funcdes necessitaremos da relagéo S, (—n) =S, (n)+n(m-4), como ja temos

_ x{@+(m-3)x)

que a fungéo geradora dos numeros poligonais é dada por G[Sm (n),x] (1-x)°

€ no

segundo termo, temos (m —4)n, neste caso precisamos apenas da funcao geradora da sequéncia

dada pela forma geral S;(n) =n que sdo os gndmons dos niimeros triangulares, usando a fungéo

geradora genérica, encontramos a funcéo geradora definida por G [Sg(n),x] =

entdo, multiplicando por (m-4) temos a funcdo geradora do segundo termo dada por

m—4)x

G| S;(n)(m—-4),x]= ((1—x)2 ,

x <0, chamaremos a funcdo geradora dos nimeros poligonais

de indices negativos de G| S, (n),x | e esta é dada pela soma das fungdes G[ S, (n),x] e

G[ S3(n)(m-4),x ], assim temos:
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G[-S,(n).x]=G[S,(n),x]+G[S;(n)(m-4),x]
:x(1+(m—3)x)+(m 4)x
(L-%)’ (1-x)’
_ X(@+(m- 3)x)+(1-x)(m—4)x
L-x)’
X(L1+(m—3)x+(1-x)(m—-4))
L-x)°
X(1+mx—3x+m—4—mx+4x)
L-x)’
=x((m—3)+x)’|x|<o

(1-x)’

Em particular temos as fun¢Ges geradoras dos nimeros triangulares de indices negativos

dada por G[—Sa(n) |X|<0 e usando o recurso computacional que permite

2
X
X] =
1-x)
encontrar a funcéo geradora, podemos comprovar a veracidade desta funcéo, a figura a seguir

representa a funcdo geradora dos numeros triangulares negativos por meio do software
wxMaxima.

Figura 39 - FG dos numeros triangulares negativos

Arquisu Edilar  Célula Maxime  EqueyBes Algebra  Céleuu  Simplificar Grafico Numérico  Ajude

Dedex XD0@R O >0 @

(%12) taylor(x"2/(1-x)"3, x, 0, 25);

(502) /T/ x?+3 x3+6 x4 410 x°+15 x5421 x7+28 x®436 x7+45 x10455 x11 166
12178 x13491 x4 4105 %10 1120 x10 1136 x1 74153 k18 1171 %P 4190 x20 4210 k2L
4231 x%21253 x22 4276 x2* 1300 x*° +

-=> (x"2/(1-x)"3

(%515) rectform(%);
2

(%05) 3

(1 X]

Fonte: do autor
Para os nimeros quadrados negativos, a funcdo geradora é dada pela mesma férmula

dos nimeros quadrados de indices positivos, ja para 0s numeros pentagonais a funcéo geradora

é dada por G[ -S,(n),x | = ﬂ

x| <0 comprovada pela figura a seguir:
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Figura 40 - FG dos nimeros pentagonais negativos

Jirquive  Editar  Célula  Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda

X Sx 40060 > o @
[ > x*(24%) / (1-x) "3

.~

(%11) rectform(x*(2+x)/(1-x)"3);
x(x+2)

(%01) )3

(1-x
(%¥12) taylor(sol, x, 0, 25);
(902) /T/ 2 x47 x2+15 x°+426 x2+40 x° +57 x%+77 x+100 x®+126 x? +155 x10+
187 x11 4222 x121260 x13+301 x12+345 x1° 4392 x101442 x17 1405 x18 1551 x194
610 x294672 x21 4737 x221805 x23 1876 x21 4950 x2° 4+ . . .

Fonte: do autor
Por fim, usando o mesmo recurso computacional para obter os termos da funcédo

geradora dos nimeros m-gonais com indices negativos, temos:

Figura 41 - FG dos nimeros m-gonais de indices negativos

Arquivo  Editar  Célula  Maxima Equagbes Algebra Calculo  Simplificar Grafico  Mumérico  Ajuda [Fec)

[(E@d ax DB 6 > o | @
f ——>  x*((m=3)+x)/(1-x)"3

g

(%11) rectform(x* ((m-3)+x)/(1-x)"3);
x(x+m=3)

(301) 3

(1-x)

(312) taylor(%ol, x, 0, 25);

(%502) /T/ (m-3)x+3m-8)x2+H6m-15)x>+10 m-24) x* {15 m-35) x> (21 m-48) x%+
(28m-63)x’ +36m-80)x°+{45m-99)x? (55 m-120) x' 0 {66 m-143) x* 1 {78 m-168]
x2 491 m-195)x 134105 m-224) x4 +{120 m-255)x 2 136 m-288) x ® +{153 m-323)
<t #H171 m-360)x 8 {190 m-399) x17 +{210 m-440)x?° (231 m-483) x?1 +{253 m-528)
x?2 {276 m-575)x*>+(300 m-624) x*? +(325 m-675)x*" +. . .

Fonte: do autor
Assim, descrevemos as formulas de termo geral, recorréncia e funcdo geradora dos

numeros poligonais com indices negativos, bem como sua constru¢do por meio do software
GeoGebra, 0 que permitiu observar alguns padrGes que permitiram fazer uma relagdo entre
estes e seus analogos de indices positivos, € valido lembrar que o software ainda permite
observar propriedades deste nimeros que serdo discutidos posteriormente. Assim, encerramos
a discussédo sobre os nimeros figurados planos, na proxima secdo serdo abordados 0s numeros

cuja configuracdo formam figuras espaciais, mais precisamente, os poliedros.
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344 NUmeros estrela

Os numeros estrela tem sua forma geométrica composta por uma estrela de seis pontas,
é um numeros figurado centralizado e sua sequéncia € numericamente igual aos da sequéncia
dos numeros dodecagonais centralizados, isto porque, se retirarmos seis listas que formam
nameros triangulares de um numero dodecagonal o que resta sdo0 numeros hexagonais,
posteriormente, estas seis listas de pontos sdo colocadas no numero hexagonal restante,
juntando um dos lados do triangulo de pontos retirado, com um dos lados do hexagono de

pontos restantes, o resultado € um nimero que representa um poligono estrelado de seis pontas
observe a figura a seguir, de um nimero dodecagonal SClz(n) retirando-se seis numeros
triangulares S,(n):

Figura 42 - quarto nimero dodecagonal centralizado retirando-se
seis nimeros triangulares n=3

Fonte: autor
Assim sua recorréncia, termo geral e funcdo geradora sdo as mesmas do numero

figurado anteriormente citado. Este novo arranjo de pontos gera a figura a seguir.
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Figura 43 - os quatro primeiros nimeros estrela

Fonte: do autor

A figura acima apresenta os quatro primeiros nimeros estrela, e é a sequéncia A003154
no registro da OEIS, tal arranjo pode acontecer com qualquer outro nimeros poligonal
centralizado, do qual geraria a familia de nimeros m-gramais, citados por Deza e Deza (2012),
porém estes em particular trazem um diferencial, pois estes sdo compostos por dois numeros
triangulares cujos vértices de um tridngulo sdo escritos sobre os lados do outro de forma a

construir outros nimeros triangulares menores, da forma S,(n) na figura da n-ésima estrela.

Os ntimeros triangulares que formam esta estrela sdo da forma S,(3n—2) a intersecao destes

dois tridngulos formam o n-ésimo nimero hexagonal centralizado, isto quer dizer que a formula
para 0 n-ésimo numero estrela pode ser obtida através da soma do n-ésimo nimero hexagonal
centralizado com 6 cdpias do (n-1)-ésimo namero triangular, ou seja:

E(n) =SC,(n)+6S,(n-1)

Desta forma, temos que:
n(n—l)
E =(3n*-3n+1)+6| ——~
(n) (n n+ )+ [ > ]

=3n*-3n+1+3n°-3n
=6n°—6n+1
Que corresponde, fato ao numeros 12-gonais centralizados, conforme a formula
apresentada anteriormente.
Assim, encerramos a secao que trata dos nameros figurados planos, estes representados

aqui por numeros poligonais e numeros poligonais centralizados, bem como outra configuracédo
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para 0os numeros dodecagonais centralizados, trataremos na proxima secéo de alguns andlogos

tridimensionais dos nimeros desta se¢do, os numeros poliedrais.

35  Numeros poliedrais

Assim como o0s nimeros figurados podem ter sua representacdo geométrica em forma
de poligonos, estes também podem ser arranjados de modo a formar poliedros tais como 0s
prismas, piramides e poliedros de Platdo, bem como outros sélidos como os poliedros
estrelados. Nesta secéo trataremos destas familias de sequéncia, em particular das que formam
as pirdmides, que sdo chamados de nimeros piramidais, com as configuracdes comuns, 0S
arranjos de pontos que formam os solidos de Platdo, bem como os nimeros da stella octangula,
representacdo andloga aos numeros estrela em 3D, tais representacfes serdo mostradas das
quatro formas ja vistas, que sdo: recorréncia, forma geral, funcdo geradora e representacao

geométrica por meio do GeoGebra.

35.1 Numeros piramidais

Os nameros figurados que formam piramides, sdo a classe de nimeros figurados mais
conhecidos dentre as que formam poliedros, isso porque sdo formados por camadas de nimeros
poligonais desde o n-ésimo numero poligonal localizado na base da pirdmide até o ponto que
representa o primeiro nimero poligonal, localizado no topo da pirdmide, ou seja , onde se
encontra o Unico vértice que ndo esta na base, esses nUMeros estdo no passo seguinte para quem
define os numeros poligonais e compde umas das poucas familias de nameros figurados que
ndo sdo regulares, exceto pelos nimeros tetraédrico, estes pertencentes aqui a familia dos
nameros piramidais, a familia dos nameros platdnicos e a classe dos nimeros simplexos, que
serdo descritos posteriormente.

Assim como os numeros poligonais podem ser definidos como triangulares, quadrados,
pentagonais, dentre outros, os numeros piramidais também podem ser apresentados como
piramidais triangulares, piramidais quadrados e assim por diante, por se tratar da base do
poliedro que forma essa piramide.

Para darmos inicio, iremos descrever 0s numeros piramidais triangulares (nimeros

tetraedricos), que podem ser apresentados dada a sequéncia(l,4,10,20,...), e definimos por

Ss(1)=1, S3(2)=4, S;(3)=10, S¥(4)=20
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Figura 44 - Os quatro primeiros nimeros tetraédrais

Fonte: elaboragdo do autor
Para que consigamos encontrar uma recorréncia, deveremos perceber que:
S5 =1=5,1)
S:(2)=4=1+3=S(1) +5,(2)
S3(3)=10=4+6=S(2)+S,(3)

SI(n+1)=Si(n)+S,(n+1)
n+1)(n+2
S§(n+1):833(n)+—( )2( )

Que ¢ a recorréncia para essa sequéncia, 0 proximo passo, buscaremos o termo geral,
ou formula fechada que nos fornega uma condigdo para encontrarmos qualquer nimeros
tetraédrico sem a necessidade do seu anterior, nestas condi¢des que:

S3(1)=1=5,(1)
S3(2)=4=1+3=S,(1)+S,(2)
S3(3)=10=1+3+6=S,(1)+S,(2)+S,(3)

S3(M) = S,(1) +5,(2) +5,(3) +++-+ S3(n) = 35, i)

i=1
Assim, temos a algumas relacdes ja estudadas nas secdes anteriores, observamos que

n(n+1)

S2(N)=1+3+6+--+ , porém, cada nimero triangular pode ser representado usando a

formula fechada, ou seja S3(n)= La+D 2-@+) 3-G+D n(n2+1)

, separando 0s
2 2 2
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(12+22+32+---+n2)+(1+2+3+-~-+n)

guadrados segue que S:(n) = >

) podemos reescrever

como 28§’(n):(12+22+32+---+n2)+(1+2+3+---+n), como ja temos que

L., n(n+1)(2n+1 5. n(n+1
i _n(n+2n+1) eque Y i= (n+1) , entdo 253(n) = nn+1@n+Y) 00+ o) sinda
= 6 = 2 6
S(n) = n(n+11)§2n+1) +3n(1nz+1) , colocando o termo n(n+1) em evidéncia, temos
$3(n) = n(n+1)(2n+1+3) _ n(n+1)(2n+4) _ 2n(n+1)(n+2) ou seja:
12 12 12
n(n+1)(n+2

Para os numeros piramidais quadrados, temos a sua férmula do termo geral ja definida,

", n(n+1)(2n+1
pois ja sabemos que ) i’ _n(n+)(2n+1)

6 e que se empilharmos os n primeiros ndmeros
i=1

quadrados, teremos uma piramide de base quadrada como sugere a figura a seguir:

Figura 45- Os quatro primeiros numeros piramidais quadrados

4
o

Segundo a figura, 0s nimeros piramidais quadrados formam a sequéncia (1,5,14,30,...)

Fonte: do autor

e, chamaremos de S;(1)=1,S;(2)=5,5;(3) =15 e assim por diante.

Com base nas descricdes da forma geral para numeros piramidais triangulares e
quadrados, podemos sugerir uma férmula que nos forneca o termo geral para numeros

piramidais m-gonais, ou seja, S3(n)= n~(n+1)-((mg2)-n—m+5) que podera ser provada

através de inducdo matematica se observarmos que um ndmero piramidal, a partir do segundo,




98

pode ser descrito se adicionarmos ao seu anterior, 0 nimero poligonal referente a sua base,
observe esta afirmagdo com base na figura de um numero piramidal de base pentagonal.

Figura 46 - Quarto nimero piramidal
pentagonal

Fonte: elaboracdo do autor
Isto quer dizer que uma forma de encontrar a recorréncia dos nimeros piramidais, assim
como observado com 0s numeros piramidais triangulares, é a relagdo

S:(n+1)=S;(n)+S, (n+1) que podemos usar para provar a férmula do termo geral proposta,

assim temos:
n-(n+1)-((m-2)-n—-m+5) N (n+1).((Mm-2)-(n+1)—m+4)
6 2

S2(n+1)=S3(n)+S, (n+1) =
:(n—gl)-[nz(m—Z)+n-(5—m)]+%-3-[(m—2)(n+l)—m+4]

_ (”6+_1) .[nz(m_2)+n~(5—m)]+%[3(n+l)(m—2)—3~(4—m)]

:(n—gl)-[(nz+3n+3)(m—2)+n(5—m)+3(4—m)]
=_(”gl) [(n? +3n +2)(M—2) + (M —2) + n(5—m) +3(4—m)]

(n+1) I(n*+3n+2)(M-2)+(M-2)+(n+2)(5—m)—2-(5—m) +3-(4—m)]

_(n+1)

Jn+)(n+2)(m-2)+(n+2)(5-m)+m—-2-10+2m+12 —3m]

_ (n;rl) T+1)(n+2)(M-2) + (n+2)(5—m)] = (n+1)(n+2)-[(m6—2)(n+1)—m+5]

Desta forma, temos descritas as duas primeira formulas para 0os nimeros piramidais.
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Descrevemos em seguida a funcdo geradora desta familia de sequéncias, temos que 0s
nameros piramidais sdo formados pela soma dos n primeiros nimeros poligonais, assim,
manipularemos a funcéo geradora dos nimeros poligonais para que esta nos apresente a FG dos
numeros piramidais, observamos que:

G[Sm(n),xj=W=Sm(l)x+Sm(2)x2+~--+Sm(n)x”+-~-

x@+(m-3)x) 1

_(Sm(l)X+Sm(2)x2 +"-+Sm(n)xn)-(1+X+x2+-..x”-1)

(1-x)°* 1-x
1 -3 ? n
W:smmm(sm(msm(z»x oot (S (1) X+ 8, (2) -+ S, () X

e[s;(n),x}:WMd

Assim, descrevemos algumas formas de apresentar a sequéncia dos nimeros piramidais

m-gonais, conforme a tabela a seguir:

Tabela 3 - recorréncia e termo geral dos numeros piramidais

Sequéncia Recorréncia Forma geral
Piramidais n+1)(n+2 n(n+1)(n+2
triangulares S;(n+1)=S$; (n)+L2() %
(tetraedrais)

Piramidais g3 1)=S3 1) n(n+1)(2n+1
quadrados +(n+1)=8:(n)+(n+1) ( )6( )
Piramidais n+1(3(n+1)=1 n(n+1)(3n)
pentagonais S§(n+1):S§(n)+( I (2 )Y 6
Piramidais 3 1)=5S3 2(n+1) —(n+1 n(n+1)(4n-1)
Piramidals | 83(n+1)=Si(n)+2(n+1)" ~(n+1) X
S'eg;(;gz:z S3(n+1) =55 (n)+4(n+1)" —3(n+1) n(n+1)6(8n—5)
E:gggﬂzllz S3 (n+1)=S5 (n)+9(n+1)" -8(n+1) n(n+1)(;8n—15)

Fonte: elaboracdo do autor
A tabela acima, mostra alguns numeros piramidais, suas respectivas férmulas de termo
geral e suas recorréncias, a seguir, descreveremos a sequéncia tridimensional dos nimeros

cubicos, andlogos dos nimeros quadrados em trés dimensdes.
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3.5.2 NUmeros cubicos

Os numeros cubicos serdo tratados aqui ndo dentro de uma familia de sequéncias, mas
sim individualmente, pois assim como 0 cubo na geometria desperta grande interesse, este
também merece um lugar de destaque, primeiro porque este nimero pertence a duas principais
familias de sequénciasm, a dos nimeros primais e a dos nimeros platénicos, além disto, esta
sequéncia da origem a descricdo da classe dos hipercubos, mesmo sendo seu representante
bidimensional também descrito aqui, é a partir dos niumeros cubicos que se entende que outra
classe de nimeros pode surgir a partir dos nimeros quadrados, antes inclusos apenas na familia
dos numeros poligonais.

Para o nimero de pontos que podem ser organizados em cubo, temos a figura a seguir,
para que possamos observar as configuracGes através do software GeoGebra

Figura 47 - Os quatro primeiros nimeros cubicos

Fonte: do autor
Estes nGmeros formam a sequéncia (1,8,27,64,..), chamaremos de
C(1)=1,C(2)=8,C(3)=27 eassim por diante, de modo que C(n)=n’, esta sequéncia pode
ser observada a partir da recorréncia:
c()=r-=1
C(2)=2°=8="+3-1"+3-1+1=C(1)+3-1°+3-1+1
C(3)=33 =27=23+3.2? +3-2+l=(:(2)+3-22 +3-2+1

C(n+1)=n’+3-n’+3-n+1=C(n)+3-n*+3:n+1
Sua formula geral, dada por C(n)=n’, com C(1)=1 pode ser provada, através da

n . ~ .4 3 ~
recorréncia usando indugdo. Temos como hipdtese que C(n) =N" entdo:
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C(n+1)=n’+3n’+3n+1
C(n+1)=(n+1y
A funcdo geradora pode ser construida se encontrarmos uma recorréncia que seja
homogénea, assim temos que:
C(n)=n* (1)

(n+1)=n’+3n*+3n+1 (Il)
(n+2)
(n+3)=
(

n+4)=

O

O
+

(n+1) +3(n+1) +3(n+1)+1 (1)
(n+2) +3(n+2) +3(n+2)+1 (IV)
(n+3) 3(n +3) +3(n+3)+1 (V)

O
=]
+
w

C

Subtraindo as férmulas:
(I)—-(1)=C(n+1)-C(n)=3n*+3n+1 (VI)
(1) —(1)=C(n+2)-C(n+1)=3(n+1)" +3(n+1)+1 (Vi)
(IV)=(1) =C(n+3)-C(n+2)=3(n+2)° +3(n+2)+1 (VIII)
(V)—(IV)=C(n+4)-C(n+3)=3(n+3)"+3(n+3)+1 (IX)

Subtraindo as novas férmulas

(VI —(V1)=C(n+2)-C(n+1)—(C(n+1)-C(n))=3(n+1)’ +3(n+1)+1—(3n* +3n+1)
=C(n+2)-2C(n+1)+C(n)=3-(n*+2n+1+n+1-n*~n)=6n+6 (X)

(VI = (VII)=C(n+3)-C(n+2)~(C(n+2)-C(n+1))=3(n+2)" +3(n+2)+1
—(S(n +1)2 +3(n +1)+1)
=C(n+3)—2C(n+2)+C(n+1):3(n2+4n+4+n+2—n2—2n—1—n—l)
=6n+12 (XI)
(IX) = (V) :C(n+4)—C(n+3)—(C(n+3)—C(n+2)):3(n+3)2+3(n+3)+1
~(3(n+2)" +3(n+2)+1)
=C(n+4)-2C(n+3)+C(n+2)=6n+18 (XI)

Por fim, temos:



102

(XI)=2-(XI)+(X)=C(n+4)-2C(n+3)+C(n+2)-2(C(n+3)-2C(n+2)+C(n+1))
+C(n+2)-2C(n+1)+C(n)=0
C(n+4)—4C(n+3)+6C(n+2)-4C(n+1)+C(n)=0

Dada esta recorréncia, podemos encontrar a funcdo geradora através dos mesmos
procedimentos ja vistos. Para reduzirmos o0s processos, percebemos que esta recorréncia é de

f(x) a+tax+ax +ax
g(x) b, +bx+b,x*+b,x*+b,x*

quarta ordem, entdo sua fungdo geradora serd do tipo

também percebe-se pelos exemplos anteriores que os coeficientes da recorréncia sdo 0s mesmos
de g(x), logo g(x)=1-4x+6x*—4x>+x*=(1-x)* e pelos valores iniciais da sequéncia,
temos:

a,=b,c,=1-1=1

a, =b,c +bc,=1-8-4.1=4

a, =b,c, +bc +b,c,=27-32+6=1

a, =b,c; +bc, +b,c, +b,c, =64-108+48-4=0

Assim, f(x)=1+4x+ x’entfo a funcdo geradora dos niimeros cubicos é dada por:

G[C(n),x]:)((laf—);;xz),|x|<l

A figura a seguir mostra a representacdo desta funcao geradora através do SG.

Figura 48 - FG dos nimeros cubicos no SG

prquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

a3 81 G ) | Pl NN B2 R

b Janela de Algebra X | » Janela de Visualizacio
1+4x+4x*

fx) = x o

x2
&() = x +16. 5, +162
textol = “g(x) = x+ 1
Ge(x) = 512x° 4 3437
texto? = “Gi(x) = 512
texto3 = “f(x) = x 1+

z? =3 x4 z? ot =z x
g(z) = m+16'ﬁ+162'§+1536'ﬂ+15000'ﬁ+155520'ﬁ+17'28720'W+20643840'ﬂ

Fonte: autor
E assim, temos as formulas que geram a sequéncia de nimeros cubicos, dadas pela

recorréncia, termo geral e funcdo geradora, bem como a visualizagéo destes usando o SG. Esses
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ndmeros juntamente com os numeros tetraédricos, fazem parte de outra familia de sequéncias,

a dos numeros platénicos, que serdo vistas na proxima secao.

3.5.3 NUmeros octaédrais

Os numeros octaédrais, como o préprio nome sugere, sdo 0s nimeros da sequéncia

relacionada ao octaedro, estes formam a sequéncia (1,6,19,44,85,146,231,...), catalogada como

A005900 na Oeis. Precisamos apresentar os valores para 0s numeros octaedricos ou seja,

aqueles formados pela unido dos pontos (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(-1,0,0),(0,—1,0) e (0,0,-1)

como definido por Coxeter (1972), assim a figura a seguir apresenta um octaedro com seus

veértices escritos nos pontos dados acima

Figura 49 - octaedro formado como casco convexo de pontos no espacgo

Janela de Alge | * Janela de Visualizagdo 3D =

A=(1,0,0) Ej - - - - -

(T XX XXX ] Jhs
=]
I
3
A
[=]
2

Fonte: autor
Para determinar os primeiros numeros octaédricos e facilitar o entendimento por meio
da visualizacdo, recorreremos a figura a seguir com a sequéncia de pontos.

Figura 50 - os quatro primeiros numeros octaédricos
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®
L
° IS s e
P .... .‘:‘:.. W
L ....
¢ e
o)1 096 O(3)-19 ow-14 °

Fonte: elaboracdo do autor

Apresentaremos tais nimeros usando o simbolo 0(1)=1,0(2)=6,0(3)=19.... como

descrito na figura acima

De acordo com Deza e Deza (2012) Um nUmero octaédrico € um namero figurado
tridimensional que representa um octaedro, ou “duas piramides colocadas juntas, uma de cabeca
para baixo embaixo do outro” (Deza e Deza, 2012.p.123). Logo o n-ésimo nimero octaédrico

3 . o, o
0°(n) ou simplesmente O(n), representa a soma de dois numeros piramidais quadrados
consecutivos:
O(n) =S;(n - 1) + S;(n)
Para encontrar 0s nimeros octaédricos, precisamos primeiramente provar a existéncia

da féormula para os nimeros piramidais quadrados, ou seja:

Sz (2n+Dn(n+1)
és B 6

Para provar esta formula, consideraremos a diferenca entre dois termos consecutivos

dessa sequéncia, S? —(S —1)% = S?—S2+2S —1=2S —1, também consideramos que:

1 =1
22=1+3

32=1+3+5

n*=1+3+5+---+2n-1

Adicionando todos os termos teremos:
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S=1 S=1

> $2=1n+3-(n-D+5-(N-2)+..+2n-1= D $*=> (25 -1)(n-S +1)
S=1

>s? Z(ZSn 28?+35-n- 1):232 Z(zs[mgj 25%-n-1)

S=1 =1 S=1 S=1

:2(n+5]28—2282 —(n+1)21:>3232 =2(n+gji3—(n+1)i1

S=1

Como temos que » S =1+2+3+...+n= n(n+1) Zl_n entao:
Sf

3Zn:82 :2(n+gjzn:8—(n+1)zn:1:> 3Zn182 :(n+gj(n.(n+l))—n.(n+l)

3Zn:S2 = n-(n+1)-(n+g—1j:>:%ans2 :n-(n+1)-(n+3:>62n:82 =n-(n+1)-(2n+1)
n-(n+1)-(2n+1)

n -
2.8 = 5

S=1

Agora iremos encontrar a formula para o n-ésimo numeros octaédrico, entdo teremos

que adicionar dois numeros piramidais quadrados consecutivos, ou = seja:
o(n) = Sj(n -+ Sj(n) , entdo temos que:
(n-1-n-(2n-1) . n-(n+1)-(2n+1) n(2n’-3n+1+2n°+3n+1) n(4n’+2)
6 6 6 6
n(2n’ +1)
3

O(n) =
O(n) =

Como ndo necessitaremos provar esta formula, poderemos encontrar a recorréncia
apenas escrevendo
n+1)(2(n+1)°+1) (n+1)(2n*+4n+3) n(2n?+1)+n(4n+2)+2n? +4n+3
o(nen) T )_n(2n*+1)+n(4n+2)
3 3 3
O(n+1):O(n)+2n2+2n+l:O(n)+n2+(n+l)2

Que é a recorréncia dos numeros octaédrais, dado isto, iremos descrever em seguida a
funcdo geradora desta sequéncia, para isto, seguiremos de maneira diferente, vamos usar a
funcdo geradora da soma dos numeros quadrados consecutivos, ou seja, dos numeros piramidais
quadrados j& vistos anteriormente, e adicionarmos, do mesmo modo que fizemos para encontrar

o termo geral dos numeros octaédricos, desta forma, precisamos das funcbes geradoras

X[+ X
[S (n), } X agora, necessitaremos da formula para encontrar a funcéo geradora dos

(L-x*"
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nimeros piramidais quadrados S;(n-1) ou seja, a funcdo procurada deve ser da forma

G[ S{(n-1), x| =S (MX* +SJ()x*+S{ (X" +---+S;(n-1X", entdo basta que facamos

GSj’]n_l(x)zGSf(X)-x isto quer dizer que G[sj(n_l),sz— usando um recurso
X

computacional, comprovamos a afirmagéo.

Figura 51 - fungdo geradora dos numeros piramidais quadrados multiplicados por "x"

Arquive Editar Célula  Maxima Equagdes Algebra Célculo  Simplificar  Gréfico  Numérico  Ajuda

I@deox«Di &> o K2
i > xA2¥(1+x)/(1-x)"
(%11) rectform(x"2*(1+x)/(1-x)"4);
o xi(xt)
(%o01) RYE
(1 —x)

(%i2) taylor(x"2*(1+x)/(1-x)"4, x, 0, 10);
(%02)/T/ x?+5 x5+ 14x7+30x7 +55x6+ 01 x7 +140x5+204x7 +285 10 +..

Fonte: autor
Por fim, a funcdo dos niumeros octaédricos podem ser expressa com a soma das fungdes

GSf(X) e GSZ”H(X) pois cada coeficiente representa um nimero piramidal quadrado que sera

adicionado ao seu anterior, assim, chamaremos de GO(X) = GSf(X) -|-GSfyn_1(x) , surge que:

X(1+X) s X(L+x)  X@+X)A+X)  x(L+x)°
-0 -0 -0 @-x

nameros octaédricos. Esta sequéncia, juntamente com outras duas anteriores, nimeros cibicos

GO(x) = , que é a funcdo geradora dos

e numeros tetraédrais, podem ser classificada como nimeros platénicos, pois formam sélidos
de Platdo, porém precisaremos definir outras duas sequéncias, as dos numeros que se
relacionam com o dodecaedro e com o icosaedro, estes entdo, objeto de estudo do nosso

préximo topico.

3.5.4  Numeros platbnicos

As sequéncias em que 0s numeros representam poliedros de Platdo, conforme a figura
a seguir, sdo chamadas de sequéncia de nameros figurados platonicos que s@o 0s nimeros
tetraédrais, numeros cubicos, numeros octaédrais, numeros dodecaédrais e numeros

icosaédrais, nesta secdo, descreveremos uma forma de representar estes niUmeros de maneira
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geral através de uma forma fechada, recorréncia e funcdo geradora, sempre com énfase na
visualizagdo que nos permite estudar melhor a estrutura que compde as figuras, facilitando a
determinacéo de tais formulas.

Figura 52 - Os cinco solidos de Platdo

Fonte: do autor
A principio temos os numeros tetraédrais, cubicos e octaédrais ja descritos com

recorréncia forma geral, funcdo geradora e visualizacdo, agora deveremos apresentar uma
generalizacdo para estes nimeros que incluem os numeros dodecaédrais e icosaédrais, para isto,
Kim (2003) descreve um método para se obter as sequéncias dos nimeros platonicos.

Devemos considerar, por convencgdo que para qualquer nimero platénico P(n) temos
que P(0)=0 e P(1) =1 entdo podemos construir o proximo nimero a partir de alguns passos
descritos a seguir, assim temos para P(n):

1. P(n-1), pois o numero platénico anterior deve estar contido no préximo

2. para cada novo vertice criado, deveremos adicionar os nimeros 0-dimensionais, ou

seja a unidade gque corresponde a sequéncia (1,1,1,...)

3. para cada nova aresta criada devemos adicionar 0os numeros 1-dimensionais ou
lineares, que representam a sequéncia (0,1,2,3,...) com L(n)=n para n=0,1,2,... Isto quer
dizer que para o n-ésimo numero platénico, devemos adicionar n—2 numeros lineares em
cada nova aresta, pois dois pontos ja foram adicionados nos vértices.

4. para cada nova face criada, devemos adicionar o namero poligonal correspondente,
no exemplo do cubo temos as faces formadas por quadrados. Isto quer dizer que para um n-
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ésimo numero platdnico, devermos adicionar a quantidade de pontos internos ao n-ésimo
namero poligonal correspondente, uma vez que os pontos da camada mais externa ja foram
preenchidos com numeros lineares e unitarios, assim poderemos contar 0s pontos e formar o
préximo termos da sequéncia de um numero platénico qualquer, de acordo com Kim (2003).

Para que a construgdo desta formula de recorréncia seja exata, também temos que
acrescentar que a quantidade de arestas partindo de cada vértice de um poliedro de Platdo néo
é a mesma, bem como as faces dos poliedros, por isso teremos que definir alguns termos para
que possamos encontrar uma formula que comtemplem todos estes componentes, assim, se
temos que o crescimento de uma sequéncia de numeros platénicos, partem de um vértice,
chamaremos de: v' = Os vértice V do poliedro, excluindo-se o vértice de partida

A = Asarestas A do poliedro, excluindo-se as que partem do vértice de origem

F = Asfaces F do poliedro, excluindo-se as que possuem o vértice de origem

Entdo podemos definir uma recorréncia linear para um poliedros de Platdo definido

como P (n)dadas as informagdes acima, temos:

P.(n)=P.(n-1)+V, +A, -(n-2)+F, (S, (n)-m(n-1)),n>1P. (1)=1
Vale lembrar que F sé podera assumir os valores {4,6,8,12,20} pois representam o
namero de faces de um poliedro de Platdo e m apenas {3,4,5}, ja que as faces dos PP sdo

formadas apenas por triangulos (tetraedro, octaedro e icosaedro), quadrados (cubo) e pentagono
( dodecaedro).

Usando como exemplo os nimeros tetraédrais, temos a sua recorréncia com base nesse

método:
P,(n)=P,(n-1)+3+3:(n +1{ (n+1) —1)J
P,(n+1)=P,(n)+3+3-(n +1( (n+1)(n+2) 3(n)J
~ (n+1)(n+2)
=P,(n)+3n-3n+ 5
:P4(n)+(n+l)(n+2)
=P,(n)+S,(n+1)

Que, de fato, é a recorréncia apresentada anteriormente para 0s numeros tetraédrais.
Para determinarmos a forma geral usando as informagfes apresentadas até entdo, vamos

analisar que quando este poliedros cresce partindo de um veértice, 0S nUmeros que surgem a
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partir de cada elemento do poliedro agora formard uma sequéncia, ou seja, 0s numeros 1-

dimensionais que surgem em cada no conjunto de vértices, formam a soma dos n-ésimos

nameros da sequéncia 1-dimensional, isto é 1+1+1+---+1=n. Para as arestas que formam
N ——

n vezes

nameros lineares a cada nova aresta, temos o0 somatorio destes numeros, ou seja, ndmeros

triangulares, como os nimeros lineares presentes em cada aresta sdo da forma L(n—2), entdo

0S nudmeros triangulares que surgem sd&o da forma S;(n-2) ou seja

-2)(n-1
1+2+3+---(n—2):w ja as faces formam a soma dos pontos internos dos

poligonos de cada camada, como a soma destes poligonos formam um nimero piramidal com
a base sendo a face do poliedro, entdo essa soma corresponde ao nimero de pontos internos de

um ndmero piramidal, porém quando contamos estes nimeros internos de um poligono, o valor

ndo é contado para S, (1) ou seja, a soma dos nimeros de pontos internos aos piramidais devem
ser subtraidos dele, isto acontece porque S, (1):1 e a contagem dos seus pontos internos

seriam S (1)—m-(1—1):1, 0 que se tornaria um problema pois dentro de um nudmero

piramidal este seria um ponto externo e ndo interno, para que este problema seja solucionado,

deveremos subtrair esta unidade, assim temos que:

n(n-1)

S.(2)-m-1)+(S,(3)-m-2)+---+(S,(n)—m-(n-1))=(S> (n)-1)—m| —=

(5,(2)-m2)+(5,(8)m 2) (5, (1) m(0-10) (53 () -2) - "2
Com isto podemos construir a forma geral para qualquer numero platénico, dado por:
B-(n)=1+V - L(n-1)+ A, (n—-2)+F ((S3(n)-1)-m-(S,(n-1)))

S14V - (n-1)+ A ,((”‘2)(”—1)J

2

(e ) fen

Desenvolvendo esta formula para os numeros cubicos, temos:

P =1+7(n—1)+9LW]+3{n(n+1)(2n+1) - 4n(n_1)—1j

6 2

9n’® —27n +18+ 2n® +3n?+n-12n°> +12n—6
2 2
=7n-6+n’-7n+6=n°

=7n-6+
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As férmulas para as cinco sequéncias de nimero platonico, desenvolvendo-se esta
forma can6nica sdo dadas por:

Tabela 4 - Lista da forma geral para os nimeros platénicos

Sequéncia Forma geral
NUmeros tetraedrais , n(n+1)(n+2)
=T
NUmeros cubicos C(n) =n®
NUmeros octaedrais n(2n2 +1)
O(n)= —
NuUmeros dodecaedrais - -
D(n)- n(3n 1;(3n 2)
NUmeros icosaedrais n(5n2 —5n+2)
I(n)= 5

Fonte: elaboragdo do autor

Para as funcdes geradoras de cada sequéncia desta familia, desenvolveremos usando as
fungBes geradoras dos numeros figurados da familia dos cubos, ou seja, nimeros cubicos,
quadrados e lineares, isto porque as formas gerais podem ser decompostas de modo a surgir
estes nUmeros em sua estrutura, como ja temos as funcGes geradoras para nimeros tetraédrais,
cubicos e octaedrais, faremos esse procedimento apenas para 0os numeros dodecaedrais e
icosaedrais. Partiremos primeiramente do desenvolvimento da forma geral dos nimeros

dodecaedrais, para isto temos os dez primeiros numeros desta sequéncia dados por

(L 20,84,220,455,816,1330,2024, 2925, 4060) , A006566 no catalogo das sequencias inteiras e

_ _ 3 _ 2
D(n)= n(3n 1;(3n 2) _on 92n 2 e sua construcéo no SG na proxima figura:

Figura 53 - Os cinco primeiros nimeros dodecaedrais

Fonte: elaboracdo do autor
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nimeros quadrados dada por 6[84(n),x]= e dos numeros lineares, igual a

G[L(n),x] =ﬁ , assim podemos construir a FG destes numeros da seguinte maneira
1-x

OX(1+4x+X?
G[D(n).x]= 1 ( . ) _ (2 )3() A > | desenvolvendo estes célculos, temos
2 (1-x) (1-x)"  (1-x)

x(1+16x +10x2)
(1-x)’

desenvolvimento desta funcao no software GeoGebra, na figura a seguir, comprova este fato:

que é a funcdo geradora dos numeros dodecaedrais, 0

G[D(n).x]=

Figura 54 — Funcdo geradora dos numeros dodecaedrais pelo SG

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

R| A7 D OO &) N2 4,

=

v ‘}';v
0 x — 0 x +2.
\ 1-x)* (1—x)° 1-x)?)
10x2+16x+1
(x—1)"
h(x) = 4060 x'° 4 2925 x° 4 2024 x® 4+ 1330 x” + 816 x® + 455 x® 4+ 220 x* + 84 x® + 20 x*> +x

(l\ 1+4x+x2 14 x 5 x \

g(x) = x

Fonte: elaboracdo do autor

Para finalizarmos a apresentacdo das FG dos nameros platonicos, faremos 0 mesmo

procedimento para 0S numeros icosaedrais, Ccujo 0S primeiros numeros Sao

(1,12,48,124,255,456,742,1128,1629,2260) com 0 ndmero A006564 na Oeis, sua

representacdo pelo SG e dada pela figura a seguir:
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Figura 55 - Os cinco primeiros nimeros icosaedrais no SG

Y 1

Fonte: do autor

5n® —5n® +2n

Sua forma geral desenvolvida é dada por 1(n)= — substituindo pelas FG
5X(1+4x+ X 1
correspondentes, temos G| 1(n), x| 1 ( ; )— 2dl +);) b2 > | que resultaem
2 @0 @0 (X
x(1+ 8x+6x2) ) . i ) .
G[I (n),x]=— que é a FG dos numeros icosaedrais, tendo a comprovagao

(1-x)°
através do SG na figura a seguir:

Figura 56 - FG dos nimeros icosaedrais no SG

Arquivo Editar Exibir Op¢fes Ferramentas Janela Ajuda

K[| o2l 3 D OO L) N 2 )

v:‘ Vv_f.:l"
1 1+4 2 1
f(x)= 5« + x+4x By +x3+2‘ X i
2 (1 —x) (1—x) (1—x)
6x2+8x+1
g(x)=x—4
(x—1)

h(x) = 2260 x'® 4 1629 x° 4 1128 x5 4 742 x” 4 456 x°® 4 255 x® 4+ 124 x* + 48 x3 4 12x% 4 x

Fonte: do autor

Assim, descrevemos as principais representacdes dos numeros platénicos com o arrimo
do SG para o auxilio da visualizagdo e desenvolvimento da FG, das duas sequéncias que

completam a familia.
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355 Numeros da stella octangula

Os numeros da sequéncia que formam uma poliedro estrelado, formado pelo encaixe de
dois tetraedros que formam uma estrela de “oito bragos”, sdo chamados de numeros da estrela
octangular, ou nimeros da estrela de oito bragos séo a sequéncia em que 0s primeiros nUmeros

sdo (1,14,51,124,..) e chamaremos aqui de SO(1)=1,S0(2)=14,S0(3)=51,... , estes

numeros sdo apresentados por (Conway & Guy,1996) e discutidos por (Deza & Deza, 2012). A
representacdo por meio do SG apresenta os dois tetraedros encaixados conforme a figura que
segue:

Figura 57 - as quatro primeiras configuracdes da stella octangula

nso = 1

Fonte: elaboracdo do autor
Para nimeros maiores, é possivel ver com mais precisdo a formacao da stella octangula

e seus oito bragos, como mostra a proxima figura.
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Figura 58 - configuracdo do décimo numero da stella octangula

Fonte: elaboracdo do autor
Apresentaremos a forma geral, recorréncia e funcao geradora destes nimeros a titulo de

informacdo, o objetivo de apresentarmos tais nimeros é basicamente para mostrar a
visualizacdo pois pouco se mostra a visualiza¢do destes numeros na literatura, porém, usando-
se 0 SG é possivel construir estes nimeros a partir de um conjunto de nimeros tetraédricos, o
qual sugere algumas propriedades e relacbes entre nimeros figurados que serdo discutidos

posteriormente neste trabalho, assim usaremos esta secao apenas para apresentar as formulas:

sO(n)=n(2n*-1)

Termos geral: (conway & Guy, 1996, p. 51)

_ 2 _
Recorréncia: SO(n+1) = SO(n)+6n" + &n + 1, SO(1) =1 (Deza & Deza, 2012, p.

120)

i X(x* + 10x + 1)
Funcéo geradora: F[SO(n),x]= TR |X|<1 (Deza & Deza, 2012, p.
X —

120)

Ademais, encerraremos esta se¢do de numeros figurados tridimensionais a fim de
partirmos para as generalizacfes de trés classes de nimeros vistos por Deza & Deza (2012),
objeto da nossa préxima secao.

3.6 Numeros figurados k-dimensionais
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Nesta sesséo, apresentaremos uma generalizacdo das sequéncias de NF que representam
politopos regulares, que podem ser representados em uma dada dimensé&o k, esses politopos séo
descritos por Coxeter (1967) e sdo classificados como simplexos, hipercubos e
hiperoctaédricos. Os simplexos sdo a familia de politopos mais simples em cada dimensao, ou
seja, aqueles que podem ser construidos com o menor numero possivel de fecetas dentro da sua
dimensdo, o tridngulo é o representante dos simplexos em duas dimensdes, enquanto o tetraedro
é o representante em 3D.

Para a familia dos hipercubos, temos os politopos que sdo formados a partir de
segmentos paralelos dentro da sua dimenséo, o quadrado € o representante de um hipercubo em
2D enquanto o cubo é o representante 3D. para finalizar temos 0s hiperoctaédricos, que sdo 0s
politopos formados a partir do casco convexo a unido dos pontos que possuem uma de suas
coordenadas igual a 1 ou -1 e o restante igual a zero em uma dimensdo qualquer, o quadrado é

0 exemplar de um hiperoctaédrico em 2D enquanto o octaedro é o representante em 3D.

36.1 Numeros simplexos k-dimensionais

Iniciaremos a procura pelas formas de apresentacdo da sequéncia dos nimeros da classe
dos simplexos, pela funcdo geradora, uma vez que, para encontrarmos 0 n-ésimo numero
simplexo de uma dimensdo k, devemos somar 0s n primeiros termos dos seus analogos da
dimensdo k-1

Para buscarmos generalizar as funcdes geradoras dos nimeros hipertetraédricos ou

x . x 1
1-x° @L-%* @-x)'

simplexos, observamos que sendo a funcéo geradora dos

X
(L-x*"

nimeros tetraédricos, e , & funcédo geradora da sequéncia (1,1,1,1,....1) , vale informar

(1-x)
que essa sequéncia € considerada a zero-dimensional da familia dos simplexos pelo fato da
soma de seus termos gerarem 0s numeros lineares (naturais) que por sua vez, se somados
consecutivamente geram os triangulares e assim por diante, sendo assim, observaremos a
obtencéo da funcdo geradora dos nimeros pentatopes, segundo Deza e Deza (2012), que sdo 0s

simplexos 4D, conforme a figura a seguir:
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Figura 59 - quinto nimero pentatope

k=15
: ®
2
A 0
0 B E 1o 1z 14 1 18 Zo 2z 2

Fonte: autor

X

(1—x)° :[(33(1))X+(S§(2))X2+(S33(3))x3+---+(S§(n))xn](1+x+xz+X3+W+XH)

=(S3 ) x+(S; M) +85(2)) x* +(S3 (W) + 55 (2) + $(3)) X° +..-+(Zn;s§(i)Jx"

=(S; M) x+(S5(2)) X +(S85(3))x*++--+(S5 (M) x"

=Zn:(834(i))x”

Partindo dessa observagdo, e, com as formulas dos termos gerais de cada numeros
lineares, triangulares, tetraédricos e pentatopes, podemos definir uma formula para os nimeros

hipertetraédricos k-dimensionais para k e N, observe que os numeros lineares (sequéncia

. . . x n
(1,2,3,...,n)) ou seja, os simplexos da dimens&o 1, possuem o termo geral dado por S;=n= m

o0s triangulares sdo obtidos somando-se 0s termos sucessivos dos numeros lineares, ou seja
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1 : , . ,
1+2+3+---+n:5n(n+1), assim o termos geral dos numeros triangulares € dado por

. n(n+1)(n+2
S, = n(n2+1) = n(nle) . Para os nlimeros tetraédricos, temos S\f(n):%
Assim, podemos propor uma hipétese de que para um certokeN, temos
n(n+1)---(n+k-1
S¥(n) = (n+D---( ) e, para provarmos tal fato para n+1, temos que

k!
n(n+1)---(n+k—1)+ (n+)(n+2)---(n+1+k-2)

S{(N+1)=S{(N)+S (n+1) =

k! (k=1!
B n(n+1)---(n+k—1)+(n+1)(n+2)---(n+k—1)k!
- k! (k=1)k!
_n(n+1)---(n+k-1) N (n+Y(n+2)---(n+k -k (k -1)!
- k! (k —1)!k!
_ n(n+1)---(n+k-1) N (n+D)(n+2)---(n+k -1k
k! k!
_ n(n+1)---(n+k-1)(n+k)
k!
_ n(n +1)(n+2)l;-!-(n +1+k-1) —heN.n>0

Agora, temos que a funcdo geradora correspondente a cada dimensdo dos simplexos é

dada para para 0s numeros lineares, ou seja, para k =1, para 0s numeros triangulares

X
(L-x)°"

com k=2, é dada por para os tetraédricos e pentatopes, com k =3e k=4,

X
(L-x)°"

respectivamente temos ( X )4 e ( X )5 , entdo para um certo k,k e Ne k >0, temos a fungéo
1-x 1-5

X
——1, de fato podemos demonstrar isto usando o produto das

geradora G[S3k(n),X] = %

funcGes , assim temos que:

(=X (1-x)
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X __ X 1
(1-x)" (1-%) (1-x)
:Sgk‘l(l)XJr(ssk_l(l)+S§_1(2))X2+(S§‘l(l)+S§‘1(2)+S;‘1(3))x3+...

+(5§_1(1)+3§_1(2)+55'1(3)+---+S§‘1(n))x“ = SK D)X+ S (2)x2 + 8K @)X+

+8; (N=Dx"* + S5 (n)x",|x| <1
Para finalizarmos, veremos a recorréncia linear dentro de uma dada dimensao k para 0s nimeros

= (Ssk’l(l)x+ I ) GRS Sg'f’l(n)x“)(lJr X+ X +-~x”’1)

simplexos, vejamos que o0 termos até agora € uma recorréncia que surge de uma dimenséo para

n(n+1)---(n+k-2)

outra, ou seja S (N+1)=S;(n)+S;~(n+1) assim, ja que S;7(n+1)= (k—-1)! !

podemos entdo reescrever a recorréncia linear dos nimeros simplexos como:

‘ ok (n+1)---(n+k -1
S;(n+1)=S;(n)+ (k—l)!

A tabela a seguir apresenta alguns nimeros simplexos dentro das primeiras dimensées

Tabela 5 - os dez primeiros numeros simplexos das nove primeiras dimensdes

Sm\K | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 3 6 10 15 21 28 36 45 55
4 4 10 20 35 56 84 120 165 220
5 5 15 35 70 126 | 210 330 495 715
6 6 21 56 126 | 252 462 792 1287 2002
7 7 28 84 210 | 462 924 | 1716 | 3003 5005
8 8 36 120 | 330 | 792 | 1716 | 3432 | 6435 11440
9 9 45 165 | 495 | 1287 | 3003 | 6435 | 12870 | 24310
10 10 55 220 | 715 | 2002 | 5005 | 11440 | 24310 | 48620
11 11 66 286 | 1001 | 3003 | 8008 | 19448 | 43758 | 92378
12 12 78 364 | 1365 | 4368 | 12376 | 31824 | 75582 | 167960
13 13 91 455 | 1820 | 6188 | 18564 | 50388 | 125970 | 293930
14 14 105 | 560 | 2380 | 8568 | 27132 | 77520 | 203490 | 497420
15 15 120 | 680 | 3060 | 11628 | 38760 | 116280 | 319770 | 817190
16 16 136 | 816 | 3876 | 15504 | 54264 | 170544 | 490314 | 1307504
17 17 153 | 969 | 4845 | 20349 | 74613 | 245157 | 735471 | 2042975
18 18 171 | 1140 | 5985 | 26334 | 100947 | 346104 | 1081575 | 3124550
19 19 190 | 1330 | 7315 | 33649 | 134596 | 480700 | 1562275 | 4686825
20 20 210 | 1540 | 8855 | 42504 | 177100 | 657800 | 2220075 | 6906900

Fonte: autor

Assim, concluimos os resultados das funcdes geradoras, termo geral e recorréncia dos

nameros simplexos em dimensdes arbitrarias, usando as regularidades encontradas nas relagdes
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uni, bi, tri e tetradimensionais, e artificios algébricos que nos permitiram encontrar a

generalizagéo da classe.

3.6.2  Numeros hipercubicos k-dimensionais

Os numeros que formam a classe dos hipercubos, séo representados pela forma geral
C“(n) =n* , estes formam os niimeros lineares para a dimens&o 1, 0s nimeros quadrados na
dimensdo 2 e 0s nimeros cubicos para a dimensdo 3. Neste topico apresentaremos além da sua
forma geral ja apresentada, a sua recorréncia e funcdo geradora, iniciaremos com sua
recorréncia, uma vez que desenvolvendo 0 binémio

k k k k k-1 k k-2 k 0 x A .
(n+1) = 0 n + 1 n“* + ) nN“*+...+ ) n’ entdo a recorréncia de um numero da

k

]nk‘2+---+1 .
2

o : ; k k k k-1
familia dos hipercubos pode ser escrita como C*(n+1)=C (n)J{1 ] n +(

Para a funcdo geradora desta familia de sequéncias, necessitaremos de um triangulo
numerico em que os termos aparecem como coeficientes na FG dos nimeros hipercubos, trata-
se do triangulo euleriano, descrito por Petersen (2015) como sendo o conjunto de descidas d,
ou seja, a quantidade de vezes em que um numero dentro de um conjunto com c elementos €
maior que seu proximo, exemplo: na combinacdo 1342 existe uma descida pois 4>2 e na
combinacdo 4321 existem 3 descidas pois 4>3, 3>2 e 2>1, vejamos a seguinte tabela descrita
por Pertesen (2015) para o grupo de permutacdes que podem ser escritas com 0s nimeros 1,2,3

ed,ouseja, c=4

Tabela 6 - conjunto de permutages dividas por subidas

d=0 d=1 d=2 d=3
1234 1243 1432 4321

1324 2143

1342 2431

1423 3142

2134 3241

2314 3214

2341 3421

2413 4132

3124 4231

3412 4213

4123 4312

Fonte: autor
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Desta forma, o triangulo euleriano é construido por Peternsen (2015) conforme a figura
a seguir:

Figura 60 — triangulo euleriano

k\n| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1] 1

211 1

3|1 4 1

411 11 11 1

5| 1 26 66 26 1

6|1 57 302 302 Y 1

711 120 1191 2416 1191 120 1

8 1 247 4293 15619 15619 4293 247 1

91 502 14608 88234 156190 88234 14608 502 1
10| 1 1013 47840 455192 1310354 1310354 455192 47840 1013 1

Fonte: Petersen (2015)
Estes séo os coeficientes do numerador da funcao geradora dos nimeros hipercubicos e

k k
s&0 descritos como <n> com n<k <10. E por definigio <n> = ‘{WE E, :des(w)= n}‘em que

des(w) séo as descidas de um nlimero .

Para construir as fungdes geradoras dos numeros hipercubicos, partiremos da
recorréncia, assim observamos 0s numeros quadrados que possuem recorréncia
S,(n+1)=S,(n)+2n+1 para encontrar sua FG rescreveremos cada termo como uma fungéo

geradora da sequéncia que tem como forma geral o préprio termo, por exemplo, para a

recorréncia acima, temos a equago G[ S, (n+1),x |=G[S,(n),x]+2G[n,x]+G[Lx] sendo

G|S :
assim, ja temos que G [84 (n +1), x] = M e também ja temos as FG da sequéncia dos

ndmeros lineares entdo 2G[n,x]|= e, por fim, para a sequéncia de pontos, temos

(1-x)°

G[l,x]:ﬁ, logo podemos reescrever a FG dos numeros quadrados como

Mzg[&l(n e segue que:

2X
X ),X]+(1—X)Z+(1—X)
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o[ (n) 1) = 2 <

2
X+X3,|x|<1

(@-x)

Observe que na FG dos numeros quadrados os coeficientes da funcdo do numerador sao

G[S4(n),x}=

0s numeros do tridngulo euleriano para k = 2, entdo, usaremos este método com a finalidade
de descrever as funcGes geradoras dos numeros hipercubicos, encontrando nos numeradores 0s
termos do tridngulos euleriano através dos polindmios de Euler. Peternsen (2015), define os

k-1 k
polindmios de Euler como E, (X) = Z<n>x”
n=0

Para a FG dos numeros cubicos, podemos reescrever sua recorréncia, dada por

C(n+1)=C(n)+3n*+3n+1 como a soma de funcdes

3 3 3

-2t 0 (o) (e il o on e

que para um namero hipercubico k-dimensional, sua funcdo geradora pode ser escrita como:

G(Ck(n)'x):{(:jG(ck1(”)'X)+(;)G(Ckz(n),X)+---+(EjG(C°(n),x))ﬁ

No entanto, esta seria apenas uma recorréncia para as FG dos nameros hipercubicos k-
dimensionais, para a FG desses nimeros, seguiremos apresentando as definicdes de Peternsen
(2015) a partir de uma importante identidades sobre os polindbmios de Euler

E, (x)=(1-%)""Y (n+2)x"
n=0

Dessa identidade, extraimos justamente as FG dos numeros hipercibicos k-

E (x) _

Z-=>(n +1)kxn , ajustando os coeficientes, temos:

- n>0

dimensionais, pois:

G[ck(n),x]:% x| <1

k+1?
(1-x)"
Que é a FG dos numeros hipercubicos. Assim a visualizagdo dos numeros e suas

respectivas formulas podem ser vistas como.

Numeros lineares: recorréncia C'(n+1)=C"(n)+1, forma geral igual a C'(n)=n e

FG G [Cl (n), x} - X __a figura a seguir representa esses nimeros.

(1)
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Figura 61 - quatro primeiros nimeros hipercubicos para k=1

Fonte: autor
Para a segunda dimensdo temos 0s numeros quadrados com recorréncia

X(1+x)

[

C?(n+1)=C?(n)+2n+1, forma geral C*(n)=n* e FG igual a G| C*(n),x]=

nimeros cubicos temos recorréncia, termo geral e funcdo geradora respectivamente

2
C*(n+1)=C®(n)+3n*+3n+1, C*(n)=n’e G[ C*(n),x| :w.
(1-x)

Os numeros que representam a quarta dimensdo dos nimeros hipercubicos, chamaremos
de numeros tesseraticos, pois o tesserato € o andlogo quadridimensional do cubo, pode ser
escrito como uma projecdo de dois cubos ligados por seus vértices através de novas arestas,
essa ligacdo cria um novo cubo, de modo que essa figura seja composta por oito cubos, sendo
seis formados pela projecédo das faces, como mostra a figura a seguir:

Figura 62 - representacéo do hipercubo 4D

',C!D o) e x"h@é" N asc c@>

» Janela de Visualizagio 3D

Fonte: autor

Entdo, para a visualizacdo desses numeros no SG, projetaremos 0s numeros cubicos, de

modo que na janela 2D aparegam 0s nimeros cubicos de modo planificado, conforme a figura:
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Figura 63 - 0s quatro primeiros nimeros hipercubicos 4D

=

-+
PO
PRTS

i . 7 i .
E:E:E g e 004 T i
4 . SRS o .44

n=3 & n=4

Sua recorréncia, termo geral e FG séo, respectivamente:

+++
+
+++

Fonte: do autor

1+11X +11x% + x3)
(1-x)"

A seguir, uma tabela com os primeiros niumeros hipercubicos k-dimnsionais

C*(n+1)=C*(n)+4n’+6n*+4n+1C*(n)=n‘e G[C4(n),x]= X(

Tabela 7 - 0s quinze primeiros nimeros hipercubicos para as sete primeiras dimensdes

C(n)\K 1 2 3 7
1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 4 8 16 32 64 128
3 3 9 27 81 243 729 2187
4 4 16 64 256 1024 4096 16384
5 5 25 125 625 3125 15625 78125
6 6 36 216 1296 7776 46656 279936
7 7 49 343 2401 16807 | 117649 823543
8 8 64 512 4096 32768 | 262144 2097152
9 9 81 729 6561 59049 | 531441 4782969
10 10 100 1000 10000 | 100000 | 1000000 | 10000000
11 11 121 1331 14641 | 161051 | 1771561 | 19487171
12 12 144 1728 20736 | 248832 | 2985984 | 35831808
13 13 169 2197 28561 | 371293 | 4826809 | 62748517
14 14 196 2744 38416 | 537824 | 7529536 | 105413504
15 15 225 3375 50625 | 759375 | 11390625 | 170859375

Fonte: autor
Para outras dimensdes 0 SG néo traria boas visualizagdes, entretanto pode se seguir a

I6gica das figuras para se entender como acontece esse crescimento de modo visual.
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3.6.3  Numeros ortoplexos k-dimesionais

Neste secdo, discutiremos a recorréncia, formula para o termos geral e por fungédo
geradora, da classe de numeros figurados intitulado de nimeros de politopo cruzado, esses
nameros sao discutidos no livro de Deza e Deza (2012) bem como seu crescimento dimensional
porém para entender a estrutura que formam esse numero recorreremos a escritos como o de
Coxeter (1973) que trata do crescimento de politopos regulares bem como Conway e Burgiel
(2016) que trata do detalhamento de politopos regulares.

Na geometria, define-se como politopo cruzado, qualquer figura geométrica convexa e
regular, apresentada em uma dimenséo k, com seus Vértices delimitados no ponto t1 de cada
eiX0 No espago, ou seja, uma permutagdo dos valores (+1,0,0,0...0) do espago k- dimensional,
Coxeter (1973) define como uma das principais e fundamentais propriedades dos espacos para

se obter esse tipo de figura:

A possibilidade de desenharmos linhas mutuamente perpendiculares através de
quaisquer pontos O; k pontos equidistantes de O ao longo destas linhas séo
evidentemente os vértices de um simplex?. Produzindo as linhas além de O, obtemos
um quadro cartesiano de cruz. os pontos equidistantes de O em ambas as dire¢des séo

os vértices 2n de outra figura importante, o politopo cruzado. (Coxeter, 1973, p.
121).

Quando escrito na reta ou seja, na dimensao 1, essa linha forma o segmento, portanto o
politopo cruzado da primeira dimensdo é um segmento unitario, quando dispostos no plano,
ligam-se os pontos (+1,0) e (0,+1), obtemos um losango ou quadrado, essa figura representa
0 2-politopo cruzado ou politopo cruzado da segunda dimensdo. No espaco tridimensional a
ligagéo dos pontos (+1,0,0), (0,+1,0) € (0,0,+1) pelo casco convexo, formam um octaedro
regular ou uma bipirdmide quadrada, as figuras das dimensdes superiores sdo chamadas de
hiperoctaedro, vale mencionar que autores como Conway e Burgiel (2016) chamam esse tipo

de figura de k-ortoplexos, enquanto nos simbolos de Schléfli, eles aparecem como {3,3,3,..., 4}
, Coxeter batizou essa familia com o simbolo B, como trataremos do espagco multidimensional
como k-dimensional, usarmos para um politopo cruzado desta dimensao o simbolo £, .

Em relacdo as estruturas que compdem politopo, ou seja, vértices, arestas, faces e k-
faces, uma vez que todas essas estruturas podem ser classificadas como facetas, temos que 0s

vértices de um k-ortoplexo é sempre da forma 2k, pelo fato da figura formada sempre partir

L E a definicio de segmento de reta unitério , tridngulo ou tetraedro para uma dimens&o k, é a figura mais
simples que pode ser formada em uma dimensao arbitraria, o triangulo é o 2-simplex, ja o tetraedro é o 3-simplex.



125

para lados opostos no espaco em que esta sendo escrita, em relagdo as (k-1)-facetas, ou seja 0s
componentes dimensionais da dimensédo imediatamente inferior, sdo sempre os (k-1)-simplex,
ou seja, dado um politopo cruzado k-dimensional, suas (k-1)-facetas sdo simplexes (k-1)-
dimensionais, por exemplo o quadrado, em que suas facetas, no caso, suas arestas sao segmento
enquanto o octaedro que é uma figura tridimensional, tem suas facetas (faces) formadas por
triangulos (simplexos bidimensionais) .

Figura 64 - representacéo deo crescimento dimensional dos ortoplexos

[ Pa Bs

Fonte: Coxeter (1973, p.121)
Analisaremos a recorréncia desta familia de sequéncias observando o crescimento

proposto pela figura a seguir e em seguida pelo seu analogo em outra dimensao:

Figura 65 - representacdo do crescimento dos nimeros quadrados

Fonte: elaboracdo do autor
Estes nimeros representam respectivamente o quinto e sexto nimero quadrado, para

formar o préximo ndmero quadrado necessitaremos sempre adicionar duas linhas de pontos,
uma no centro da figura e a outra do lado em que ndo esta a linha que antes era o centro, esta

mesma configuracdo percebemos quando falamos dos nimero octaedrais, observe:
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Figura 66 - crescimeto de um ortoplexo 3D

Fonte: autor
Os numeros octaédricos também possuem a mesma formacéo, para o formar o préximo

namero octaédrico, precisamos adicionar dois nimeros quadrados da mesma forma que fizemos
com os quadrados, sempre no centro, usando 0 nimero que possui a mesma posicao do que se
quer formar e outro da forma n-1 que representa justamente o antigo nimero que se
posicionava no centro, neste exemplo, para formar o quinto nimero octaédrico, precisamos
adicionar ao quarto nimero octaédrico, o quarto e o quinto nimero quadrado. Ou seja sempre

adicionamos os dois numeros N e n—1 nimero da dimensao imediatamente inferior, ou seja,

se um namero ortoplexo classificado como o* (n) tem sua forma de recorréncia descrita como:
O*(n+1) =0"(n)+ 0" (n) +0**(n+1)

O termo geral para os numero ortoplexos k-dimensionais também analisaremos 0s
nameros estudados até aqui, ou sejas, nimeros lineares, quadrados e octaédricos. Para isto,
usaremos uma classe ja definida, a dos nimeros simplexos, isto é, como formar ndmeros
ortoplexos usando apenas numeros simplexos da mesma dimensao. Observando 0s ndmeros
pelo seu termos geral, percebemos uma relagéo entre 0s nimeros quadrados e triangulares, um
numero quadrado é formado pela soma de dois triangulares consecutivos, podemos formular
isto como
n(n+1) +(n—1)n _2n’

2 2 2

numeros octaédricos podemos apresentar a figura a seguir e mostrar uma relacdo com o0s

S,(n) =S;(n)+S,(n-1) de fato, temos S,(n) = =n® para 0s

nameros tetraédricos:
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Figura 67 - relacdo dos numeros octaedrias
e tetraédricos

Fonte: elaboragdo do autor
Percebemos na figura uma possivel relacdo
O(n)=S?(n)+2S;(n-1)+S;(n-2),n>2 de fato, temos que:

n(n+1)(n+2) 2(n-1)n(n+1) . (n=2)(n-1)n

O(n)= 5 + 5
B n(n2+3n+2+2n2—2+n2—3n+2)
- 6
B n(4n2 +2) B n(2n2 +1)
6 3

Sobre 0s numeros ortoplexos quadridimensionais também chamados de ndmeros
hiperoctaédricos podemos descrever sua forma geral usando nimeros de pentatope, ou seja,

numeros simplexos quadridimensionais, a figura a seguir, apresenta esta relacéo:
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Figura 68 - representacdo de um ndmero ortoplexo 4D e sua relacdo com os numeros de
pentatope

k=8
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Janela de Visualizagéo 3D

Fonte: autor
Observando os extremos deste numero hiperoctaédrico, percebemos a formacgdo de

pilhas de nimeros tetraédricos formando assim numeros de pentatope, estas pilhas sdo quatro

de cada lado, totalizando oito pilhas no total, estdo distribuidas da seguinte maneira:
0*(6) =S, (6) +3S; (5) +3S; (4) +S, (3) , sugerindo entdo a formula geral:
0*(n) =S, (n)+3S;(n-1)+3S; (n—2) +S;(n—3)
Sabemos que tal formula devera ser provada, por isso apresentaremos a forma geral para
0s numeros ortoplexos k-dimensionais, com base nas formulas apresentadas até 0 momento, um

numero ortoplexo pode ser apresentado da seguinte maneira:

Assim podemos propor uma férmula que possa representar 0s nimeros ortoplexos a

i , i ) i ) K k=1\(n+i
partir dos numeros simplexos da seguinte maneira: O (”)=Z i " com k>1 ,
i=0

n>0e O*() =1, para fazermos a prova por inducdo usaremos a recorréncia dos ortoplexos e

a forma geral e recorréncia dos numeros simplexos, ja provados assim, pela recorréncia dos
K1k =1)n+i) ¥2(k—=2\(n+i) ¥2(k-2\(n+1+i

ortoplexos temos; O*(n+1)=>"| +> +> | dos
i=0 I k i=0 I k _1 i=0 I k _l

dois ultimos termos podemos desenvolver esses somatorios para observar uma propriedade dos

ndmeros binomiais, assim temos:
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k-2
i=0

RS A 2 gk k-2 Sk 41
( i J[k—ljJr;( [ ]( k-1 j_[ 0 j 3 (n)+[ . J N4+

k-2 k-2
+[k_2j8§1(n+k—2)+( 0 jsgl(n +1)

k-2 k-2
7{ . jsg-l(n+2)+‘--+(k 2jS3"‘1(n+1+k—2)

_ gk k-2 k-2 k(041
s [(“52)o (57 Jren ]
(2o
+ + S; (n+k-2)
k-2 k-1
(k_zj k-1
+ S; (n+1+k-2)

k-2

Ou seja,
K2(k=2\(n+i) 2(k=2)n+1+i) 2(k-1\(n+1+i) (k-1
+ = = SE(n+1
U 152 g el - el > s
Adicionando ao primeiro termo da recorréncia ja modificado, temos:

(k-1
Ok(n+1)=2( i j(sg(n)+8§‘1(n+1)) como ja vimos, nos nimeros simplexos
i=0

k-1 —
Si(n)+S (n+1) =S¥ (n+1) ou seja O*(n+1) = Z[k i 1jS\,'f(n +1) ou ainda:

i=0

. 2k =1)(n+1+i
0 (n+1):§[ i j( k j
Para finalizar, descreveremos a funcdo geradora dos nimeros ortoplexos para a quarta
dimensao, os nimeros hiperoctaédricos, que sao formados a partir do empilhamento de nimeros
octaédricos da mesma maneira que 0s numeros octaédricos utilizam empilhamento de nimeros

quadrados, a representacdo por meio de figura sé pode ser representada utilizando uma

disposigéo tridimensional de empilhamentos de numeros octaedricos.
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Figura 69 - quinto numero hiperoctaédrico 4-dimensional
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Fonte: elaboracdo do autor

A figura apresenta uma representacdo em que é possivel ver um empilhamento de
nimeros octaédricos consecutivos, no caso a base é central e representa 0 quinto nimero
octaédrico, a partir disso, 0s numeros octaedricos anteriores sdo colocados em ambos os lados
da figura, gerando uma bipirdmide com Vvértices na quarta dimensdo ortogonal as outras trés,
do mesmo modo que acontece com nimeros octaédricos e quadrados.

Os primeiros nimeros hiperoctaédricos 4-dimensionai, sdo: (1, 8, 33, 96, 225, 456, 833,
1408, 2241, 3400, 4961, 7008, 9633,...) sequéncia com o codigo A014820 na Oeis.

Para encontrar a fun¢do geradora dos nimeros hiperoctaédricos, seguiremos 0s mesmos
procedimentos usados para obter a funcdo geradora dos nimeros octaédricos, que consiste em
trés passos:

1- obter a funcdo geradora do somatdrio dos numeros octaédricos, chamaremos esta
sequéncia de Q*

2- encontrar a fungdo geradora do somatdrio dos numeros octaédricos cujo coeficiente
represente um nimero que esteja a uma posicao a menos que o expoente de x

3- adicionar as duas func¢des encontradas

Para o primeiro passo temos que:
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G[0%(n),x]-G[ L(n),x]
_ X+ x)? 1
(1-x)" (1-x)

:(x+6x2+19x3+---+O(n)x”)-(1+x+x2+---+x”’l)

=X+ 1+6)X* +(L+6+19)X* +---+ (1+6+19+---+0O(n)")x"

CX(+x)° ‘n) x
—W—G[Q (n).x]

Para o segundo passo temos:

G[Q“(n_l)’XJ:G[Q“(n),x]-x: )E(ll:rxx))s2 e le(l_t())(zz

Por fim, somaremos as duas func¢ées encontradas:
G[0*(n),x|=G[Q*(n),x]+G[Q*(n-1),x]
_ X+ x)> X*(1+x)°
(L-x)  (1-x)
_ X(@+x) @+ x)°
(1-x)
_x(1+ x)3
(-x)°

Para confirmar temos a figura a seguir:

Figura 70 - funcdo geradora dos numeros hiperoctaédricos 4-dimensionais, por meio do
software maxima

Arquivo Editar  Célula Maxima Equagbes Algebra Calculo  Simplificar Grafico Numérico  Ajuda

B exI{D0| @ e >o | @
[ > xE(1Hx)3/(1-x)"5
(%11) rectform(x*(1+x)"3/(1-x)"5);
( 3
x+1I
(%ol) > 5)
l\]—x)

(%12) taylor(x*(1+x)"3/(1-x)"5, x, 0, 20);
(%02)/T/ x+8x°+33 x>+ 96 x 7+ 225 x> + 456 x0 + 833 x” + 1408 x5+ 2241 x° + 3400517+ 4961

7008512 1 9633x 13412036 x 1%+ 17025 x 10 + 22016 x16 + 28033 x17 + 35208 x 18+ 43681 x1°
+53600x70 +...

Fonte: elaboracdo dos autores

Para a generalizacdo dos ortoplexos temos a figura a seguir que apresenta um quadro

com o crescimento dimensional do terceiro nimeros ortoplexo de algumas dimensdes como
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uma soma de empilhamentos de ortoplexos da dimensdo imediatamente inferior, formando
bipiramides

Figura 71 - representacdo do crescimento dimensional dos ortoplexos

k=f k:2 kzg
® Q)
® L) L)1 « e oo
L2)=2
O 9- o)
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Fonte: autor
De uma maneira geral, percebemos um padrdo a respeito das funcBes geradoras dos

nameros hipertetraédricos com base na dimenséo k em que se encontram. Para k =1 temos a

0
funcdo definida por a X )2 = x((11+>;2 =X+2x"+---+nx",|x| <1 , para k=2 temos 0s
—X —X

. , x(1+x)'
numeros quadrados cuja funcio geradora é dada por u = X+4X+- --+(02(n)) X", |x| <1

1%

. Para 0s nimeros octaédricos, ou seja, os ortoplexos tridimensionais, temos a funcdo geradora

x(1+ x)2
=

definida como = X +6x2 +...+(o3(n))x",|x| <1 e, por fim, temos definida também

a funcdo geradora para 0s ndmeros hiperoctaédricos, 4-dimensionais, dada por

3
% = Xx+8x" +---+(0*(n)) X", |x| <1. Tal fato sugere como uma hipotese de indugso que
—X

x(1+ x)kf1

——» como temos essa formula

para uma certa dimensao k a funcdo geradora é dada por

valida para k =1, vamos verificar se € valida para uma dimensdo k +1, ou seja, seguiremos

0s trés passos citados anteriormente partindo de uma dimenséo k.
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Para o primeiro passo, buscaremos a funcdo geradora do somatério dos numeros

. .. . 1 k1 L
ortoplexos k-dimensionais, ou seja, se G[Ok(n),x] =% , entao a funcao somatério €
k-1
dada  por G[Qk“(n), x] = % em seguida tomaremos a  funcdo
G[Qk”(n) x] Xx=G [Q“(n -1 x] = X por fim, temos que:
1 1 (1_ X)k+2 ) i) .

G[0**(n),x|=G[Q"*(n),x |+ G| Q“*(n-1),x |
_ X+ x)** . X2 (1+x)**
(1_ X)k+2 (1_ X)k+2
XX+ x)
(1—x)?
B X(l+ X)k—l+1
(1—x)**

Assim, temos a funcdo geradora dos numeros ortoplexos, também conhecidos como

numeros de politopos cruzado ou ndmeros hiperoctaédricos k-dimensionais, dada por:

G[ 0" (n), ] =X(§1_+—)3): = 0" (©)x+0"(2)x* +O*(3)X* +---+ 0" ()x", x| <1

3.7 Relacdo entre nimeros figurados com o uso do software GeoGebra

Nesta secdo, apresentaremos a construcdo de alguns numeros figurados a partir da
construcdo de nimeros triangulares, e seus analogo 3D, 0s numeros tetraédricos. O que propde
uma relacdo aritmética entre os nimeros apresentados e nimeros triangulares, base de todas as
construcgdes que serdo mostardas nesta etapa

Para iniciarmos, apresentaremos 0s numeros triangulares com o uso do software
GeoGebra, com sua relacdo de recorréncia e termo geral, a figura a seguir representa a sequéncia

mencionada ja construida no GeoGebra
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Figura 72- Quinto nimero triangular
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Fonte: elaboracéo do autor

A recorréncia dessa sequéncia pode ser vista na figura que representa o quinto nimero
triangular, da imagem percebemos que para formarmos o préximo ndmero triangular,

precisamos adicionar o nimero triangular anterior a um numero natural que representa a ordem
do préximo niimero, ou seja S,(n+1)=S;(n)+(n+1),S;(1)=1

Esta formula, que ja fora apresentada nas se¢Bes anteriores, pode ser vista agora de

acordo com a visualizagdo, bem como a forma de termo geral, que remete a soma dos nUmeros

n(n+1)

naturais sucessivos e resulta em 83(n) = , férmula esta, também ja apresentada nas

secOes anteriores.

Para que a construgdo seja possivel, é necessario usar comandos como “sequéncia” a
partir de um ponto criado, por este ponto, cria-se uma sequéncia de outros pontos, que
percorrem a aresta do poligono desejado, por fim, sobre esta lista de pontos que formam a aresta
do poligono, criamos uma parte de lista formando um triangulo e preenchedo assim a face do
poligono desejado.

Este procedimento resulta em um tridngulo de pontos, que formam o0s numeros
triangulares, para criarmos outro poligono, usando os numeros triangulares, sera preciso
preencher este poligono com tridngulos e assim perceberemos as rela¢fes que este novo nimero
figurado tem com os numeros triangulares. Desta forma, apresentaremos, na sequéncia, 0s
numeros quadrados e pentagonais, suas respectivas formulas de termo geral e a forma para a

construcdo de outros numeros usando a sequéncia de nimeros triangulares.
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3.7.1  Construgdo de nameros figurados planos a partir de nimeros triangulares

Os nameros quadrados formam a sequéncia (1,4,9,16,...) e tem sua forma geral descrita

por, Deza & Deza (2012) como S, (n)=n’

Proposicdo 1: todo numero quadrado é a soma de dois numeros triangulares
consecutivos.

Prova:
S,(n)=n’
2 2 2 2 2
:22 _n +n2+n—n _n —n;n +n:n(n+1);(n_1)n,:83(n)+83(n—1)

Esta proposigdo j& havia sido demonstrada neste trabalho, porém com o recurso da
visualizacdo pelo SG fica perceptivel esta relacdo, conforme a figura a seguir:

Figura 73 - Nono nimero quadrado como soma de dois nimeros triangulares

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda
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® 12-{9,1).19.2), 8

= ()
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1
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14={0,1,4,9,16 L]

® poli=64
® fx-y=-10

Entra

» Janela de Visualizagio 3D

o 2 4 8 8 10 12

Fonte: elaboracdo do autor

Percebemos dois triangulos retangulos, que sdo numeros triangulares e uma semirreta
indicando que a propriedade pode ser percebida pela figura em quest&o.
Os numeros pentagonais, sdo 0s numeros que formam a sequéncia (1,5,12,22,...) , assim,

definimos como S;(1)=1,5;(2),=5,S,(3) =12,S,(4)=22, de modo que s, (n)= 3n22_ n

Proposicéo 2: 0 n-ésimo numero pentagonal é formado pela soma de trés (n-1)-ésimos
nameros triangulares mais n.

Prova:



3~S3(n—1)+n=3-(wj+n=n-(

3(n-1)+2
2
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j_n[Sn—lj_ 3n’—n
2 2

Para a construcdo de numeros pentagonais, deveremos criar trés listas de numeros

triangulares, acrescidos de uma lista de n pontos, para isso deveremos transladar vetores pelas

listas de tridngulos, observe que na seguinte figura a seguir, € feita a construcdo de um

pentagono e entre seus pontos sdo formados vetores por onde as listas de pontos serdo

transladadas.

Figura 74 - esquema do poligono de construcdo dos nimeros pentagonais
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Fonte: elaboracdo do autor

Na figura, temos um pentagono de lado 1u (uma unidade de medida), e por esses lados

construimos vetores por onde serdo transladadas as listas de pontos ou tridngulos, usando os

mesmos comandos usados para construir numeros triangulares. A proxima figura apresentara

uma lista de triangulos pelos vetores u e v a figura gerada forma o primeiro tridngulo dentro de

um pentagono
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Figura 75 - construcdo de uma lista de pontos sobre o poligono base para 0s numeros

pentagonais
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Fonte: elaboracdo do autor

Seguindo 0 mesmo procedimento para a outras listas podemos perceber que elas

formardo, de fato, o pentdgono e a sequéncia de nimeros pentagonais.

Figura 76 - Quinto nimero pentagonal
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Fonte: elaboracdo dos autores
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A figura apresenta a proposi¢do 2, com 0s nimeros triangulares e a linha com n pontos,
diferenciadas por cores, as linhas que cobrem cada lista de pontos, define a sucessao de nimeros
pentagonais conforme a sequéncia apresentada anteriormente. Contudo, esta propriedade néo

apresenta somente nameros triangulares, pois traz uma linha de n pontos, porém devemos

observar que S,(n)=S,(n-1)+n,n>1S,(1)=1 por isso a relagdo entre nlimeros pentagonais
e triangulares ainda pode ser reescrita como S;(n)=S,(n)+2S,(n-1),n>1

Desta forma, poderemos construir também ndmeros hexagonais, heptagonais e assim
por diante, bastando assim, definir vetores por onde as lista irdo transladar, para apresentar a
relacdo entre os nUmeros hexagonais e triangulares, segue a figura:

Figura 77 - relacdo dos numeros hexagonais e triangulares

Fonte: autor
Esta configuracio de nudmeros hexagonais e triangulares é dada por
Sg(n)=S;(n)+3S;(n-1),n>1,S,(1)=1,S;(1) =1 que resulta de fato na férmula dos niimeros

hexagonais, com isso, podemos construir a formula dos nimeros m-gonais a partir dos nimeros

triangulares, perceba que:

S4(n) =S, (n)+08,(n-1),n>15,(1)

S,(n)=S;(n)+1S,(n-1),n>1,S,(1)=1S,(1) =1

So(n) =S, (n)+28,(n-1),n>1,8,(1)=1,5,(1) =1
S5(n)=5,(n)+3S,(n—1),n>15,(1) =15, (1) =1

Ou seja, 0s nUmeros m-gonais podem ser escritos como:
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S,(n)=8,(n)+(m-3)S,(n-1),n>1,S,(1)=1,S,(1)=1

De fato, seguir que:

_ n(n2+1) +(m-3)

=g(n+1+mn—m—3n+3)

n
=—mn-2n-m+4

_n((m=2)n—m+4)

B 2

Para nameros figurados planos de configuracfes diferentes dos numeros poligonais,

devemos entender a estrutura da figura formada pela sequéncia dada, por exemplo, 0s nUmeros

poligonais centralizados sdo formados por um ponto central e camadas de pontos ao redor deste,

formando poligonos, os nimeros que formam essas sequéncias sdo chamados de: numeros

triangulares centralizados, quadrados centralizados e assim por diante, a figura a seguir

apresenta alguns numeros poligonais centralizados.

Figura 78 - Exemplo de numeros poligonais centralizados
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nimeros
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Fonte: elaboracgéo dos autores

Esses nimeros também trazem algumas propriedades com os relacionam com nimeros

triangulares, por isso também é possivel construir estas sequéncias com o arrimo do software

GeoGebra, para isso, apresentaremos 0s nameros triangulares, e sua formula de termo geral.

Definiremos a sequéncia dos numeros triangulares centralizados,

(1,4,10,19,...) como SC,;(1)=1,5C,(2)=4,5SC,(3)=10....

dada por
e, percebemos que: SC,(1)=1,
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SC,(2)=1+3-1=1+35,(1), SC,(3)=1+3-1+3-2=1+3-(1+2) =1+35,(2), desta forma
SC,(n)=1+3S,(n-1),SC,(1)=1, esta formula pode ser apresentada usando o GeoGebra

fazendo um ponto central e gerando ao redor deste, trés listas de numeros triangulares, cada
lista podera partir dos vértices, a figura a seguir, representa um nimero triangular centralizado,
construido a partir dessa propriedade, vale ressaltar que foram usados alguns recursos extras,
como listas de segmentos, lista com alguns termos da sequéncia, cores variadas, tudo isso
apenas para aprimorar a visualiza¢do, no entanto € possivel observar as trés listas de nimeros
triangulares com clareza, lembrando que para construir esses nimeros, foram usados apenas as
mesmas listas de numeros triangulares, transladadas pelos vetores que partem do ponto central.

Figura 79 - Sexto nimero triangular centralizado
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Fonte: elaboracdo do autor

Na figura acima, podemos observar que cada lista de nimeros triangulares, partiu de
cada vértice do triangulo, ou seja é possivel usar a mesma nocao para construir outros nUmeros
figurados poligonais centralizados, com isso também poderemos estabelecer esta formula com
a ajuda do SG, e compararmos com a formula apresentada na secéo 3.4.2, apresentaremos a
construcdo de alguns nameros figurados centralizados a seguir, comecando pelos numeros

quadrados centralizados e sua relagdo com nameros triangulares.
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Figura 80 - numeros quadrados centralizados e a relagdo com ndmeros
triangulares

Al

Fonte: autor

Pela figura podemos perceber a relacdo dos nimeros quadrados centralizados e nUmeros
triangulares, juntamos a informacdo contida na figura relacionada a nimeros triangulares
centralizados e sua relagdo com numeros triangulares, apresentaremos a seguir 0s nimeros
pentagonais centralizados para apresentarmos uma possivel forma geral para 0os nimeros m-
gonais centralizados.

Figura 81 - nimeros pentagonais centralizados e sua relagdo com ndmeros
triangulares

e

Fonte: autor

Esta relacdo € a mesma descrita na se¢cdo dos numeros poligonais centralizados e
portanto sua formula geral ja traz consigo a relacdo de numeros m-gonais centralizados e
nameros triangulares, ou seja:
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SC,(n)=1+3(S,(n-1))
SC,(n)=1+4(S,(n-1))
SC,(n)=1+5(S,(n-1))

SC,(n)=1+m(S,(n-1))

Os préximos numeros planos que também podemos construir usando ndmeros
triabgulares, sdo chamados de numeros estrela, os mesmo da sequéncia dos numeros
dodecagonais centralizados, ou seja, sua representacdo tanto pode ser construida como um
poligono de doze lados com um ponto centralizado, como também pode ser apresentada como
uma estrela de seis pontas com um ponto também centralizado. Isto quer dizer que, como
nameros poligonais centralizados ja foram descritos em relacdo aos nimeros triangulares, estes
nimeros também podem ser.

Os numeros estrela formam a sequéncia (1,13,37,73,121,...) , isso nos leva a supor que
E...=1+12T , que é equivalente a formula apresentada por Deza & Deza (2012), para a

construcdo desses nimeros no SG, usaremos um ponto central e seis listas de numeros
quadrados 54(n—1), adicionados a uma lista de pontos L(n—l) , sendo assim
E,=6S,(n-1)+6L(n-1), ou seja:

E,=1+6(S,(n-1)+L(n-1))
=1+6(S,(n-1)+S,(n-2)+L(n-1))
=1+6(2S,(n-1))=1+12S,(n-1)

Assim, construindo as listas através dos vetores partindo do ponto central no sentido de
cada vértice de um hexagono regular e gerando por estes uma lista de nimeros quadrados, como
ja vimos, a relacdo estre estes nimeros e os triangulares pode ser percebida pois 0s nimeros
quadrados sdo formados a partir de nimeros triangulares também, temos entdo a seguinte

figura:
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Figura 82 - Quarto nimero estrela

- Estrela.ggb
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Fonte: elaboracdo do autor

Podemos observar na figura que as listas de nimeros lineares, sdo formadas por pontos
menores, apenas para melhorar a visualizacdo, em outra figura, podemos observar a
configuracdo com énfase nos pontos e sem os poligonos.

Figura 83 - outra visdo no software geogebra do quarto nimero estrela
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Fonte: elaboracdo do autor

Na figura, podemos observar uma estrela bem definida, usando as mesmas
configuracdes porém sem a necessidade de poligonos, também sem os eixos e malhas para que

a figura se apresente apenas com as configuracdes de pontos que a formam, com isso, nessa
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secdo, mostramos que é possivel construir diversas figuras partindo apenas da relagdo desse
com numeros triangulares. Na préxima sessdo trataremos das configuragcbes que formam
numeros figurados panos e poligonais com extencdo dos indices para o conjunto dos nimeros
inteiros, e suas relagdes com numeros triangulares que permitam observar algumas

propriedades importantes.

3.7.2  Construcédo dos nimeros poligonais com extensdo para indices negativos

Nesta secdo descreveremos uma propriedade importante que relaciona nimeros
poligonais de indices positivos e negativos por meio dos numeros triangulares, para isto
deveremos, novamente, recorrer ao GeoGebra como recurso importante de visualizacao, porém,
como 0s nimeros triangulares sao o foco desta secdo e os numeros quadrados sao iguais para
indices positivos e negativos, apresentaremos primeiramente 0s nimeros pentagonais com

énfase nos nimeros triangulares, observe a figura a seguir:

Figura 84 - relacdo de nUmeros pentagonais e triangulares

-22 -20 -18 -16 -14 -1z

Fonte: elaboracdo do autor

A figura apresenta a relagdo importante que 0s nimeros pentagonais possuem em
relagcdo aos numeros triangulares, além disto, ela também apresenta a mesma formacéo para os
nameros pentagonais de indices negativos, na figura que representa os indices positivos, temos

Ss(n) =S,(n)+2S;(n—-1). Ao analisarmos os numeros pentagonais de indices negativos,
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notamos, entdo, um fato interessante, os coeficientes dos numeros triangulares presentes na
formagdo do ndmero poligonal, alteram as posicdes, ou seja S;(—n)=2S,(n)+S,(n-1), se
desenvolvermos as formulas, perceberemos que esta formula, de fato, corresponde ao termo
geral dos nimeros pentagonais para indices negativos.

Para que tenhamos mais argumentos para buscarmos uma formula geral para tal
propriedade, analisaremos 0s nimeros hexagonais por meio da proxima figura:

Figura 85- relacdo de nimeros hexagonais e triangulares

» Janela de Visualizagao

®:
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Fonte: elaboracdo do autor

A figura representa os nimeros S,(4) na parte superior e Si(—4) na parte inferior, com
as informagdes contidas nela, iremos construir a mesma propriedade vista anteriormente nos
ndmeros pentagonais, porém para 0s nimeros hexagonais, temos que Sg(n) =S;(n)+3S,(n—-1)
e S,(—n)=3S,(n)+S;(n—-1), novamente os coeficiente dos nimeros triangulares invertem as
posi¢Oes quando o indice é alterado de positivo para negativo, deste modo podemos analisar se,
de modo geral, S, (n)=S;(nN)+(m-3)S,(n—-1) para os indices positivos e
S, (=n)=(m-3)S,(n)+S,(n—1) para indices negativos.

Para indices positivos, temos:
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Sp(n) =S;(n) +(M-3)S,(n-1)

_ n(n+1) N (m-3)n(n-1)
2 2
_n(n+1+(m-3)(n-1))
- 2
_n(n+1+(M-3)n—-m+3)
- 2
_n(n(m-3+1)-m+4)
- 2
_n((m-2)n—-m+4)
- 2
Como mostrado anteriormente, esta formula corresponde ao n-ésimo termo dos nimeros

poligonais, ja para indices negativos, temos:

Sp(=n) = (M=-3)S;(n)+S;(n-1)

_ (m=3)n(n+1) N n(n-1)
2 2
_n((m=-3)(n+1)+n-1)
- 2
_n((m=-3)n+m-3+n-1)
- 2
_n(n(m-3+1)+m-4)
- 2
_n((m-2)n+m-—4)
- 2
A formula acima também corresponde ao termo geral dos m-gonais, mostrando que a

relacdo com 0s numeros poligonais apresentada, de fato é verdadeira.
A seguir, a relacdo de nimeros figurados 3D com a inclusdo de mais um a dimenséo,

porém com o auxilio da janela 3D do GeoGebra.

3.7.3  Construgdo de nameros figurados 3D, a partir de nUmeros triangulares

Os numeros figurados tridimensionais, espaciais ou poliédricos, sdo representados
usando a janela 3D do GeoGebra, discutiremos aqui as relacfes desses nimeros com 0S
numeros triangulares, dentre eles os primeiros a serem apresentados Sd0 0S ndmeros

tetraedricos, que sdo formados por somas de numeros triangulares sucessivos, ou seja, 0 n-

ésimo namero tetraédrico S;(n), é formado pela soma dos n primeiros nimeros triangulares

S;, sendo assim, a formula do termo geral para os numeros tetraédricos é dada por
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S;(n) =

w com S? (1) =1 eneN, (Alves, 2012), quando usamos 0s comandos de

soma sucessiva dos numeros triangulares, através do “transladar parte da lista”, usando como
lista 0s numeros triangulares, construimos a figura seguinte:

Figura 86 - Setimo numero tetraédrico
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Fonte: elaboracdo do autor

Perceba que na figura temos uma soma de n nimeros triangulares visualizados na janela
3D, o resultado € uma piramide de pontos que representam o0s numeros tetraédricos.

A partir da montagem deste nimeros e, usando 0s mesmos argumentos podemos
construir outros numeros piramidais, e encontrar suas formulas de termo geral, é o caso dos

nameros piramidais quadrados pentagonais, 0s primeiros sdo 0s nimeros piramidais quadrados

que formam a sequéncia (1,5,14,30,...) e chamaremos de S;(1)=1S5>(2),S;(3) =14,e assim

com S;(n)=1

por diante. A férmula para estes nimeros é dada por S3(n) = —n(n+1)6(2n +1)

(Conway e Guy,1996, p.57).
Usando numeros tetraédrico com o apoio do software GeoGebra, observamos a seguinte
relacao:
S3(n) =S3(n) +S3(n-1)
Ou seja, usaremos dois numeros tetraédricos seguidos para construir oS numeros

piramidais quadrados, temos entao:
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S:(n)=S;(n)+S;(n-1)
_ n(n+1)(n+2) N (n=Dn(n+1)
6 6
(n(n+1))(n+2+n-1)
6
_n(n+1)(2n+1)
- 6
A figura a seguir mostra como a construcdo apresenta, de fato, nimeros piramidais

quadrados.

Figura 87 - Quarto numero piramidal quadrado com destaque na base

AT B SRl N €]

= Janela de A\gz » Janela de Visualizagdo
| v fin
Lista s n=s
Numera
Pirdmide
Paligono m=4
Ponto @ “
Segmento
Vetor -

» .Janela de Visualizagio 3D

-2 o [

™
o \ L= N L
A - 09

4

Fonte: elaboracdo do autor

Na figura é possivel observar as duas listas de numeros tetraédricos, com cores
destacadas, unidas, formando uma piramides de pontos com uma base quadrada, ou seja, de
fato, pela figura e pela férmula usada, esses nimeros sa0 mesmos 0s ndmeros piramidais
guadrados, esta relacdo também pode ser obtida usando-se a relacdo de niUmeros quadrados com
nameros triangulares.

De modo similar, usaremos trés listas para formar os numeros piramidais pentagonais,
como temos a base sendo formada por nUmeros pentagonais, estes ja apresentados, podemos
encontrar sua férmula da mesma forma dos piramidais quadrados.

De acordo com o que ja foi apresentado anteriormente, um numero piramidal pode ser

n(n+21)((m-2)n—m+5)

escrito segundo a formula P>(n) = 5

ou seja, um numero piramidal



149

usando nimeros

pentagonal tem como férmula para um termo qualquer P’(n) = w

tetraédrico de modo que S2(n) =S3(n)+2S;(n—1) de fato temos que:

S;(n) =S5 (n)+285(n-1)
_n(n+H(n+2) N 2(n=1)(n)(n+1)

6 6
_ (n(n+1))(n+2+2n-2)
6
~ n(n+1)(3n)
- 6

As figuras a seguir, apresentam a unido das listas de nimeros tetraédricos dentro de uma
base pentagonal, de fato os numeros formados, de acordo com as formulas usadas, sdo nimeros
piramidais pentagonais.

Figura 88 - Quinto nimero piramidal pentagonal, e sua relagdo com nimeros tetraédricos
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Fonte: elaboracdo do autor

A seguir a figura apresenta a mesma piramide de pontos, porém com 0s pentagonos
desenhados para dar a ideia que esses numeros sdo formados a partir do somatorio dos numeros

pentagonais.
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Figura 89 - Outra apresentacdo dos nimeros piramidais pentagonais no software GeoGebra
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Fonte: elaboragdo do autor

Nas figuras acima,

as piramides de numeros pentagonais, que formam os ndmeros

piramidais pentagonais podem ser observados de duas maneiras, na primeira, € possivel

observar que as listas de nimeros tetraédricos vistos com cores diferentes, na segunda figura as

listas estdo da mesma cor, pois apresenta a piramide como um somatorio de n-ésimos numeros

pentagonais. Ainda € possivel observar a recorréncia de nimeros piramidais, como mostra a

figura a sequir:

Figura 90 - nimero piramidal pentagonal
com énfase na recorréncia

Fonte: autor

Desta forma podemos encontrar a forma de relaciona os nimeros piramidais e 0s

numeros tetraédricos da seguinte maneira:
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Segue que:

Sn(n)=5;(n)+(m-3)S;(n-1)
(n+1()3( 2) (m_3)(n—1)2(n+1)

(n+1)(n+2+mn 3n-m+3)

6
:n(n+1)(mn—2n—m+5)

6
n(n+1)((m-2)n-m+5)

6

n(2n® +1)

Para os numeros octaédricos, O(n) = ,0(1) =1, podemos formé-los usando o

software geogebra, usando duas piramides de base quadrada, como ja temos estes numeros,
poderemos formar os seguintes usando a seguinte proposi¢do: o n-ésimo nimero octaédrico, é

formado pela soma do n-ésimo numero piramidal quadrado com o0 (n—1)- ésimo nuimero

piramidal quadrado, temos:

(n-1)-n-(2n-1) . n-(n+1)-(2n+1) n(2n*-3n+1+2n*+3n+1) n(4n’+2)
6 6 6 6
n(2n®+1)

o(n) =

O(n) =

Usando os comandos das piramides de base quadradas usadas anteriormente para
construir nimeros piramidais, podemos construir nimeros octaédrico no GeoGebra como
mostra a figura.

Figura 91 - Quinto numero octaédrico
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Visualizagéo 3D

Fonte: elaboracdo do autor
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A figura representa a proje¢do 3D dos nimeros octaédricos como duas construcgdes de
nameros piramidais invertidos e unidos pela base de modo que a mesma seja comum as duas
piramides, deste modo uma podemos ter as duas piramides constituidas de niUmeros piramidais
quadrados seguidos.

Para a construcdo dos numeros cubicos a partir de nimeros tetraédricos podemos
realizar o preenchimento de um cubo com tetraedros de modo que nenhuma face de tetraedro
se sobreponha a outra em um tetraedro vizinho, a partir disso podemos montar os nimeros
cubico e formular uma proposicao, para isso, apresentaremos 0s nimeros cubicos que formam
a sequéncia (1,8,27,64,...) e chamaremos de C =1C,=8C,=27,...,.C, =n?, sendo assim,
temos que:

Proposicéo 4: o n-ésimo numero ctbico é formado pela soma do n-ésimo, mais quatro
vezes 0 (n-1)-ésimo ,mais o (n-2)-ésimo numero tetraédrico.

Prova:
n(n+1)(n+2) N 4(n-1)(n)(n+1) N (n—=2)(n-1)(n)

6 6 6
:%((n +1)(n+2)+4(n-1)(n+1) + (n—2)(n-1))

S;(n)+4S;(n-1)+S;(n-2)=

n

=g(n2+3n+2+4n2—4+n2—3n+2)
=Den?)=n’=C
_E( n*)=n’*=C(n)

As duas figura a sequir, representam um cubo formado com nimeros tetraédricos, €
possivel, com a separacdo das cores de cada ponto, perceber piramides de pontos em diferentes
direcdes, completando cada parte do cubo.

Figura 92 - Quinto nimero cubico construido com nimeros tetraédricos
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Fonte: elaboracdo do autor
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Figura 93 - Viséo aproximada de um numero cubico

10

Fonte: elaboracdo do autor

Podemos encontrar uma relacdo entre os nimeros platénicos e 0s numeros tetraédricos,

desde que observemos como se preenche com nimeros tetraédricos para se construir o poliedro

desejado, por exemplo, para construir os numeros cubicos, primeiro se divide o poliedro em

pirdmides, em seguida constroi-se as listas de nimeros piramidais triangulares dentro destas

pirdmides, observe entdo que:

1.

O primeiro ponto pertence ao primeiro tetraedro, por isso sempre existira apenas
um namero tetraédrico n para um ndmero platdnico n, os outros serdo construidos
a partir do segundo namero platénico

No segundo numero platdnico, deve se retirar aqueles pontos que pertencem ao
segundo numero tetraédrico, construido anteriormente, no restante de pontos sdo
construidos outros nimeros tetraédricos

O procedimento deve ser seguido até que o nimero de nimeros tetraédricos seja
igual ao ndmero de faces do poliedro que foram separados em triangulos,
lembrando que como sdo construces de pirdmides a partir de um ponto, esta
piramide ndo podera ser construida as faces que possuem este ponto como um de

seus vértices.

Assim, 0 mesmo procedimento para 0s nimeros cubicos ficaria da seguinte maneira:
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1. Um n-ésimo numeros tetraédrico

2. Como o segundo numero cubico é 8 e 4 destes ja pertencem ao agora segundo
namero tetraédrico, entdo outros 4 numeros tetraédrico n—1 serdo formados aqui

3. Visto que o cubo possui seis faces quadradas, desta trés contém o ponto inicial entdo
as outras trés sdo divididas em tridngulos, formando assim seis tridngulos, ainda
precisamos de um numero tetraédrico que serd construido no proximo numeros
cubico, por isso € um namero do tipo n—2, formando assim a relagdo vista
anteriormente.

Perceba ainda que o terceiro nimero dodecaedral é 84, sendo 10 do terceiro nimero

tetraédrico, 64 referente a 16-S;(2)=16-4 e os 10 pontos restantes. A relagdo entdo seré:
D(n)=S;(n)+16S;(n—1)+10S;(n—2),n>2,D(1)=1,D(2)=20
Assim, 0s numeros platbnicos dodecaedrais que possui 0S primeiros termos

(1, 20, 84, 220, 455,...) podem ser escritos segundo a formula:

1. Um ndmero tetraédrico S§(n)=w

2. Dezesseis niimeros tetraédricos S;(n-1)= w

3. Retirando-se as trés faces do dodecaedro que contém o ponto inicial as outras nove
serdo multiplicadas por trés, visto que suas faces sao pentagonais e assim formadas

por trés triangulos, resultando em 27 “faces”. Como ja temos dezessete, nos restam

(n-2) (n—2)((3n—1)n

dez listas do tipo S; =

Perceba ainda que o terceiro nimero dodecaedral é 84, sendo 10 do terceiro nimero

tetraédrico, 64 referente a 16-S;(2)=16-4 e os 10 pontos restantes. A relagdo entdo seré:
D(n)=S;(n)+16S;(n-1)+10S;(n-2),n>2,D(1)=1D(2)=20

Usando o SG para resolvermos esta expressdo, chegamos a figura a seguir:
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Figura 94 - resolucéo da relagdo entre os numeros dodecaedrais e tetraédricos no SG
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Fonte: autor
A representacdo destes numeros no SG segue a seguir:

Figura 95 - 5° 6° e 7° nUmeros dodecaedrais

Fonte: elaboracdo do autor
A figura apresenta alguns nimeros dodecaedrais, na medida que os valores aumenta o

SG apresenta um certo erro nas cores porém pode-se perceber que a construcao foi feita a partir
de pirdmides de nameros.

Seguindo 0s mesmos passos para 0s numeros icosaedrais, temos a relagéo:
I(n)=5;(n)+8S;(n-1)+6S;(n—2),n>2,1(1)=11(2)=12

Usando os mesmos recursos pelo SG, constatamos que a forma € vélida, vejamos a
figura a seguir:
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Figura 96 - constatacdo da relagdo entre niumeros icosaedrais e tetraédrico no SG
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Fonte: elaboracdo do autor

A representacdo no SG usando esta propriedade se encontra na figura a seguir:

Figura 97 - 5°, 6° e 7° nUmeros icosaedrais.

Fonte: autor

O proximo numero figurado, representa uma estrela 3D, esta figura, pode ser construida
com a intersecdo de dois tetraedros ou com um octaedro em que cada face triangular é
construida um tetraedro com um ponto externo a esse octaedro, desta forma temos a figura a

seguir para explicar o poliedro em que se baseia os nimeros da stella octangula.
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Figura 98 - Stella octangula construida com dois tetraedros
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Fonte: elaboragdo do autor

Na figura, pode ser observado dois tetraedros invertidos, o octaedro que se concentra no
nucleo desta figura pode ser preenchido com os hiumeros octaédricos, de cada face do octaedro,
partem outros tetraedros menores, que geram a stella octangula, neste caso como estamos
falando de nameros figurados, os nimeros da stella octangula ou nimeros da estrela de oito
bracos, com formula de termo geral, segundo Deza e Deza (2012), SO(n) =n(2n*-1).

Figura 99 - Numeros octaedricos construidos no nucleo de uma stella octangula
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Fonte: _elabora(;éo do autor
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A figura acima, mostra o octaedro que esta no centro, é necessario essa observagao pois

depois de construido a figura por completo, é dificil perceber este poliedro. Da construgdo com

0 uso do geogebra, temos duas proposi¢des sobre os nimeros da stella octangula:

Proposicéo 4; o n-ésimo numero da stella octangula € constituido da soma do n-ésimo

namero octaédrico adicionado a oito vezes o (n-1)-ésimo nimero tetraédrico.

Prova:

SO(n)

=0(n) +8SJ(n-1)

_ n(2n® +1) N 8(n—-n(n+1)

3 6
_2n(2n* +1) . 8(n—-n(n+1)
6 6
2n(2n? +1+4(n-1)(n+1))

6

2n(2n* +1+4n*-4)
6
~2n(6n*-3)
-6
=n(2n*-1)

A construcdo dos numeros da stella octangula estdo representados nas duas figuras a

sequir:

Figura 100 - Sétimo nimero da stella octangula
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Fonte: elaboracdo dos autores
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Figura 101 - Visdo aproximada de um numero da stella octangula
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Fonte: elaboracdo do autor

As duas figuras mostram os numeros da stella octangula de dois angulos diferentes para
que se perceba seus oito “bragos”, destacados de cores diferentes, em uma das figuras é possivel
observar a janela 2D do GeoGebra e perceber que também podemos formar a os nimeros da
stella octangula usando apenas nimeros tetraédricos, com o primeiro sendo uma unidade menor
que o dobro dos demais, pelo fato do ponto central conforme a figura mostra, servira de vértice

para outro numero tetraédrico enquanto o0 n—1 pontos que o dividem, serdo as bases para 0s

outros ndmeros tetraédricos, desta forma temos que SO(n) = S; (2n+1) +4S3(n+1), de fato:

SO(n) =S (2n-1) + 4SS (n-1)
_ 2n-1)(2n-1+1)(2n-1+2) N 4(n=)n(n+1)
6 6
_ 2n-1)(2n)(2n+1) +4(n—-n(n+1)
6
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2n(4n* -1+ 2(n*-1))

6

2n(6n2—3)

=
= n(2n2 —1)

As figuras a seguir, apresentam esta construgdo com énfase nas cores para diferenciar o
tetraedro maior dos demais, assim poderemos observar facilmente a propriedade empregada.
Figura 102 - Outra construcao para os numeros da stella octangula
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Fonte: elaboracdo do autor

Figura 103 - Visao aumentada para a segunda construgédo
dos numeros da stella octangula

10 “

Fonte: elaboracéo do autor
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Estas figuras apresentadas nesta secdo, foram obtidas com base apenas em nimeros
tetraédrico, sendo possivel apresentar propriedades que os relacionam. Desta maneira podemos
formar todos os numeros figurados tridimensionais, observamos ainda que esses numeros
tetraédricos sd@o formados com base nos nimeros triangulares, sendo estes Gltimos necessarios
para toda as estruturas citadas.

A presente secdo apresentou a possibilidade de usar o software GeoGebra como recurso
para descobrir propriedades de varios numeros figurados, sejam bidimensionais ou
tridimensionais, 0 escrito seguiu o percurso de apresentar relacdes de nimeros triangulares com
outros nimeros figurados e mostrando que esta sequéncia € fundamental para a construgdo das
demais, outras possibilidades podem ser mostradas desde que se tenha a estrutura do politopo
onde serdo construidas e transladadas as listas, ademais, existe a possibilidade de representar

inclusive, formas em 4D ou qualquer sequéncia dentro dos numeros figurados.

3.7.4  Visualizacdo dos numeros piramidais com extensao para indices negativos.

Nesta secdo, apresentaremos uma possivel construcdo para ndmeros piramidais,

descritos como S:(n), com indices negativos, ou seja S:(—n), com ne N, baseados em seus

analogos com indices positivos e tendo S2(0) =0. Esta construgio sera possivel de maneira

semelhante a realizada na secdo anterior em que 0s nimeros poligonais foram construidos
usando numeros triangulares, porém utilizaremos aqui 0s numeros tetraédricos que sdo
formados pela soma do n primeiros nimeros triangulares em uma representacdo 3D, ademais
devemos deixar claro que, ao contrario dos numeros poligonais com indices negativos, 0s
nameros piramidais com indices negativos também sdo nUmeros negativos, assim, a
representacdo por pontos que estivem abaixo de eixo z nas figuras que se seguirdo, na verdade
representam numeros negativos. Dada esta breve observacdo, apresentaremos agora 0s nimeros

tetraédricos e seus andlogos com indices negativos.
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Figura 104 - numeros tetraédricos de indices positivo e negativos

¥ Janela de Visualizagao ¥ Janela de Visualizagao 3D
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Fonte: elaboracdo do autor
A figura apresenta duas piramides de pontos, as que estdo na parte superior representa
0 quinto nimero tetraédrico ou seja S2(5) e a que esta na parte inferior representa S:(-5).

Temos S2(n) = n(+1(n+2) +1()3(n +2)

com SJ(1) =1 e os primeiros termos (1,4,10,20,35,56,...) sendo

estes nimeros formados pela soma dos n primeiros nimeros triangulares.
Para fazermos a extensdo para os negativos, tomemos SJ(0)=0 e entdo temos que

-n(-=n+1)(-n+2) n(n-1)(n-2)
6 - 6
(n=2)(n—=1)n
6

s3(-n)=

organizando estes termos temos

S¥(-n)= —( j =-S3(n-2) com S(0)=S3(-1)=S(-2)=0. Em geral, Deza

& Deza (2012) descreve 0s numeros piramidais com indices positivos com a formula

n(n+1)((m-2)n—m+5)
6

_n(n-1)((m-2)n+m-5)
6

férmulas usando composi¢fes de nimeros tetraédricos com o auxilio do software GeoGebra.

Sa(n) =

com indices negativos com a férmula

S2(-n)= e deveremos estabelecer uma forma de encontrar estas

Observemos entéo a figura que formam os numeros piramidais quadrados a seguir:
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Figura 105- nimeros piramidais quadrados e sua relagdo com os nimeros tetraédricos

¥ Janela de Visualizacao P Janela de Visualizagao 3D
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Fonte: elaboracdo do autor

Para iniciarmos observamos que as duas figuras apresentas nesta se¢do ndo apresentam

termos na base da piramide do nimeros piramidais negativo, isto ocorre pois a férmula para os
nimeros citados com indices negativos sao de forma que S®(-1) =0, isto pode ser comprovado
pela férmula do termo geral. Agora, ao analisarmos 0s nimeros piramidais quadrados de indices
negativos, com base na figura, percebemos que se trata do nimero S;(6) , esta informag&o nos
¢ dada por causa da outra piramide de indice positivo que tem seis camadas de ndmeros
guadrados, percebemos ainda que S;(-6)= —(S?? (5)+S? (4)) e lembramos que o sinal de
negativo se da por conta dos nimeros piramidais de indices negativos serem também nimeros
negativos, visto isso temos que S;(-6) :—(S§(5)+S33(4)) =—(35+20)=-55 e pela formula

6(6-1)((4—-2)6+4-5)
6

temos S®(-6) = =5.(2-6-1) =55 ou seja a formula para 0os nUmeros

S:(-n) pode ser escrita como S}(-n) = —(Sg(n ~1)+S(n— 2)), segue que:

Si(-n)=~(S3(n-1)+Si(n-2))
__ (n=DHn(n+1) +(n-2)(n-1)n
6
_n(n-1)(2n-1)
B 6

Que corresponde, de fato a férmula correspondente ao numeros piramidais quadrados

com indices negativos. Além disso temos a relagdo com os proprios nimeros tetraédrico com

indices negativos de acordo com a relagdo entre nimeros tetraédrico de indices positivos e
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negativos, assim; S;(—n)=SJ(-n)+S;(-n-1). Por fim, se observarmos a composicio de
nameros tetraédricos que formam os nimeros piramidais quadrados, pela figura, temos:
$3(n) =S3(n)+S;(n-1)
_n(n+)(n+2)+(n-Dn(n+1)
6
~_n(n+1)(2n+1)
6
A formula obtida é a mesma dos numeros piramidais quadrados pela férmula geral

apresentada antes. A seguir, apresentaremos 0S nimeros piramidais pentagonais compostos
com piramides de nimeros tetraédricos, conforme a figura a seguir:

Figura 106 - quinto namero piramidal pentagonal, seu analogo negativo e a relacdo com
tetraédricos

b Janela de Visualizagio A | ¥ Janela de Visualizagdo 30

Fonte: elaboracdo do autor
A figura apresenta as duas pirdmides com os valores de seus indices simétricos, este
arranjo de pontos pode ndo ser perceptivel, por isso apresentaremos outras duas figuras com as

mesmas piramides separadas.
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Figura 107- quinto nimero piramidal pentagonal

» Janela de Visualizagao 3D

Fonte: elaboracdo do autor

Figura 108- nimero piramidal pentagonal com n=-5

» Janela de Visualizagdo 3D

Fonte: elaboracdo do autor
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No caso das figuras apresentadas, temos o quinto nimero piramidal, como ja foi dito, é
possivel saber que nimero € este por causa das camadas de numeros pentagonais da pirdamide
que representa o indice positivo.

Pela composicdo dos numeros da piramide positiva da figura, podemos perceber que
S3(5) =S (5)+2S:(4), no geral percebemos que SS(n) = S:(n)+2S:(n-1) pois:

$2(n) =53 (n) +283(n-1)
_n(n+1)(n+2) N 2(n=1)n(n+1)
6 6
_n(n+)(n+2+2n-2)
6
~n(n+1)3n
6
_n’(n+1)
2

Pela formula geral percebemos que esta relacdo entre nimeros piramidais pentagonais

e nameros tetraédricos de fato é verdadeira, porém o que nos fornece a pirdmide de indices
negativos pela figura é uma propriedade que tem uma relagdo entre as pirdmides de indices

positivos e negativos, perceba que a piramide negativa da figura nos fornece
SJ(-5)=S3(-5)+2S (-6) o que sugere que SZ(-n)=S3(-n)+2Si(-n-1) este fato €
verdadeiro pois:
$3(-n) = S3(-n) +282(-n~1)
:_[(n—2)(n—1)n+2(n—1)n(n+1)j

6
Z_[n(n—l)(n—2+2n+2)j
6
__n(n-1)3n
- 6
__n*(n-)
- 2

Observando os numeros piramidais hexagonais conforme a figura a seguir, temos esta

relagdo presente.
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Figura 109- nimeros piramidais hexagonais com n=-5 e n=5

» Janela de Visualizagdo Xl | » Janela de Visualizacdo 3D

Fonte: elaboracdo do autor

Nesta figura, podemos analisar a quantidade de nimeros tetraédricos observando a base
de cada piramide, também podemos observar a relacéo através da altura da piramide, conforme
a proxima figura:

Figura 110- vista 3D de numeros piramidais hexagonais de indices
opostos

Fonte: elaboracdo do autor

Para que se possa observar melhor a relagcdo, apresentaremos uma figura com a

decomposigéo por numeros tetraédricos para formar um nimeros piramidal hexagonais e assim
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poderemos apresentar uma possivel relacdo entre estes. As figuras a seguir, mostra esta
decomposicgéo para as piramides positivas e negativas, respectivamente.

Figura 111- composicdo de um numero piramidal hexagonal através de nimeros tetraédricos

Fonte: elaboracdo do autor

Para as piramides com indices negativos, devemos observar que 0s nimeros tetraédricos
usados também sdo os de indices negativos, por isso vale a relacdo entre tetraédricos de indices
positivos e negativos para identificarmos que numero tetraédrico usamos para formar a
piramide. Observemos entdo a préxima figura:

Figura 112- composicdo de um nimero piramidal hexagonal com indice negativo com ndmeros
tetraédricos também de indices negativos

Fonte: dos autores
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Percebemos que existe um padrdo que nos permite encontrar uma relagdo entre os
nameros piramidais m-gonais de indices positivos e seus analogos com indices negativos.
Perceba que, pelas figuras apresentadas até 0 momento, para que se construa a n-esima piramide
de pontos com o poligono da base tendo m lados, é preciso usar:

Para indices positivos: S (n) =S5 (n)+(m-3)S:(n-1)
Prova:

Sa(n) =S5 (n)+(m-3)S7(n-1)
_n(n+H(n+2)+(m-3)(n-Hn(n+1)
_ n(n+1)(mn—m—gn+3+n+2)
_n(n +1)(mn—m6— 2n +5)
_n(n +1)((mf2)n—m+5)
6

Para indices negativos: S:(~n) = S;(~n)+(m-3)S;(-n-1)
Prova:
Sn(=n)=S;(-n)+(Mm-3)S7(-n-1)
_ _((n -2)(n=Dn+(m-3)(n-1)n(n +1))

6
_ _n(h-)(mn+m-3n-3+n-2)
6
__h(n=H((m-2)n+m-5)
6

Assim, apresentamos a férmula para os numeros piramidais com indices negativos

através de numeros tetraédricos, mostrando a relacdo existente com seus analogos de indices
positivos. Ademais, esta propriedade foi descoberta com o auxilio da visualiza¢do por meio do

software GeoGebra, sem o qual ficaria um tanto quando dificil perceber tal relacéo.
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4 VISUALIZACAO DOS NUMEROS FIGURADOS COM O ARRIMO DO SOFTWARE
GEOGEBRA: ELABORANDO SITUACOES DIDATICAS PARA O ENSINO

Para esta etapa, foram pensadas, situacfes didaticas que pudessem relacionar todos 0s
temas principais deste trabalho, ou seja, formas de termo geral, recorréncia e funcéo geradora
de alguns numeros figurados, generalizacdo da classe de numeros simplexos, propriedades de
NF com o arrimo do SG e por fim, relacdo entre niumeros figurados também com o auxilio da
visualizacdo pelo SG, as situacdes foram criadas para a aplicacdo em uma turma de historia da
matematica do curso de licenciatura em matematica, do Instituto Federal de Educacao, Ciéncias
e Tecnologia— IFCE — campus Fortaleza —CE no semestre 2020.1. A referida turma possui oito
alunos que serdo chamados aqui de Al, A2, ..., A8, a escolha dos nimeros néo teve relacédo
com participacdo, acertos ou erros, e sim por sorteio. Os estudantes assinaram um termo de
consentimento sobre a pesquisa e estdo cientes que seus rostos ndo aparecerao na pesquisa,
apenas seus escritos, os dados serdo guardados pelo autor por um periodo de dois anos e 0s
tramites do comité de ética e pesquisa se encontram nos anexos deste escrito.

Dado este breve esclarecimento, seguiremos para a descri¢do das situacdes didaticas e

0 que se pretende, segundo a fase de analise a priori da Engenharia Didéatica

41  Situacdo didatica 1: encontrar a formula para o n-ésimo ndmero poligonal m-gonal.

Este topico consiste em explicar como a visualiza¢do dos nimeros figurados através do
software geogebra, pode facilitar a obtencdo de férmulas de recorréncia, termo geral e até
funcBes geradoras, para isso 0s estudantes precisam entender como se deu a montagem das
figuras e, principalmente observar padrbes que seriam dificeis sem a visualiza¢do da figura,
além do fato do software ter algumas funcdes que fazem com que as figuras apresente os termos
desejados da sequéncia, diferentemente de uma figura que néo pode ser editada, sendo assim,
para o inicio da situacdo, serd apresentada uma figura que corresponde aos numeros

triangulares, conforme mostra a figura a seguir.



Figura 113 - numeros triangulares no software geogebra
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Os numeros triangulares sdo os primeiros estudados para visualizacdo no software

GeoGebra, isso porque também os primeiros apresentados na lista dos nimeros figurados. Estes

nameros sao formados por uma sequéncia criada através de um ponto dado, esta sequéncia

segue no eixo X ponto a ponto conforme a sequéncia vai aumentando

Figura 114 - ponto A dos nameros triangulares no sottware GeoGebra
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A figura apresenta o ponto A, este ponto € criado para que através dele, crie-se uma
sequéncia de outros pontos que serdo a base para os nimeros triangulares, percebemos que o
ponto A estd marcado para que apenas este apareca no software, a seguir, apresentaremos a
sequéncia construida através deste ponto dado.

Figura 115 - lista de pontos dos numeros triangulares
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Fonte: elaboracéo do autor

A figura apresentada, mostra a sequéncia gerada através do ponto a, esta lista recebe o
nome de I1 ou seja, lista 1. Percebemos que precisamos criar outra sequéncia para que estes
pontos formem tridngulos, no entanto se esta sequéncia for formada da mesma maneira que
formamos a primeira, a figura apresentada formara um quadrado e ndo um triangulo como
pretendemos mostrar. Assim a proxima sequéncia precisa ser apenas de parte da lista 1, ou seja
diminuindo um ponto a cada lista que surge no eixo vy, a partir dai, temos um triangulos

formados por pontos que formam os nameros triangulares conforme a figura a seguir
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Figura 116 - sequéncia completa dos nameros triangulares no software
GeoGebra
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Com isso, temos 0s nameros triangulares mostrados a partir de um recurso
computacional, o que facilita a visualiza¢do além de apresentar possiveis passos para a obtencédo
da formula do termo geral para estes nUmeros, uma vez que a montagem desta sequéncia no

software, exige que se procure por uma formula que adicione nimeros naturais consecutivos,

ousejal+2+3+---+(N=2)+(n-1)+n= @ , como ja foi demonstrado.

Para os numeros quadrados, o procedimento é similar, porém mais simples e pode surgir
indutivamente a partir dos numeros triangulares, uma vez que ndo ha a necessidade de que a
lista criada seja apenas uma parte da lista 1, isto quer dizer que os numeros quadrados tem sua
formula do termo geral S,(n)=n*, expressa na figura, ficando para o estudante apenas a
demonstracdo por indugdo, o0 que se exige apenas conhecimentos matematicos adquiridos no
curso de licenciatura em matematica. Sendo assim, a figura apresentada por meio do software

usado é mostrada a seguir:



Figura 117 - numeros quadrados a partir do software GeoGebra
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Fonte: elaboragéo do autor

Em uma situacdo didatica proposta, a visualizacdo deste niUmero através do geogebra

poligonais, 0s nUmeros pentagonais podem ser vistos na figura seguinte:

juntamente com o0s numeros triangulares mostrados anteriormente, apresentam um conjunto
que pode facilitar a obtencdo da recorréncia e do termo geral, além de mostrar uma possivel
solucdo para a generalizacdo dos nimeros poligonais. Em resumo, sdo apresentados também os
nimeros pentagonais no software geogebra, para que os estudantes possam visualizar os

nimeros a procura de padrGes que 0s ajudem a encontrar a recorréncia para 0S nUmeros

Figura 118 - nimeros pentagonais no software GeoGebra
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Fonte: elaboracdo do autor



175

Observe que quando estes nimeros sao apresentados no software para a visualizacao, o
estudante pode perceber um padrdo presente em todos 0s nimeros poligonais, o fato deles serem
formados basicamente por conjunto de nimeros triangulares, desta maneira o estudante pode
formular uma hipétese de inducéo que pode ser provada para um poligono de ladon . Observe
a afirmacdo a partir da figura a seguir, lembrando que esta figura ndo deve ser mostrada para o
aluno, pois este devera constatar esta afirmagé&o.

Figura 119 - nUmeros pentagonais triangulados
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Fonte: elaboracdo do autor

Se o estudante perceber tal propriedade, é provavel que consiga encontrar uma das
maneiras de se provar a formula do termo geral para o n-ésimo nimero m-gonal, caso seja
necessario, o professor deve apresentar também 0s nimeros hexagonais, heptagonais e assim
por diante. Perceba que se o estudante suspeitar da triangulacdo dos nimeros poligonais e pedir

para observar 0s proOximos numeros, provavelmente vai ter certeza que este padréo é valido
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Figura 120 - numeros hexagonais com software GeoGebra
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Fonte: elaboragdo do autor
O proprio estudante pode entdo desenhar os possiveis triangulos e constatar sua suspeita,

o0 desenho obtido devera ser o da figura a seguir:
Figura 121 - nimeros hexagonais com triangulos
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Com base nas informacgdes dadas é esperado que o estudante tenha uma certa facilidade
para resolver a questdo dada, tendo como auxilio a visualizacdo dos numeros figurados
poligonais através do software, o que poderia ser muito complicado caso o0 aluno ndo pudesse

manusear o software a procura das solu¢ées do problema.

4.2 Situacgdo didética 2: a forma geral dos nimeros piramidais m-gonais e platonicos

Nesta situacdo o estudante deverd ter uma base da situacdo passada para que encontre
mais facilidade para resolver, serdo propostas algumas questdes e visualizacbes para que 0S
estudantes possam relacionar estas estruturas numéricas com os nimeros estudados na situagédo
anterior.

No primeiro momento sera apresentada uma figura de um namero piramidal de base
triangular e uma forma geral de uma propriedade que se refere a soma de nimeros quadrados.
O que se pretende com estas informacdes é que os estudantes descubram que estes nimeros
podem ser usados para encontrar a forma geral dos nimeros tetraédricos, ou seja 0s primeiros
nameros piramidais que eles devem encontrar, a partir disto, é esperado que os alunos ja
relacionem a formula dada no inicio da situacédo, pois esta se refere a forma geral de nimeros
piramidais quadrados, o préximo passo € encontrar a forma dos numeros piramidais
pentagonais, propor uma forma para qualquer niamero piramidal com o auxilio do GeoGebra
ou de maneira algébrica, a partir de similaridades encontradas nas trés formas vistas e enfim,
provar por meio de inducdo que esta é valida. A imagem apresentada para os estudantes se
encontra na figura a seguir:

Flgura 122 - numeros plramldals trlangulares no SG
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Fonte: elaboracédo do autor

A visualizacdo deste numero figurado apresenta camadas de numeros triangulares
seguidos, ou seja, é esperado que o estudante perceba pelo software que é possivel formar
ndmeros piramidais a partir de um somatorio de nimeros triangulares, 0 mesmo deve acontecer
para os demais nimeros piramidais em relagdo ao nimero poligonal correspondente.

Na medida em que o estudante estara formulando sua hipdtese, pode ser necessario que
se apresente outras piramides, no entanto € provavel que ele perceba na primeira que basta
somar nimeros m-gonais consecutivos para se obter um nimero piramidal m-gonal, o professor
pode apresentar um nimero piramidal, pentagonal, hexagonal e assim sucessivamente, a seguir,
uma figura de um namero piramidal quadrado e outra de um nimero piramidal hexagonal para
gue o estudante constate alguma possivel hipotese que esteja formulando.

Figura 123 - numero piramidais quadrados no SG

» Janela de Visualizagdo 3D

Fonte: elaboracdo do autor

Percebemos que a figura acima possui cores destacadas, o que também € possivel fazer
no SG, para facilitar a visualizacdo, esta figura também possui um espago maior entre as
camadas para que se perceba que se trata de uma soma de nimeros quadrados consecutivos.

Esta figura serad apresentada caso algum aluno queira visualizar uma propriedade que
possa relacionar numeros piramidais. Vale lembrar que existem algumas maneiras de se
encontrar a formula desejada, principalmente se o aluno desenvolve este pensamento utilizando

0 SG, estas maneiras Sao:
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1. por meio do somatdrio de nimeros m-gonais

2. utilizando propriedades de relacionam numeros piramidais triangulares

3. de forma algebrica, percebendo as relacGes existentes na forma geral dos nimeros
piramidais de base triangular, quadrado e pentagonal.

Algumas outras figuras podem ser disponibilizadas, somente se o estudante requisitar
para tirar suas conclusdes, como é o caso dos nimero piramidais hexagonais presentes na figura

a sequir:

Figura 124 - numeros piramidais hexagonais no SG
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Fonte: elaboracdo do autor

A figura apresentada indica 0 mesmo que os nimeros piramidais triangulares, porém
pode haver a necessidade de visualizagcdo por algum estudante ainda ndo convicto de suas
descobertas.

Partindo destas descobertas os estudantes deverdo estar preparados para encontar a
forma geral dos nimeros platonicos que possuem uma forma propria, ja descrita anteriormente,
porém muito dificil de ser encontrada em apenas uma aula. O SG fornece uma visualizacéo que
pode descrever de maneira mais rapida esta formula, por meio da composicdo de numeros
tetraédricos, neste momento os estudantes ja devem saber que qualquer nimero 3D pode ser

formado usando nlmeros tetraédricos, assim apresentamos a proxima figura:
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Figura 125 - numeros octaedrais no SG
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Fonte: élaboragéo do autor
A visualizagdo dos nimeros octaedrais pode ajudar o estudante em constatar que se trata
de dois nimeros piramidais quadrados consecutivos, tal fato pode néo ser perceptivel apenas
com o conhecimento de um octaedro pois pode trazer a confusdo de sdo, na verdade a soma de
dois numeros piramidais quadrados iguais. Se esta visualizacdo ndo for suficiente (e
provavelmente ndo serd) os alunos podem observar como se forma um nimero cubico atraves
de composicao de numeros tetraédricos, conforme a figura:

Figura 126 - nimero cubico separado em piramides
triangulares
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Fonte: elaboracdo do autor

Neste momento os estudantes ja podem perceber que 0s humeros figurados vistos como
composicao de outros sao mais simples para descrever suas formas gerais, entdo podemos partir
para a terceira situacéo, que ndo envolve a visualizacao de figuras, porém a nocéo de formacéo
de nimeros figurados a partir de outros.

Sobre os possiveis obstaculos que poderdo ser encontrados nesta situacdo, destacaremos
que os estudantes podem ndo perceber que a propriedade apresentada do inicio, se refere aos
nameros piramidais quadrados, a figura da piramide quadrada sé ser& apresentada caso algum
estudante faca essa afirmacédo, pois essa visualizacdo certamente os levaria a formular
rapidamente a uma forma apenas por meio da visualizacao, e a situacdo é mais voltada para a
parte algébrica. De modo que se os estudantes ndo compreenderem ou ndo conseguirem
encontrar a formula que generaliza os nimeros piramidais m-gonais, a solugao sera partir para
a terceira situacdo, onde a visualizacdo serd o ponto principal, tal fato pode realmente mostrar
0 quanto a visualizacdo facilita na procura pelas férmulas desejadas, a principio a proxima
situacdo seria para encontrar relacdes entre nimeros figurados planos, estrelados e piramidais
centralizados, porém se ndo for possivel generalizar os numeros m-gonais e platénicos de forma
algébrica na situacdo 2, esta serdo repassadas para a situacdo 3 e serdo resolvidas por meio da

visualizacdo pelo SG

4.3  Situacdo didatica 3: propriedades de numeros figurados

Esta situacdo tem como objetivo principal, explorar as funcionalidades do SG, atraves
de figuras ja construidas, os estudantes encontrardo algumas propriedades apenas de maneira
visual, porém estas servirdo de base para outras propriedades, um exemplo, a medida em que
eles forem descobrindo propriedades com o auxilio do SG, surgirdo perguntas de possiveis
generalizacBGes de modo que a visualizacdo apresente tal caminho, serdo lancadas uma série de
perguntas em relacdo aos numeros poligonais, poligonais centralizados, piramidais e platonicos,
e a contrucdo sera dada com uma montagem de numeros figurados a partir de nameros
simplexos, ou seja, para nimeros planos os alunos deverdo encontrar as propriedades que 0s
relacionam com ndmeros triangulares, para nimeros piramidais e platonicos, os relacionados
serdo 0s numeros tetraédricos, a figura a seguir apresenta um numero triangular centralizado,

formado a partir de numeros tetraédricos
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Figura 127 - nameros triangulares centralizados com triangulos
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Fonte: elaboracdo do autor

Esta figura representa um numero triangular centralizado e sua relagdo com os nimeros
triangulares comuns, tal relacdo é fundamental para se determinar a férmula do termo geral para
esta sequéncia, bem como uma formalizac&o para nimeros poligonais centralizados, da mesma
forma podemos escrever uma formalizacdo de nimeros platénicos a partir de figuras de
ntmeros cubicos e octaédrais formados a partir de nimeros tetraédricos, conforme as figura a
sequir:

Figura 128 - nimeros cubicos a partir de nimros tetraédricos
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Fonte: elaboracdo do autor
Figura 129 - numeros octaedrais a pertir de nimeros tetraédricos

Fonte: do autor
Os estudantes devem ser capazes de, a partir destas figuras formalizarem uma proposta

para generalizar nimeros platdnicos e 0 mesmo pode ser visto para nimeros piramidais. Esta
situacdo apresenta uma outra maneira de encontra formulas de nimeros platonicos exclusiva
deste trabalho e sua resolucdo se encontra na secdo que trata das propriedades de nimeros
figurados

Vale lembrar que os estudantes ja devem ter estas formulas para os nameros platénicos
da situacdo 2, porém se eles ndo a tiverem, elas serdo apresentadas para que eles confirmem por

meio da visualizacdo no SG

44  Situacdo didatica 4: descrever a fungéo geradora dos nimeros poligonais e simplexos

Esta situacdo tem o objetivo de explorar a visualizacdo de propriedades porém sem a
visualizagdo da figura, pois as FG sdo descritas como termos algébricos, contudo sua
composicao pode ser feita utilizando propriedades ja exploradas. Nesta situacéo, o estudante
devera ser capaz de encontrar fun¢Bes geradoras para alguns numeros figurados a partir da FG
dos nameros lineares e triangulares, tais formas serdo apresentadas juntas para que os estudantes
encontrem as relagdes entre as fungbes e possam relacionar com outras utilizando as
propriedades ja vistas, para relembrar, as fungdes geradoras dos nimeros lineares e triangulares

X
L-x)°*

X
—X)21

sdo, respectivamente: G[S;(n), x] = a x| <1 e G[S;(n),x]= |x| <1, estas possuem
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uma diferenca apenas no expoente do denominador, pois 0s nimeros triangulares sdo o
somatdrio dos nimeros naturais, assim os estudantes serdo levados a concluir que para a classe
de numeros simplexos podemos apenas adicionar unidades no expoente do denominador a

medida que a dimensdo aumenta, eles serdo levados a crer que a FG dos numeros simplexos k-

dimensionais podem ser representados pela funcdo geradora G[Ssk(n),x]:

_x
(1_ X)k+1 !
esse fato pode ser provado como ja foi visto, porém os alunos deverdo apresentar tal prova no
memento de validagéo.

Para a FG dos numeros poligonais, 0s estudantes deverdo ser capazes de enxergar as
propriedades ja vistas anteriormente e relaciona-las com as funcdes geradoras, um exemplo € a

FG dos nimeros quadrados que podem ser encontradas a partir da soma de duas FG de nimeros
triangulares bem como a propriedade de nimeros quadrados seguinte S, (n) = Sg(n)+ S, (n —1)
os estudantes deverdo encontrar uma fungdo geradora que possa apresentar os termos dos
nameros triangulares de modo que corresponda a sequéncia do (n —1) -ésimo numero

triangular, depois apresentardo as formas dadas para que seja mostrada no SG. Vale lembrar
que os estudantes deverdo apresentar a prova de tais descobertas, porém também serdo aceitas

as respostas testadas no SG uma vez que o conteido explora a visualizacdo das propriedades.

45  Situagdo didatica 5: forma geral dos nimeros simplexos

Diante de todas as situacOes propostas, devemos supor que os estudantes tenham
condicdes de descrever a forma geral e recorréncia de uma classe de nUmeros, no caso 0S
nameros simplexos, estes nUmeros sao, junto com os ortoplexos e hipercubos, as generaliza¢oes
da presente pesquisa, porém optamos por usar apenas esta classe como situacdo para
generalizacdo, deixando as outras duas apenas como informagdes adicionais na pesquisa.

Para a apresentacdo da situacao, sera mostrado aos estudantes, forma geral, recorréncia
e visualizagdo dos numeros simplexos de desde a primeira a quarta dimens&o, vale lembrar que
estas s@o as possibilidades de visualizagcdo no SG, por isso ndo poderemos apresentar outras
caso 0s estudantes precisem, porem acreditamos ndo ser necessario uma vez que quadro
dimensGes serdo suficientes para que os alunos encontrem a regularidade necessaria e assim,

generalizar a classe, na imagem a seguir é possivel observar tais representacdes.
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Figura 130 - crescimento dimensional dos numeros simplexos

Fonte: autor

As perguntas seguirdo a l6gica das dimensdes com uma possivel relacdo entre a primeira
e asegunda através da recorréncia, logo a seguir usar a mesma relagdo da segunda para a terceira
e assim por diante, tal generalizacdo ja fora apresentada no topico que trata da classe dos
simplexos, os obstaculos encontrados deverdo ser do tipo algébrico ou a ndo relacdo com o
aumento da dimensdo, porém superado estes obstaculos espera-se que os alunos consigam
apresentar a prova, vale lembrar que o uso da visualizagcdo ndo ird contribuir de maneira
significativa para a conclusdo da situacdo, mas servira de base para que os estudantes tenham

uma representacdo k-dimesional dos numeros simplexos.
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5 DISCUSSAO DOS DADOS

De acordo com a Engenharia Didatica, na quarta fase acontece a analise a posterori, em
que os dados sdo analisados para uma melhor compreensdo das consequéncias da intervencao
da ED no estudante, tal analise sugere que a situacao foi Gtil para a aprendizagem do contetido
ou se foram observadas falhas que comprometeram a situagao proposta, com base na validagéo
interna dos dados. Neste sentido, discutiremos nessa secdo, observacdes relevantes acerca das
observacOes feitas durante a validacdo e como estas nos conduzirdo para um melhor
entendimento das situacBes didaticas elaboradas. Vale lembrar que foram abordados em sala
apenas uma parte dos nimeros figurados estudados em seu crescimento dimensional, no nosso
caso 0s simplexos, outras discussdes foram feitas com base nesse crescimento para que pudesse
ser feita uma base para uma possivel discussdo do crescimento dimensional dos demais
nameros figurados e suas representacoes.

O crescimento dimensional dos numeros simplexos, dentro das situacGes, sdo
distribuidos nas suas respectivas dimensodes, juntamente com outras duas classe dos nimeros
figurados, a classe dos nimeros poligonais e a classe dos nimeros piramidais, no processo de
descricdo dos numeros figurados da classe simplex, comeca pela apresentacdo dos numeros
triangulares, abordando o gnémon como ente na composic¢ao do proximo namero triangular, a
partir dessa definicdo os estudantes sdo desafiados a encontrar os nimeros quadrados e seu
gnémon, e assim, definimos nimeros figurados de duas dimensdes até que os estudantes
percebam que podemos generalizar para uma férmula fechada, uma recorréncia e uma funcéo
geradora para 0s numeros poligonais em geral, a figura que representao mapa mental do
crescimento dos nimeros simplexos se encontra no apéndice A desta pesquisa.

Para estas situacdes devemos ressaltar que sempre que € proposta uma sequéncia, é
pedido para que os alunos encontrem uma recorréncia, a formula do termo geral e que esta seja
provada por meio da inducdo finita, bem como a fungdo geradora para cada sequéncia, em
alguns caso € necessario também analisar possiveis relacdes entre 0s nUmeros para que as

propriedades encontradas possam ajudar na proxima sequéncia.

51  Validagdo interna e a analise a posteriori

Para analisar a validacdo interna das situagdes propostas, foram pensados em atividade
gue instigassem os estudantes a procurar generalizar todas as sequéncias a partir da ideia
deixada de uma sequéncia anterior, para tanto apresentamos como primeira situacdo a definigcdo

de nameros triangulares, bem como seu surgimento pelos pitagoricos, a definicdo desses
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ndmeros nos permitiu questionar como encontrar uma férmula para a definir os ndmeros
triangulares por meio de uma recorréncia.

511 Validacdo dasituacéo 1: encontrar a recorréncia e termo geral para os nimeros poligonais

Para esta situacdo didatica, foram criadas alguns questionamentos que giravam em torno
de: determinar a forma geral e recorréncia dos numeros triangulares, analisar o gnémon dos
numeros poligonais e relacionar numeros poligonais a progressdes aritméticas. Estes
guestionamentos colocaram os estudantes no que chamamos de fase de acdo da TSD, pois 0s
alunos séo colocados diante de problemas e procuram analisa-los em busca da resolucdo, diante
disso, foi apresentado aos estudantes os primeiros numeros triangulares, e uma forma de
organiza-lops usando pontos, conforme a figura a seguir:

Figura 131 - apresentacdo dos numeros triangulares
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Fonte: dados da pesquisa

A figura apresenta as primeiras definigdes dos nuameros figurados triangulares e a
montagem por pontos feitas para que se perceba a recorréncia da sequéncia, o Aluno A2
escreveu a sua percepgdo de como estava enxergando essa recorréncia na lousa, mostrando que
a fase da acdo e da formulacdo da ideia foram simultaneas. A parte circulada na figura apresenta
a resposta do estudante A2 para a recorréncia dos nimeros triangulares de maneira imediata a

pergunta feita, dando fim ao primeiro questionamento e deixando uma margem para a
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apresentacdo do segundo que seria encontrar uma formula fechada que nos permitisse encontrar
qualquer nimero triangular se a necessidade do anterior. VVale lembrar que a validacao foi dada
pelo préprio professor por se tratar de uma definicdo relativamente simples, em seguida
apresentaremos as proxima figuras para mostrar as frases de acdo, formulacédo e validacdo do
proximo questionamento que trata da formula fechada para os numeros triangulares, também
conhecida como férmula para o termo geral.

Para isto os estudantes j& estavam em posse do conhecimento passado pelo aluno A2,
entdo e perceberam quase que instantaneamente que 0s numeros triangulares poderiam ser
colocados como “a soma dos n primeiros nimeros naturais” (Aluno AS5) entdo a estudante em
questdo apresentou os calculos contidos na figura a seguir:

Figura 132 - termo geral para os nimeros triangulares (Aluna A5 situacéo
de acdo)

“
.

Fonte: dados da pesquisa

Na figura acima, podemos observar a fase de acdo de um dos estudantes na montagem
de uma formula fechada para os numeros triangulares como soma de termos ou dos Seus
gnémons. A relacdo que foi dada foi a soma de uma P.A dada como uma informag&o para que

0s estudantes pudessem estabelecer uma relagdo entre as somas das progressdes aritméticas
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com os nameros poligonais, em seguida a aluna A5 propde uma formula que poderé representar
um numero triangular sem a necessidade do seu anterior. VVale lembrar que para que a formula

seja valida é preciso provar pelo método da inducdo finita.

Figura 133 - férmula fechada dos nimeros triangulares (Aluna A5 - fase de validacéo)

Fonte: dados da pesquisa
Para que essa formula seja validada, os estudante foram questionados sobre como
poderiamos considerar que pudesse ser valida para um certo n e IN, n > 1, deste modo podemos

identificar mais uma vez, os estudantes na fase de formulagcdo com base na préxima figura.

Figura 134 - fase de formulacédo para a prova de inducéo dos numeros triangulares (Aluno A6)

Fonte: dados da pesquisa

Na figura acima, podemos perceber um do alunos na fase de acéo, percebemos que o
mesmo ndo utiliza a prova por indugdo de maneira correta, pois j& parte da prova feita. Ao
continuar o calculo, o estudante ndo consegue desenvolver o raciocinio em busca do resultado,
0 que nos permite uma interferéncia com a finalidade de sanar quaisquer davidas, é valido
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deixar que o aluno erre para que a corre¢do da questdo estabeleca nele um percurso de ac¢oes
destinadas a encontrar onde ocorreu tal erro, 0 mesmo aluno propde como resposta final, apos
a intervencdo do professor mesmo que este ndo tenha lhe dado nenhuma resposta, a expressao
contida na figura a seguir:

Figura 135 - fase de formulacdo do aluno A6 depois da intervengédo

Fonte: dados da pesquisa

Percebemos que mesmo que o aluno ndo tenha chegado a resposta, as constantes
posicOes assumidas durante a fase de acdo, Ihe permite recomecar, desta vez com uma analise
correta da prova por indugdo. A seguir, uma resposta proposta com o segundo passo da indugéo.

Figura 136 - segundo passo da inducéo (Aluno A2 - fase de validagéo)

Fonte: dados da pesquisa

Para comparar com o aluno A6, o aluno A2 propds corretamente a prova de indugéo,
porém ndo conferiu para n =1, ou seja, ndo esta completa embora segunda parte esteja bem
desenvolvida.

Para a continuacao da situacéo, pedimos que os alunos descrevessem o comportamento
para 0s ndmeros quadrados, vale lembrar que a situacdo didatica prop6e uma forma de

determinar os numeros poligonais, para isto 0s alunos precisariam descrever nimeros
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triangulares, quadrados, pentagonais, e ainda que nao fosse visualizada uma possivel solugéo,
seria necessario descrever outros nimeros.

Para a fase de acdo dessa segunda questdo, os estudantes se depararam com a sequéncia
e fizeram os primeiros procedimentos comparando com a sequéncia dos numeros triangulares.
E importante lembrar que como se trata de niimeros que podem ser representados como figuras,
as fases de acdo e formulacdo acontecam justamente usando-as, para tanto, observamos na
figura seguinte que o aluno A2 recorre a figura de nimeros quadrados bem como o gnémon
para as primeiras analises sobre a sequéncia.

Figura 137 - Aluno A2 na fase de acdo para a sequéncia dos
nimeros quadrados

Fonte: dados da pesquisa
Percebemos que o mesmo, formula sem qualquer outra analise que a formula para o

termo geral de um nimero quadrado é n?, tal afirmacéo é comum na fase de agdo e formulagéo
visto que o aluno percebe que existe essa relagdo por se tratar de numeros que formam
quadrados, porém para que esta analise se torne validada, é necessario uma prova. E necessario
também que o estudante encontre uma recorréncia, esta ndo tdo imediata quanto a formula para
o termo geral e neste momento é que acontece as fases de formulagéao e validacéo da situacéo
didatica proposta.
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Figura 138 - Aluno A2 fase de formulacdo para determinar a recorréncia
dos nimeros quadrados

Fonte: dados da pesquisa
Com a ajuda das figuras o aluno A2 consegue formular uma recorréncia, e entdo
podemos esperar a validacdo dos dados, pois € esperado que os estudantes sigam 0s mesmos
passos usados na obtengdo da sequéncia anterior, deste modo podemos observar o aluno A5

com suas conclusoes.

Figura 139 - Aluno A5 fase de validacdo para a sequéncia dos numeros
quadrados

Fonte: dados da pesquisa
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A figura acima mostra o aluno A5 apresentado uma resposta para a prova de inducéo
desde o modelo obtido na recorréncia, passando pela soma de termos para se formular uma
hipotese de indugéo até a prova para n+1, contudo o estudante ndo apresentou o fato da hipdtese
valer para n =1, o que compromete a analise da questdo, mesmo que apresente a prova valida
para a situagdo dada.

Para a fase de institucionalizacdo, como os estudantes debatem antes de divulgarem seus
dados, esta é feita por meio de um debate rapido, apenas citando os passos tomados desde a
apresentacdo do problema até a validacdo por parte de algum dos estudantes com a devida
explicacdo.

Para concluir a situacdo, tivemos que definir uma férmula para qualquer namero
poligonal, com base nas formulas ja encontradas buscando-se uma relacdo entre elas. Para a
fase de acdo, os estudantes observaram as formulas do termo geral dos nimeros triangulares e
quadrados, que a principio ndo apresentavam nenhum padrdo entre si. Na fase de formulagéo
os estudante Al apresentou uma férmula que seria valida para 0s numeros triangulares e
quadrados, as férmulas apresentadas estdo na figura a seguir:

Figura 140 - férmula valida para os nimeros triangulares e quadrados
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Fonte: dados da pesquisa

Na figura acima, o estudante usou uma possivel formula que seria valida tanto para os

nimeros quadrados quanto para 0s humeros triangulares, modificando apenas alguns numeros
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e obteve o resultado esperado, ainda na figura, o “F” significa “numeros figurados”, “n” se

‘Cl”

refere ao termo encontrado enquanto representa o numero de lados da figura que esta
gerando a sequéncia dada, repare que para a fase de formulacéo, sera necessario que se prove
que esta formula sera valida para qualquer numero figurado poligonal, mais umas vez
questionados sobre como fazer isso, 0s estudantes entenderam que precisavam novamente partir
para 0 método de inducdo e que os testes para os primeiros nimeros figurados ja haviam sido
feitos, com isso alguns alunos validaram a prova para n+1, segundo a figura a seguir:

Figura 141 - férmula valida para os nameros triangulares e quadrados

Fonte: dados da pesquisa

Observamos na figura acima que a aluna A4 buscava formular sua hip6tese, porém néo
seguiu o caminho da inducgdo finita e tentou relacionar os numeros triangulares, porem a
estudante ndo conseguiu concluir o pensamento, assim nao se tratava de uma fase de validacao
e sim formulagdo uma vez que ainda haviam problemas a serem resolvidos na situacdo dada.
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Assim, o aluno Al foi o primeiro a apresentar a validagao para a situacdo, conforme a figura a
sequir:

Figura 142 - aluno Al na fase de formulacao

Fonte: dados da pesquisa

Na figura, podemos ver o aluno em sua fase de formulagéo, apresentado o argumento
de que se adicionarmos a férmula dada o valor que corresponde ao gnémon de um ndmero
poligonal, poderiamos obter a formula para n+1 assim como ja havia sido feito nos nimeros

triangulares e quadrados, vale lembrar que o gnémon dos nimeros triangulares sdo dados pela

formula S,j(n+1)=n+1 e 0S numeros quadrados tem o seu gnémon dado pela formula
Sj(n+1)=2n+l , entdo para um certo ndmero poligonal, seu gnémon serd dado por

Sy (n+1) =(M—2)n+1, no caso o aluno AL substitui a letra m por .
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Figura 143 - validacdo feita pelo aluno Al

Fonte: dados da pesquisa

Para o aluno em questdo bastava mostrar que partindo de n e n+1 na formula dada, os
resultados seriam 0os mesmos, desde que se acrescentasse na férmula que possuia o », um termo
que representaria 0 gnémon de um namero poligonal qualquer, como mostra a figura, o que de
fato é verdadeiro, ou seja, o estudante conseguiu validar sua hipdtese. Posteriormente, na fase
de institucionalizacdo, foram refeitos os calculos com algumas correcfes para que fossem
tiradas algumas partes que ndo necessitam para a explicacdo da questao.

Desta maneira a situacdo 1 foi encerrada, na qual tinha como objetivo generalizar a
formula para os nimeros poligonais, comegando pelos numeros triangulares e quadrados e

usando a nogdo de gnémon.

51.2 Validacao da situacdo 2 — forma geral e recorréncia dos nimeros piramidais e platonicos

Dada a resolucdo da situacdo 1, esperamos que esta segunda situacéo seja rapidamente
resolvida, pois se tratam de definicbes que possuem muitas relagbes com a primeira e,
deveremos deixar algumas ddvidas para que os estudantes possam lidar com a situacéo 3 de
maneira a usar esta situacdo como um elo entre as situagdes 1 e 3. A necessidade desta situacéo
esta no fato de os estudantes precisarem ter contato com configuracdes 3D e se familiarizarem
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antes de relacionar propriedades, como entendemos que sdo configuracbes de muita
importancia dentro dos NF, separamos uma situacdo para ela, porém poderia muito bem estar
dentro da S3. Dada esta breve explicacéo, seguiremos para a validacédo desta situacao

De inicio, a situacdo foi montada com trés questionamento

1 — qual a forma geral e recorréncia para 0s numeros piramidais triangulares
(tetraédricos)

2 —qual a forma geral e recorréncia para 0s numeros piramidais pentagonais

3 — encontre uma relacdo entre as formulas encontradas e encontre uma que represente
0s numeros piramidais m-gonais

De inicio foi apresentada a resolucdo parcial da soma dos nimeros quadrados,
propriedade importante que nos ajuda a construir os nameros piramidais triangulares, esta
questdo foi resolvida de inicio pelo professor e foi pedido para que os alunos desenvolvessem
0 restante da questdo, como meio para que eles pudessem concluir que ela poderia servir de
base para os numeros tetraédricos porém optamos por ndo revelar isto no momento, foi
apresentada a seguinte questdo para os alunos:

Figura 144 - questdo apresentada pelo professor para provar a soma de nimeros quadrados

3.provar que ' +2* + . +n' =n(n+1)+(2n+1)

alb gl

Figura 1: Burton (2006, p. 100)

Fonte: questdo proposta na pesquisa

Os alunos também deveriam perceber que a soma de nimeros quadrados representam
0s numeros piramidais quadrados, porém esta percepcdo nao foi imediata. A figura 93 foi
apresentada e a observacdo dos alunos representa a fase de acao, eles ficaram por um tempo
buscando a relacéo entre a figura e a prova, como o objetivo inicial seria apresentar a resolucéo,
o professor tratou de escrever o inicio da resolucdo na lousa, e logo os alunos quiseram concluir
pois seria apenas usar regras matematica simples para eles. Segue a foto do inicio da explicacdo

e a continuacao feita pelo aluno A6:
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Figura 145 - aluno A6 continuando a questdo proposta

Fonte: dados da pesquisa

Percebemos o aluno A6 na fase de formulagdo dentro do que foi proposto, logo apos
analisar a figura proposta na atividade, ele explicou que ainda sentia dificuldades, e por isso
retornou a lista de atividades, depois de algum tempo o mesmo aluno apresentou a questéo,

conforme a figura a seguir:

Figura 146 - aluno A6 apresentando a questdo devidamente resolvida

Fonte: dados da pesquisa
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A figura acima apresenta uma questdo bem complexa se comparada as outras, porém
como os alunos poderiam se ajudar algumas informacgdes foram sendo cruzadas para que a
questdo fosse solucionada, alguns alunos ndo entenderam a resolucdo, este observaram a
resolucdo feita por A6 e entdo podemos continuar, vale lembrar que todas esta resolucédo
pertence a fase de formulacdo da situacdo didatica que tem como objetivo encontrar a forma
geral para 0s numeros piramidais.

O préximo passo foi questionar os estudantes se poderiamos a partir do que ja temos,
encontrar a forma geral dos numeros tetraédricos e como isso poderia nos ajudar a encontra a
forma geral para os nimeros piramidais, entdo o aluno Al respondeu:

“Assim como fizemos com 0s numeros poligonais poderemos encontrar a forma geral
dos tetraédricos, piramidais quadrados, pentagonais e assim por diante, ndo?” (aluno A1)

Diante disto e visto que os alunos ja estavam bem familiarizados com as resolugdes,
pois sdo em sua maioria continuagdes de regularidades observadas para encontrar outros
numeros figurados, e também por ser apenas manuseio de propriedades algébricas ja conhecidas
por eles, o aluno Al, depois de um breve periodo, levou a resolucdo até a lousa. A foto que
segue traz de forma completa a formula para os numeros tetraédricos e indica a fase de
formulacéo da situacdo visto que os estudantes estavam procurando relaces que pudessem 0s

levar a resolver a situacéo.

Figura 147 - aluno Al apresentando a férmula para os nimeros tetraédricos

——

Fonte: dados da pesquisa
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Esta formula é valida e ndo pedimos para os alunos provarem por meio de indugdo pois
prolongaria a situacao e poderia fazer com que os estudantes esquecessem o0 objetivo da questao
e entendessem que esse seria o final da situacdo quando ainda se tratava do inicio dela.

Logo em seguida questionamos sobre a segunda pergunta da situacéo, ou seja, se com 0
que temos até agora, poderiamos encontrar a forma dos nimeros piramidais pentagonais. NOs
saltamos a forma dos nimeros piramidais quadrados, pois eles ja tinham visto no inicio da
situacdo, mesmo assim, ainda nesse momento nenhum aluno conseguiu relacionar a soma de
numeros quadrados vista no inicio com a formula dos nimeros piramidais quadrados, e assim,
tivemos de deixar que eles observassem por mais tempo as questdes, pois perceber esta formula
seria fundamental para a continuagéo da situacao.

Ainda assim, os estudantes tiveram muito tempo sem que percebessem tal propriedade,
essa reacao apesar de prevista na fase de elaboracdo das situagdes ndo era esperada por se tratar
de uma relacdo simples e de facil percepcao, atribui-se o fato da ndo observacéo da relacédo pelo
fato de os estudantes estarem tendo contato com muitas formulas e em uma certa hora isso
poderia de fato acontecer.

Percebemos que esta situacdo didatica ndo seguiu 0s caminhos desejados porém
previstos por conta de problemas algébricos, se entendermos a situagdo como um elo entre a
primeira e terceira situacdo, esta teve sua importancia, pois os estudantes encontraram a formula
geral dos nimeros tetraédricos, estes, base para a construcdo de qualquer nimero tridimensional
pelo SG, ainda se realinhdssemos a situacdo 2 apenas para a obtencdo da férmula de nimeros
tetraédricos, poderia ser encontradas todas as fases da TSD, assim, seguiremos para a validacédo

interna da situacao 3

5.1.3 Validacdo da situacdo 3 — com base na visualizagdo dos nimeros figurados, definir e provar
possiveis propriedade e relaces entre eles.

Para falarmos da validacdo interna da situacdo 3, antes devemos informar que esta
aplicagdo ocorreu nos durante 0 més de marcgo de 2020 e deveria terminar em meados do més
de abril do mesmo ano, porém, devido a pandemia do novo coronavirus, que teve como
consequéncia o isolamento social e a paralizacdo de varios servicos e setores, o IFCE tambeém
teve que cumprir tais medidas e por isso as aulas foram suspensas e, devido a isso, a aplicagédo
das situaces teve que ser adiada para setembro de 2020, de forma remota através da plataforma

google meet. Desse modo em alguns pontos da coleta € possivel observar as respostas por meio
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mensagens pela plataforma, bem como figuras e escritas digitadas e ndo escritas a médo como
se pretendia. Dada esta breve explicacéo, partiremos para a validagéo interna da S3

Nesta situacdo foram apresentadas figuras e foi pedido para que os estudantes
observassem qual a relacéo existente e se seria possivel generalizar para qualquer valor, seu
objetivo é que se fosse observados que a partir de sequéncia que formam a classe dos simplexos
seria possivel formar qualquer outra sequéncia, pretendemos apresentar apenas figuras 2D e 3D
e a situacdo estard solucionada quando os estudantes forem capazes de encontrar qualquer
sequéncia pedida, apenas pela visualizagdo, lembramos que apesar de importante, nao
pediremos para que os estudantes provem estas formulas encontradas por meio do principio de
inducdo, apenas comparamos as formulas obtidas com as que j& foram encontradas na literatura.
A primeira figura apresenta um nimero triangular com outro tridangulo no seu interior conforme
mostra a figura a seguir:

Figura 148 - relagdo entre nimeros triangulares

Fonte: elaboracéo do autor

Para a fase de acdo os estudantes tiveram uma breve explicacdo do que seria pedido e
observaram quais das figuras seriam mais simples, ndo foi exigido que se fizesse na ordem as
questBes, porém todas apresentavam um nivel de dificuldade maior em relacdo a anterior, 0
aluno poderia comecar qualquer questdo com qual se identificasse e as fases da TSD seria
observada em cada estudante dentro de cada questdo. De um modo geral os estudantes se
sentiram bem com as figuras para ajudar, teve-se uma adesdo maior por parte dos alunos no que
se refere a participacdes. Estas sdo as primeiras conclusGes que nos mostra que a visualizacao
de fato ajuda de maneira significativa

Dito isto, na fase de formulagéo para a figura dada observamos que alguns estudantes
ndo sabiam como relacionar o triangulo maior com o menor, contudo, alguns conseguiram

relacionar, conforme a figura a seguir.
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Figura 149 - aluno A2 na fase de formulagéo

Fonte: dados da pesquisa

Podemos perceber que a figura ajudou o aluno a perceber tal propriedade, porém para
que essa afirmacéo seja validada sera preciso provar. Por se tratar de uma questdo relativamente
simples, a maioria dos estudantes conseguiu resolver, incluindo o aluno A2 como mostra a
proxima figura:

Figura 150- aluno A2 na fase de validagéo

Fonte: dados da pesquisa

A figura mostra que para provar que a propriedade é vélida basta desenvolver a
expressdo encontrada mostrando que de fato, um ndmero triangular de ordem par possui a

seguinte relagdo S,(2n) =3S,(n)+S,(n—1) para n>1, em seguida, uma validacio feita na lousa

para que os alunos entendessem melhor, evitando assim a necessidade da fase de
institucionalizacdo:
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Figura 151 - aluna A3 na fase de validagéo

A \
—EM\ :\JK\\EY_\—‘S' & ('(\\-1\‘\\

Fonte: dados da pesquisa

Para a fase de validacdo, feita na lousa, vale lembrar que os alunos explicavam passo a
passo da resolugdo tornando desnecessario que haja a fase de institucionalizacdo, uma vez que
as partes desnecessarias da explicacéo ja haviam sido retiradas.

A segunda figura que possui uma propriedade sobre os nimeros figurados triangulares,
a principio pode parecer mais simples que a primeira, porém se torna um pouco mais
complicada porque relaciona ndo s6 nimeros triangulares como também os nimeros quadrados,
a proxima figura representa uma relacdo entre numeros quadrados e triangulares, uma
propriedade que ja foi provada nos capitulos anteriores.

Figura 152 - relacdo dos numeros
quadrados com os nimeros triangulares

o o o o

Fonte: elaboracdo do autor



204

A figura mostra a propriedade dos numeros quadrados que diz que: todo nimero
quadrado é a soma de dois nimeros triangulares, a principio os alunos ndo conseguiam enxergar
a presenca de numeros triangulares na figura o que dificultou na fase de acdo, pois mesmo que
eles pudessem trocar algumas ideias, ndo houve nenhum aluno que percebesse a relacdo. Porém,
tdo logo foram surgindo os argumentos, os estudantes seguiram o modelo anterior, o que tornou
a resolucdo mais rdpida que da questdo anterior, a seguir a figura mostra uma resolucao

completa da questao.

Figura 153 - aluno A2 fase de acdo/formulagéo

Fonte: dados da pesquisa

A figura apresenta um aluno na fase de acdo e formulacdo, ja com a prova da
propriedade valida para os numeros quadrados, a partir dai, faz-se necessario a explicagdo na
lousa para a fase de validagéo que se for bem explicada, dispensa a fase de institucionalizacéo,
a seguir, o aluno A4 na fase de validacao na lousa.

Figura 154 - aluna A4 na fase de validagéo

Fonte: dados da pesquisa
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Até esse momento ainda ndo era esperado que os estudantes relacionassem as formulas
com o uso dos numeros triangulares, e nem um estudante ainda havia dito nada a respeito.

Prosseguindo com as situacdes didaticas para encontrar propriedades, introduzimos
entdo as figuras que representam as sequéncias de NF em 3D. Neste momento, a nossa pesquisa
ja tinha passado para a forma remota, por isso as fotos que serdo apresentadas a seguir s&o
capturas de telas. Vale lembrar que para essa situagdo onde a visualizacdo é o ponto mais
importante, o formato das aulas ndo prejudicou o desenvolvimento da situacéo.

A primeira figura apresentada foi de um numero piramidal, para isto apresentamos a
figura e forma geral dos nimeros tetraédricos, para que os estudantes conseguissem uma forma
que fosse geral a todos os piramidais, perceba que esta seria uma situacdo bem trabalhosa, e
exigiria varios calculos até se chegar a uma forma geral, inclusive na S2, os estudantes nédo
conseguiram encontrar tal forma, desta vez apresentamos a visualizacdo de modo a incentiva-
los a encontrar a formula geral dos nimeros piramidais por meio das relagbes com nimeros
tetraédricos, foi a partir desta situacdo que os estudantes comecaram a relacionar 0s nUmeros
figurados como formacdes de nimeros a partir de sequéncias da familia dos simplexos.

Figura 155 - apresentacdo dos nimeros piramidais quadrados
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Fonte: dados da pesquisa
A figura acima apresenta a primeira sequéncia que foi pedida aos alunos, eles deveriam

perceber que esta piramide é formada por numeros tetraédricos, a seguir foi apresentada outra

figura:
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Figura 156 - apresentacdo dos nUmeros piramidais pentagonais
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Fonte: dados da pesquisa
A figura acima apresenta 0s nimeros piramidais pentagonais, acompanhado de seus

primeiros termos, este representa 0 momento de acdo, pois foi pedido que os alunos
observassem a figura e tentassem encontrar uma forma que representasse qualquer nimero
piramidal, depois de algum tempo o aluno A8 pede que eu apresente a figura com os nimeros
piramidais hexagonais, a fase de formulacdo pode ser vista na figura a seguir.

Figura 157 - apresentacdo dos nimeros piramidais hexagonais

@auxOBEe N o 9 0e,uss% &2:07Pm

Boa tard
boa tarde
Evamar Barros 1:21 PM

hoje é a nossa ultima aula, depois vcs tem duas
aulas da milena

2020_09_1_14_06_07

00:01:20 00:04:41

) E

Fonte: dados da pesquisa
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Figura 158 - fase de formulagéo do estudante A8
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Fonte: dados da pesquisa
Podemos observar nas duas figuras acima, que apds apresentar a figura para 0s nimeros

piramidais de base hexagonal, o estudante A8 fez conjecturas, procurou e apresentou Sseus
calculos, e logo enviou a sua resolucgdo, ja validada, a figura a seguir apresenta a fase de
validacdo da questdo feita pelo estudante A8 pois ele observou a formacdo de numeros
tetraédricos.

Figura 159 - fase de validacdo feita pelo aluno A8
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208

A formula apresentada acima, € uma propriedade que relaciona nimeros piramidais aos
nameros tetraédricos, o aluno A8 percebeu de forma rapida com o auxilio da visualizacéo, fato
que ndo ocorreu na S2. Esta situacdo conclui que, de fato, a visualizacdo deixa a percepc¢édo da
propriedade tdo aparente que uma questao que antes se mostrava dificil agora foi descrita agora
como simples. Também podemos concluir que podemos também apresentar 0s nimeros
platdnicos ou pelo menos parte deles, por isso a proxima figura apresentada serd dos nimeros
octaedrais.

Figura 160 - apresentacdo dos nimeros octaedrais
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Fonte: dados da pesquisa
A partir da figura acima apresentada, foi explicada que eles deveriam encontrar a forma

geral desses numeros e que eles pertencem a familia de nimeros platdnicos juntamente com 0s
tetraédricos, cubicos, dodecaedrais e icosaédrais, 0s estudantes tiveram um contato por alguns
minutos e em seguida eles pediram o que se esperava, outra figura que também pertenca a
familia de nameros platénicos, entdo apresentamos 0s nimeros cubicos, este momento
representa a fase de acdo, e o fato dos estudantes pedirem por outra figura significa que eles
guerem, além de encontrar a formula para 0s numeros octaédrais, eles também sabem que
podem generalizar a familia.

Para esta questdo, os estudantes foram bem mais rapidos, pois ja relacionaram coma
questdo anterior, a fase da formulacdo ndo pode ser observada por conta da rapidez e logo o
aluno A8 apresentou seus resultados o que constitui a fase de validacdo da questéo, ou seja, as

formulas para os numeros octaedrais e cubicos.
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Figura 161 - fase de validacdo da formula dos nimeros octaedrais pelo aluno A8
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Fonte: dados da pesquisa
Como podemos observar a formula foi descrita partindo dos nimeros tetraédricos, o

mesmo acontece com a forma para os nimeros cubicos.

Figura 162 - fase de validacdo dos numeros cubicos, aluno A8
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Fonte: dados da pesquisa
Para a fase de institucionalizacdo da situacdo, apresentamos novamente todas as figuras

e explicamos suas relagbes com nimeros da familia dos simplexos, os alunos puderam perceber
que qualquer visualizacdo feita no SG, pode ser construida utilizando-se nimeros triangulares

e seus analogos das dimensdes superiores, 0 objetivo da situacdo foi alcancado e ndo pedimos
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para que os alunos descrevessem o0s outros nimeros platonicos pois eles ja haviam percebido a
relacdo que pretendiamos apresentar, também ndo pedimos para que as formulas fossem
provadas pois demandaria tempo, em vez disso, mostramos a s formulas no livro sobre nimeros
figurados em que todas as formulas ja estdo descritas, entendemos que como as formulas

pedidas foram encontradas, o objetivo da questdo fora alcancado e podemos finalizar.

514 Validacao dasituacdo 4 —a funcao geradora dos nimeros poligonais, poligonais centralizados

e simplexos

A situacéo 4 foi planejada para que os estudantes conseguissem fazer uma ligagdo com
a S3, isto porque, partindo da funcdo geradora dos numeros triangulares, seria possivel formar
outras fungdes geradoras, assim, definir a FG dos numeros poligonais seria intuitivo, bem como
a FG dos poligonais centralizados, também seria possivel perceber que funcbes geradoras
possuem uma semelhanca entre uma sequéncia S e a sequéncia formada pelo somatério de S,
ou seja, seria possivel perceber que a FG dos numeros simplexos seria simples, bastando assim,
perceber tais relacdes.

Novamente tivemos nessa situagéo, a interrupgéo por conta do isolamento causado pela
pandemia de covid-19, o que ocasionou em uma situagdo inteiramente remota, com algumas
dificuldades por conta de ndo termos como explicar e tirar as duvidas como se pretendia de
forma presencial, também pelo fato dessa situacdo ndo ser tdo focada na visualizacdo, os
problemas encontrados foram, em sua maioria, por causa da falta de uma explicacdo mais
préxima, eu sua sala de aula, disto isto, descreveremos agora toda a situacao.

Para comecar apresentamos o conceito de FG, ja descrito aqui em se¢fes anteriores,
bem como a funcdo geradora dos numeros triangulares, foi apresentada também a funcéo
geradora dos nimeros lineares e da sequéncia em que todos os termos séo 1.

Para esta situacdo, a resposta foi réapida e os alunos responderam quase que
instantaneamente, que a funcdo geradora dos simplexos se daria por

F[Sg(n),x]:%,|x|<l,k eN
(1-x)

Entdo o que havia sido planejado para a situacdo em que poderia ser possivel observar
as fases da TSD, ndo aconteceu, 0 motivo desta situacdo nao ter saido como o planejado esta
no fato de as informacoes iniciais dadas aos alunos serem suficientes para que se constatasse
essa FG, ndo pedimos para que os estudantes provassem esta formula pois o objetivo ja havia
sido alcangado e nédo registramos esse fato com fotos, pois a situagdo ndo foi desenvolvida como

o0 planejado, por isso partimos para a segunda fase da situagéo, ou seja descrevemos a FG dos
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nameros poligonais e poligonais centralizados, assim, inicialmente foi lancada a seguinte
pergunta

- como podemos encontrar a FG dos nimeros poligonais utilizando as propriedades
vistas na aula passada?

Diante desta indagacdo, e algumas construcdes na tela, alguns alunos iniciaram suas
investigacgdes, pois o problema todo estava em representar uma FG de um nimero triangular n
e outra para um numero triangular n-1, ou seja:

G[S;(n),x|=5,(1)x+S,(2)x* +---+S,(n)x" [I]
G[S;(n-1),x]=S,(1)x* +5,(2)x* +---+ S, (n-1)x" [Il]

Porém, como era esperado, 0s estudantes tiveram alguma dificuldade para encontrar a
funcdo geradora representada por 11, como esperado também eles rapidamente descobriram a
relacdo, faltava apenas a funcéo, entdo o aluno A6 disse:

- deveriamos dividir a funcéo geradora dos triangulares por x (aluno A6)

Apesar de ser um erro, € comum pensar assim, entdo deixamos que seguissem pois
levaria a uma funcdo que ndo representaria 0s nimeros m-gonais porém deixaria claro o que
deveria de fato acontecer.

Figura 163 - FG a partir da descricdo de A6
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Fonte: dados da pesquisa
A figura acima apresenta a descricdo que o estudante A6 fez em relagdo a FG dos
. . . Sy(n-1) - . N
numeros triangulares do tipo Entdo, esta constitui a fase de acdo da situacéo,
posteriormente a fase de formulagdo também foi feita pelo estudante A6 que apresentou 0s
calculos para a FG dos numeros quadrados e pentagonais, para 0s nimeros quadrados o erro
ndo seria perceptivel, pois a FG dos numeros quadrados €& dada por
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F [84(n), X:I =F [Ss(n),x]+ F [83(n—1), X] assim, o problema da FG dos pentagonais pode

ser notado na figura a seguir

Figura 164 - apresentacdo da FG dos nimeros pentagonais por A6

Fonte: dados da pesquisa
Podemos perceber que durante a fase de formulacdo o estudante tinha ideia do que

queria fazer mas um calculo errado foi suficiente para que a FG descrita ndo fosse a procurada,
como todas as fungdes poderiam ser testadas de forma computacional através do SG, entdo
tivemos que tentar encontrar a segunda funcdo geradora a dos numeros poligonais
centralizados, que aparentemente ndo apresentava nenhum erro e fora construida usando as
mesmas regras, vale lembrar que tudo isso ainda faz parte da fase de formulagdo da quest&o.
Figura 165 - solucdo apresentada por A6 para a FG dos numeros pentagonais centralizados

Fonte: dados da pesquisa
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Na figura acima é possivel encontrar os termos da sequéncia dos nimeros pentagonais
centralizados, porém com o expoente de x com valores diferentes dos corretos, o que levou ao
questionamento de alguns estudantes, conferimos no SG e as figuras a seguir, comprovam que,
de fato, o estudante cometeu algum erro.

Figura 166 - férmula encontrada por A6 no SG
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Fonte: dados da pesquisa
De fato, mesmo com algumas mudancas a FG ndo foi a esperada, ja a funcdo dos

nimeros pentagonais centralizados poderia ser modificada para que se chegasse a desejada,
conforme a figura a seguir:

Figura 167 - FG dos nimeros pentagonais centralizados
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Logo os alunos voltaram a tentar encontrar a formulas e eles sabiam que resolvido este
problema logo as questdes estariam resolvidas. Depois de um tempo o aluno A5 levantou uma
questdo importante, sobre a formula que A6 havia encontrado, ele disse: “se os valores dos
expoentes de x fossem duas unidades maior, a formula seria correta”. O estudante formalizou
essa afirmacéo e validou seus resultados, a questéo pode ser vista conforme a figura a seguir:

Figura 168 - fase de validacdo da S4
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Fonte: dados da pesquisa
Na figura pode ser vista toda a resolugdo em que o estudante encontra a forma para a

funcdo geradora dos nimeros poligonais e triangulares centralizados, na explicacéo ele disse:
“Com essa composi¢cdo de fungdes geradoras e visualizagdo € possivel encontrar a funcdo
geradora de qualquer nimero figurado” (Aluno AS)

De fato, na fase de institucionalizacéo, foi apresentado todo o percurso, retirando-se 0s
erros gque ndo seriam importantes e os estudantes comprovaram que sabendo das formas
corretas, seria possivel formar FG de nameros figurados assim como pode se encontrar as
formulas gerais, para encerrarmos a aplicacdo dos nameros figurados, deveriamos definir a
forma geral e recorréncia de uma classe de NF, e decidimos, por ser a classe base para todos 0s
outros, a dos simplexos, com as formulas de nameros triangulares e tetraédricos, esta foi a

situacdo didatica de numero cinco, e serd vista no préximo topico.
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515 Validacdo da situacédo 5—forma geral dos nimeros simplexos

Diante das situacdes ja apresentadas, deveremos discutir agora a apresentacao de uma
generalizacdo de uma classe de numeros figurados, falaremos dos nimeros simplexos em que
a primeira dimensdo € representada pelos nimeros lineares, a segunda é formada pelos numeros
triangulares, a terceira formada pelos nimeros tetraédricos, a quarta dimenséo é formada pelos
numeros de pentatope e assim por diante.

Estes nimeros possuem uma caracteristica comum, todos sao formados pelo somatdrio
da sequéncia imediatamente inferior, e com a S4, seria possivel os estudantes terem esse
contato, porém a situacdo 5 acabou sendo desenvolvida antes da S4 devido a problemas de
tempo e a incerteza devido ao periodo de isolamento que estadvamos passando, sendo assim a
S5 foi aplicada de forma presencial e os alunos tiveram como suporte apenas as formas
desenvolvidas nos nimeros poligonais e tetraédricos.

Para iniciarmos a aula, lembramos aso alunos a familia dos nimeros poligonais e em
especial os nameros triangulares, depois foi explicado aos alunos que estes possuem uma
relacdo com 0s numeros piramidais, pois estes segundos sao formados usando o somatério dos
primeiros e enfim apresentamos os nimeros de pentatope, e, diante disto foi lancada a seguinte
pergunta: qual a forma geral para os nimeros da classe simplexos? O estudante Al, que era o
mais familiarizado com os nimeros poligonais pediu para ir para a lousa realizar alguns
calculos. Constatamos aqui a fase de acdo realizada pelo aluno Al, em que 0 mesmo resolveu
fazer um resumo do que havia estudado e qual a relacdo que poderia o ajudar a encontrar a
férmula desejada.

Neste momento, ficou claro que a situagao poderia ser resolvida rapidamente a depender
da relacdo encontrada, o estudante sabia 0os caminhos a seguir, ou seja, fase de formulacédo e
validacdo aparentemente rapidos pois 0s argumentos usando eram os mesmo de situacdes
anteriores, porém o estudante ndo lembrou da recorréncia, que é a formula fundamental para se
provar a forma geral por meio de inducdo, sem esta, ndo seria possivel provar a formula, e 0s
alunos ficaram por um tempo pensando em possiveis propriedades, relembrando o que fora
estudado anteriormente e levantando hipo6teses, neste momento, foi possivel ver a turma na fase
de acdo, procurando solucdes, e o0 estudante Al ainda na lousa em busca de respostas, a figura
a sequir, apresenta a relacéo escrita pelo professor, na lousa e o aluno Al depois de um tempo,
ainda sem respostas enquanto os estudantes tentavam encontrar uma solugéo, 0 momento foi

registrado como a fase de agéo.
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Figura 169 - aluno Al na fase de acéo da S5

Fonte: dados da pesquisa

Na figura acima, podemos perceber que as informagdes contidas séo apenas referentes
aos termos da sequéncia, o estudante A1, mesmo sem ter ainda ideia do que poderia fazer para
encontrar a forma dos pentatopes ou dos simplexos em geral, resolveu procurar com a ajuda
dos colegas, entdo o aluno A2 lembrou que sempre que tentamos procurar alguma relagéo entre
NF devemos ter sua recorréncia, logo a turma procurou qualquer relacdo porém néo
encontraram, a aula terminou e entdo procuramos retomar na proxima aula.

Pensamos para a proxima aula, que seria necessario apresentar uma figura que possa
trazer alguma ajuda para os estudantes, porém o aluno Al, repensa sua estratégia tomada na
aula passada, entdo de imediato o aluno Al pediu para ir para a lousa e apresentou a seguinte
relacao.

Figura 170 - relagdo de recorréncia encontrada pelo aluno Al, fase
de formulacéo

Fonte: dados da pesquisa
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Esta relacdo esta correta, e 0 estudante Al conseguiu estabelecer a relagdo com a ajuda
do estudante A2, vale lembrar que estes dois alunos se destacaram durante as aulas por
conseguirem estabelecer relacbes de recorréncia e termo geral, enquanto 0s outros se
destacaram em visualizag¢6es de fungdes geradoras, por isso, estes alunos ficaram responsaveis
por terminar a questdo enquanto 0s outros ajudaram no suporte.

O estudante Al observou as relagdes existentes nos nimeros triangulares e tetraédricos

e percebeu que a formula dos numeros simplexos seguem a seguinte configuracéo:

Sé(n)=n=E
S2(n)= ”(”2”) _ “(nz!+1)
S3(n)= n(n+1()3(n+2): n(n+1§!(n+2)

5¥ () = n(n+1)(n+i)!---(n+k—l)

O mesmo estudante Alentdo propde a formula que se encontra na proxima figura, vale
informar que 0 mesmo estudante, sempre retornava ao seu acento e voltava a lousa sempre que
tinha uma nova ideia, nesta situacdo a fase de formulacdo da TSD ficou bastante evidente,
sempre por parte do aluno A1, 0 mesmo constatou que sempre que uma sequéncia de simplexos
é escrita em uma dimensdo, seu denominador € o valor da dimensdo em fatorial, porém esta

observacao foi feita em parte pelo professor, através da conversa:

“Professor: observem os valores, o que muda de uma dimensao para outra?”
“Aluno Al: eu sei que deve haver uma sequéncia para determinar o denominador”
“Professor: ndo poderia ser outra relagdo, operagédo, ou s6 sequéncia?”

“Aluno Al: ah! Claro, um fatorial!”

Com a constatacdo, o estudante entdo escreveu a relacdo que consta na figura a seguir:



218

Figura 171 - relagdo encontrada pelo aluno Al na S5

Fonte: dados da pesquisa
Apds esta constatacdo ficou simples provar, 0s alunos precisavam apenas usar recursos

algébricos ao utilizar o principio da inducdo finita, a fase que se encontra nas figuras que
seguirdo representam a fase de validacdo, ja que o estudante tinha a certeza que poderia realizar
o célculo.

Figura 172 - aluno Al na fase de validacdo de S5
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A figura acima apresenta a resolucédo feita por A1 com a prova por inducdo para 0s
nuimeros simplexos k-dimensionais. E valido explicar que essa questao foi exigida que os alunos
provassem pois ndo poderia ser feito 0 uso de recursos computacionais, como neste instante a
aula estava proximo do encerramento, foi pedido aos alunos, principalmente a Al que pudesse
apresentar este ultimo calculo de forma completa, para que nédo ficasse nenhuma duvida quanto
ao seu entendimento da questdo, mesmo que 0 mais importante ndo seja a resolu¢do em si mas
sim os caminhos que o levaram a ela. Desta forma, o estudante em questao apresentou o calculo
de forma mais clara em seu caderno, que foi registrado para que pudesse compor a fase de

validacdo da situagéo cinco, a resolucédo se encontra na figura seguinte:

Figura 173 - fase de validacdo feita por Al na S5

Fonte: dados da pesquisa

Desta forma, podemos observar que as fases da TSD foram observadas e registradas em
todas as situagdes criadas, algumas situagdes ndo tiveram o desfecho esperado, mesmo que
previstos, 0 que nos permitiu contornar e obter as respostas pretendidas na situagdo seguinte,
destacamos também alguns problemas que ndo estavam previstos, como o periodo de
isolamento, o que fez com que algumas situacdes tivessem que ser aplicadas de forma
presencial e terminadas de forma remota, e no caso da situacdo didatica 4, que tratava de
fungdes geradoras, os resultados ndo foram os esperados pois ndo foi possivel observar com
tanta precisdo todas as fases da TSD, de todo modo a situagdo pode ser vista como bem
elaborada pois os estudantes compreenderam e apresentaram as respostas desejadas.
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Durante algumas vezes tivemos que voltar da anélise a posteriori para a anélise a priori,
mas consideramos que 0s objetivos especificos foram obtidos pois a maior parte do que foi
pensando durante a analise a priori pode ser constatado na analise a posteriori, mesmo porque
as maiores dificuldades estavam relacionadas ao tempo que os estudantes demoravam para
apresentar algum resultados e as dificuldades em manusear a algebra, algo que mesmo
imaginado ndo se pode ter ao certo uma formula que nos permita controlar o tempo ao nosso
favor, fazendo com que algumas situacdes ndo pudessem ser completadas na mesma aula e
tendo que retornar na proxima, teria que haver uma explicacdo breve tanto para os faltantes
como para os alunos que estavam presentes pudesse retomar o pensamento.

Diante de todos essas observacdes podemos constatar que as fases da TSD foram bem
descritas e observadas dentro das situacdes propostas e todas obstaculos que foram encontrados
foram previstos e estes tinham outros meios de serem superados, consideramos assim finalizada
a nossa validacdo interna da pesquisa com um aproveito desejavel diante das situacGes

propostas.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A presente pesquisa apresentou uma abordagem diferenciada acerca dos ndmeros
figurados que tiveram sua origem pelos pitagoricos e evoluiram para diversas areas da
matematica com o passar dos anos. O estudo teve como base 0 processo de evolugdo historica,
relagOes de recorréncia, termo geral, funcdo geradora e a visualizacdo das figuras geradas pelo
arranjo das configurac6es por meio do software GeoGebra, que se mostrou como um poderoso
recurso para se entender o crescimento das figuras tanto dentro de uma dada dimensdo, que
aqui chamamos de familia de numeros, como seus crescimento de uma dimensdo para outra,
denominada de classe de nimeros figurados.

Para o inicio, a pesquisa foi estruturada segundo a teoria de pesquisa denominada
Engenharia Didatica (ED), suas etapas nos permitiu organizar os estudos e aplicacdo bem como
a organizacao das ideias para que este contetdo pudesse ser bem explorado, para a primeira
fase da ED denominada de analise prévias, foi realizado um estudo histdrico e matematico em
relacdo aos NF, com base em artigos, dissertacdes e livros, como estes nimeros representam
figuras geométricas quando representados por pontos, também foi necessario um estudo
paralelo sobre a geometria k — dimensional, para entender como 0s politopos se comportam
quanto aos seus anadlogos multidimensionais, bem como a explora¢do do SG que nos daria
suporte na construcdo destas estruturas geométricas.

Na Segunda etapa de ED, denominada de andlises a priori, foi preciso analisar as
possibilidades na abordagem desses nimeros em sala, visto que a disciplina dentro do curso de
licenciatura em matematica que aborda tais nimeros, € a histéria da matematica, porém nesta
disciplina é comum abordar apenas o contexto histérico em que estes surgiram, bem como a
importancia da escola pitagdrica com outras diversas descobertas matematicas, deixando de
lado a importancia destes numeros em particular para tratar de outras descobertas mais
conhecidas por Pitagoras e seus seguidores, como por exemplo o estudo das triplas pitagoricas.
Diante disto, foi preciso aproximar o estudo das sequéncias dos nimeros figurados sempre com
uma abordagem historica, para que ndao houvessem questionamentos quanto ao contedo
matematico desenvolvido.

A estratégia de aproximar um contetdo matematico para repassar de uma forma
didatica, esta previsto dentro da teoria de ensino que foi estudada para se aplicar algumas das
fases da (ED), esta teoria, intitulada Teoria das situacdes Didatica (TSD), se mostrou de
fundamental ajuda para que pudéssemos entender alguns comportamentos em sala, e como

poderiamos levar o assunto abordado de maneira puramente matematica, como um contetdo
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aplicavel em sala de aula, tracar objetivos e criar situagdes de ensino com a finalidade de prevé
alguns resultados na fase de aplicagdo da pesquisa. Juntamente com a ED, a TSD nos norteou
durante toda a pesquisa de modo a alcancar os objetivos tracados no inicio deste trabalho.

Na fase de experimentacao, que constitui a terceira fase metodologia de pesquisa, foram
aplicados os contetidos que foram desenvolvidos na fase anterior, sempre amparados pelas
previsdes feitas na analise a priori, em um primeiro momento fora realizado um estudo em uma
turma anterior ao estudo aplicado deste trabalho, afim de encontrar possiveis erros cometidos
durante a fase anterior, de fato foram detectados alguns erros que poderiam comprometer a
experimentacdo, porém estes foram corrigidos, e como dispinhamos de poucas aulas no
semestre subsequente, este estudo piloto foi de grande importancia para o andamento da
pesquisa, como este ndo teve analise sobre o comportamento dos estudantes e sé abordou as
falhas cometidas pelo pesquisador durante a fase da ED, optamos por ndo inclui-lo neste
trabalho.

Para a aplicacdo na turma de HM que compde esta pesquisa, foram necessarios alguns
documentos submetidos ao comité de ética e pesquisa para que a aplicacdo contasse também
com um amparo legal, ja que a pesquisa ocorre com pessoa. Neste contexto, as situacdes foram
aplicadas e registradas por meio de fotos, gravac6es de audio e video, bem como anotacfes dos
estudantes nas listas disponibilizadas em cada aula, foram abordadas cinco situacfes didaticas,
uma situacao a cada duas aulas, totalizando dez aulas, nos meses de margo de 2020 e setembro
do mesmo ano, sendo seis aulas no més de marco e as outras quatro aulas no més de setembro.

Devemos ressaltar que neste Gltimo més as aulas tiveram que ocorrer no sistema remoto
por conta da pandemia de covid-19 que fez com que adotassemos o isolamento social e portanto
as aulas ndo poderiam acontecer de forma presencial, neste caso as anotacfes foram feitas com
gravacdo de tela, capturas de telas e envio de atividades por aplicativos de mensagens, porém
mesmo com este obstaculo, que ndo pdde ser previsto durante a concepcdo das situacdes, a
aplicacdo contou com a ajuda dos estudantes, os resultados previstos foram realmente
apresentados, pois 0s questionamentos dos alunos e seus desenvolvimentos estavam registrados
como haviamos descritos na fase anterior.

Para o registro e a analise posterior que deveria ser feita, as fotos, videos e audios, foram
organizadas segundo a TSD, com situagdes de acdo, formulacdo, validacdo e
institucionalizacdo. Esta organizagéo trouxe uma importancia muito significativa na pesquisa,
pois permitiu que esta fosse analisada de forma separada, contando o desenvolvimento em cada

situacéo e a evolucdo de uma fase para a outra dentro da TSD.
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Desse modo, a quarta etapa da pesquisa, em que analisamos as situa¢fes didaticas
empregadas com base na TSD nos revelou que os estudos em rela¢do a ED, TSD e numeros
figurados, apresentou um nivel satisfatério de resultados, pois, diante da metodologia de
pesquisa empegada, a pesquisa pode ser bem estruturada de modo a considerar as especificagdes
de cada etapa, dentro da analise das situacfes foi percebido que a maioria das situacdes foram
bem desenvolvidas e as que ndo tiveram um rendimento satisfatorio, péde ser feita um elo entre
esta situacdo e outra de modo que ndo houvesse perda de contetdo, este ele ja havia sido
previsto na fase de analise prévias, mostra o sucesso na implementacdo da ED também nos
casos em que a situacao foge ao planejando anteriormente. Em relacéo ao contetdo matematico,
a andlise de dados revelou que os estudantes entenderam a evolucgdo tanto historica quanto
matematica dos NF pois precisava-se desse entendimento para que o contetdo pudesse ter uma
continuidade dentro das situac6es de ensino.

Por fim destacamos que este estudo foi importante para todas as partes envolvidas pois
para os aluno e possiveis futuros professores, trouxe uma formacéo inicial votada para um
conteddo matematico puro mostrado em forma de situacdo de ensino privilegiando assim a
matematica juntamente com a didatica em sala, para o pesquisador, a pesquisa trouxe a
oportunidade de explorar, dentro da matemaética pura, um estudo metodoldgico sobre as teorias
descritas tdo importante para a formacgdo continuada, aumentando as referéncias de pesquisa
relacionada ao ensino e a possibilidade de estudos futuros dentro do campo matemaético e
didatico, e, para a comunidade académica, esperamos que este estudo sirva de oportunidade
para relacionar conteldo dentro dos numeros figurados, sequéncias numéricas, geometria ou

uso de softwares no ensino com o uso da Engenharia Didatica e Teoria da Situa¢Ges Didaticas.
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APENDICE A - MAPA MENTAL DA CLASSE DOS NUMEROS SIMPLEXOS

Figura 174 — crescimentos dos nimeros simplexos
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APENDICE B - TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO (TCLE)

(11
B8  INSTITUTO FEDERAL

BN DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
Bl Ceard

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

ENGENHARIA DIDATICA SOBRE OS NUMEROS FIGURADOS K-
DIMENSIONAIS: RELACOES RECORRENTES, TERMO GERAL, FUNCAO
GERADORA E REPRESENTACAO POR MEIO DE RECURSOS
COMPUTACIONAIS

Francisco Evamar Barros
Francisco Régis Vieira Alves

Vocé estd sendo convidado a participar como voluntario de uma pesquisa. Este
documento, chamado Termo de Consentimento Livre e Esclarecido, visa assegurar seus direitos
como participante e é elaborado em duas vias, uma que devera ficar com vocé e outra com o
pesquisador.

Por favor, leia com atencdo e calma, aproveitando para esclarecer suas davidas. Se
houver perguntas antes ou mesmo depois de assind-lo, vocé podera esclarecé-las com o
pesquisador. Se preferir, pode levar este Termo para casa e consultar seus familiares ou outras
pessoas antes de decidir participar.Nao havera nenhum tipo de penalizacao ou prejuizo se vocé
n&o aceitar participar ou retirar sua autorizacdo em qualquer momento.

Justificativa e objetivos:

Este estudo faz parte do curso de mestrado em ciéncias e matematica do Instituto Federal
de Educacdo, Ciéncias e Tecnologia do Ceara (IFCE) — campus Fortaleza e tem como objetivo
descrever as férmulas de recorréncia, termo geral e funcdo geradora dos numeros figurados,
bem como seu percurso histérico por meio de situacdes didaticas propostas.

Procedimentos:

Participando do estudo vocé estd sendo convidado a: resolver as situagfes didaticas
propostas e ter os dados dos seus célculos registrados por meio de: gravacdes de &udio e video,
fotos e coleta de material manuscrito
Observacoes:

e Seus dados coletados ndo serdo divulgados com seu nome ou imagem, toda a
pesquisa contard com a descri¢do de sua identidade



231

Beneficios:

(11

B8 INSTITUTO FEDERAL

B M ® DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
Bl Ceard

A pesquisa traz um percurso historico-matematico de muita importancia para a
disciplina de histéria da matematica, uma vez que descreve situacfes didaticas com a base

matematica exigidas para um futuro professor de matematica

Sigilo e privacidade:

Vocé tem a garantia de que sua identidade sera mantida em sigilo e nenhuma informacéo
sera dada a outras pessoas gque ndo facam parte da equipe de pesquisadores. Na divulgacédo dos
resultados desse estudo, seu nome ndo sera citado.

Contato:

Em caso de duvidas sobre a pesquisa, vocé podera entrar em contato com os pesquisadores:
Francisco Evamar Barros, e-mail: evamar_barros@hotmail.com, fone: (85) 998053395 e
Francisco Régis Vieira Alves, e-mail: freqgis

Em caso de denuncias ou reclamacgdes sobre sua participacdo e sobre questdes éticas do
estudo, vocé podera entrar em contato com a secretaria do Comité de Etica em Pesquisa (CEP)
do IFCE das 08:00hs as 12:00hs e das 13:00hs as 17:00hs no IFCE Reitoria - R. Jorge Dumar,
1703 - Jardim Ameérica, Fortaleza - CE, 60410-426; fone (85) 34012332 e-mail:
cep@ifce.edu.br

Consentimento livre e esclarecido:

Ap0ds ter recebido esclarecimentos sobre a natureza da pesquisa, seus objetivos, métodos,
beneficios previstos, potenciais riscos e o incdmodo que esta possa acarretar, aceito participar
e declaro estar recebendo uma via original deste documento assinada pelo pesquisador e por
mim, tendo todas as folhas por nés rubricadas:

Nome do(a) participante:

Contato telefénico (opcional):

e-mail (opcional):



mailto:evamar_barros@hotmail.com
mailto:fregis@gmx.fr
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BB INSTITUTO FEDERAL

BN DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
Bl Ceard

(Assinatura do participante ou nome e assinatura do seu RESPONSAVEL LEGAL)

Data: / /

Responsabilidade do Pesquisador:

Asseguro ter cumprido as exigéncias da resolucdo 466/2012 CNS/MS e complementares
na elaboracdo do protocolo e na obtencdo deste Termo de Consentimento Livre e Esclarecido.
Asseguro, também, ter explicado e fornecido uma viadeste documento ao participante. Informo
que o estudo foi aprovado pelo CEP perante o qual o projeto foi apresentado. Comprometo-me
a utilizar o material e os dados obtidos nesta pesquisa exclusivamente para as finalidades
previstas neste documento ou conforme o consentimento dado pelo participante.

Nome do(a) pesquisador(a):

[Assinatura do(a) pesquisador(a)]

Data: / /




APENDICE C - QUESTIONARIOS
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PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM ENSINO DE

CIENCIAS E MATEMATICA|
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Numeros figurados
Prof.: Dr. Francisco Régis Vieira Alves
Mestrando: prof. Francisco Evamar Barros
Data / /2020
Aula 01 - apresentaciio
Um breve histérico
Os niimeros figurados, bem como a maioria das classes de nimeros especiais, tem uma longa e
rica historia. Eles foram introduzidos na escola Pitagorica (século VI a.C.) como uma tentativa
de conectar Geometria ¢ Aritmética. Os pitagoricos, seguindo seu credo "tudo ¢ nimero",
consideravam qualquer inteiro positivo como um conjunto de pontos no plano. (Deza e Deza,
2012, p.xv)
Nimeros figurados poligonais

Nimeros triangulares

i

Numeros quadrados:

A e e

Nimeros pentagonais

DD

Atividade:
l. Através da visualizacdo pelo GeoGebra, encontre uma formula que relacione niimeros

triangulares, quadrados ¢ pentagonais.

2. Prove aexisténcia de uma forma geral para qualquer niimero poligonal
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PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM ENSINO DE

CIENCIAS E MATEMATICA|
- — | )

Nimeros figurados
26/10/2020
Prof. Dr.: Francisco Régis Vieira Alves
Mestrando: Francisco Evamar Barros

Nome:

Aula 02 — nimeros poligonais centralizados.

Os nameros figurados sio a familia de sequéncias em que os numeros quando
representados por pontos, formam configuragdes geométricas, essas configuragoes podem
ser construidas partido de um vértice, formando uma configuraciio comum, como mostra

a figura:

AAA

6 10

Figura I - os quatro primeiros mivmeros triangulares
Ou partindo do centro da figura, formando assim uma configuragiio centralizada, como

mostra a figura 2:

. A ‘\.\ L] :
° ° / ’ e _.v /
\ Py
/ \ /A
L
L » ¢ - . [ 5 L ]
- 1C2)-4 17Ce3)=10 1C(4)-19
1co)=i
Figura 2 - os quatro primeiros mimeros triangwlares cenvralizados

Nesta aula, encontraremos algumas propriedades que relacionam nimeros triangulares

comuns com numeros poligonais centralizados a partir da visualizagdo produzida pelo
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software GeoGebra ¢ a forma geral dos nimeros triangulares. As figuras que representam
alguns nimeros figurados centralizados estio listadas a seguir:

Figwra 3 - i F AR £8P0 .-.um.-l’n-l.-l'.-l e tralizado

— o 4

Figira 4 - guarto niume o periagoral cemimaliado
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A partir dessas imagens desenvolva as seguintes questbes.

1. Encontre a forma geral dos mimeros triangulares centralizados, quadrados centralizados
¢ pentagonais centralizados, usando as figura como base para apresentar sua relagfio com
nimeros triangulares. Obs: sua resposta deve conter um desenho apresentando a relagiio,

e o desenvolvimento da forma geral dos triangulares até obter uma formula geral para

cada um dos nimeros pedidos.

L. Prove por meio do principio de indugio que existe uma forma que generaliza 0s naimeros

poligonais centralizados a partir dos triangulares de configuragio comum. (bs: apresente

esquemas de figuras se necessdrio.
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Nimeros figurados
Prof.: Francisco Evamar Barros
Orientador: Prof. Dr. Francisco Régis Vieira Alves
Aula 03 ~ nimeros piramidais
Os nlmeros piramidais sdo sequéncias numéricas que quando representados por pontos,
formam piramides, sdo classificados de acordo com o poligono da base e sdo formados pelo

empilhamento de nimeros poligonais, conforme a figura:

(1,4,10,20,...)
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1.

Encontrar a recorréncia ¢ forma geral dos niimeros piramidais, usando a visualizagio,
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MNimeros figurados
Mestrando: Evamar Barros, Orientador: prof. Dr. Francisco Régis Vieira Alves

Aula (4 — Fungiio geradora
MNome:

Fungiio geradora dos niimeros poligonais

Defingiio: funcio geradora de uma sequéncia recorrente, € toda fungio do tipo
G(x) =¢, +e,x+6x" +++ com |x|--:| S QUE £, ..., S50 08 termos de uma sequéncia

recorrente

Algumas fungies geradoras conhecidas:

]l,x] = i, x] = e G]8,(m)x] = Iﬂ,.|x|-:|

(1-x) (1-x)° (-

Visualizag do por meio do GeoGebra:

i B Bet Oplis Ferarsialis losid dus Bl
& A WE wl=l . ]
- ® " Ll
e ] ot ey .

l'.".,:.::-l:: T -z

@ borie = LaTul), from. irms

I. Deacordo com as definigdes ¢ visual izagio dos nimeros poligonais, encontrea FG dos:

a) Mimeros pentagonais
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b) Numeros triangulares centralizados

¢) Nimeros m-gonais

=,

PGECM




241

omE -
ste .
HE S5 st PGECM
Mimeros figurados

Mestrando: Evamar Barros, Orientador: prof. Dr. Francisco Régis Vieira Alves

Aula 05 — Nimeros simplexos

Mome:

Os nimeros simplexos sio a classe de sequéncias dos andloges dos nlimeros triangulares em

outras dimensoes, ou sgja, siio os nimeros que formam os politopoes mais simples em wma

dimensiio £, assim, temos:

Para k=1 temos asequéncia dos nimeros lineares S;(n)=(1,2,3,4....n)

Para k=2 temos os nlimeros triangulares 5,(n) :[],3,{;,...,@]

1 2
Para £ =3 temos os nlimeros tetraddricos .’i-';{rr] =[] A, ]{}MJ

As figuras a seguir representam estes nlmeros:

Com base nestas informaghes e visualizagio, responda;
l. Encontre a fungio geradora dos niimeros simplexos f-dimensionais

2. Prove que existe uma forma geral para qualquer mimero simplexo.
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ANEXO A - GRADE CURICULAR DO CURSO DE LICENCIATURA EM
MATEMATICA - IFCE - CAMPUS FORTALEZA

]
M INSTITUTO FEDERAL

INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAC.&D. CIENCIA E TECNOLOGIA DO CEARA

DIRETORIA DE ENSINDG
Matrizes Curriculares

Matri
|3’9D&-Linenciaturaemld atica IV (2012H4) |
Curso.
|—u1m - Licenciatura em Matemdtica |
Miwes Periodicidad Regme Situacc Per. Lativo Iniciay-C H. Discipling
[ duagd Semestral Nio Seriado Matriz em Vigor 20121 3440
Componentes Cumriculares Carg . . X
Per. — — = Hor. Prerequisitos Equivalentes
‘Codigo Descrigao N ‘Opt] Hab. | Cred.|Cred. Nec| .
pusmnag
1 01 402 0 INICIAGAD & FILOSOFIA coM st | 8 ] ]
JMATOOAG 1 & AN 191
1 0140201 GEOMETRIA PLANA E CONSTRUGOES GEOMETRICAS coM st | 4 ] L]
T LM D00 + D LILA DGR + WA TIERG2
1 01 402 02 MATEMATICA DISCRETA coM st | o4 ] &
s TI0G 1
1 01402 003 MATEMATICA ELEMENTAR coM st | 4 ] L]
LT g1 + AT + AT
1 4020 HISTORIA DA EDUCAGAD MO BRASIL coM wr| 2 ] 40
s TG 1
1 01402 0% COMUNICAGAD E LINGUAGEM coM st | a ] &
oram o T DA + POLIDIEE « MATORRES +
2 [AFT-10g CALCULOD | coM L ] = rEL g
01,402 008 LASORATORIO DE ENSIND DE MATEMATICA coM st | 2 ] 40
oramm s oamm puatzng1 = 07 s e
2 40200 MATEMATICA ELEMENTAR coM s | o4 ] =
10061 + MATIMG2
2 0140213 METODOLOGIA DO TRABALHO CIENTIFICD | coM st | 2 ] 40
MATONSG 1 = 07408 g2
2 140210 FUNDAMENTOS SOCIOFILOSOFICOS DA EDUCAGAD coM s | o4 ] L]
pustoagt
0140211 PEICOLOGIL DO DESENVOLVIMENTO coM st | 2 ] 40
2 0140212 LIBRAS coM st | 2 ] 40
01 &0 0
3 0140214 ALGEBRA LINEAR coM st | o4 ] &
oraz o
3 4021 CALCULD I coM s | o4 ] =
oram m s orazmor
3 140218 INFORMATICA APLICADA A0 ENSING DA MATEMATICA coM s | o4 ] =
] 40217 PROJETOS S0CIAIS coM st | 2 ] 40

04/00/2020 12:02

Pagina: 1
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INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAD, CIENCIA E TECNOLOGIA DO CEARA

DIRETORIA DE ENSING

Matrizes Curriculares

Mt
|3903 - Licenciatura em IV (2012/1) |
Curs:
|—01d.02 - Licenciatura em Matematica |
Nives Periodicidad Regime ituagic Per. Letivo Iniciak-C H. Disciplina
Graduagio Semestral N3o Seriado Matriz em Vigor 20124 3440
Componentes Curriculares Cargd .
Per. — — = Hor. Co-Requisitos Prérequisitos Equivalentes
Codigo Deescrigao Nucleo| Opt] Hab. | Cred.|Cred. Nec.| .
oraz 11 biToacg1 = 01404 1752 + 01408 g
1 140219 PEICOLOGIA DA APRENDIZAGEW com | M| & 3 o L]
| TR
1 140218 POLITICAS EDUCACIONAIS com | M| & 3 o ]
L O08gA + 01 LMA BBg2 ¢ MATIEGS
" 1402 e DIDATICA GERAL com | N & 4 o L]
prazia s amis im0 + 01 S8 15T
" 01402 30 cALcuLo i com | N & 4 o L]
=TEEr=n =
" 1402 31 GEOMETRIA ESPACIAL E FROJETIVA com | N & 4 o L]
oL e s crac e EEST
& 142 2 METODOLOGIA DO ENEING DA MATEMATICA cOoM N a7 4 o L]
o poaTocg
" 014022 TEORIA DOS NOMERCS com | N = 4 o L]
=] oA
5 014022 cALCULO v com | N = 4 o L]
orazias oA ot
5 0140226 ESTRUTURAS ALGEBRICAS com | N = 4 o L]
ooyt o g -
5 o140 CURRICULOS E PRATICAS EDUCATIVAS com | N = 3 o ]
= 15001 + 01 S0 53 + CPOULSETGA +
5 0140228 MECANICA NEWTONEANA com | N = 4 o L] et
| TR
5 0140 ESTAGIO | com | n]est| & o 100
5 01402 45 PROGAAMA RESIDENCIA FECAGOGICA == I R o 440
CIETE
] 0140230 EDOD £ SERIES com | N = 4 o L]
o | TR
] 14023 HISTORIA DA MATEMATICA == I 4 o L]
o= oA SR ETg + CEME 1805
] ARk ELETRICIDADE £ MAGNETESMO == I 4 o
] 1402353 ESTAGIO Il coM | N|EsT| & o 150
] RO g + WATICSE
1402 34 GALGULD NUMERIGD coM | N s 4 o L]

04/00/2020 12:08

W INSTITUTO FEDERAL

DIRETORIA DE ENSIND

Matrizes Curriculares
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INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAD, CIENCIA E TECNOLOGIA DO CEARA

1}
Mzt
|3903-L' ciatura em M atica IV (2012/1) |
(Curso.
|—01¢02 - Li iatura em ati |
Miwe! Perigdi d Regime ituags Per. Letivo Iniciak-C.H. Disciplina:
Graduagio Semestral Nio Seriado Matriz em Vigor 20121 3440
Componentes Curriculares Carg3 .
Per. — — - Hor Co-Requisitos Présequisitos Equivalentes
Codigo Descrigio Niscleo| Opt] Hab. | Cred.|Cred. Nec.| .
oLz + oraman
01,402 35 FUNGOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA com | N s | e o L]
=
01,402 36 METODOLOGIA DO TRABALHO CIENTIFICO 1l com | n| e | o2 o 40
01,402 38 OFTATIVA 1 com | 5| & 3 o L]
01,402 37 ESTAGIO Il com | n|est| 7 o 140
] 01,402 39 INTRODUGAD A ANALISE com | N s | e o L]
@ [FATO o1 = NATIRG T+ TEL tEagE
] 01,402 40 PROBABILIDADE E ESTATESTICA com | N s | e o L]
TLMA 1451 + AT
] 01402 41 PROGRESSOES E MATEMATICA FINANCEIRA com | N s 3 o L]
] 01402 43 TRABALHO DE CONCLUSAD DE CURSO == I T o
TS + 1A T
] 01402 42 CETATIVA 81 com | 5| e | e o
= = . mEs Créd i Carga Hordria
adigo i ica E =
bl g Para Optativa| Eletva [At Comp]| Proj Final |Min_ Créd
57 &7 DISCIPLINAS BASICAS Sim 0 o 140 0 200 o o
TE3S EST ESTAGIO Nio 0 0 140 0 200 0 0
784D PRP PROGRAMA RESIDENCIA PEDAGOGICA N3o o 240 140 0 200 o o

04/08/2020 12:08
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ANEXO B - PROGRAMA DE UNIDADE DIDATICA — PUD DA DISCIPLINA
DE HISTORIA DA MATEMATICA - IFCE

B INSTITUTO FEDERAL DO CEARA_IFCE
@ CAMPUS FORTALEZA
BB0 DIRETORIA DE ENSINO
B8 CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

DISCIPLINA: HISTORIA DA MATEMATICA

Cadigo:
Carga Horaria Total: 80 h ~ Teorica: 70 h Pratica Como Componente Curricular:
Numero de Creéditos: ”21'"
Cadigo pré-requisito: Geo Plana e Cons. Geom, Calculo Il e Teoria dos
Semestre: NEeTTT
Nivel: Graduacéo

EMENTA

Estudo do conceito, desenvolvimento histérico e representacdes do numero. O
desenvolvimento da Matematica nas diversas civilizagdes ao longo da histdria. Vida obra
e contexto histdrico dos principais matematicos e suas contribuicfes para o
desenvolvimento da Matematica. Histdria da Matematica no Brasil.

OBJETIVO

- Levar o aluno a compreender o desenvolvimento da Matemética de acordo com o
contexto historico e social e fazer conexdes com as metodologias de ensino e propostas
curriculares;

- Conhecer os principais matematicos e suas principais contribuicdes no desenvolvimento
do conhecimento matematico ao longo da histéria;

- Utilizar o conhecimento da Histdria da Matematica para aprimorar o ensino de forma
critica e contextualizada;

- Entender o desenvolvimento da Historia da Matematica no Brasil.

PROGRAMA

1. O conceito de nimero e 0s sistemas de humeracao.

2. O desenvolvimento historico da algebra, Geometria e Aritmética nas diferentes épocas
e civilizagoes.

3. Principais matematicos da histéria e suas contribui¢des para o desenvolvimento da
Matematica.

4. Histéria da Matematica no Brasil.

METODOLOGIA DE ENSINO

Aulas expositivas, seminarios, debates, apresentacao de videos e pesquisa.

AVALIACAO
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Provas, trabalhos, seminarios e avaliacdo continua.

BIBLIOGRAFIA BASICA

- EVES, Howard. Introducéo a Historia da Matematica. Campinas-SP: Editora Unicamp,
2004.
- BOYER, Carl B. Historia da Matematica. 2% ed. Sdo Paulo: Edgard Blticher, 2006.
- D’AMBROSIO, Ubiratan. Uma Historia Concisa da Matematica no Brasil. Petropolis-
RJ: Vozes, 2008.

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR

- MENDES, I. A. O uso da Historia no Ensino da Matematica: reflexdes tedricas e
experiéncias. Belém: EDUEPA, 2001.
- MIGUEL, Anténio et. al. Histéria da Matematica em Atividades Didaticas. Sdo Paulo:
Livraria da Fisica Editora, 2009.

Coordenador do Curso Setor Pedagogico




ANEXO C - PARECER DO COMITE DE ETICA E PESQUISA

11 INSTITUTO FEDERAL DE
==. EDUCAGAO, CIENCIA E %"“m .
710 TECNOLOGIA DO CEARA

PARECER CONSUBSTANCIADO DO CEP

DADOS DO PROJETO DE PESQUISA

Titulo da Pesquisa: ENGENHARIA DIDATICA PARA O5 NUMERDOS FIGURADOS: RECORRENC A,
TERMO GERAL E FUNCOES GERADORAS

Pesquisador: FRANCISCO EVAMAR BARROS

Area Tematica:

Versdo: 2

CAAE: 30340220.5.0000 5589

Instituigio Proponente: INSTITUTS FEDERAL DE EDUCACAD, CIEMCIA E TECNOLOGIA DO CEARA

Patrocinador Princlpal: INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAD, CIENCIA E TECHNOLOGIA DO CEARA

DADOS DO PARECER

Naomero do Parecer: 4.141.855

Apresentagio do Projeto:

O projeto "ENGENHARIA DIDATICA PARA OS5 NUMEROS FIGURADOS; RECORRENCIA, TERMO
GERAL E FUNGOES GERADORAS® propie descrever as fases da metodologia de pesquisa intitulada
Engenharia Didatica na aplicagio de nomernos figurados gregos € o seu percurso histdrico-matematico no
que diz respeito a sua evolugio no estudo das recorréncia, termo geral e fungdes geradoras, bem como sua
visualizago por meio de softwares mateméaticos.

Objetivo da Pesquisa:

Realizar uma Engenharia Diddtica da generalizacio das sequéncias dos nimens figurados Kdimensionais,
ol seja, desenvolver um estudo sobre as relagfes entre o8 numeros figurados por melo de situaches
didaticas que possibiliiern a adequagfo do conhecimento cientlfico com as possibilidades cognitivas dos
astudantes,

Cbijetivo Secundario:

1. Investigar os teoremas e propriedades especificos dos nimeros figurados; relagies de recoméncia e
generalizagio para o n-&simo temo de um namers figurade m-gonal & k-dimensional,

2, Explorar, em situagbes didaticas, fungles geradoras, extensio para (ndices inteiros e a visualizagio por
meis de recursos computacionais como o software geogebra e o maxima,

3. Realizar um estudo histdrico sobre a evolugfo epistémico-matematica dos nomeros figurados

Enderego: Rua Jorge Dumar, n® 1703

Balrrg:  Jardim Amdrica CEP: 60.410-426
UF: CE Municipio; FORTALEZA
Telefone: (2534012332 E-mail; oepefiifos edu br

Pigina 11de 03
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ONN INSTITUTO FEDERAL DE
==. EDUCAGAO, CIENCIA E %n,.“““' S 2
-1 TECNOLOGIA DO CEARA

Contiruagio do Parecer: 4141855

dentro da proposta das situagies didaticas em sala,

Avaliagio dos Riscos e Beneficios:

Os niscos da pesquisa sd0 considerados moderados e minimos. O pesquisador cita que o8 participantes da
pesquisa estardo expostos aos fiscos de origem psicoldgica, intelectual ou emocional, @ mostra as formas
de minimizardos.

Beneficios:

O estudo traz uma andlise sobre a pratica do professor em sala de aula e de como realizar previsies acerca
de possiveis obstaculos metodoldgicos encontrados pelos estudantes, desse modo a pratica do professor
passa a ser mais woltada para o planejamento de aula e em como essa fase se relaciona com a aplicagio
em sala, fazendo com que o professor reconhega exatamente em que fase da aplicagio, seu estudante
encontrou dificuldades e assim podendo contomar situaghes em que o aluno desista ou fique desestimulado
com o conteddo prendido. Esta pesquisa também tem como foco o aprendizado todo centrada na alunos
visto que o professor entra com o papel de mediador entre o alunos e o conhecimento.

Comantirlos & Conslderacbes sobre a Pesqulsa:

A pesquisa ¢ de extrema relevancia para a area a qual perdence, A formulagio do estudo respeita os
requisitos éticos exigidos para este tipo de pesquisa.

Consideragdes sobre os Termos de apresentacio obrigatoria:

Todos os termos foram apresentados.

Recomendagies:
Acrescantar na parte de “Acompanhamento e Assisténcia®, na linha 4, a palavra ndo, para que a frase tenha
o verdadeiro sentido.

Conclusdes ou Pendéncias e Lista de Inadequagbes:
Sem inadequagies efou pendéncias,

Consideragoes Finais a critério do CEP:

Este parecer fol elaborado baseado nos documentos abalxo relacionados:

Tipo Documento Arquivo Postagem Autor Situagio
Informagdes Basicas| PB_INFORMAGCOES_BASICAS DO _F | 11/06/2020 Areito
do Projeto ROJETO 1511155, pdf 18:24:46

Enderege:  Rua Jorge Dumar, n® 1703

Bairrg:  Jardim Amsrica CEP: 60.410-426
UF; CE Municipio: FORTALEZA
Talefome:  (A53401.2332 E-mail:  cepiiifos adu br
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==. INSTITUTO FEDERAL DE
EEE EDUCACAO, CIENCIA E %’w’"l‘
oo TECNOLOGIA DO CEARA
Cortruagho do Parecer 4 141 854
Projeto Detalhado/ | projeto.pdf 11/06/2020 | FRANCISCO Aceito
Brochura 18:24:20 |EVAMAR BARROS
Investigador
Cronograma cronograma.pdf 11/06/2020 |FRANCISCO Aceito
— ST 18:23:47 |EVAMAR BARROS
TCLE/ Termos de | TCLE.pdf 19/05/2020 [FRANCISCO Aceito
Assentimento / 18:40:47 |EVAMAR BARROS
Justificativa de
| Auséncia : = :
Declaragio de pesquisadores,pdf 24/03/2020 | FRANCISCO Aceito
Pesquisadores 13:48:55 | EVAMAR BARROS
Declaracio de compromis so.pdf 24/03/2020 | FRANCISCO Aceito
concordancia 13:47:13 | EVAMAR BARROS
Orgamento orcamento, pdf 24/03/2020 |FRANCISCO Aceito
13:38:13 | EVAMAR BARROS
Declaragio de infr.pdf 24/03/2020 | FRANCISCO Aceito
Instituicio e 13:26:36 |EVAMAR BARROS
Infraestutura — —
Falha de Roso FR.pdf 24/03/2020 | FRANCISCO Aceito
13:20:26 | EVAMAR BARROS
Situacdo do Parecer:
Aprovado
Necessita Apreciacdo da CONEP:
Nao

FORTALEZA, 08 de Julho de 2020

Assinado por:

PAULO HENRIQUE NOBRE PARENTE
(Coordenador(a))

Endereco: Rua Jarge Dumar,n® 1703

Bairro:  Jardim América
UF: CE
Telefone: (853401-2332

CEP: 60410-426

Municipio: FORTALEZA

Email: cep@oe edu by
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