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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo central a compreensao de aspectos didaticos relativos ao ensino
do conceito de volume, alicercados na Teoria das Situacdes Didaticas e Engenharia Didatica
de Formacéo e aprimorados com o suporte do software GeoGebra. A metodologia de pesquisa
foi a Engenharia Didatica, com énfase na Engenharia Didatica de Formacdo, pois 0s sujeitos
envolvidos na pesquisa eram professores em formacdo inicial. No momento da
experimentacdo, foi desenvolvido um curso de formagdo de cinco encontros de duas horas,
totalmente online, através da ferramenta Google Meet. Os dez participantes foram convidados
de acordo com alguns critérios: serem alunos do curso de Licenciatura em Matematica da
Universidade Estadual Vale do Acarad, em Sobral, terem cursado a disciplina de Didatica da
Matematica e serem integrantes de um grupo de pesquisa do referido curso. Os instrumentos
de coleta de dados foram: registros fotogréficos, gravac@es audiovisuais, produgdes escritas,
observacdes, questionarios de pesquisa e também screenshot das conversas nos grupos de
WhatsApp. No decorrer do curso de formacao, foram trabalhadas onze situacdes didaticas do
Exame Nacional do Ensino Medio, com o intuito de observar as acbes dos futuros
professores, no momento da formulagio das estratégias de resolucio dos problemas. E
importante salientar que a intengdo foi identificar os conhecimentos pragmaticos acionados
frente a situacBes complexas que possibilitassem vivenciar acdes praticas do exercicio da
docéncia. Nos resultados, observou-se o desenvolvimento dos participantes ao confrontarem-
se com situagdes mais complexas encontradas nos problemas do Exame Nacional do Ensino
Médio e como usaram o GeoGebra para mobilizarem diferentes conhecimentos epistémicos e
pragmaticos para sobressairem-se dessas situacGes, transcendendo o trato analitico para
elaborar suas proprias conjecturas. Esses resultados foram analisados a partir da utilizacdo da
Teoria das Situacdes Didaticas na experimentacdo e dos pressupostos da Engenharia Didatica
de Formacdo. Espera-se que essa pesquisa possa contribuir com a formacédo inicial dos
professores de matematica, como também apresentar uma proposta metodoldgica que
desenvolva o raciocinio geométrico, promovendo o aperfeicoamento e o melhoramento do

ensino de VVolumes nas escolas.

Palavras-chave: Engenharia Didatica de Formacdo. Exame Nacional do Ensino Médio.

GeoGebra. Teoria das Situa¢Ges Didaticas. Ensino de Volume.



ABSTRACT

This work has as main objective the understanding of didactic aspects related to the teaching
of the concept of volume, based on the Theory of Didactic Situations and Didactic
Engineering of Training and improved with the support of the GeoGebra software. The
research methodology was Didactic Engineering, with emphasis on Didactic Engineering of
Formation, because the subjects involved in the research were teachers in initial formation. At
the time of experimentation, a training course of five two-hour meetings was developed,
completely online, using the Google Meet tool. The ten participants were invited according to
some criteria: to be students of the Mathematics Degree course at the Universidade Estadual
Vale do Acarad, in Sobral, to have taken the subject of Didactics of Mathematics and to be
members of a research group of that course. The data collection instruments were:
photographic records, audiovisual recordings, written productions, observations, research
questionnaires and also screenshots of the conversations in the WhatsApp groups. During the
training course, eleven didactic situations from the National High School Exam were worked
out, in order to observe the actions of future teachers, when formulating the strategies for
solving problems. It is important to note that the intention was to identify the pragmatic
knowledge triggered in the face of complex situations that would allow to experience practical
actions of teaching. In the results, the development of the participants was observed when
confronted with more complex situations found in the problems of the National High School
Exam and how they used GeoGebra to mobilize different epistemic and pragmatic knowledge
to stand out from these situations, transcending the analytical treatment to develop their own
conjectures. These results were analyzed using the Theory of Didactic Situations in
experimentation and the assumptions of Didactic Engineering of Training. It is hoped that this
research can contribute to the initial training of mathematics teachers, as well as to present a
methodological proposal that develops geometric reasoning, promoting the improvement and
improvement of the teaching of Volumes in schools.

Keywords: Didactic Engineering Training. National High School Exam. GeoGebra. Theory
of Didactic Situations. Volume Teaching.
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1 INTRODUCAO

Discutir situacdes que envolvem o ensino de Geometria Espacial € uma questao que ha
muito tempo provoca inquietacdo entre os pesquisadores e educadores matematicos. Autores
como Lorenzato (1995) e Pavanello (1991) ja vém demonstrando preocupag¢do com 0 ensino
dos conteddos geométricos, desde os anos de 1990, e alertando para a necessidade de
mudanca no curriculo de formacdo do professor de matematica. Entre os varios problemas
que provocam tal inquietude, ha indicadores que mostram um quadro completamente
desfavoravel a formagdo docente, como mostra Corréa et al. (2019, p. 57) ao escrever que
“muitos dos problemas no ensino de Geometria ocorrem devido ao proprio processo de
formagao do professor” pois este nao estabelece uma relacao entre aquilo que ensina e o
mundo concreto, na tentativa de associar teoria a pratica, apesar dos muitos esforcos em
ampliar-se 0 numero de pesquisas com o intuito de superar os obstaculos inerentes ao ensino
de Geometria.

Decorridos quase 30 anos das investigacGes apresentados por Lorezato e Pavanello,
ainda se discutem 0s mesmos problemas relacionados ao ensino e a aprendizagem de
Geometria Espacial. Nessa perspectiva, este trabalho faz um estudo sobre um assunto de
Geometria Espacial, o conteddo de Volume, constatando que na maioria das instituicoes
escolares ainda persiste 0 ensino tradicional, com aulas expositivas no quadro, a memorizacao
de formulas prontas e calculos mecanizados relacionados a geometria. Siqueira (2013, p. 22)
reforca tal fato, ao ressaltar que “[...] a maioria dos professores de matematica de agora
sempre tiveram a maioria de suas aulas dentro da metodologia tradicional: expositiva, o
calculo pelo célculo, a férmula decorada, porque iria cair na prova”.

Dentro do contexto da Geometria Espacial, o tema grandezas e medidas revelou sua
importancia muito cedo, constituindo-se nas primeiras no¢des geométricas de interesse da
humanidade. De acordo com Lima (1991), os povos egipcios ja calculavam o volume de
depdsitos de grdos, ao nivel de comércio, mostrando que o célculo de area e volume é um
assunto milenar. Tal relevancia se da ndo apenas por fazer parte do curriculo escolar, mas
também por estarem presentes em assuntos do cotidiano essenciais ao meio social de um
individuo.

Pelo exposto, percebe-se que o conceito de volume ndo pode ser excluido da formacéo
inicial de professores, muito menos da educacdo escolar, pois configuram-se como saberes
que permitem a interpretacdo de elementos essenciais para 0 homem viver em sociedade.

Segundo, Barros (2002), as grandezas geométricas no ensino e aprendizagem da Matematica
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estabelecem relagbes com inumeros campos da ciéncia, tais como: numeros, geometria,
algebra, tratamento de informacéo, entre outros.

Ademais, ressalta-se tambem, a importancia de relacionar a matematica presente no
cotidiano aos saberes escolares, e que em muito facilita a vida do ser humano, quer seja nas
compras nos supermercados: somando, multiplicando, dividindo, calculando descontos; nos
afazeres domésticos: fazendo receitas, calculando peso, medida, quantidade, etc.; para se
locomover: calculando distancias, o consumo de combustivel, o valor que se gasta, enfim, em
muitas outras situacOes do dia a dia.

Assim, € inegdvel a necessidade de fazer uma reflexdo sobre o ensino e a
aprendizagem de geometria, no sentido de buscar um melhor desenvolvimento das praticas
didaticas, no caso dessa pesquisa, de conceito de Volume, mas com potencial para estender-se
para outros conceitos geométricos.

Considerando o progresso tecnolédgico atual, destaca-se também a importancia de
adequar-se o uso das tecnologias digitais ao ensino de Geometria Espacial, consubstanciando
uma aprendizagem capaz de praticas concretas que possibilitem ao aluno ver e movimentar o
objeto de estudo de varios modos diferentes, ajudando-o a desenvolver o raciocinio necessario
para a construcdo da resolucdo de problemas que seriam praticamente impossiveis de obter no
tradicional uso do caderno.

No que se refere ao ensino de Geometria nas escolas brasileiras, ele passou por varias
fases. De acordo com Santos e Nacarato (2014), na década de 1960, era norteada pelos
estudos de Euclides. Entre a década de 1970 e 1980, sofreu uma forte influéncia do
Movimento da Matematica Moderna, cujo ensino priorizava a linguagem formal da
matematica, o que suscitou grandes dificuldades na compreensao de conceitos. Ademais, 0s
docentes também encontravam obstaculos no repasse dos contetdos geométricos, aliados a
falta de estrutura dos livros didaticos que impunham a geometria, a Ultima secdo do livro,
contribuindo para que tais assuntos ndo fossem contemplados nas aulas de matematica,
tornando assim o0 ensino insatisfatorio e, consequentemente, seu abandono pelas escolas.

Tal abandono provocou também a omissdo na formacdo inicial dos professores,
causando uma falha na construcéo dos conceitos de geometria na escolarizacdo dos discentes.

De acordo com Meneses (2007), isso se evidenciou quando foi,

[...] percebido principalmente durante os anos de 1960 a 1990, também refletiu nos
cursos de graduacdo de professores e nos cursos de magistério, pois esses cursos nao
tinham preocupacdo e nem um curriculo voltado ao ensino de geometria, fato esse
que foi responsével pela geragéo de inimeros professores 6rfdos dessa formacao e,
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consequentemente, sem a consciéncia da importancia da aprendizagem desse
contetido (MENESES, 2007, p. 4).

Com isso, observa-se um periodo de declinio no ensino de Geometria, resultando na
diminuigdo, e em alguns casos até na retirada desses contetdos dos curriculos escolares, o que
poder ter provocado um déficit no desenvolvimento do raciocinio l6gico dedutivo de uma
geracdo inteira.

Outro ponto relevante refere-se a metodologia aplicada nessas aulas. Segundo Santos e
Nacarato (2014), muitas vezes, produzia um ensino reducionista, pautado na exposicdo de
figuras geométricas planas, em que praticamente se enfatizava sua classificagdo, sem explorar
outras propriedades, como suas diferencas e semelhancas. Tal fato mostrou que existia
pouquissimo contato do docente com o contetdo de geometria, culminando em uma pratica
ineficiente e que, ainda hoje, se faz presente nas aulas de matematica.

Ademais, de acordo com Manrique, Silva e Almouloud (2002), existem varios fatores
que originaram as dificuldades do processo de ensino e aprendizagem dos conteddos
geométricos, entre eles destacam-se: i) a formacdo precaria do professor em relacdo a
geometria; ii) a formac&o inicial do docente ndo propicia uma reflexdo profunda a respeito do
ensino de geometria; iii) os problemas propostos ddo énfase as resolugdes algébricas, em
detrimento do raciocinio l6gico dedutivo e das demonstracfes; iv) a transposicdo da
geometria empirica para a geometria dedutiva é quase inexistente e v) poucos trabalhos
propdem a leitura e a interpretacdo de textos matematicos.

No entanto, a geometria é tida por muitos pesquisadores e educadores matematicos
como uma ferramenta que liga 0 homem ao espago em que vive, pois, de acordo com Passos
(2005, p. 17), ela “pode ser considerada a parte da matematica mais intuitiva, concreta e
ligada a realidade”. Assim, o estudo de geometria exerce uma importancia essencial para
desenvolver-se o raciocinio légico espacial e a compreensdo dos problemas praticos do
cotidiano. A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) também chama aten¢éo para tal fato,
ao afirmar que:

A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e procedimentos
necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes areas do
conhecimento. Assim, nessa unidade tematica, estudar posicdo e deslocamento no
espaco, formas e relagcbes entre elementos de figuras planas e espaciais pode
desenvolver o pensamento geométrico dos alunos. Esse pensamento é necessario

para investigar propriedades, fazer conjecturas e produzir argumentos geometricos
convincentes (BRASIL, 2017, p. 269).



25

Assim, evidencia-se que para ter-se uma evolucgéo na aprendizagem, faz-se essencial o
desenvolvimento de conceitos geométricos. Nesse sentido, Santos e Nacarato (2014)
ressaltam a importancia das tarefas propostas pelo professor, almejando promover a
elaboracdo do movimento conceitual por parte dos alunos. Para as autoras, os significados e
os sentidos devem circular pelas diferentes esferas da comunicagdo na sala de aula. As tarefas
e as intervencBes realizadas pelo docente, no processo de construcdo do saber, devem
propiciar a evolucdo do aprendiz, caracterizando-se como ferramentas e acoes
potencializadoras dos processos de significagao.

Em se tratando do campo da geometria e medidas, Van Der Mer (2017, p. 5) salienta
que, apesar do tema esta presente em diversas situacdes do cotidiano, ainda se verifica que 0s
alunos apresentam dificuldades em solucionar problemas simples que envolvem volumes de
figuras geométricas, “em muitos casos, os alunos utilizam mecanicamente formulas sem
demonstrar real entendimento do conceito”. O que nos leva a refletir também, sobre a
necessidade das formacg@es continuas com os professores, sendo considerada dentro da carga
horaria dos mesmos, haja visto os docentes ja sofrerem com a sobrecarga de trabalho,
dificultando assim, o acesso a pesquisas e metodologias que podem auxiliar em suas préaticas
de ensino.

Assim, pesquisadores de varios paises tém procurado promover uma maior
importancia as grandezas geométricas de areas e volumes, haja vista na literatura ainda se
apresentar um numero reduzido de publicacBes relacionadas ao tema, realizando trabalhos
investigativos, na tentativa de responder questionamentos relacionados ao ensino e a
aprendizagem de matemaética, dentre eles as dificuldades de apropriacdo do conceito de
volume. Autores como Figueiredo, Bellemain e Teles (2012) apresentam um trabalho com
grandezas geomeétricas em que relatam que, durante muito tempo, 0 ensino de geometria foi
marcado pelo uso exagerado de férmulas e conversdao de unidades para trabalhar areas,
comprimento e volume. Apesar de valorizar o uso da formula para o céalculo de volume e
outras grandezas geomeétricas, alertam para o fato de que seu uso mecanico e exagerado, sem
um melhor entendimento de seu significado para a compreensdo de tais grandezas, mostra-se
ineficaz e torna-se obstaculo para o uso adequado da unidade de volume.

Convem ressaltar que, nos livros didaticos, o conceito de volume também é abordado,
priorizando férmulas e célculos sintetizados, conforme relata Figueiredo, Bellemain e Teles
(2012) ao observarem, nas analises de cole¢fes do Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD),
que os problemas que envolvem o contetdo enfatizam as aplicacdes de algebra, o que limita a

visualizag&o espacial do aluno, essencial para a compreensdo de tal conceito. Ademais, em se
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tratando de pesquisa, Barros (2002, p. 16) chama atencdo para o fato de que, nos ultimos anos,
no ensino escolar, as grandezas geométricas nem sempre recebem “um tratamento compativel
com seu importante papel, seja nos estudos cientifico-tecnologicos, seja na formacdo da
competéncia basica para medir grandezas na vida cotidiana”.

Desse modo, buscou-se direcionar uma investigacdo de elementos didaticos, numa
vertente da evolucdo do ensino e aprendizagem do conceito de volume. Pode-se observar a
existéncia de uma modelizacdo direcionada ao processo de insercdo de novas propostas
metodoldgicas de ensino e aprendizagem da geometria espacial e de outros contetdos
contemplados na matematica, uma vez que o baixo rendimento apresentado pelos estudantes
em assuntos relacionados a geometria espacial € discutido ha bastante tempo na literatura da
Didatica da Matematica. De acordo com Passos (2005, p. 29), estudos revelam que o baixo
conhecimento dos professores em relagdo aos contetdos geométricos, “poderia ser um dos
fatores do baixo desempenho dos alunos em geometria”. Ainda Ssegundo a autora, nas
avaliacOes de desempenho realizadas pelos 6rgaos responsaveis pela educacdo dos Estados
brasileiros ou diretamente pelo Ministério da Educacdo (MEC), os estudantes em matematica
e em geometria tém apresentado auséncia de conexdo entre as propostas de ensino
governamentais e o0s resultados obtidos nas escolas.

Diante desse cenario, esta pesquisa propde uma alternativa para trabalhar com o0s
alunos em licenciatura de matematica (professores em formacdo), situacbes-problemas
relacionadas ao ensino e aprendizagem do calculo de volumes, estruturadas na Teoria das
Situacdes Didaticas (TSD) de Brousseau (1986). Essa teoria de ensino proporciona a criacao
de um modelo que permite a interacdo entre o aprendiz, o saber e 0 meio no qual ocorrera a
aprendizagem. Ademais, destacou-se a Engenharia Didatica de Formacdo (EDF) para
fundamentar esta atividade investigativa, utilizando o software GeoGebra para a exploracéo
visual e a percepcdo das relagdes entre os elementos das figuras e suas propriedades
matematicas.

Esta pesquisa justificou-se no fato de que desenvolver competéncias que possibilitem
a transposicao de alguns contetdos aos modos operandi de resolugfes matematicas, perpassa
pela capacidade do professor de planejar e intermediar acGes pedagodgicas que possam
promover mecanismos que facilitem essa transposi¢do para o contexto escolar do estudante.
Como também, se exige mais conhecimento matematico, incluindo quest6es epistemoldgicas,
institucionais, cognitivas e de restrigdes, além de novas metodologias e recursos didaticos
pedagdgicos que possam ser inseridos no trabalho com a matematica. Pais (2015) reforca essa

concepcao ao relatar que se pode analisar a transposi¢cdo como uma aprendizagem especifica
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que pode ser dominada com o objetivo de caracterizar o fluxo cognitivo da evolugdo do
conhecimento de um sujeito. Assim, a concretizacdo dessa transposicdo proporciona um
processo para aprendizagem de um novo conhecimento.

Ademais, é importante ressaltar que dentro da formacdo docente a integracdo entre
escola e universidade se constitui um papel importante para o professor realizar pesquisas,
conforme se verifica nas discussdes apresentadas pelo Institutos de Pesquisas em Educacdo
Matematica (IREM), que foram criados para reestruturar a Matematica e mudar o Movimento
da Matematica Moderna®. De acordo com Pommer (2008), o IREM buscava desenvolver
trabalhos que complementavam a formacdo dos professores de matematica e também na
concepcao de materiais pedagdgicos que serviam de apoio para aulas. Desse modo, favoreceu
“a evolu¢ao para o estudo do ensino da matematica que permitiram a producdao de
conhecimento para controlar e produzir agfes sobre o ensino” (POMMER, p. 1). Assim,
considera-se a relevancia desse contexto para o desenvolvimento do processo de ensino e
aprendizagem que valorize a didatica e a pedagogia para a construcdo dos saberes
matematicos.

Partindo disso, esta pesquisa foi norteada pela seguinte questdo: De que maneira
conceber um recurso didatico que permita melhorar o ensino de volume, por meio da
formacéo inicial de professores?

Assim, apresenta-se como objetivo geral compreender aspectos didaticos relativos ao
ensino do conceito de volume, alicercados na TSD e EDF e aprimorados com o suporte do
software GeoGebra. Dessa forma, para alcancar o objetivo geral, apresentam-se ainda 0s
seguintes objetivos especificos:

e Desenvolver uma proposta de EDF, a partir de situa¢Bes didaticas para o ensino do
conceito de Volume no contexto do ENEM, com énfase na TSD;

e Estruturar Situacdes Didaticas para o ensino do conceito de volume que possam ser
visualizadas por meio de uma modelagem no software GeoGebra;

e Aplicar situacdes didaticas aos professores de matematica em formacdo inicial que
possibilite a compreensao de conceitos geométricos e a formulacdo de estratégias para
resolucéo de problemas.

As andlises prévias desta pesquisa foram realizadas com base nas etapas da
Engenharia Didatica (ED). Assim, esse processo foi organizado em duas etapas. Na primeira,

foi realizada uma revisdo bibliografica sobre a metodologia de pesquisa, a teoria de ensino, o

! Movimento internacional do ensino de matematica surgido na década de 1960. Para maiores informagdes
consultar site de Brousseau disponivel em https://guy-brousseau.com/ e Burigo (2006).
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conteudo de Volume e, o software GeoGebra. Na outra etapa, foi feita uma descricdo da
abordagem didatica e cognitiva do ensino e aprendizagem do conceito de volume relacionada
ao contexto preterido para aplicacdo e desenvolvimento da pesquisa.

Esta pesquisa é de cunho qualitativa, na qual se utilizou como metodologia de
pesquisa a ED, com énfase na EDF, segundo as propostas de Perrin-Glorian (2009) e Tempier
(2014), uma vez que elas apresentam estudos relacionados a formacdo de professores.
Fundamentou-se a investigacdo na TSD como complementariedade a EDF, relacionando
elementos advindos da resolucdo de problemas do ENEM e, da formacdo do docente de
matematica.

Os referenciais tedricos do estudo, no que tange ao ensino e a aprendizagem do
conceito de volume foram: Vergnaud et al. (1983), Figueiredo, Bellemain, Teles (2012),
Douady e Perrin-Glorian (1989), Awila (2017), Figueiredo (2013), Barros (2002), Morais
(2013) e Lima (1991). Neste trabalho, utilizam-se problemas selecionados das avaliagdes do
Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), por tratar-se de uma prova que apresenta uma
grande variedade de questdes que abordam esse tema, além de ser um exame com grande
impacto na educacdo brasileira, uma vez que se propde avaliar 0 desempenho do aluno ao
término do Ensino Médio.

Ressalta-se, também, o aporte tecnolégico do software GeoGebra que foi utilizado
como recurso digital para a construcdo de um modelo matematico que propicie a visualizacdo
e a compreensao de propriedades geomeétricas na aplicacdo da pesquisa. De acordo com Alves
(2019, p. 115), o GeoGebra tem potencial para propiciar ao professor, incentivar os estudantes
a participarem da “exploragdo dindmica das propriedades numéricas e geométricas, de modo
que a visualizacdo, percepcéo e intuicdo desempenhe um papel essencial para a evolucéo da
aprendizagem de todos os envolvidos em cada situagdao didatica”. Percebe-se assim, a
importancia da utilizacdo de softwares educacionais em aulas de Geometria, pois € um
recurso didatico com o qual o aluno pode manusear e, portanto, manifestar a criatividade na
elaboracdo das estratégias para resolugdo dos problemas propostos.

Para a ED e EDF, direcionaram-se os estudos de Artigue (1995, 2011, 2015), Tempier
(2012, 2013, 2016), Perrin-Glorian (2009, 2010, 2019), Perrin-Glorian e Bellemain (2016,
2019), Almouloud (2007, 2019), Almouloud e Silva (2012), Machado (2015), Alves (2016a,
2016b, 2016¢, 2017, 2018, 2019), Santos e Alves (2017) e Alves e Catarino (2017). Para a
TSD, utilizaram-se estudos de Brousseau (1986, 1995, 1998, 2008).

Para aplicacao, foram escolhidos como sujeitos da pesquisa, alunos da graduacéo do

curso de Licenciatura em Matemética da Universidade Estadual Vale do Acarau (UVA),
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localizada no municipio de Sobral, no estado do Ceara, estabelecendo um elo desse estudo
com o grupo de estudantes em formacao inicial, o que constitui o propésito da pesquisa, além
de desenvolver um trabalho na comunidade na qual exerco a profisséo docente.

Com isso, constatou-se que trabalhar conceito geométrico sobre Volume, com o aporte
de tecnologias e de problemas selecionados das provas do ENEM, teve uma facil aceitagdo
por parte dos discentes, pois trata-se de atividades amplamente discutidas nas escolas e nas
comunidades académicas de todo pais. Aléem do mais, a utilizacdo do software GeoGebra
desperta tanto a curiosidade quanto a vontade de utilizar mecanismos que possibilitem uma
aprendizagem significativa e modelizadora, através de novas metodologias de ensino.

Dando inicio a discussdo dessa pesquisa, apresenta-se a descricdo dos elementos que
constituem e ddo embasamentos cientificos a essa investigacdo. Nesse sentido, essa pesquisa
esta estrutura em nove capitulos.

No primeiro, tem-se a Introducdo, em que se apresenta a justificativa, a problematica,
0s objetivos e a relevancia da pesquisa por meios dos embasamentos tedricos e a descricdo
sobre a estrutura do trabalho.

O segundo capitulo traz a fundamentacéo teorica que esta dividida em secdes.

Inicialmente se discutiram as nog¢des da ‘ED’, em que s&o explicitadas suas quatro
fases (analises preliminares, analise a priori, experimentacdo e validacdo) que serviram de
embasamento teorico para sustentar e validar esta investigacdo, em complementariedade com
a EDF.

Em seguida, traz-se um estudo sobre a ‘EDF’, ressaltando que essa metodologia se
apresenta na interface entre a pesquisa e o ensino, destacando sua relevancia na aplicagéo para
0 desenvolvimento de um recurso ou objeto de aprendizagem que tanto pode ser usado para o
ensino regular quanto para a formacdo de professores. Apresentou-se ainda a ‘TSD’,
relacionando-a com o meio (milieu), as situacOes didaticas e a-didaticas, na qual estdo
pautados o saber a ser ensinado e o conhecimento a ser aprendido.

No terceiro modulo efetivou-se um estudo especifico do conceito de ‘Volume’, em
que se apresenta uma ‘Sintese historica do conceito de Volume’, ressaltando sua importancia
ao contexto da educacdo. Num segundo momento, abordou-se o ‘Principio de Cavalieri’,
trazendo um pouco da historia, os conceitos intuitivos de Volume, associando com sua
definicdo geral e com o ‘Conceito Basico de Area’, em que se relacionam as propriedades
intuitivas da area para poligonos. Finalizando o capitulo com o conceito de volume dos
solidos que foram abordados nas situacOes didaticas da pesquisa: Paralelepipedo, Cilindro,

Cone, Esfera, Prisma e Piramide.



30

No quarto capitulo, faz-se um apanhado epistemoldgico sobre ‘O ensino e a
aprendizagem do conceito de volume’, da ‘Formacao Docente’ ¢ do uso de ‘Tecnologia e a
Midia Digital na Educagdo Matematica’, mostrando a relevancia da abordagem desses
conceitos na formacé&o inicial do professor de matemaética.

O préximo capitulo trata do ‘Percurso Metodologico da Pesquisa’, descrevendo-se 0S
caminhos utilizados durante a investigacao e a se¢do da ‘Analise Preliminar’, na qual foi feito
um apanhado de trabalhos referentes ao tema e uma analise epistemoldgica sobre os
problemas inerentes ao ensino e a aprendizagem de volume.

No sexto capitulo, da-se prosseguimento a metodologia da pesquisa, por meio da
‘Analise a Priori e Concepcdes das Situagoes Didaticas do ENEM’, fazendo uma descrigdo da
concepcao das situacGes didaticas do ENEM, relacionando-as com as percepcdes dos
professores de matematica em formaco inicial.

No capitulo posterior, tem-se a parte da ‘Experimentagdo’, na qual se descrevem o
I6cus da pesquisa, 0s participantes e os procedimentos usados na coleta de dados.

A discussdo e o detalhamento da analise de dados, coletados durante a aplicacdo das
situacdes didaticas, serdo abordados no penultimo capitulo, referente a ‘Analise a Posteriori e
Valida¢ao da Engenharia’. Nele, expdem-se as vivéncias das sequéncias didaticas com 0s
académicos de licenciatura em matematica, pelo confronto da analise a priori e da andlise a
posteriori de cada situacao.

As conclusdes sdo apresentadas no nono capitulo, em que sdo mostrados os resultados
mais relevantes deste estudo e, sugerem-se elementos que podem ser aplicados em futuras
pesquisas na area.

Desse modo, finalizou-se a pesquisa, debatendo-se tdpicos relevantes, gerados da
pratica vivenciada na experimentacdo e do convivio com 0s participantes, apresentando
respostas promissoras no campo do ensino e aprendizagem do conceito de VVolume.

A seguir, sera discutido o subsidio tedrico desta pesquisa, 0 qual é composto pela

metodologia de pesquisa ED e EDF e pela teoria de ensino da TSD.
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2 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

Neste capitulo, apresenta-se a fundamentacéo tedrica que norteou esta pesquisa, a qual
foi estruturada seguindo as etapas classicas da ED, mas tendo em vista a formacao inicial de
professores em complementariedade com a EDF, visando ao ensino com énfase na evolugéo e
ao aperfeicoamento da formacéo das praticas profissionais do docente. Também apresenta-se
a TSD, que foi utilizada com o intuito de fundamentar aspectos da discussdo de elementos que

necessitam serem incorporados a pratica do professor de matematica.

2.1 Engenharia Didatica de Primeira Geracao

Com o intuito de responder a questdo norteadora desta pesquisa e alcancar 0s
objetivos, utilizou-se a ED como metodologia de pesquisa, com énfase na EDF, constituindo-
se como um desenvolvimento da ED; no entanto, direcionada para a formacgéo de professores
e para a concepc¢do de recursos didaticos. Essa metodologia foi adotada para elaboracao das
situacdes didaticas e, na aplicagdo do curso de formacdo que foi o meio principal para coletar
os dados inerentes a percepg¢do dos docentes em formacao inicial.

Segundo Artigue (1995), a ED é uma metodologia de pesquisa que propicia ao
professor formular um plano de ensino que objetiva a formacao, realizacdo, observacédo e a
analise das situacOes didaticas disponibilizadas para o planejamento da acdo docente. Artigue
(1995) define como ED:

[...] uma sequéncia de aula(s) concebida(s), organizada(s) e articulada(s) no tempo,
de forma coerente, por um professor-engenheiro para realizar um projeto de
aprendizagem para uma certa populagio de alunos. No decurso das trocas entre
professor e alunos, o projeto evolui sob as reacdes dos alunos e em fungdo das

escolhas e decisdes do professor (ARTIGUE, 1995, p. 61, tradugdo nossa).
Recorda-se que a metodologia da ED teve sua origem ja& na década de 60, com a
publicacdo do trabalho de Brousseu (1965) sobre a Matematica do curso preparatorio, sendo
amplamente difundida no decorrer dos anos 80 por Chevallard (1982), discipulo de
Brousseau, por Artigue (1989), além do proprio Brousseau. Surgiu como uma metodologia de
pesquisa capaz de propiciar fendbmenos didaticos que mais se aproximassem das condi¢coes de
funcionamento de uma sala de aula. Almouloud e Coutinho (2008) explicam que o termo ED

deu-se pela comparacdo do pesquisador didatico com o trabalho de um engenheiro quanto ao
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momento da realizacdo de um projeto que necessita de concepcédo, elaboragéo e execucéo,
além da utilizacdo de um modelo tedrico para a implementacdo de seus projetos.

De acordo com Artigue (1995), a metodologia da ED se caracteriza por um esquema
experimental baseado nas realizacGes didaticas sobre as situaces de ensino em sala de aula,
na qual se observa a concepcdo, realizagdo e as andlises do processo de ensino e
aprendizagem. Assim, segundo Pais (2015, p. 77), “a utilizagdo de uma engenharia didatica
reforca a confiabilidade da pesquisa e sua potencialidade se deve a defesa do vinculo com a
realidade da sala de aula”.

Pommer (2013) reforca que no contexto da sala de aula, as atividades que seréo
propostas aos alunos devem ser planejadas e organizadas, pensando em uma situacdo de
aprendizagem, o que requer do professor a estimulacdo e o encorajamento do aluno para o
desenvolvimento de acdes e utilizacdo de seus conhecimentos prévios para determinar a
solugéo do problema.

Deste modo, segundo Brousseau (1996), cabe ao professor alinhar seu trabalho de
maneira que, ao estudante, sejam propostas situacbes de aprendizagens em que Seus
conhecimentos sejam elaborados como uma resposta pessoal a uma pergunta, modificando-o0s
ou fazendo-os funcionar como solucdo as exigéncias do meio, e ndo ao desejo do docente.

Ademais, de acordo com Alves (2016a), a metodologia de pesquisa concebida pela ED
organiza-se em dois niveis: a microengenharia, cujo interesse é investigar os fendmenos
relacionado a sala de aula, e a macroengenharia, que investiga as dificuldades de ordem
metodoldgica e/ou institucionais concernentes ao processo de ensino e aprendizagem.

Assim, segundo Artigue (1995), uma pesquisa seguindo os principios de uma ED,
compde-se de quatro fases: a 12 fase, das analises preliminares, a 22 fase, da concepc¢éo e da
analise a priori, a 32 fase, da experimentacao e a 42 fase, da analise a posteriori e validacéo.
Ressalta-se que a experimentacdo desta pesquisa consubstanciou-se na TSD com o intuito de
instigar o aluno ao fazer uso de sua intuicdo, na busca do raciocinio necessario para
construcdo de conceitos e relagdes matematicas.

Além disso, Artigue (1995) descreve como objetivo da analise a priori, determinar de
que maneira as escolhas das variaveis didaticas feitas podem prever o comportamento dos
alunos na aprendizagem. Na analise a posteriori, é feita a comparacdo entre 0s objetivos
definidos pela aplicagdo da metodologia e o desempenho dos alunos durante o
desenvolvimento da situacdo de ensino, objetivando a validagdo das hipoteses didaticas

estabelecidas a priori.
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Pais (2015) nos remete a vertente francesa da metodologia da ED de Artigue (1996)
que possibilita uma melhor organizacdo metodoldgica para por em pratica uma pesquisa
voltada para o ensino de matematica, com o intuito de aliar teoria e préatica, acentuando a
valorizacdo da articulacdo entre a pesquisa e a acdo pedagdgica, na investigacdo dos
fendmenos didaticos. Portanto, como relata Pommer (2013), ao elaborar-se uma ED, faz-se
necessario, em determinados momentos, articular, antecipar e até mesmo acumular elementos
que caracterizam essas quatros fases. A seguir, descrever-se-a abaixo o trabalho pautado nas
fases da ED.

2.1.1 Analises Preliminares

Na primeira fase, como descreve Machado (1999), nas analises preliminares sdo feitas
um apanhado do quadro teérico didatico geral e dos conhecimentos especificos envolvendo o
assunto da pesquisa.

Na analise preliminar é feito um levantamento bibliografico sobre os varios niveis de
producdo de conceitos matematicos que se pretende pesquisar, assim como uma “analise
epistemoldgica do ensino atual e seus efeitos, das concepcdes dos alunos, das dificuldades e
obstaculos, e andlise do campo das restricdes e exigéncias no qual vai se situar a efetiva
realizagdo didatica” (ALMOULOUD; SILVA, 2012, p. 26).

Todos os passos descritos no trecho anterior remetem aos objetivos especificos da
pesquisa, 0 que determinara quantos e quais deles ocorreram durante o desenvolvimento do
projeto. Segundo Machado (1999), é nesta fase da pesquisa que ocorrem 0s embasamentos
das ideias da engenharia presentes e constantemente retomadas, durante toda a aplicacdo do
projeto. No entanto, ndo se pode esquivar de um ponto primordial desta fase, que consiste na
criagdo “das concepgdes dos estudantes, das dificuldades e dos erros mais frequentes. Assim,
a ED se desenha para provocar, de maneira controlada, a evolugdo das concepgdes”
(ARTIGUE, 1995, p. 42).

2.1.2 Concepcgao e Andlise a Priori das Situacoes Didaticas

Durante o processo de concepgdes que ocorre nesta etapa, o professor determina as
variaveis que vao atuar no ensino, denominada por Artigue (1995) de variaveis de comando, e
que sdo diferenciadas de duas maneiras, com o intuito de facilitar a analise da ED. “As

variaveis macro-didaticas ou globais, concernentes a organizacdo global da engenharia e as
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varidveis micro-didaticas ou locais, concernentes a organizacdo local da engenharia, quer
dizer, organizacdo de uma sequéncia ou de uma fase” (ARTIGUE, 1995, p. 42). Isto nos
remete a Pommer (2013, p. 23) que define variaveis didaticas como sendo “aquelas para as
quais as escolhas de valores provocam modificacbes nas estratégias de resolucdo de
problemas, de modo a fazer evoluir o desempenho dos alunos”.

Vale salientar que, de acordo com Machado (1999), as varidveis de comando
(microdidaticas e macrodidaticas) embora se apresentem separadas, elas ndo s&o
independentes, como corrobora Brousseau (1981), é necessario um cuidado constante na
concepcdo geral para que ela permita o desenvolvimento das situagdes locais, ou seja, as
variaveis macrodidaticas precedem as variaveis microdidaticas com a qual o professor pode

organizar cada sessdo didatica. Assim Artigue (1995) relata que:

Estas andlises a priori se deve conceber como uma andlise de controle de
significado. Isto quer dizer, de formar muito esquemética, que se a teoria
construtivista sente o principio da participag¢do do estudante na construcdo de seus
conhecimentos para através da interacdo com o meio determinado, a teoria das
situacBes didaticas que serve de referéncia para a metodologia da engenharia tem
pretendido, desde sua origem, constituir-se em uma teoria de controle das relagdes
entre o significado e as situacBes (ARTIGUE, 1995, p. 44-45, grifo do autor,
traducéo nossa).

Assim como qualquer teoria que se pretende aplicar para uma investigacdo didatica,
ndo se pode furtar de descrever o objetivo central da analise a priori que consiste, segundo
Artigue (1995), em se apropriar de um conjunto de hipoteses que foram determinadas a partir
de selecdes feitas, que possibilite certo dominio sobre os comportamentos dos alunos e de seu
significado. A parir deste ponto, procede-se a validacdo das hipdteses levantadas pelos
discentes que se apresentam de forma indireta no jogo da confrontacdo que ocorre na quarta
fase, entre a analise a priori e a analise a posteriori.

Assim, fazem-se necessarias algumas acdes para que 0s objetivos da pesquisa sejam
atingidos. E o que Machado (1999) descreve ao relatar que a analise a priori necessita de duas
partes para aplicar-se com os alunos: uma de natureza descritiva e outra de previséo, as quais
estdo embasadas nas caracteristicas de uma situacdo a-didatica, visadas pela experimentacéo.

Para nortear as defini¢bes das variaveis da pesquisa, deve-se:

»  Descrever as escolhas feitas no nivel local (relacionando-as eventualmente
com as selecdes globais) e as caracteristicas da situacdo a-didatica
desenvolvida;

» Analisar o que poderia estar em jogo nesta situacdo para o aluno, em
funcdo das possibilidades de acéo, sele¢do, decisdo, controle e validacdo
que o aluno tera durante a experimentacao.



35

»  Prever campos de comportamentos possiveis e tentar demonstrar como a
analise permite controlar seus significados e assegurar, particularmente,
que se tais comportamentos esperados ocorrerem, é por consequéncia do
desenvolvimento visado pela aprendizagem. (ALMOULOUD; SILVA,
2012, p. 27).

Nesta fase, o professor deve perceber que se podem transformar os conhecimentos
cientificos em assuntos que podem ser ensinados e concebidos para elaboracao das situagdes-
problema, com a qual os alunos irdo se confrontar. De acordo com Machado (1999),
tradicionalmente, nesta etapa, o aluno pde-se a analisar o problema sem a intervencdo do
professor que aparece somente no momento do aspecto descritivo.

Desse modo, Pais (2015) enfatiza que no momento em que o aluno esta envolvido em
uma situacdo de pesquisa para determinar a solu¢do de um problema, ele se depara com uma
variedade de procedimentos de raciocinio, no qual o professor ndo tem nenhum controle, o
que gera uma riqueza de ideias oriundas do imaginario do estudante que, na verdade, nada
mais é do que uma sintese da busca da solucdo do problema. Durante o procedimento da
realizacdo das tarefas escolares, o estudante deve encontrar condigdes que favorecam a busca
pela resolucdo sem a intervencdo do professor, o que resultara em estimulos para que ele, por
seu proprio mérito e esforco, possa superar os obstaculos e encontrar o raciocinio ideal para a
conducdo necessaria a aprendizagem em questao.

Vale ressaltar aqui as consideracfes de Brousseau (2008) ao descrever que para uma
aprendizagem ser alcangada, 0 sujeito precisa interagir com 0 meio, adaptando-se e
assimilando as situacbes que se apresentam para o real desenvolvimento das situagdes
problemas, na qual se podem utilizar as fases da TSD (acdo, formulacdo e validacdo) para

corroborar as resolugdes apontadas pelos alunos.

2.1.3 Experimentacgdo

A experimentacdo € conhecida como a fase classica da ED. Trata-se de uma
complementacdo da anélise a priori. De acordo com Machado (1999), esta etapa se da no
momento do contato pesquisador/professor com os alunos selecionados para aplicagédo do
projeto; portanto, “¢ o momento de se colocar em funcionamento todo o dispositivo
construido, corrigindo-o quando as analises locais do desenvolvimento experimental
identificam essa necessidade” (ALMOUDLOUD, 2007, p. 177). Assim a experimentagao,
segundo Machado (1999) supde:
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» aexplicacdo dos objetivos e condicBes de realizacdo da pesquisa a populagédo
de alunos que participara da experimentacao;

» 0 estabelecimento do contrato didatico;

» aaplicacdo dos instrumentos de pesquisa;

» 0 registro das observacdes feitas durante a experimentagcdo (observacéo
cuidadosa descrita em relatério, transcricdo dos registros audiovisuais, etc.)
(MACHADO, 1999, p. 206).

Segundo Almouloud e Silva (2012), a experimentacdo se constitui na aplicacdo de
uma sequéncia didatica que se caracteriza pela apresentacdo dos objetivos da pesquisa e em
quais condigdes ela sera realizada. Este também € o momento em que se efetiva o contrato
didatico e faz-se o registro do que foi observado, durante o periodo da experimentac&o.
Durante a fase da experimentacdo, propbe-se utilizar as fases da TSD para consolidar a
validacdo das situacdes-problema. Portanto, pretende-se incentivar o aluno a participar das
atividades propostas pelo projeto, com o intuito de obter-se total colaboracdo dos discentes na
resolucdo das situagfes-problema. Para isso, utilizar-se-a o contrato didatico para nortear as

regras do desenvolvimento da pesquisa.

2.1.4 Anadlise a Posteriori e Validacdo (Interna e Externa)

Segundo Artigue (1995), esta é a fase em que se analisa os dados colhidos durante a
fase da experimentacdo, resultantes das observacges feitas durante as aplicacdes das sessoes
didaticas, como também todas as producdes dos alunos dentro e fora da sala. Esse momento
deve ser registrado por meio de producgdes escritas pelos alunos, registro fotogréficos, relato
das observacg0es e registros audiovisuais. Assim, a anélise a posteriori é definida por Pommer
(2013):

[...] esta fase se caracteriza pelo tratamento dos dados colhidos e a confrontacdo com
a analise a priori, permitindo a interpretacdo dos resultados e em que condi¢fes as
guestBes levantadas foram respondidas. Assim, é possivel analisar se ocorrem e
quais sdo as contribuices para a superacdo do problema, caracterizando a
generalizacdo local que permitird a validacdo interna do objetivo da pesquisa
(POMMER, 2013, p. 26).

Apdbs a analise a posteriori, deve-se realizar a fase da validacdo que, segundo o0s
autores, se da através da comparacdo dos resultados coletados na realizacao didatica que foi
estabelecida, durante a anélise a priori, com o intuito de validar ou refutar as hipoteses obtidas
durante a investigacdo. No entanto, a ED compreende dois tipos de validagdo: interna e

externa.
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A validagdo externa se dad mediante a comparacdo das producdes do aluno antes,
durante e apds a fase da experimentacdo de uma sequéncia, por meio de questionarios ou
entrevistas que poderdo ser realizadas individualmente ou em grupo. Também pode ocorrer
por meio da comparacdo das producdes externas de outros alunos que ndo participaram da
mesma sequéncia estruturada nesse contexto didatico (LABORDE, 1997, p. 105).

De acordo com Aradjo e Igliori (2012), a validacdo interna € uma caracteristica
essencialmente da ED, na qual se procura determinar se um tratamento aplicado a um grupo
de pesquisa pode influenciar o resultado de um estudo em Didatica da Matematica. Assim
Laborde (1997) esclarece que ela ocorre mediante uma descri¢cdo genérica dos estudantes ou
de uma classe, em que sdo observadas suas condutas, evolugdes e os tipos de producédo
majoritarias da turma, assim como a verificacdo das situacdes especificas que se adequem aos

alunos e que possam contribuir de forma significativa para validar a pesquisa.

2.2 Engenharia Didatica de Formacéao

Na visdo de Perrin-Glorian (2009 apud ALMOULOUD; SILVA, 2012), a ED
estabelece uma relacdo entre a pesquisa e 0 ensino regular; portanto, essas primeiras
engenharias didaticas tinham por objetivo principal propor o estudo e, consequentemente, a
elaboracdo de uma transposicdo didatica para o ensino, a0 mesmo tempo que se estudava
também o desenvolvimento de outros fendmenos didaticos mais gerais, 0 que permitiram o
enriquecimento e a ampliacdo das teorias ja conhecidas.

Uma EDF, também conhecida como ED de Segunda Geragdo, apresenta, de acordo
com Perrin-Glorian (2009, apud ALMOULOUD; SILVA, 2012, p. 28), “por primeiro
objetivo o desenvolvimento de recursos (ou objeto de aprendizagem) para o ensino regular, ou
a formacdo de professores”. O que pode constituir-se de varios niveis de construcao, inclusive
situacOes de sala de aula em que o professor/pesquisador é conduzido a descrever as acbes
tomadas para intermediar o ensino. Neste trecho, evidencia-se o0 papel do professor como
mediador da aprendizagem para a qual é preciso planejar e antever os obstaculos que podem
surgir no decorrer do desenvolvimento das situagdes, com o intuito de facilitar a conducéo do
processo de construgdo do conhecimento por parte do aluno.

Corroborando com o escopo anterior, Alves (2018) relata que a EDF tem um grau de
complementariedade com a ED de Primeira Geracdo, o que, segundo Almouloud (2011),
procura aproveitar o que foi produzido na primeira geracdo, adequando-as as caracteristicas e

as necessidades do professor, em outras palavras. Durante a ED se estudam as hipoteses, as
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dificuldades e o local dos problemas, enquanto que na EDF se apontam as possiveis solucGes
para resolvé-los, gerando assim uma estratégia que pode ser adaptada e utilizada por outros
docentes, em novas situacOes didaticas, alem de produzir novos conhecimentos que podem
subsidiar novas produc6es que poderdo servir de referéncias aos pesquisadores em educagéo
matematica. Isto remete a Artigue (1995), ao descrever a funcdo da ED, coadunando com as

palavras do autor no trecho acima:

E efetivamente, a nogdo de engenharia didatica tragou seu caminho no edificio da
didatica com esta dupla fungdo. Ela chega a significar tanto as produgdes para o
ensino, baseadas em resultados de investigacdes que se tem utilizado metodologias
externas a da classe, como uma metodologia de investigacédo especifica (ARTIGUE,
1995, p. 36, tradugdo nossa).

Machado (2015) descreve que na EDF a validacdo é do tipo externa, pois 0s métodos
por ela utilizados para legitimar os resultados da pesquisa sdo do tipo comparativo-estatistico
entre 0s grupos controle e experimentais. Porém, nessa pesquisa foi utilizada a validagédo
interna, caracteristica da ED, considerando que esta abordou uma quantidade pequena de
alunos participantes (11 alunos) e que suas producdes ndo serdo comparadas a producoes
externas a referida pesquisa. Convém lembrar que todos os membros participantes desta
investigacdo encontram-se matriculados em um curso de Licenciatura em Matematica, dos
quais 01(um) ja atua como docente.

Entdo, de acordo com Almouloud e Silva (2012), evidencia-se que a EDF se liga as
investigacdes dos saberes matematicos que podem auxiliar os professores no ensino de
matematica, criando, desse modo, o elo com a formacdo. Assim, Almouloud e Silva (2012)

descrevem trés condicdes para a realizagdo de uma pesquisa da EDF:

1. Deixar uma certa liberdade de acdo ao professor: esta condi¢do j& é valida no
primeiro nivel, mas agora trata-se de definir a sequéncia de situacdes com o
professor e analisar como o professor adapta 0 documento que lhe é fornecido.

2. Utilizando os documentos produzidos, os professores devem procurar nao
reproduzir a histéria, mas as condicdes da aprendizagem, a questdo essencial para a
engenharia didatica, sendo como identificar os elementos essenciais para a
realizacdo efetiva da atividade.

3. E necessério apoiar-se em uma engenharia de primeira geracdo que possibilite a
construgdo de uma situacdo fundamental e sua analise (ALMOULOUD; SILVA,
2012, p. 32).

Além disso, 0s autores ressaltam a importancia do tamanho das engenharias para o
desenvolvimento e producgéo de recursos que podem ser utilizados em uma pesquisa aplicada

em uma situacdo. Portanto, ja que se fez alusdo as condicbes para desenvolver-se uma

pesquisa em ED, convém salientar também qual caracteristica é relevante em uma
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investigacdo pautada nesta metodologia de pesquisa. Assim, Alves e Catarino (2017, p. 133)

descrevem de que modo tal caracteristica se processa:

[...] o design de investigacdo caracteristico de uma ED possibilita uma prética de
intervencédo controlada, assumindo a relevancia do entendimento pormenorizado dos
fendmenos ensino-aprendizagem. Ademais, a despeito de que a primeira geragdo das
engenharias desenvolvidas na Franca desenvolveram maior atencdo concernente a
modelizacdo das acfes dos estudantes, no caso das engenharias da segunda geragéo,
observou-se um esfor¢co dos especialistas com o interesse de modelizar e
compreender, prever e antever a funcdo do professor em todo o processo e sistema
educativo (ALVES; CATARINO, 2017, p. 133).

Portanto, evidenciou-se que uma pesquisa balizada nos elementos de uma EDF pode
constituir-se uma interligacdo do plano tedrico ao experimental da pratica educativa,
possibilitando sistematizar a metodologia aplicada na pesquisa, corroborando a escolha na
conducdo desta pesquisa. De acordo com Macedo (2018), ao desenvolver uma pesquisa
voltada para o ensino-aprendizagem em que se envolve aluno e formacédo inicial ou
continuada de professor, a ED proporciona um excelente suporte como principio
metodoldgico, pois consegue estabelecer uma articulagdo com a constru¢do do saber e a
pratica investigativa reflexiva, por meio da experimentacdo de uma sequéncia didatica.

A seguir, serdo discutidos os fundamentos da TSD como complementariedade da ED e
da EDF, com o intuito de compreender como tais aspectos podem ser inseridos e colaborar no
processo de ensino da Matematica.

2.3 Teoria das Situag6es Didaticas

A perspectiva em utilizar-se a situacdo didatica € propor um modelo que pode auxiliar
0 professor no processo ensino-aprendizagem em matematica que, segundo Machado (1999),
representa uma referéncia no processo de aprendizagem de conceitos matematicos dentro da
sala de aula, buscando realizar uma educacdo matematica mais significativa para o discente,
por meio da interagdo professor, aluno e conhecimento. Tais pressupostos servirdo como
suporte para nortear a pesquisa, haja vista que a estrutura das situa¢es-problema foi aplicada
na investigacdo nas etapas da TSD, com o intuito de investigar o comportamento do aluno na
construcdo da resolucéo.

A TSD é um modelo tedrico de origem Francesa, desenvolvida por Brousseau (1986),
e caracteriza-se por uma série de situacdes didaticas que podem ser aplicadas em sala de aula

para modificar varios dos comportamentos dos alunos. De acordo com Almouloud (2007, p.
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31-32) “O objeto central de estudo nessa teoria ndo € o sujeito cognitivo, mas a situacao
didatica na qual sdo identificadas as interacdes estabelecidas entre professor, aluno e saber”
(ALMOULOUD, 2007, p. 31-32). Assim, Brousseau (1986, apud FREITAS, 2015) define:

Uma situacdo didatica é um conjunto de relagdes estabelecidas explicitamente e ou
implicitamente entre um aluno ou um grupo de alunos, num certo meio,
compreendendo eventualmente instrumentos e objetos, e um sistema educativo (o
professor) com a possibilidade de possibilitar a estes alunos um saber constituido ou
em vias de constituicdo (...) o trabalho do aluno deveria, pelo menos em parte,
reproduzir caracteristicas do trabalho cientifico propriamente dito, como garantia de
uma construcdo efetiva de conhecimentos pertinentes. (BROUSSEAU, 1986, p.8
apud FREITAS, 2015, p. 80).

Além disso, na teoria de Brousseau (2008), ele explica que o aluno pode adquirir
conhecimento, adaptando-se a um meio, através de suas interacdes e experiéncias, mesmo que
este meio n&o seja planejado para fins didaticos, manifestando novas repostas e gerando entéo
uma aprendizagem. O autor denominou este meio de milieu, o qual deve ser planejado pelo
professor, objetivando que o conhecimento ocorra embasado pela influéncia dos
desequilibrios, acomodacdes e assimilacdes que o milieu pode exercer num sujeito. Assim, de

acordo com Silva, Ferreira e Tozetti (2015):

O milieu, em uma situagdo didatica, deve ser planejado a partir de uma situagdo a-
didatica. Na situacdo a-didatica, o aluno sabe que o problema foi escolhido para
fazer com que ele adquira um conhecimento novo. Esse conhecimento é justificado
pela logica da situagdo e prescinde das razfes didaticas para construi-lo. Como o
aluno ndo pode resolvé-lo “de pronto”, o professor apresenta situagdes a-didatica
que ele seja capaz de solucionar com a bagagem de conhecimento que possui
(SILVA; FERREIRA; TOZETTI, 2015, p. 19 953, grifos do autor).

A TSD foi desenvolvida por meio de trés dialéticas fundamentadas no milieu, ao qual
se relaciona o saber com o comportamento em jogo. Assim, Almouloud (2007, p. 37) as
destaca em: “trocas diretas por uma agdo ou uma tomada de decisoes, trocas de informacdes
numa linguagem codificada, trocas dos argumentos”. Com isso, percebe-se a TSD procurar 0s
aspetos que podem exercer influéncias sobre o ensino e a aprendizagem matematica,
possibilitando oferecer subsidios ao docente, com o intuito de elaborar e realizar situacdes
didaticas, haja vista tratar-se de um contexto em que ocorre o envolvimento do professor,
aluno e do sistema educacional.

Brousseau (2008) ressalta que uma situacdo pode fazer com que o aluno progrida e,
consequentemente, tal situacdo também evolua, de maneira que a origem de um conhecimento

pode ser resultado de uma sucessdo espontanea, ou ndo, de perguntas e respostas novas, na
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qual o autor nomeou de dialética. Assim, as sucessOes das etapas da acdo, formulagdo e
validacao podem funcionar como combustivel para acelerar as aprendizagens dos discentes.

Outro ponto importante que convem ressaltar na TSD diz respeito as mais diversas
varidveis que podem influenciar o percurso, na busca da construcdo do saber, sobre o qual o
professor ndo tem controle algum que, de acordo com Brousseau (2008), denomina-se
situacdo a-didatica, cuja caracteristica é o fato de apresentar determinados momentos em que
0 aluno consegue produzir conhecimento sem a interferéncia do professor; no entanto, o
docente dever apontar o aluno na direcdo pretendida para alcancar o conhecimento. Deste
modo Freitas (1999) ressalta que:

Desta forma o professor e 0 aluno estdo implicados num conjunto de relagdes, que+
envolvem uma diversidade de conceitos, em busca da sintese de um determinado
conhecimento. Assim, entre as diversas situagdes a-didaticas existentes, uma se
caracteriza como sendo do conhecimento. Toda a atividade pedagodgica deve ser
planejada pelo professor no sentido de direcionar o aluno para o principal que é a
situacdo a-didatica. (FREITAS, 1999, p. 70, grifo do autor)

Segundo Almouloud (2007, p. 36), “Brousseau modela as situagdes a-didaticas em
termos de jogo”, ou seja, caracteriza-Se por uma Situacdo que pode provocar uma
aprendizagem no aluno de maneira que ele possa se utilizar das estratégias de que dispde para

iniciar o jogo. Assim, Brousseau (2008) ressalta que na situagdo a-didatica:

O aluno sabe que o problema foi escolhido para fazer com que ele adquira um
conhecimento novo, mas precisa saber, também, que esse conhecimento ¢é
inteiramente justificado pela légica interna da situacdo e que pode prescindir das
razBes didaticas para construi-lo. Ndo s6 pode como deve, pois ndo tera adquirido,
de fato, esse saber até que o consiga usar fora do contexto de ensino e sem nenhuma
indicacdo intencional. [...] Essa situacdo — ou problema — escolhida pelo professor o
envolve em um jogo com o sistema de interacfes do aluno e seu meio. Esse jogo
mais amplo é a situacao didatica (BROUSSEAU, 2008, p. 35-36, grifo do autor).

As situacGes a-didaticas representam, portanto, 0 momento mais importante da
aprendizagem, uma vez que, para que o aluno consiga ultrapassar os obstaculos do meio para
conseguir gerar conhecimento por seu proprio mérito, devera receber o estimulo do professor
para esforgar-se e superar seus limites, adquirindo, portanto, novas competéncias necessarias
para a resolucdo de problemas.

Ja& uma situacdo didatica, segundo Almouloud (2007), caracteriza-se pelo milieu, o
qual é organizado através das escolhas de varaveis didaticas, gerando diferentes valores que
podem provocar mudangas de estratégias, tornando-a um ponto primordial de modelos de
aprendizagem, acarretando mudancas qualitativas nas estratégias de resolucdao de problemas.
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Assim, de acordo com Brousseau (2008), uma situacdo didatica surge por meio de situagdes

fundamentais, advindas de um jogo de variantes, de varaveis e de suas cotas.

Como o aluno ndo pode resolver, de pronto, qualquer situacdo a-didatica, o
professor apresenta as que ele é capaz de solucionar. As situagdes a-didaticas com
fins didaticos determinam o conhecimento transmitido em um determinado
momento e o sentido particular que ele assumird, em razdo das restriches e
deformacGes adicionadas a situagdo fundamental.

Essa situacdo — ou problema — escolhida pelo professor o envolve em um jogo com
o0 sistema de interacGes do aluno e seu meio. Esse jogo mais amplo é a situacao
didatica (BROUSSEAU, 2008, p. 35-36, grifo do autor).

A situacdo didatica, segundo Almouloud (2007), caracteriza-se pela relacdo do aluno
com os problemas propostos pelo docente em situacdo de jogo, em que a maneira de propd-las
é chamada de devolugdo, cujo objetivo € provocar uma situacdo em que o estudante consiga
desenvolver-se de maneira autbnoma. Embora de imediato seja dificil ao discente diferenciar
uma situacao didatica de uma situacao a-didatica.

Em seguida, abordar-se-4 a classificagdo da TSD que se divide em quatro etapas
distintas, possuindo funcdes diferentes que procuram organizar a interacdo do aluno com o
saber. Sdo elas: situacdo de acao, situacdo de formulacéo, situacdo de validacdo e situacdo de

institucionalizacgéo.

2.3.1 Situacdo de Acdo

Nesta fase, o aluno se confronta com o problema, toma decisGes e desenvolve
estratégias para resolvé-lo. De acordo com Pais (2015), é nesse momento que sdo feitos os
procedimentos iniciais para a resolucdo de uma situacdo que pode gerar um conhecimento
mais imediato que se origina de maneira mais experimental e intuitiva do que teorica.

Brousseau (2008) ressalta que, neste momento, o discente se utiliza de estratégias que
vao sendo descartadas, intuitiva ou racionalmente, & medida que ndo produzem os resultados
desejados, adotando-se uma nova, com a qual poderd ou ndao obter a resposta do problema.
Estas sucessdes de situacdes de acdo compordo o processo que o aluno percorrerd para
aprender um método de resolucdo de uma situacao problema.

Em situacdo de acdo, o aluno estabelece regras que o ajudam a tomar decisdes, sem ter
consciéncia delas, e depois formula-las, que Brousseau (2008) denominou de modelo
implicito. Assim o autor denomina que o sujeito s6 atua mediante a escolha do meio que se

apresenta contrério as suas motivagdes. A regularidade do meio pode proporcionar que o



43

sujeito relacione determinadas informagdes as suas decisdes, num feedback que ajuda a
antever as respostas nas tomadas de futuras decisdes.

Desse modo, para que a aprendizagem aconteca, evidencia-se a necessidade de lancar
méo de estratégias que sejam capazes de fornecer mecanismos ao aluno que lhe proporcionem
interagir com 0 meio, para que, diante de um problema, possa encontrar uma solucdo
desejavel. Almouloud (2007) ressalta que esta fase € essencial para que o aluno, por meio de
suas acdes, possa expressar suas escolhas e decisdes sobre o milieu, porque assim as relacdes
estardo centradas na tomada de decisdes. Mesmo que ocorra troca de informaces, quando se
trabalha em grupo, os conhecimentos partilhados por seus membros fazem parte do milieu de
cada um, o que proporcionara retroacfes que independem das acdes, pois os alunos dispdem
das mesmas informacGes e, portanto, suas decisbes sdo direcionadas pelas retroacbes do

milieu.

2.3.2 Situacdo de Formulacdo

Nesta fase se apresenta uma estratégia da solucdo do problema que foi elaborada a
partir de conhecimentos, prévios ou novos, adquiridos pelo aluno em suas vivéncias escolares
ou sociais. Almouloud (2007, p. 38) retrata que este ¢ o momento em que “o aluno ou grupo
de alunos explicita, por escrito ou oralmente, as ferramentas que utilizou e a solucdo

encontrada”. Assim:

O objetivo da dialética da formulacdo é a troca de informacdes. Por exemplo, se o
aluno deve agir e ndo dispbes de toda a informacédo e seu parceiro de jogo dispde as
informacdes que lhe faltam, pode haver, nessas trocas, julgamentos, debates de
validade, sem que isto constitua necessariamente uma situacdo de formulacdo
(ALMOULOUD, 2007, p. 38).

Portanto, € 0 momento em que se faz presente o colega ou o professor. Em virtude
disto, Pais (2015) evidencia que o aluno passa a utilizar um esquema mais elaborado, de
natureza teorico, na resolucdo da situacdo proposta, alem de utilizar uma linguagem mais
apropriada na justificativa teorica.

De acordo com Brousseau (2008), neste momento, o aluno deve ser capaz de se
comunicar com os colegas para ter condi¢cdes de apresentar sua proposta de estratégia, uma
vez que esta constitui a maneira mais propicia para atuar neste tipo de situacdo. Tal

comunicagdo pode ocorrer de duas maneiras distintas: A primeira de forma imediata, em que



44

0s colegas poderdo concordar ou discordar da proposta, e a segunda, mediante ao meio, em

que ao aplicar a tatica pré-estabelecida possa resultar numa acdo vencedora ou nao.

2.3.3 Situacdo de Validacdo

Na situacdo de validacdo, o aluno ja deve ser capaz de utilizar-se de mecanismos que
possam comprovar sua solucédo e que o saber por ele adquirido é usado para esta finalidade.
Neste momento, o professor deve estimular os alunos a realizarem atividades com o intuito de
encontrar uma formula que possibilite a indugdo de argumentos racionais para corroborar o
conhecimento formulado e adquirido que pode se da através de explicacdo, prova,
demonstracOes e outros. Nesta fase, é necessario provar o que foi inferido na fase anterior,
assim o professor poderd estimular atividades comprobat6rias que possam demonstrar 0s
dados coletados na etapa anterior. Almouloud (2007, p. 40) descreve “o objetivo ¢ a validagao
das assercdes que foram formuladas nos momentos de acdo e de formulacdo, podendo se
referir a diferentes niveis de validade: sintatica, semantica ou mesmo pragmatica (relativa a
eficacia do texto)”.

Tais situacbes se relacionam as argumentacdes racionais concernentes a tornar

verdadeiro um conhecimento. Brousseau (2008) descreve assim uma situacdo de validagao:

Nesse novo tipo de situacdo, os alunos organizam enunciados em demonstraces,
constroem teorias — na qualidade de conjuntos de enunciados de referéncia — e tanto
aprendem a convencer os demais alunos como a se deixarem convencer sem ceder a
argumentos retéricos, a autoridade, a seducdo, a soberba, a intimidacGes etc. As
razbes que um aluno possa fornecer para convencer 0 outro, Ou as que possam
aceitar para mudar de opinido, serdo progressivamente elucidadas, construidas,
testadas, debatidas e acordadas. O aluno ndo s6 deve comunicar uma informacao,
como também precisa afirmar que o que diz é verdadeiro dentro de um sistema
determinado. Deve sustentar sua opinido ou apresentar uma demonstracao
(BROUSSEAU, 2008, p. 27).

Dessa forma, como ressalta Oliveira (2018, p. 33), “a situa¢ao de validagdo consiste
em convencer o interlocutor de que os argumentos utilizados na resolu¢do do problema, sdo
validos, isto €, as conjecturas sdo julgadas”. Durante este periodo, espera-se que o aluno
consiga formular sequéncias oriundas dos argumentos coletados na fase anterior para chegar a

estruturacdo de uma solucéo desejavel.

2.3.4 Situacdo de Institucionalizacdo
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Nesta fase, o docente pode exercer a mediagdo para formalizar as acles e
procedimentos encontrados pelos discentes nas fases anteriores e, assim, valorizar suas
solugdes, confrontando-as com a estrutura formal. De acordo com Brousseau (2008), nesta
etapa o professor analisa as producdes dos alunos, descreve os fatos observados e 0 modo
como estdo vinculados ao conhecimento em questdo, objetivando universalizar o
conhecimento adquirido pelo aluno.

Almouloud (2007, p. 40) define uma situacao de institucionalizacdo como “aquelas em
que o professor fixa convencionalmente e explicitamente o estatuto cognitivo do saber. Uma
vez construido e validado, o novo conhecimento vai fazer parte do patrimdnio matematico da
classe [...]”. Portanto, € 0 momento em que, sob a media¢do do professor, se busca transpor o
conhecimento do plano individual para o saber cientifico.

A necessidade de tais situacbes € justificada pelo fato de ser preciso a fixacéo
cognitiva de um determinado conhecimento, além de demonstrar sua funcionalidade nas

situacdes posteriores. Assim, Machado (1999), esclarece que:

[...] cabe ao professor organizar essa sintese do conhecimento procurando elevé-lo a
um status de saber que ndo dependa mais dos aspectos subjetivos e particulares. Se
faz necessario igualmente estabelecer as devidas correlagbes com outros saberes,
essas sinteses sdo necessarias para que possam ser reinvestidas em outras situacoes.
Ao visar a institucionalizacéo de determinados saberes que considera importantes, o
professor seleciona questdes essenciais para a aprovacdo de um saber formal a ser
incorporado como patriménio cultural (MACHADO, 1999, p. 83, grifo do autor).

Enfim, neste momento, a situacdo assume um carater somente didatico, uma vez que
ao professor é atribuido o papel organizacional do processo do conhecimento, procurando
promové-lo a um saber independente dos aspectos subjetivos e particulares. Como ressalta
Almouloud (2007), depois que o professor realiza a institucionalizacdo da situacdo, o saber
assume carater oficial e os alunos passam a incorpora-lo nos esquemas mentais,
disponibilizando para serem utilizados na resolucdo de problemas matemaéticos. A Figura 1
mostra a relacdo entre a intencdo de ensinar e 0 processo de transmissao do conhecimento.

Assim, a representacdo do esquema (Figura 1) tem a intencdo de mostrar a atividade
de solucdo de problemas pelos alunos e a atividade de elaboracdo e construcdo de situagdes-
problemas. Ademais, de acordo com Pais (2015), a institucionalizagédo s6 passa a fazer sentido
quando o discente consegue compreender o conteddo, por meio de seu significado, e
vislumbra a possivel integracdo de seu conhecimento com uma teoria mais ampla, pois ao
realizar uma atividade, o professor coleta aspectos formais do contetdo, valorizando-os

culturalmente como um saber mais alcancavel ao aluno.
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Figura 1 - Margolinas (2015) descreve a dialética entre
savoir/conaissance e seu importante papel para a Didatica da Matematica

Institution

Savoir

Processus
d’institution-
nalisation

Processus
de
devolution

Connaissance

Situation

Fonte: Margolinas (2015).
Portanto, a TSD assume o carater de fundamentar a concep¢do e proposicdo das

situacdes-problema que compordo a realizacdo didatica. Também servird para validar as
estratégias de resolucdo apresentadas pelos alunos, de acordo com as quatro fases da TSD:

acdo, formulacdo, validacgéo e institucionalizagéo.
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3 NOCOES DE VOLUME

Neste capitulo, traz-se uma discussdo sobre os aspectos epistemoldgicos e conceituais
de volume. Apresenta-se também um pouco da historia do conceito de volume, embasadas em

informac6es do livro Historia da Matematica de Carl Boyer (BOYER, 1974).

3.1 Uma sintese histdrica do conceito de Volume

Os conceitos de grandezas e medidas ja se fazem presentes desde as civilizagbes
antigas. Os egipcios ja calculavam o volume de depositos de gréos para efeito de comércio,
revelando que o calculo de area e volumes é um assunto milenar, constituindo-se nas
primeiras no¢Oes geométricas de interesse do homem.

Descobertas historicas contidas no Papiro de Moscou (aproximadamente 1890 a.C.)
revelam que os egipcios ja usavam férmulas para calcular o volume do tronco de uma
piramide de base quadrada.

A matematica grega ganhou destaque em parte pelos trabalhos de Arquimedes (287-
212 a.C.) que, embasados pelos estudos de Eudoxo e seus seguidores, utilizava férmula para
calcular o volume da esfera. A Historia da Matematica revela que ninguém havia determinado
o célculo do volume da esfera com tamanho rigor, antes de Arquimedes.

Os problemas identificados nos papiros apresentavam uma diversidade de medidas,
utilizando o corpo humano como padrao para medir comprimento, area e volume. Uma outra
caracteristica, presente nestes achados antigos, revelam que os egipcios supervalorizavam 0s
numeros, no que diz respeito a comparac6es de volumes, embasados por formulas implicitas
para confirmar os resultados.

Foi na escola pitagorica que se deu o auge dessa supervalorizacdo. No entanto, como
ja mencionado, foi a partir de Arquimedes que as discussdes relacionadas a demonstracdes de
férmulas seriam aprofundadas, revelando a demonstracdo da férmula do volume da pirdmide,
realizada por Demdcrito, apresentando, para tal, calculos conceituais considerados muito
avancados para a época, provocando assim uma discussdo sobre as contribuicbes de

Arguimedes aos conhecimentos egipcios, como se evidencia nas palavras de Boyer (1974):

Os egipcios, por exemplo, sabiam que o volume da pirdmide é um terco da base
vezes a altura, mas uma prova disto quase certamente estava acima de suas
possibilidades, pois exige um ponto de vista equivalente ao do célculo de integral.
Arquimedes mais tarde escreveu que esse resultado era devido a Demdcrito, mas
gue esse ndo 0 provou rigorosamente. Isso cria um enigma, pois, se Demacrito
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acrescentou alguma coisa ao conhecimento egipcio aqui, s6 pode ter sido alguma
espécie de prova, ainda que inadequada. Talvez Demécrito tenha mostrado que um
prisma triangular pode ser dividido em trés piramides triangulares que séo, duas a
duas, de mesma altura e de areas da base iguais e depois deduziu, assumindo que
pirdmides de mesma altura e bases iguais sdo iguais, o teorema egipcio familiar.
Essa preposi¢do sO pode ser justificada por aplicacdo de técnicas infinitesimais
(BOYER, 1974, p. 59).

Pelo exposto, percebe-se certas dificuldades na elaboracao de formulas algébricas que
possibilitassem sua utilizacdo em praticas cotidianas. Assim, as resolucdes de problemas
apresentadas pelos egipcios ndo tinham demonstracdes conhecidas; tratavam-se de regras que
simplesmente funcionavam.

Ja& em meados de nosso tempo, no século XVII, Boaventura Francesco Cavalieri
(1598-1647), religioso italiano e discipulo de Galileu?, apresenta grandes avangos no calculo
de volumes, cujos resultados sdo utilizados até hoje, principalmente no ensino de geometria
das escolas publicas brasileiras. Desse modo, mais adiante, abordar-se-a um pouco mais sobre
as descobertas desse matematico.

O seculo XVIII é marcado pelos notaveis avancos que o estudo de volume alcangou,
motivados pelas pesquisas promovidas por Newton e Leibniz para o desenvolvimento do
Célculo Infinitesimal.

Portanto, a histdria do conceito de volume apresenta trés importantes trabalhos que se
constituiram em divisores de agua para a evolucdo deste conceito, a saber: a apresentacéo

classica de Arquimedes, o Principio de Cavalieri e o Calculo Infinitesimal (BARROS, 2002).

3.2 Nocéo Intuitiva de Volume

A ideia intuitiva do volume de um sélido, é a quantidade de espaco por ele ocupada.
Essa grandeza “volume” pode ser medida e deve ser comparada com uma unidade, resultando
em um numero que é a medida do volume (LIMA, 1991).

Para determinar o volume de um s6lido por meio de um ndmero, toma-se uma unidade
padrdo, geralmente um cubo cuja aresta mede uma unidade de comprimento, o qual serad

denominado de cubo unitéario. Por definicdo, seu volume serd igual a 1 (Figura 2).

2 Galileu Galilei (1564-1642) foi fisico, mateméatico e astronomo de origem italiana. Fez descobertas, estudos e
ideias que sdo atualmente importantissimas para a ciéncia.
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Figura 2 - Cubo unitario

1 .
$ .‘/7 = 1 unidade de volume ou 1 us.
1
<——

1
Fonte: Elaboracéo da autora.

Desse modo, é possivel verificar que o volume de um sélido é um ndmero que
exprime quantas vezes nesse sélido pode conter um cubo unitario. Como é possivel que um
solido tenha uma forma bastante irregular, essa exatiddo da quantidade de vezes que o cubo
caberd num determinado sélido ndo pode ser expressa com exatiddo. Aparecendo novamente
a ideia intuitiva, a qual deve ser usada como guia e em que se pode atribuir um significado

preciso.

3.3 Principio de Cavalieri

Professor da Universidade de Bolonha, Cavalieri (Figura 3) publicou em 1635 sua
obra intitulada Teoria do Indivisivel, contendo o que hoje se conhece como “Principio de
Cavalieri”. No entanto, embora essa teoria permitisse encontrar com exatiddo, e de maneira
bem répida, a area e o volume de varias figuras geomeétricas, recebeu duras criticas, por ndo
apresentar o rigor tedrico que a matematica exigia na época. Em 1647, publicou a obra
Exercitationes geometricae sex, na qual Cavalieri apresentou de modo claro sua teoria. O
referido livro transformou-se em uma importante fonte para os matematicos do século XVII.
Cavalieri também escreveu sobre Astronomia e Optica (DANTE, 2016).

Figura 3 - Boaventura Francesco Cavalieri
(1598-1647)

Fonte: ChronoMath (2020).

Antes de aprofundar o Principio de Cavalieri, apresenta-se um exemplo de maneira a

proporcionar uma melhor compreensédo deste principio ao colocar-se em uma superficie plana,
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trés pilhas de papel com 0 mesmo nimero de folhas, porém empilhadas de formas diferentes,

como indicado na Figura 4.
Figura 4 — Pilha de papel

Fonte: Dante (2016, p. 184).
Observa-se que as pilhas estdo arrumadas verticalmente, formando um paralelepipedo

retangulo, podendo-se calcular facilmente seu volume. Mesmo modificando seu formato,
nota-se que os espagos ocupados pelas resmas de papel séo iguais; portanto, qualquer plano
horizontal que seccione as trés pilhas tera interseccdo de mesma area e também mesmo
volume.

De modo semelhante, tem-se a mesma ideia aplicada na ilustracdo da Figura 5. Se,
dado um plano horizontal = que ao seccionar os solidos A e B, suas seccbesTt N Aem N B
tiverem areas iguais, entdo os solidos A e B também terdo volumes iguais.

Figura 5 — Interseccdo do plano  com os solidos A e B

A B

Fonte: Lima (2011. p. 70).
Sendo assim, os exemplos mostrados de modo intuitivo sdo formalizados pelo

Principio de Cavalieri, como segue:

Principio de Cavalieri: Sejam A e B dois sdlidos e um plano n. Se qualquer plano
horizontal t’paralelo ao plano © secciona A e B, segundo figuras planas de mesma drea,
entdo, esses solidos tém volumes iguais (LIMA, 1991).

O Principio de Cavalieri reduz o calculo de volumes ao célculo de areas. Os trechos
seguintes mostrardo o conceito basico de area para, logo em seguida, apresentar como ele

pode ser aplicado para o célculo de volume.
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3.4 Conceito Basico de Area

Muniz Neto (2013) apresenta um conceito intuitivo de area de uma regido no plano
como um numero positivo em que tal area seja associada e que sirva para quantificar o espago
por ela ocupado. Entretanto, para que um conceito qualquer de area para poligonos seja Util,
postula-se que algumas propriedades intuitivas sejam validas:

1. Poligonos congruentes tém area iguais.

2. Se um poligono convexo é decomposto em um numero finito de outros
poligonos convexos (isto €, se 0 poligono é a unido de um namero finito de
outros poligonos convexos, 0s quais ndo tém pontos interiores comuns), entdo
a area do poligono maior € a soma das areas dos poligonos menores.

3. Se um poligono (maior) contém outro (menor) em seu interior, entdo a area do
poligono maior é maior que a area do poligono menor.

4. A area de um quadrado de lado 1cm é igual a 1cm?.

Desse modo, assumindo o Principio de Cavalieri, como ja mencionado aqui, as
formulas para o calculo de volume dos sélidos prismas, cilindro, cone e esfera constituem-se
em teoremas e, como tal, podem ser demonstrados por meio da utilizagdo deste principio
como ferramenta. No escopo seguinte, sdo apresentadas estas demonstragdes, embasadas em

informacdes de Lima (1991).

3.5 Volume Paralelepipedo

De acordo com Lima (1991), a definicdo de paralelepipedo pode ser descrita do
seguinte modo:

Definicdo 1. Um paralelepipedo é um sdlido limitado por 6 paralelogramos: suas
faces. Estas faces agrupam-se em 3 pares; em cada par as 2 faces séo paralelas, congruentes,
e dizem-se opostas. Quando se toma uma das faces do paralelepipedo como base, a altura
correspondente é a distancia entre esta face e sua oposta, ou seja, € o comprimento da
perpendicular baixada de um ponto da face sobre o plano da base.

Para calcular o volume de um paralelepipedo qualquer, utiliza-se o seguinte teorema:

Teorema 1. O volume de um paralelepipedo é o produto da area da base pela altura.

Demonstragéo. Para a demonstracdo deste teorema (ver Figura 6), utiliza-se o
Principio de Cavalieri, tomando como base uma das faces do paralelepipedo P; o plano que a

contém sera nomeado de plano horizontal, tomando um retangulo sobre este plano, cuja area a
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seja igual a area do paralelogramo que serve de base ao paralelepipedo dado, com altura h
igual a do paralelepipedo, construindo-se um bloco retangular B, tendo por base o retangulo
recém-obtido. Como se sabe que 0 vol(B) = a. h, conclui-se que vol(P) = a.h.

Figura 6 — Demonstracdo do Teorema 1

Fonte: Lima (1991, p. 72).
O paralelepipedo P e o bloco retangular B tém a mesma altura h e suas bases tém a

mesma area a. Ora, dado qualquer plano horizontal 7z, a secdo plana @ N P é um
paralelogramo congruente a base de P, enquanto = N B € um retadngulo congruente a base de
B. (Tém-se aqui, e no Teorema 2, o fato de que se m e 7’ sdo planos paralelos e R é uma reta
ndo paralela a eles, entdo a projecdo o: ™ — m’, paralela a R é uma isometria. Assim, Tt N P e
7 N B tém a mesma éarea, independente de qual seja o plano horizontal . Portanto, pelo
Principio de Cavalieri, conclui-se que,

vol(P) = vol(B) = a.h.

Entdo, isto comprova a demonstracao.

3.6 Volume do Cilindro

O argumento apresentado no trecho anterior pode ser generalizado, com o intuito de
fornecer a férmula para o volume de um cilindro.

Definicdo 2. Dada uma figura plana F, chamada de base do cilindro, toma-se um
plano F como horizontal. O cilindro fica determinado por sua base F e por um segmento de
reta g, ndo paralelo ao plano horizontal, chamado geratriz do cilindro; da seguinte maneira,
por cada ponto de F, levantando um segmento de reta paralelo a, e de mesmo comprimento

que g. A reunido desses segmentos € o cilindro C (Figura 7), de base F e geratriz g.
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Figura 7 — Cilindro C

Fonte: Lima (1991, p. 73).
Percebe-se, na imagem da Figura 7, que as extremidades ndo pertencentes a base F dos

segmentos que geram o cilindro C, formam uma figura plana F’, a qual esta contida em um
plano paralelo ao plano F. A distancia entre estes planos, ou seja, 0 comprimento da
perpendicular baixada de um ponto de F’ sobre o plano de F, chama-se de altura do cilindro
C. Assim, tem-se o teorema para o célculo do volume de um cilindro.

Teorema 2. O volume de um cilindro é igual ao produto da area da base pela altura.

Demonstracdo. Para demonstracdo, foi construido no plano que contém F, um
retangulo cuja area a seja igual a area de F, desse modo, tendo este retangulo como base, foi
construido um bloco retangular B cuja altura h seja igual a altura do cilindro C. Para qualquer
plano horizontal 7, a se¢do m N C é uma figura plana congruente a F, enquanto = N B é um
retangulo congruente & base de B. Entdo, se w N C e w N B tém a mesma &rea, independente
de qual seja o plano horizontal . Entdo, seguindo o Principio de Cavalieri, conclui-se que:

vol(C) = vol(B) = a.h.

Demonstra-se assim, o Teorema 2.

3.7 Volume do Cone

Definicdo 3. Um cone k, tendo como base uma figura plana F, e como vértice um
ponto P a todos os pontos de F, e como vértice um ponto P situado fora do plano de F, é a
reunido dos segmentos de reta que ligam o ponto P a todos os pontos de F.

O plano que contém a base F do cone K seré considerado horizontal. A distancia do
veértice P, a este plano, ou seja, 0 comprimento da perpendicular baixada de P sobre o plano
sera chamada de altura do cone. Assim, se um cone K, com vértice P, altura ho e base Fo
situada no plano horizontal mo. Indicando-se com F a secdo = N K e com h a distancia entre P
e 1, ou seja, é a altura do cone de base F e vértice P. Tem-se assim a razao entre as areas de F

e Fo (Figura 8) que € igual ao quadrado da razdo entre as alturas h e hg. Assim,
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area (Fy) :( @)2
area (F) '

Figura 8 — Razdo das areas de dois cones

Fonte: Lima (1991, p. 75).

Assim, pelo Principio de Cavalieri, se as areas de F e Fg sdo iguais, os volumes dos dois
solidos também sdo iguais. Entdo tem-se o0 seguinte Teorema para 0 volume do cone:

Teorema 3. O volume de um cone € igual a um terco do produto da altura pela area da
base.

Demonstracdo. Para sua demonstracdo, compara-se 0 volume do cone ao de uma
piramide, pois de acordo com Lima (1991), um cone com base poligonal é chamado de
piramide, cuja base é um triangulo ABC (Figura 9), que tem &rea igual & da base do cone e
cujo vértice B’ é tal que o segmento B’B perpendicular ao plano ABC, tendo comprimento
igual a ABCB’ igual a um tergo do produto da &rea da base ABC pela altura BB".

Figura 9 — Demonstracdo do volume do cone

Fonte: Lima (1991, p. 77).
Observa-se, na imagem acima, que o prisma a direita foi decomposto em trés

piramides ABCB’, A’B’C’ e ACC’B’ de volumes iguais, a partir do mesmo vértice B’. Para tal,
levanta-se 44’ e CC’, perpendiculares ao plano ABC, de comprimentos iguais ao de BB’
Obtém-se, assim, um prisma reto de base ABC e 4’B’C". Como 0 volume desse prisma é igual
ao produto da area da base pela altura, basta mostrar que ele pode ser decomposto em 3
piramides, cada uma delas com volume igual ao da piramide 4ABCB’. Ora, as 3 piramides sao
a propria ABCB’, a piramide 4’B’C’A (com base congruente a base da primeira e com mesma

altura) e a piramide ACC’B’, em que a base ACC’ é congruente a base 44°C’ da segunda e
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cuja altura, a partir do vértice B’, é igual a altura da segunda pirdmide, A4'C’B’, a partir do

mesmo Vvértice B’
3.8 Volume da Esfera

Definicdo 4. A esfera de centro num ponto O e raio R é o conjunto dos pontos do
espaco cuja distancia ao ponto O é menor do que ou igual a R. Em outras palavras, tal esfera

é a reunido de todos os segmentos de reta de origem em O e comprimento igual a R.
Teorema 4. O volume de uma esfera de raio R € igual a% TR3.
Demonstracédo. Considerando-se um cilindro reto cuja base é um circulo de raio R e
altura medindo 2R. Imagine que a esfera dada repouse sobre o plano horizontal, no qual esta

contida a base do cilindro (Figura 10).

Figura 10 — Demonstracdo do Teorema 4

N

Fonte: Lima (1991, p. 78).
Observa-se, na imagem acima, que ao cortar a esfera por um plano horizontal que dista

h do centro, obtém-se assim, um circulo cuja area mede m(R? — h?). O mesmo plano
determina (entre as paredes do cone e do cilindro, a direita) um anel circular cuja area também
mede w(R? — h?).

Na imagem do lado direito, vé-se que o vértice, no ponto médio do segmento, que liga
os centros dos dois circulos basicos, (superior e inferior) do cilindro, forma dois cones,
interiores ao cilindro, com bases naqueles dois circulos que limitam o cilindro. Considere o
solido T que é limitado exteriormente pela superficie lateral do cilindro e, interiormente, pelos
2 cones. O volume desse sdlido T ¢ igual a diferenca entre o volume do cilindro (2zR?) e 0

volume dos dois cones (2wR3/3), ou seja,
vol(T) = S mR®.
Portanto, o Teorema 4 estard demonstrado assim que se provar que o volume da esfera

é igual ao volume do solido T. Para isso, de acordo com o Principio de Cavalieri, € suficiente
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mostrar que a esfera S e 0 solido T determinam se¢bes T N S e w N T, de areas iguais, em cada
plano horizontal 7. Dado o plano m, seja h sua distancia ao centro da esfera ou (o que é o
mesmo) ao vértice comum dos dois cones. Entdo = N S € um circulo de raio
enquanto T N T é uma coroa circular cujo raio externo € igual a R e raio interno igual a h.
Segue-se que:

area (r nS) =m(R? — h?),

e
area (r N T)=m(R? — h?).

Isto conclui a demonstracdo do Teorema 4.

3.9 Volume do Prisma

Caso particular: De acordo com a defini¢do de cilindro dada por Lima (1991), inclui-
se como caso particular, a possibilidade de ser a base F um poligono. Quando isso ocorre, 0
solido C fica limitado por faces planas, sendo nominados de prismas. Assim, tem-se sua
definicdo do seguinte modo:

Definicdo 5. Prisma € um cilindro cujas bases sdo poligonos.

Verifica-se, assim, que um paralelepipedo € um prisma, haja vista que qualquer uma
de suas faces podem servir de base. Portanto, o Teorema 1 é um caso particular do Teorema 2.
Sendo assim, suas demonstragdes sdo semelhantes (Figura 11).

Figura 11 — Demonstracdo do Principio de Cavalieri do
prisma

o

Fonte: Lima et al. (1998, p. 258).
Ressalta-se, ainda, alguns casos de um cilindro: i) no caso em que a geratriz do

cilindro e perpendicular ao plano da base, este € chamado de cilindro reto; ii) no caso da base
ser um poligono, este passa a ser chamado de prisma reto; iii) um paralelepipedo reto cuja

base é um retangulo é simplesmente um bloco retangular.



57

Percebe-se também que, como consequéncia do Teorema 1, qualquer que seja a face
do paralelepipedo que se tenha como base, o produto de sua area pela altura correspondente é
0 mesmo. Assim, de acordo com Lima et al. (1998), tem-se a definicdo do Teorema 5.
Teorema 5. O volume do prisma é igual ao produto da area da base pela altura.
Demonstracdo. Semelhante & demonstragdo do Teorema 1.

3.10 Volume da Piramide

Nesse momento, utilizou-se a publicacdo de Lima et al. (1998) para expor o Teorema
do volume da piramide, haja vista que Lima (1991) define prisma como sélido cilindrico e
piramide como solido cbnico, ambos com bases poligonais, porém nao aprofundando a
discusséo.

O volume da pirdmide necessita de resultados adicionais para sua determinagdo. Desse
modo, é importante certificar-se de que se o vértice de uma piramide se move em um plano
paralelo a base, o volume dessa piramide ndo se altera. Para tal, detalha-se o que ocorre
quando uma piramide é seccionada por um plano paralelo a sua base.

Supde-se uma pirdmide de vértice V, base ABC e altura H (Figura 12). Um plano

paralelo a ABC, distando h do vértice V, produziu nessa piramide uma se¢do DEF.

Figura 12 — Piramide seccionada por um plano paralelo
Vv

Fonte: Lima et al. (1998, p. 259).
Dois fatos merecem destaque com relacao a situacao acima.

1. A secdo e a base da piramide séo figuras semelhantes e a razdo de semelhanca

, h
€—.
H

2. A razdo entre as areas de figuras semelhantes é o quadrado da razdo de

semelhanga.
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Estas situagdes j& foram demonstradas no trecho que trata do volume do cone.
Portanto, para obter-se a generalizacdo do volume de uma piramide qualquer, recorre-se ao
seguinte teorema:

Teorema 6. O volume de qualquer piramide é igual a um terco do produto da area da
base pela altura.

Demonstracdo. Ao observar a imagem da Figura 13, verifica-se que qualquer piramide
pode ser dividida em piramides de base triangular. Tal divisdo é feita ao dividir-se a base em
triangulos justapostos através de diagonais e definindo cada plano de divisdo da pirdamide por
uma dessas diagonais da base e pelo vértice da piramide.

Figura 13 — Demonstracdo do Teorema 6

Fonte: Lima et al. (1998, p. 263).
Supondo-se que a piramide tenha altura h e que sua base, de area A, tenha sido

dividida em n tridngulos de areas: A1, A, ..., An .
Sabendo-se que o volume da pirdmide é a soma dos volumes das piramides

triangulares, tem-se que seu volume é:

V=X1Ah+IAh+ .. +2Ah
3 3 3
V=2 (AL+ Az +.+ Adh
Vv=21ah
3

Comprova-se assim, a demonstracdo do Teorema 6.
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4 O ENSINO E A APRENDIZAGEM DO CONCEITO DE VOLUME

Neste capitulo, traz-se uma sintese sobre os aspectos didaticos e metodologicos do
conceito de volume, como também aspectos matematicos e estudos referentes ao ensino e a

aprendizagem desse contetdo.

4.1 O Ensino e a Aprendizagem de Volume

A presenca de grandezas e medidas em situacdes cotidianas exerce um papel
importante em diversas profissdes como: agricultura, construcdo civil, artes, medicina,
engenharia, entre outras. Assim, ressalta-se a importancia de relacionar a matematica com
outras areas do conhecimento e com o entorno social, ou seja, articular os saberes intra e
extramatematicos 3. Nesse sentido, destacam-se as grandezas geométricas referentes ao
comprimento, area e volume, pois apresentam conhecimentos relevantes as vivéncias de um
individuo em sociedade, além de promover a articulagdo com outros campos da matematica,
como numeros e operacdes, espaco e forma, algebra, entre outros, justificando-se assim a
importancia desse assunto no processo de ensino e aprendizagem da educacao béasica, pois de

acordo com Barros (2002),

0 tema grandezas geométricas no ensino/aprendizagem da Matematica tem sua
importancia assegurada pelas inimeras articulagbes com outros campos da ciéncia —
nimeros, geometria, algebra, tratamento da informagdo — e, também, por se
constituir uma ponte privilegiada entre o conhecimento matematico e o de outras
disciplinas escolares (BARROS, 2002, p. 15).

Ademais, as instru¢des normativas presentes nas Orientagdes Curriculares Nacionais
(OCN) para o ensino Médio (BRASIL, 2006) sdao tomadas como referéncia para nortear a

elaboracdo das propostas curriculares das escolas brasileiras, seguindo a seguinte

recomendacao:

O estudo de Geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvimento da
capacidade de resolver problemas praticos do quotidiano, como, por exemplo,
orientar-se no espago, ler mapas, estimar e comparar distancias percorridas,
reconhecer propriedades de formas geométricas basicas, saber usar diferentes
unidades de medida. Também é um estudo em que os alunos podem ter uma
oportunidade especial, com certeza ndo a Unica, de apreciar a faceta da Matematica

3 As palavras intra e extramatematica ja sdo autoexplicativas: a primeira diz respeito a articulacdo dos contetidos
matematicos entre si, e a segunda, exprime suas relacdes externas com outras areas do conhecimento. Para
maiores informagdes consultar Sousa et al (2019).
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gue trata de teoremas e argumentacfes dedutivas. Esse estudo apresenta dois
aspectos — a geometria que leva a trigonometria e a geometria para o célculo de
comprimentos, &reas e volumes (BRASIL, 2006, p. 75).

Assim, o ensino de “Volume” assume uma importancia ainda maior no cenario
escolar. No entanto, o tema ndo é tratado com a mesma relevancia dentro das praticas
docentes, haja vista o0 assunto geralmente ser trabalhado de forma bastante superficial dentro
das escolas, embasados somente em lista de férmulas, denominacfes e resolugdes de
exercicios, ndo apresentando um significado real ao aprendiz. De acordo com Costa, Bermejo
e Moraes (2009, p. 2), diante da realidade que a sala de aula apresenta no ensino de Geometria
Espacial, “observamos que os discentes estdo presos a formulas” o que na maioria das vezes
dificulta que o aluno relacione conceitos, identifique elementos de sélidos geométricos ou
ainda impedem de estabelecer relaces entre dois solidos; tudo isso acarreta em impactos
negativos na aprendizagem desse conteudo.

O modo como o tema “Volumes” ¢ apresentado aos discentes pelos professores ¢
motivo de inquietacdo entre os estudiosos e pesquisadores da educacdo ha bastante tempo.
Um dos motivos que podem ser relacionados para tal, sdo as deficiéncias apresentadas pelos
aprendizes no que tange aos conceitos basicos da Geometria Plana. Outro fato que ndo se
pode negligenciar nesse processo sdo as dificuldades conceituais dos proprios professores em
conceitos béasicos da Geometria Plana e Geometria Espacial (COSTA; BERMEJO;
MORAES, 2009).

O desgaste no ensino de Geometria Espacial se observa com mais énfase nas escolas
da rede publica; no entanto, a rede privada também apresenta deficiéncia, uma vez que, em
geral, adia sua explanacédo para o Ensino Médio. Ademais, a partir de experiéncias praticas em
instituicbes de ensino, percebeu-se que alguns professores evitam trabalhar os conceitos
geométricos em suas aulas por ndo dominarem os assuntos, fato que prejudica a formacéo
basica dos discentes, haja vista que tais conteldos sdo de grande relevancia para a
compreensdo das vivéncias préaticas do cotidiano, conforme se atesta no trabalho de Souza e
Bulos (2011):

Além disso, alguns professores evitam ensinar 0s conceitos de geometria, pois nao
tem dominio do assunto, nao tiveram acesso na sua formacdo inicial ou, se tiveram,
ndo foi suficiente, entdo acabam alegando que os alunos ndo tem base, encerrando
mais um ano letivo sem trabalhar os conteidos de geometria (SOUZA; BULOS,
2011, p. 4).
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SituacBes como essas levam a reflexdo sobre a formagdo dos professores de
matematica, pois de acordo com Pavanello (2001, p. 183), ao ensinar Geometria o professor
ndo atenta para necessidade de “[...] trabalhar rela¢des existentes entre figuras, fato esse que
ndo auxilia o aluno a progredir para um nivel superior de compreensdo de conceitos.” Isso
pode dificultar a aquisi¢do de conhecimentos geomeétricos por parte dos alunos, inviabilizando
a consolidacdo das habilidades e competéncias de tais conceitos, necessarios para a
preparacdo do educando ao prosseguimento dos estudos, assim como ao exercicio do trabalho
e cidadania.

Em Barros (2002) e Morais (2013), elencam-se falhas cometidas entre a abordagem do
conceito de “Volume” no Ensino Fundamental e no Ensino Médio relacionados a
compreensdo do principio da conservacdo do volume, da diferenca entre volume e capacidade
e entre massa e peso, além de verificar-se o uso exagerado de formulas prontas para o calculo
de volume. Vuelma, Garcia e Trevisan (2011), ao refletirem sobre suas préaticas, percebem
que n3o existe, por parte do aluno, compreenséo para o calculo de Areas, na Geometria Plana,
refletindo negativamente, mais tarde, no calculo de Volumes, contemplados na Geometria
Espacial.

Ainda de acordo com os autores, eles observaram que os alunos possuem poucos
conhecimentos geométricos, pois mesmo reconhecendo figuras planas, aplicam as férmulas
com dificuldades, ndo conseguindo identificar aquelas que devem ser usadas no problema e
muito menos reconhecendo nas figuras, as medidas que sdo importantes para o calculo. Desse

modo, relataram que:

Os calculos de éreas sdo feitos com base numa lista de férmulas dadas, ndo
deduzidas, nem explicadas, e sobre figuras prototipicas. [...] Com esse habito, ndo
conseguem visualizar figuras ndo pertencentes a lista, nem aplicar formulas em
novas situacdes, nem fazer relagdes geométricas com a realidade que os cerca, pois,
em geral, no mundo, 0s objetos ndo estdo na posicdo estatica com que sdo
representados na lista ou nos livros didaticos. Por isso, quando se trata do calculo de
volume, na geometria espacial, o aluno ndo consegue visualizar as diferentes figuras
planas encontradas nos desenhos (estdo em perspectiva, como identifica-las?) e
tampouco selecionar a formula correta a ser aplicada. Os alunos parecem “viciados”
na lista, sem qualquer autonomia na resolucdo dos exercicios (VUELMA; GARCIA,;
TREVISAN, 2011, p. 200-201).

Diante do exposto, percebe-se que existem deficiéncias no processo de ensino e
aprendizagem do conceito de “Volume” que estdo intrinsicamente ligadas ao descaso do
ensino de geometria, a saber: auséncia de atividades com Geometria de posi¢do e com
Desenho Geométrico; desvalorizacdo das representacdes bidimensionais e tridimensionais das

figuras geométricas, por parte dos professores; valorizagdo mecanizada dos conceitos
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geométricos; auséncia de trabalhos com a Geometria Espacial Métrica; auséncia de um
trabalno com a percepcdo, dificultando a representacdo mental de objetos (COSTA;
BERMEJO; MORAES, 2009).

Portanto, verifica-se que pouca coisa mudou na metodologia empregada para o ensino
do contetido de “Volumes”, resultando numa aprendizagem deficiente de tais conceitos.
Assim, é notorio que mudancas precisam ocorrer no processo de ensino e de aprendizagem e
que elas perpassam diretamente pela formacao de professores.

Nesse momento, convém destacar a relevancia da BNCC para esse processo de
reformulacdo do ensino de Geometria Espacial, uma vez que o documento tem como
finalidade nortear e estruturar os curriculos escolares. Assim, o documento propde que a

Geometria seja apresentada do seguinte modo:

Em relacdo ao pensamento geométrico, eles desenvolvem habilidades para
interpretar e representar a localizacdo e o deslocamento de uma figura no plano
cartesiano, identificar transformac@es isométricas e produzir ampliacdes e reducdes
de figuras. Além disso, séo solicitados a formular e resolver problemas em contextos
diversos, aplicando os conceitos de congruéncia e semelhanca.

No que se refere a grandezas e medidas, os estudantes constroem e ampliam a no¢éo
de medida, pelo estudo de diferentes grandezas, e obtém-se expressdes para o
calculo da medida da area de superficies planas e da medida de volume de alguns
solidos geométricos (BRASIL, 2018, P. 527).

Observou-se, no texto anterior, que houve uma mudanca na nomenclatura do eixo de
Espaco e Forma, restringido apenas a Geometria, 0 que pode causar certas confusdes a
educadores e instituicdes escolares, pois ha necessidade de explicitar que 0 pensamento
geométrico abrange espaco e forma.

De acordo com Nacarato (2016), a BNCC ainda deixa muitas lacunas no que concerne
aos objetivos e integracBes dos eixos tematicos; ndo apresenta nenhuma discussdo sobre a
natureza do conhecimento matematico e, muito menos, do conhecimento matematico escolar
e do papel que o docente deve desempenhar no processo de aprendizagem do aluno
(NACARATO, 2016). Assim, evidencia-se que, mesmo com a formulacdo de novas
diretrizes, o ensino de Geometria Espacial ainda apresenta muitas falhas, principalmente nas
orientacGes para os professores que necessitam de subsidios que os auxiliem no planejamento
e na execucdo de suas praticas. Desse modo, no escopo seguinte, traz-se uma reflexo sobre a
importancia da formacdo docente e da necessidade de manter-se atualizado no exercicio da

docéncia.
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4.2 Formacéo Docente

H& muito, tem-se falado da necessidade de mudangas nas estratégias de ensino de
Geometria Espacial. Nesse sentido, a formacdo de professores € tida como essencial para
almejar-se uma educagdo matemaética de qualidade, pois é nesse momento que os futuros
professores tém sua carreira profissional moldada e, para tal, necessitam se apropriarem de
questdes tanto de contetido, quanto didaticas. No entanto, esse cenario nao € muito promissor,
uma vez que “desde o inicio do século XX, o Brasil segue um modelo para os cursos de
licenciatura, no qual os contelidos especificos ndo dialogam com os contetdos didaticos-
pedagogicos” (PINHEIRO; ALBRECHT, 2017, p. 58).

Nesse sentido, € essencial fazer-se uma reflexdo sobre o ensino de Geometria no cerne
da formacdo dos professores de matematica, haja vista que muitos desses docentes apresentam
insegurangcas ao trabalharem o0s conceitos geométricos, refletindo negativamente na

aprendizagem dos alunos da educacéo basica, conforme atestam Souza e Bulos (2011):

Pesquisas apontam que os alunos que concluem o Ensino Médio, no Brasil,
apresentam dificuldades nos conceitos de geometria. Tais dificuldades sdo reveladas
através do desempenho dos alunos em avaliagfes externas a escola, como ENEM
(Exame Nacional do Ensino Médio) e processos seletivos de acesso ao ensino
superior. Este fato é justificado, por educadores matematicos, pelas dificuldades dos
professores com os contelldos geométricos, o que contribui para que muitos alunos
concluam o Ensino Médio com algumas lacunas na aprendizagem de geometria
(SOUZA; BULOS, 2011, p.1).

Tudo isso remete ao famoso “circulo vicioso”, no qual o aluno se forma sem os
conhecimentos geométricos basicos, ingressam na faculdade, formam-se e acabam exercendo
a docéncia sem saber os conteddos de geometria. Assim, verifica-se a importancia do
processo de ensino e aprendizagem de geometria nos cursos de formacdo docente, com o
intuito de atribuir um maior significado destes conceitos aos futuros docentes.

Nesse sentido, é primordial repensar o0 modo como a geometria esta sendo repassada
aos alunos, por meio de intervengdes nos cursos de formacédo inicial e continuada de
professores de matematica, alem da necessidade de inserir nos curriculos de formacao docente
disciplinas que proporcione a reflexdo sobre o ensino de geometria na educacdo basica, de
forma mais integrada (SOUZA; BULOS, 2011).

Uma analise mais detalhada, envolvendo a geometria, revelam fatores que podem ser

apontados como percussores das dificuldades no processo de ensino e aprendizagem de
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conceitos geométricos. Tais dificuldades possuem relacdo direta com a formacdo dos

professores de matematica, a saber:

* Possuem uma formagao muito precaria em geometria;

» Os cursos de formacdo inicial ndo integram suficientemente uma reflexo
profunda a respeito do ensino de geometria;

« As modalidades de formacg&o continua nédo estdo ainda atendendo os objetivos
em relacdo a geometria (MANRIQUE; SILVA; ALMOULOUD, 2002, p. 1).

Portanto, evidencia-se que as deficiéncias de aprendizagem desse contelddo, na
educacao basica, estdo em consonéncia com o modo pelo qual tais conceitos sdo trabalhados
nos cursos de licenciatura. Assim, Oliveira (2017) chama atencdo para a necessidade de um
maior aprofundamento de questbes relativas ao processo formativo do professor de
Matemaética, almejando a uma postura mais reflexiva dos futuros docentes, para que assim
eles tenham condicbes de conceber mudangas no desenvolvimento de habilidades essenciais
para o exercicio da profissao.

Outro ponto que convém ressaltar, nesse contexto, sdo as situacfes didaticas
apresentadas para o ensino de geometria presentes nos livros didaticos e que sdo utilizadas por
grande parte dos professores em suas aulas. Assim, Manrique, Silva e Almouloud (2002)
apresentam algumas das caracteristicas dessas situacdes de ensino, do seguinte modo:
Auséncia de coordenacdo no registro de representacdes semidticas; Descaso com a
importancia da visualizacdo das figuras, durante as fases de exploragdo. Como a politica geral
da educacdo permite que cada escola defina os contetidos que considera necessarios para a
formacdo dos alunos, geralmente a geometria é deixada de lado; pouca énfase na passagem da
geometria empirica para a geometria dedutiva.

Diante do exposto, verifica-se também a necessidade de adequar novos recursos ao
processo de ensino e aprendizagem de Geometria e demais contetdos Matematicos. Assim,

expde-se no proximo topico a relevancia do uso da tecnologia na educacdo matematica.

4.3 Tecnologia e a Midia Digital na Educacdo Matematica

H& muito se tem falado na insercéo de tecnologias na educacédo e, diante do cenéario
atual, ela nunca foi tdo necessaria. No entanto, o que se viu nesse momento foi um despreparo
generalizado de escolas e professores, no que diz respeito ao uso das Tecnologias da
Informacdo e Comunicacdo (TICs), no ensino remoto. Partindo dessa premissa, cabe ao

professor e a escola criarem meios de adequar-se as novas metodologias e buscar recursos
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digitais que favorecam a construgdo do saber para o aluno, promovendo situagcOes de
aprendizagem que aproxime a teoria da pratica.

Nesse sentido, inserir ferramentas pedagogicas ao ensino de Matematica pode se
constituir em uma importante aliada para facilitar a aprendizagem de tais conteidos, haja vista
que eles exigem um poder de abstracdo e formalizagdo muito grande. Assim, implementar
ferramentas tecnoldgicas como: computador, smartphone, tablets e outros, pode contribuir
para aproximar os conceitos matematicos da realidade do aluno. De acordo com Oliveira
(2019):

[...] pode-se utilizar a tecnologia para abordar as varias tematicas apresentadas nesse
conteddo, principalmente a Geometria, criando, assim, oportunidades de dinamizar a
aprendizagem. Dessa forma, a0 mesmo tempo em que se ensinam contetdos basicos
da Matematica, é possivel que a pratica do que foi visto aconteca de forma divertida,
atraente, agradavel e diferente da convencional (OLIVEIRA, 2019, p. 40).

Inserir a escola na era digital € um desafio; porém, um processo inevitavel e que nédo
pode mais ser protelado. Atualmente, existe a disposicdo dos professores inimeras
ferramentas interativas, que agrupam sistemas dinamicos de representacdo na forma de
objetos concretos e abstratos. S&o concretos, pois se apresentam na tela do computador e
podem ser manipulados, ao mesmo tempo que sdo considerados abstratos, por responderem a
nossas elaboragdes e construgdes mentais (OLIVEIRA, 2019).

Nesse momento, é importante fazer um alerta para o fato de que o professor deve ser
um mediador entre as atividades e os alunos, permitindo que os discentes possam participar

ativamente da construcdo do saber, conforme salienta Oliveira (2017):

As TIC desenvolvem papel de ferramenta auxiliadora, dessa maneira deve ser usada
de modo que seja capaz de propiciar liberdade e criatividade para os alunos e
professores, e ndo simplesmente manter aquela visdo, comum a muitos docentes, de
que o simples o uso dessas ferramentas em sala de aula ja é suficiente para resolver
todos os problemas presentes no processo de ensino-aprendizagem (OLIVEIRA,
2017, p 31).

Ainda de acordo com o autor, merecem destaque, os softwares educativos, pois estes
sdo capazes de modificar a relacdo com objetos matematicos, em especial 0s geométricos e
seus conceitos, por permitir que as figuras sejam movimentadas de modo interativa. Desse
modo, dar-se énfase ao software GeoGebra, pois esta ferramenta foi utilizada como suporte
desta pesquisa. A escolha se deu pelo fato do referido software apresentar uma variedade de

possibilidades para sua utilizacdo que vdo desde o ensino fundamental até o nivel superior.
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Além de ser um software de livre acesso e poder ser utilizado em computadores, tablets e

celulares. Macedo (2018) descreve-o como,

um software que vai além da Geometria Dindmica, mas é classificado como um
software de Matematica Dindmica. Trata-se de um software desenvolvido por
Markus Horenwarter e Judith Preiner, com inicio do projeto em 2001 na University
of Salzburg e tem continuado o desenvolvimento na Florida Atlatic University e
destinado a ser utilizado, sobretudo, no ensino e aprendizagem de Matematica nas
escolas basicas, podendo ser usado também em nivel superior (MACEDO, 2018, p.
37).

Com o GeoGebra, podem-se trabalhar a Geometria, o Célculo e a Algebra. Sua
interface possibilita facil manuseio e permite a construcdo de figuras extremante precisas, que
podem ser movimentadas, alteradas e animadas, e ainda propicia uma exploracao visual por
varios angulos, incluindo em terceira dimensdo. De acordo com 0 objetivo desta pesquisa,
enfatiza-se o ensino de Volumes de s6lidos geométricos, utilizando a interface e o0s recursos
das dimensdes 2D e 3D.

Uma das grandes vantagens de usar softwares em aulas de Geometria, € 0
desenvolvimento do pensamento visual, pois caracteriza-se como fonte rica em imagens
virtuais que privilegiam a compreensdo de conceitos matematicos que seriam de dificil
compreensdo sem esse recurso (MACEDO, 2018).

Portanto, espera-se que a utilizacdo de um software que possibilita construcfes
geométricas, possa aproximar o aluno do objeto matematico de estudo, de maneira que
possibilite superar as dificuldades e limitacdes que os professores encontram na exposi¢do
desses contetdos em sala de aula, potencializando uma aprendizagem mais significativa aos

discentes.
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5 PERCURSO METODOLOGICO DA PESQUISA

Neste capitulo, serdo apresentados os procedimentos metodoldgicos, almejando
responder & questdo desta pesquisa e alcancar os objetivos tracados. Escolheu-se a ED como
metodologia de pesquisa, com énfase na EDF, também conhecida como ED de Segunda
Geracdo, sendo esta uma generalizacdo da ED de Primeira Geragdo; no entanto, com foco na
formacéo de professores e concepcdo de material didatico. Essa metodologia foi utilizada na
elaboracdo das situacGes didaticas e na aplicacdo do curso de formagdo, executada durante a
etapa da experimentacdo da presente pesquisa, constituindo-se como o principal método da
coleta de dados sobre as percepcdes dos professores em formacdo inicial. Trata-se também,
neste capitulo, sobre a validacdo interna e sua justificativa.

Desse modo, para desenvolver qualquer trabalho de pesquisa académica é essencial
um referencial tedrico que dé sustentacdo aos argumentos aferidos na investigacdo. Sendo
assim, buscou-se as contribuicbes de Artigue (1988, 1995), Perrin-Glorian (2009, 2011,
2019), Perrin-Glorian e Bellemain (2016, 2019), Almouloud (2007), Almouloud e Silva
(2012), Alves (2017, 2018, 2019), Alves e Catarino (2017), Douady e Perrin-Glorian (1989) e
Tempier (2012, 2013, 2014) para estruturar um ambiente de formagéo e investigagdo para 0s
académicos de Licenciatura em Matematica. Ressalta-se que os dados gerais dos participantes
sdo apresentados no capitulo 7 desse trabalho.

Assim, a metodologia de pesquisa da EDF acompanha o roteiro da ED da Primeira
Geracdo, que foi detalhada e explicada no capitulo 2, seguindo cada fase dessa metodologia

para organizar e estruturar o processo de aplicagéo desta investigacéo.

5.1 Analises Preliminares da Engenharia Didatica

Na primeira fase da ED, ressalta-se a importancia de fazer uma investigacéo voltada
para a identificagdo dos problemas inerentes ao ensino e a aprendizagem do objeto de estudo,
cuja finalidade é fundamentar e estruturar as questdes, as hipoteses e 0s aspectos tedricos e
metodoldgicos da pesquisa. Com o propdsito de determinar a problematica, os objetivos e o
objeto deste estudo, foi feito um levantamento bibliografico de artigos, banco de questdes do
ENEM, dissertacdes e livros que abordam o contetdo de VVolume, ED da Primeira Geracdo,
EDF e TSD. Ademais, procurou-se identificar quais os tipos de questdes que seriam mais

adequadas para o uso do software GeoGebra como mecanismo que servisse de auxilio ao
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aprendiz na acdo de resolucdo das situacdes-problema e que permitisse a modelagem através
da TSD.

5.1.1 Analises de dissertacoes em trabalhos correlatos com a pesquisa

Para coletar informac®es referentes ao ensino e a aprendizagem do conteddo de
Volume, com énfase na utilizacdo de recursos didaticos em aulas de Geometria Espacial,
processo de estudo dos alunos e preparacao pelos professores da educacgéo regular, realizou-se
uma busca de materiais académicos na plataforma Banco de Teses e Dissertacfes da
Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), com a intencao de
identificar trabalhos académicos que apresentassem similaridades com o tema abordado nesta
pesquisa e que pudessem contribuir com este estudo.

Para esse levantamento, utilizou-se uma sequéncia de palavras-chave, a saber: “Ensino
e Aprendizagem de Volume”, “GeoGebra”, “ED”, “EDF”, “TSD”, “Geometria Espacial”.
Com o intuito de limitar a busca, concentrou-se em trabalhos que tratassem do tema Volume,
objeto matematico dessa pesquisa, GeoGebra, e usassem as metodologias de pesquisa e
ensino da ED e da TSD. Dessa forma, realizaram-se algumas analises, o que resultou na
escolha de nove dissertagdes de quatro programas de PoOs-Graduacdo diferentes. Veja, no
Quadro 1, os trabalhos que foram selecionados.

Quadro 1 - Anélise de trabalhos académicos relacionados com a pesquisa

PROGRAMA AUTOR(A)/ANO TITULO

José Severino de Barros (2002) | Investigando o conceito de Volume no ensino
fundamental: um estudo exploratério.

UFPE Leonardo Bernardo de Morais | Analise da abordagem da Grandeza Volume em
(2013) livros didaticos de Matematica no Ensino Médio.

Ana Paula Nunes Braz Resolucdo de problemas sobre a grandeza volume

Figueiredo (2013) por alunos do ensino médio: um estudo sob a Gtica

da Teoria dos Campos Conceituais.

Ana Paula Rodrigues Alves dos | Situagdes Didaticas Olimpicas (SDO): um

Santos (2018) contributo da ED Cléssica no ensino de olimpiadas.
PGECM/IFCE ED de Segunda Geracéo: um referencial para acdo
Aline de Alencar Macedo (2018) | investigativa na formac&o inicial dos professores de
Fisica.
UFMS Hakel Fernandes de Awila (2017) | Uma andlise da contribuicdo do GeoGebra como

recurso interativo para o estudo de areas e volumes.

Patricia Barretto Santos Souza | O software GeoGebra atrelado ao principio de

(2015) Cavalieri como mediador no estudo do célculo do
volume dos sélidos geométricos.
PROFMAT Francisco Rafael de Freitas Ensino de Geometria Espacial: uma proposta de
Cavalcante (2016). atividades com o uso do GeoGebra.

Leonice Ludwig Rabaiolli (2013) | Geometria nos anos iniciais: uma proposta de
formagdo de professores em cenarios para
investigacao.

Fonte: Elaboragéo da autora.
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Os trabalhos académicos, discutidos agora, apresentam o0 mesmo objeto de estudo da
pesquisa realizada, como também algumas caracteristicas da metodologia de pesquisa da ED.

No trabalho de Barros (2002), traz uma investigacdo aplicada em uma escola
municipal da cidade de Recife, estado de Pernambuco, para identificar conceitos e
procedimentos mobilizados pelos alunos, mediante atividades envolvendo volume ou
capacidade de sélidos geométricos. Teve como objetivo principal investigar nocdes,
invariantes operatorios (conceitos em acdo e teoremas em acgdo) e as principais estratégias
utilizadas por alunos de uma turma da 72 série, do Ensino Fundamental, diante de situagdes de
sala de aula, envolvendo os conceitos de volume e capacidade. Essa dissertacdo ndo adotou a
metodologia da ED em sua totalidade, limitando-se a fazer uso somente das etapas de analises
preliminares, em que foi realizada a concep¢do de uma sequéncia de atividades e as analises a
priori e a posteriori dessas atividades, e teve como publico-alvo, 45 alunos do ensino
fundamental Il. O experimento constituiu-se na aplicacdo de atividades em uma Unica se¢éo,
na qual foram respondidos sete problemas e uma pergunta aberta. Os alunos faziam as
resolucdes das questdes, estas eram observadas e depois recolhidas para andlise do
pesquisador que, ap0s suas analises a posteriori, constatou que o0s participantes revelaram
uma compreensdo insuficiente de volume como grandeza, pois eles tinham dificuldades de
articularem/dissociarem os elementos: numero, sélido e grandeza.

Na pesquisa de Morais (2013), teve como objetivo caracterizar a abordagem da
grandeza volume em sete colecGes de livros didaticos de Matematica, no ensino médio,
aprovados no PNLD 2012. A andlise dos livros didaticos foi norteada por trés critérios,
agrupados em trés categorias: descri¢cdo da abordagem de volume, volume como conceito e
componente do campo conceitual das grandezas geométricas e férmulas de volume. O
Principio de Cavalieri € apresentado em todas as cole¢des analisadas como ferramenta para
construcdo das formulas de volume. A metodologia de pesquisa recorreu a elementos da
Anélise de Contetdo (BARDIN, 2011) para aferir os resultados. Este trabalhou apresentou
como os livros didaticos abordam o conteudo de Volume, elencando elementos que 0s
aproximam das metodologias aplicadas nas escolas para o0 ensino desse contetdo.

Ja em Figueiredo (2013), tem-se um estudo exploratério sobre 0 modo como os alunos
do ensino médio lidam com problemas sobre volume. A parte experimental deste trabalho
ocorreu a partir da aplicacdo de teste de sondagem e de entrevistas com alunos de terceiro ano
de trés instituicGes de ensino de rede privada, publica federal e publica estadual da cidade de
Recife, do estado de Pernambuco, e apresentou algumas caracteristicas da ED, pois utilizou as

fases da analise a priori, no teste de sondagem e a confrontacdo da analise a priori a com as
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respostas obtidas dos alunos. O publico-alvo foi selecionado do seguinte modo: 16 alunos da
rede estadual, 18 alunos da rede privada e 17 alunos da rede federal, destes foram escolhidos
10 alunos para a entrevista, de acordo com o seguinte critério: alunos que deixaram respostas
incompletas ou que apresentaram dificuldades diante de situacGes que exigiam a articulagéo e
a distingdo entre os quadros numérico, geométrico e das grandezas e que nao apresentaram
justificativas nas respostas. Este trabalho apresenta também uma analise de pesquisas que
mostram aspectos entre o ensino e a aprendizagem de Volume, o que também € de interesse
no trabalho aqui proposto.

Os trabalhos académicos, a seguir, utilizam-se da mesma fundamentacdo teorica e
metodoldgica de investigacdo, ou seja, usam a ED como metodologia de pesquisa e a TSD
como teoria de ensino, muito embora alguns autores também a considerem como metodologia
de ensino. As diferencas apresentadas entre as pesquisas referem-se ao objeto matematico em
estudo e ao publico-alvo.

O trabalho de Santos (2018) utilizou a ED classica para estruturar a pesquisa, seguindo
as quatro etapas dessa metodologia. Ademais, apresenta a resolucdo dos problemas, seguindo
as sequéncias didaticas embasadas nas quatro fases da TSD de Brousseau. O trabalho traz
SDO como proposta alternativa para aulas direcionadas as olimpiadas de matematica,
ampliando a participacdo para alunos que sdo avessos a matematica. Para tanto, utilizou o
software GeoGebra para proceder a transposicdo didatica das situacdes didatica olimpicas
aplicadas na pesquisa. Teve como publico-alvo, cinco alunos dos 8° e 9° anos do ensino
fundamental de uma escola privada de Fortaleza, no estado do Ceara, que desejava preparar
seus alunos para a Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM).

Em Macedo (2018), o publico-alvo foram 12 alunos do 8° semestre do curso de
Licenciatura em Fisica da Universidade Regional do Cariri, durante a disciplina de Estagio
Supervisionado, e teve como objetivo geral, analisar a ED de Segunda Geracdo na formacao
inicial para professores de Fisica. A coleta de dados ocorreu do seguinte modo: por meio das
observagdes realizadas, durante os momentos de aplicacdo da sequéncia didatica planejada;
das respostas aos questionarios e das listas de exercicio dos alunos, nos protocolos de
aplicacdo; das falas dos alunos sobre os textos | e 1l que foram lidos, estudados e debatidos,
bem como filmagens de video e registros fotograficos. As aplicacfes foram executadas em
guatro encontros, de uma hora e cinquenta minutos cada, tendo os alunos trabalhado em
equipe, em que foi escolhida uma sequéncia didatica para aplicar o conceito de inércia. A
metodologia de pesquisa aplicada foi a ED de Segunda Geragdo (que visa a construcdo de

matérias didaticos e formagdo de professores), com o intuito de conduzir o trabalho
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experimental a partir de sequéncias de ensino. Portanto, este trabalho também apresenta
semelhancas com a investigacdo realizada, sendo elas: a formacdo inicial de professores e
metodologia de pesquisa voltada para formacéo de professores.

Em Awila (2017), traz, como sujeitos da pesquisa, calouros do curso de Licenciatura
em Matematica da Universidade Federal de Santa Maria, no Rio Grande do Sul, com um total
de 11 académicos. O trabalho partiu do objetivo de investigar e verificar o quanto applets
produzidos com o software GeoGebra podem contribuir para tornar mais facil o calculo de
area e volume das principais figuras estudadas no decorrer da Educacdo Bésica. Houve um
total de 7 encontros, com duragdo media de duas horas cada, em que se executou uma
sequéncia didatica, segundo os pressupostos de Zabala (1998), constituida por applets que
foram produzidos com o software GeoGebra em que se abordou 0s conteddos de area e
volume, combinando as teorias de aprendizagem significativa e da carga cognitiva. Para tanto,
a sequéncia didatica foi constituida por perguntas que permitissem reflexdes a respeito de
como argumentar a validade de algumas sentencas matematicas expressarem o valor de areas
e volumes, por meio da interacdo com as construcdes do GeoGebra. Assim, observou-se
semelhancas desta pesquisa com este trabalho de investigacéo, a saber: o objeto matematico
de estudo e a utilizacdo do software GeoGebra para modelar as situa¢Oes didaticas utilizada
durante a aplicacdo da pesquisa.

Em Souza (2015), tem-se uma proposta de estudo para alunos do 3° ano do Ensino
Médio, com o objetivo de oferecer maior significado ao estudo do calculo dos volumes dos
solidos geométricos. Para tal, utilizou-se o Principio de Cavalieri aliado ao uso do software
GeoGebra. O publico-alvo se constituiu de dez alunos do 3° ano do Ensino Médio de uma
escola estadual localizada em Santo Anténio de Jesus-BA, em que se buscou proporcionar
estratégias para uma melhor compreensao do calculo do volume de solidos geométricos por
meio da geometria dindmica no software GeoGebra. Para coleta dos dados da pesquisa, foram
propostas oficinas, em que foram apresentadas questdes de exames do ENEM, vestibulares e
que foram resolvidas com o auxilio do recurso tecnoldgico do software GeoGebra. Desse
modo, este trabalho também trouxe semelhancas com a investigacdo realizada: o objeto
matematico do contetido de volume, o uso do software GeoGebra e a questfes do ENEM para
modelar as atividades propostas na investigacao.

Cavalcante (2016) trouxe uma proposta educacional para o ensino de geometria
espacial, a partir da proposi¢édo de atividades de construcdo, compreensdo e calculos métricos
de sélidos geométricos, utilizando o software GeoGebra. Embora esse trabalho ndo apresente

uma parte empirica, teve a intencdo de levar reflexdes sobre a pratica didatico-pedagogica nas
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aulas de matematica e, de modo especial, nas aulas de geometria espacial, levando os
docentes a buscarem metodologias e recursos didaticos que possam ser utilizados para o
ensino e a aprendizagem de tais assuntos. Com relacdo ao trabalho de investigacdo, o que
despertou o interesse desta pesquisadora foram as semelhangas no objeto matematico, no uso
tecnoldgico do software GeoGebra e na preocupacgao com o a acao docente.

Em Rabaiolle (2013), tem-se um estudo de cunho qualitativo, em que se utilizou a
entrevista individual semiestruturada com professoras da Educacdo Infantil e nos Anos
Iniciais do Ensino Fundamental, além da coordenadora pedagogica, totalizando cinco
participantes de uma escola da rede privada em Lajeado, Rio Grande do Sul. As entrevistas
foram o ponto de partida da investigacao, sendo realizadas oralmente e de modo individual.
Em um segundo momento, o grupo participou de cinco encontros, com duracdo de quatro
horas cada, buscando a formacdo de um grupo de estudos, utilizando um cenério de
investigacdo pautado nos pressupostos Skovsmose (2008), na tentativa de promover um
ambiente de aprendizagem que desse suporte a investigacdo. Em cada encontro, foram
desenvolvidas atividades teoricas e praticas, referentes ao ensino de geometria nos anos
iniciais, como também a problematizacdo da pratica docente em relacdo ao ensino de
geometria. Assim, essa investigacdo apresentou semelhanca com o presente trabalho por
tratar-se de um estudo que relaciona a Geometria Espacial a formacdo docente e ao ensino
desses assuntos geomeétricos.

Observou-se, nos trabalhos selecionados, que ainda existem muitas lacunas no modo
como o contetdo de volume é trabalhado nas escolas. Alguns autores apontam que sao
deixados de lado conceitos relevantes, como é o caso das nog¢des intuitivas de area,
necessarios para uma melhor compreensdo sobre o tema. Segundo os autores, tais deficiéncias
perpassam pela formacdo inicial do professor de matematica, que nao recebem uma
preparacao adequada para os conceitos de Geometria Espacial, como também nas abordagens
dos livros didaticos, culminando num ensino pautado em férmulas e exercicios prontos que
ndo trabalham a compreensdo desses assuntos, mas a memorizacdo de formulas.

Desse modo, prop6s-se, nesse trabalho, apresentar sugestbes metodologicas que
podem trazer contribuicdes importantes as praticas docentes, como também promover um
ensino, no qual o aluno seja capaz de apropriar-se de saberes geométricos que permitam
melhor entendimento do contetdo de Volume e, consequentemente, a construgdo de um

conhecimento novo.

5.1.2 O objeto matemadtico em livros didaticos
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A seguir, no Quadro 2, apresenta-se o0 resultado da analise de trés livros didaticos

inscritos no PNLD que foram selecionados por tratar-se de obras que foram adotadas pelas

Gltimas escolas em que lecionei. Analisou-se somente o segundo volume de cada colegéo por

contemplar o objeto matematico desta pesquisa.

Quadro 2 - Analise de livros do ensino médio com foco na abordagem do conteudo de

Volume

LIVRO

AUTOR/ANO

DESCRICAO

Matematica: Paiva.

Manoel Paiva (2013)

Este livro esta dividido em 14 capitulos, em
que os trés ultimos sdo referentes a Geometria
Espacial. Os contetdos contemplados nesta
obra referem-se a Trigonometria, Matrizes e
Determinantes, Anélise combinatoria,
Probabilidade e Geometria Espacial. Todos os
capitulos  trazem  exemplos, exercicios
resolvidos e exercicios propostos, listados em
nivel crescente de dificuldades. Os exercicios,
porém, ndo proporcionam muita oportunidade
para 0 aluno desenvolver a capacidade de
modelar situagBes concretas em linguagem
matematica, pois as questfes j& deixam
implicito qual o modelo matematico deve ser
utilizado. Ao final de cada capitulo, ainda é
disponibilizada uma lista de exercicios
complementares, em que se contemplam
problemas de avaliagdes externas como ENEM
e vestibulares.

Matematica:
Contexto &
Aplicagdes

Luiz Roberto Dante (2016)

Este livro foi organizado em 10 capitulos,
sendo os capitulos 7 e 8 destinados a
Geometria Espacial. S&o abordados os
principais contetidos nos campos da Algebra,
Geometria, Grandeza e Medidas, Estatistica,
Anélise Combinatéria e Probabilidade. O
exemplar traz exercicio resolvidos, como
modelo para embasar a resolucdo do aluno,
seguida de uma lista de exercicio proposto para
serem desenvolvidas pelos discentes. Ao final
de cada capitulo, ainda apresenta uma relagédo
de exercicios extras que contempla questfes do
ENEM e vestibulares.

Matematica: ciéncia e
aplicacgdes

Gelson
David

lezzi; Osvaldo Dolce;
Degenszajn;  Roberto

Périgo; Nilze de Almeida (2017).

Neste livro, seus conteddos foram distribuidos
em 11 capitulos, sendo os capitulos 7, 8 e 9
reservados a Geometria Espacial. Os capitulos
foram organizados de modo a apresentar o
desenvolvimento teorico, intercalando-os as
definicbes,  exemplos,  propriedades e
exercicios. Em geral, as séries de exercicios de
cada capitulo sdo precedidas de exemplos e
exercicios resolvidos. Os exercicios propostos
sdo organizados em ordem crescente de
dificuldades. De um modo geral, sdo
exercicios que envolvem relagbes mais
simples. Este exemplar, ao contrario dos outros
dois, ndo traz exercicios complementares que
contemplem as avaliagBes externas.

Fonte: Elaboragéo da autora.
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Com relagdo aos livros analisados, verificou-se uma grande similaridade entre eles,
referente a apresentacdo e disposicdo dos contetidos, em que 0s autores seguem uma mesma
sequéncia didatica: teoria e demonstracéo, exercicios, geralmente pautados em formulas, sem
0 desenvolvimento das nogGes intuitivas de conceitos geométricos, com excecdo de Dante
(2016) que, apds fazer uma breve introdugdo ao contetido de “Areas: medidas e superficies”,
propde uma nocdo intuitiva de areas. Verificou-se também que os exercicios e exemplos
contemplados nos livros ndo articulam o novo saber com os conhecimentos prévios dos
alunos, pois ndo relacionam a matematica dos anos iniciais aquelas apresentadas no ensino
médio.

No que concerne aos conteldos geomeétricos, percebeu-se que os livros didaticos
expdem o calculo de area de figura poligonais bem explicitado, as férmulas sdo deduzidas e
bem explicadas; no entanto, no momento da acdo docente, 0 ensino é conduzido por meio de
listas de formulas, esperando-se que o aluno apenas memorize. Outro fator, que é bastante
comum nas coletaneas, é o fato do estudo de areas de figuras geométricas bidimensionais
anteceder aos objetos tridimensionais, ndo contribuindo para o desenvolvimento da
visualizacdo e do raciocinio virtual, pois mesmo quando destacam o estudo de vertice, arestas
e faces dos sélidos geométricos, eles partem da planificacdo para, em seguida, propor o

calculo de area da superficie, seguida do volume dos poliedros.

5.1.3 Analise de publicagoes correlatas com a pesquisa

Também foram pesquisadas defini¢des, relagdes, propriedades e formulas matemaéticas
com énfase no calculo de volumes. Inicialmente, foram estudados a noc¢do intuitiva de
volumes, definicdo geral, principio de Cavalieri, volume do paralelepipedo, cubo, piramide,
esfera, cilindro, cone e o ensino de areas e volume presentes no livro de Lima (1991).

Ainda nesse contexto, fez-se um estudo dos trabalhos de Vergnaud et al. (1983)
referente a analise de aspectos didatico-cognitivos de conceitos de volume; Figueiredo,
Bellemain e Teles (2012), que fazem uma investigacdo sobre o conceito de volume
estimulados por alunos, no ensino médio, como um dos componentes no campo conceitual
das grandezas geométricas; Douady e Perrin-Glorian (1989), que prop6em um modelo
didatico para o contetdo de area de superficie plana; Vuelma, Garcia e Trevisan (2011)
apresentam um estudo sobre o ensino de Areas e Volumes, propondo uma articulagio dos
objetos geométricos e suas representacbes com o mundo fisico. Essas publicacdes expdem

estudos no sentido de impulsionar melhorias para aquisicdo de saberes de grandezas
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geomeétricas, tanto para a formacgéo de professores, quanto para a aprendizagem dos alunos na
educacdo basica.

Buscou-se, ainda, estudo sobre a geometria aplicada com o auxilio do GeoGebra e
embasado pela metodologia de pesquisa da ED e/ou da TSD, abordadas nos artigos de Leivas
e Gobbi (2014), Ferreira e Scortegagna (2018), Volpatto, Fortes e Silveira (2018), Azevedo e
Alves (2018), Pereira et al. (2017), Santos e Alves (2018), Ferreira, Barros e Santos (2010),
Ribeiro, Siebra e Silva (2018), Souza e Bulos (2011) e Costa, Bermejo e Moraes (2009).

Ademais, foram analisadas questdes de geometria espacial encontradas nas avaliagdes
do ENEM, compreendidas entre os anos de 1999 a 2019, com potencial para serem
desenvolvidas com o software GeoGebra e que abordassem o contetdo de Volume.

A seguir no capitulo 6, aborda-se a segunda fase prevista na ED, andlise a priori, etapa
em que se concebem as situacBes didaticas que, nesse estudo, perspectivam construir
metodologias alternativas para o ensino de Geometria Espacial, no contexto do contetudo de
Volume, mediante a selecdo de problemas de provas anteriores do ENEM, disponivel no

banco de questdo do MEC.
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6 ANALISE A PRIORI

Aqui € apresentada uma descricdo sobre o planejamento das situacdes didaticas do
ENEM, assim como a caracteriza¢do do local de desenvolvimento dessa investigacdo, como

também, os sujeitos envolvidos na pesquisa.

6.1 Analise a Priori e Concepcdes das Situacdes Didaticas do ENEM

Ressalta-se que este estudo enfatiza o contetdo de volume, que € parte integrante da
Geometria Espacial. As situagdes didaticas elaboradas para este projeto de pesquisa objetivam
estimular o estudante a utilizar os conhecimentos prévios adquiridos ao longo de suas
vivéncias, haja vista ser comum eles se depararem com situa¢es-problema, nas quais nédo
conseguem identificar os conceitos necessarios para a resolucdo da questdo, sendo necessario
recorrer aos conhecimentos estudados em anos anteriores para a elaboragdo das hipoteses e
validacdo das acOes utilizadas para resolver o problema. Assim, espera-se que 0s alunos
utilizem seus conhecimentos para estimular o raciocinio geométrico necessario para resolver
as situac@es didaticas sobre volumes no viés do ENEM.

Descrever-se-80, neste trecho, algumas situacdes que poderdo ocorrer durante a
aplicacdo da pesquisa (onze situacdes didaticas) que foram realizadas na UVA, em Sobral, no
Estado do Ceara, com um total de dez alunos do curso de Licenciatura em Matematica, com 0
intuito de identificar a classe intuitiva e a forma empirica que alicercaram a agdo para a
resolucdo das situacdes didaticas que envolvem o conceito de volume.

Os discentes trabalham com a manipulagdo do software GeoGebra para realizar
simulacgdes no computador que auxiliem a solucionar as questdes previamente elaboradas pelo
professor. Autores como Gravina e Basso (2012, p. 27) descrevem o potencial de softwares
para 0 estudo de geometria espacial, especialmente nos problemas de calculos de volume,
“uma das dificuldades que se apresenta para os alunos ¢ quanto ao entendimento de um objeto
tridimensional que estd sendo representado em desenho bidimensional”. Por tratar-se de um
desenho estatico no plano bidimensional, torna-se pobre se comparado a uma constru¢do no
plano tridimensional, cuja dindmica permite a manipulagdo na tela do computador,
contribuindo para o desenvolvimento de habilidades de visualizagdo espacial essenciais para

uma melhor solucéo de problemas que envolvem célculos de volumes.
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Convém salientar que 0 GeoGebra seréa utilizado também como ferramenta que auxilie
na transposicdo didatica de um conhecimento do contexto cientifico para o escolar, pois de
acordo com Chevallard (1991), o professor exerce a funcdo de mediacdo entre o saber
académico e o contexto escolar, ao planejar a maneira que um saber especifico (saber ensinar)
deve ser apresentado, de modo que possa contribuir para melhor assimilagcdo e fixacdo dos
conceitos académicos, transformando o saber ensinar em saber ensinado e podendo, assim,
alcancar as expectativas institucionais sobre o saber aprendido. Portanto, tendo por
embasamento os pressupostos de Chevallard (1991), utilizar-se-a o software GeoGebra para
apoiar a visualizacdo da Geometria Espacial. A duracdo de cada sessdo didatica foi de

aproximadamente 120 minutos.

6.2 Concepcdao e descricdo das situacdes didaticas

Nesta secdo, apresentam-se onze situacGes didaticas do ENEM com énfase no
contedo de Volumes. Tais situacdes foram propostas com o propoésito de estimular os
participantes a apropriarem-se de novos saberes matematicos, a partir de seus conhecimentos
prévios, pois de acordo com Brousseau (2008, p. 34), “o aluno aprende adaptando-se a um
meio que é fator de contradi¢des, dificuldades, desequilibrios. Esse saber, fruto de sua
adaptacdo, manifesta-se por intermédio de novas respostas, que sdo a marca da
aprendizagem”.

E nessa etapa que o pesquisador deve elaborar, produzir e analisar uma sequéncia de
situacOes problemas, que almeje responder as questdes aplicadas, e validar os prognosticos
determinados na etapa anterior. Assim, embasados nos estudos realizados na etapa anterior,
analises preliminares, optou-se por selecionar e/ou adaptar problemas originados de edicGes
anteriores das provas do ENEM que abordassem o contetdo de Volume e que apresentassem

caracteristicas, como as descritas por Brousseau (2008):

Tais problemas, escolhidos de modo que estudante os possa aceitar, devem fazer,
pela propria dindmica, com que o aluno atue, fale, reflita e evolua. Do momento em
que o aluno aceita o problema como seu até aquele em que se produz a resposta, 0
professor se recusa a intervir como fornecedor dos conhecimentos que quer ver
surgir. O aluno sabe que o problema foi escolhido para fazer com que ele adquira
um conhecimento novo, mas precisa saber, também, que esse conhecimento é
inteiramente justificado pela logica interna da situacdo e que pode prescindir das
razBes didaticas para construi-lo. Ndo s6 pode como deve, pois ndo terd adquirido,
de fato, esse saber até que o consiga usar fora do contexto de ensino e sem nenhuma
indicacéo intencional (BROUSSEAU, 2008, p. 35).
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Com o intuito de ampliar o campo de visdo espacial no momento das formulagGes das
estratégias de resolucdo dos problemas, prop6s-se a utilizacdo do software GeoGebra aos
participantes, pois esse recurso permite realizar simula¢es que aproximam a transposicao do
saber cientifico para o contexto escolar, promovendo uma maior assimilagdo dos conceitos
matematicos implicitos nas situacdes didaticas propostas.

Desse modo, apresenta-se, as situacdes didaticas, na qual se descrevem as fases da
TSD de acdo, formulacdo, validacdo e institucionalizacdo que proporcionam uma dialética
entre o professor/pesquisador e o0 grupo de participantes, manifestando habilidades
matematicas dos futuros professores envolvidos nos problemas investigados. Ressalta-se que
essa descricdo e de grande relevancia, pois nela trazem-se pressupostos dos possiveis
comportamentos dos participantes no momento da acdo dispensada para resolverem cada

situacao.

6.2.1 Situacdo Diddtica 1

Problema do ENEM 2014 — Adaptada - Caderno Azul — Questao 156

O condominio de um edificio permite que cada proprietario de apartamento
construa um armario em sua vaga de garagem. O projeto da garagem, na escala
1:100, foi disponibilizado aos interessados ja com as especifica¢fes das dimensdes
do armario, que deveria ter o formato de um paralelepipedo retangulo reto, com
dimensdes, no projeto, igual a3 cm, 1 cme 2 cm.

Qual sera o volume real do armario, em centimetros cibicos?

O objetivo dessa situacdo é levar o aprendiz a fazer uso do raciocinio intuitivo para
estimular a abstragdo relacionada a nogdo de escala, na tentativa de solucionar o problema
proposto. Para tanto, sdo necessarios conhecimentos prévios do conceito de volume de um
paralelepipedo ou a nocéo intuitiva de volume de um bloco retangular, como também da razéo
entre duas grandezas e sistema de unidades de medidas.

Acredita-se que 0s participantes tenham conhecimento desses conteldos matematicos.
Sendo assim, a intencdo é analisar as a¢des destinadas a formular as estratégias de resolucéo

para determinar a resposta do problema proposto, além de verificar como eles se comportam
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mediante as situag¢Ges didaticas aplicadas, haja vista eles ndo terem vivéncias referentes a esse
tipo de situacéo.

Apresenta-se, a seguir, a solu¢cdo do problema, a partir dos pressupostos das acOes
relacionadas as formulacOes das estratégias de resolucdo e dos conhecimentos referentes ao
assunto matematico abordado na questdo. Caso haja necessidade, pode-se usar 0 recurso
tecnologico do software GeoGebra, para melhor visualizacdo e compreensdo da questdo,
como também para validar a resolucéo encontrada.

As quatro fases da TSD (acdo, formulacdo, validacdo e institucionalizagdo) foram
usadas para estruturar as situages problemas e acompanhar o processo de aquisi¢do de um
novo conhecimento. Entende-se que essas quatro fases da solucdo podem acontecer
simultaneamente, separadamente ou até mesmo deixar de acontecer durante a tentativa de
solucionar a questdo, haja vista que nem toda situacdo didatica propicia a identificacdo das
quatro dialéticas da TSD. No entanto, para esse problema, achou-se por bem prever acGes
para todas elas, como segue:

Dialética da Ac¢ao: Nessa fase, espera-se que os futuros professores, ao confrontarem-
se com os dados do problema, percebam aspectos numéricos e geomeétricos presentes no
enunciado da questdo, assim como as relagdes das dimensdes do armario especificadas no
problema com a no¢éo de escala, ja que o enunciado faz um comparativo entre seu tamanho
real e o tamanho virtual.

Inicialmente, anseia-se que eles percebam como a escala interfere em cada
comprimento do paralelepipedo, associando a escala da garagem as medidas do
paralelepipedo e, assim, verificando que a altura, o comprimento e a largura do retangulo
estdo relacionados, visto que, a medida que um dos lados aumenta ou diminui, o formato do
paralelepipedo se modifica e, consequentemente, seu volume sofre alteracao.

Assim, nessa fase, a professora (pesquisadora) deve estimular o debate cientifico entre
0s estudantes, enfatizando que, por meio da exploragdo das simulagdes realizadas com a
manipulacdo da construcdo obtida com o software GeoGebra, seja possivel perceber a

existéncia de relacGes entre elementos matematicos que podem ser visualizadas na Figura 14.
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Figura 14 - Visualizacdo 2D/3D construida pelo software GeoGebra correspondente
a Questédo 1

Ervaca

Fonte: Construgdo da autora.

No cenario computacional, os futuros professores se pdem diante de uma gama de
possibilidades que lhes propiciardo a oportunidade de explorar e desenvolver construgcoes
através do software GeoGebra. Na Figura 15, observando os movimentos, espera-se que 0S
licenciandos recordem e verifiguem os padrdes numéricos e geometricos, de maneira
dindmica e atrativa, utilizando a visualizagdo proporcionada pelo GeoGebra.

Figura 15 - Visualizagdo 2D/3D proporcionada pelo GeoGebra correspondente a
Questdo 1

€ atv2 vers3ggb

Fonte: Construcdo da autora.

Dialética da Formulacdo: E 0 momento da troca de informagdes entre os envolvidos, que
pode ser oral ou escrita. A partir das simulacBes realizadas com as figuras acima, o
pesquisador deve sugerir que os participantes registrem suas observac6es. Nessa fase, espera-

se que os futuros professores estabelecam a existéncia de padrdes entre as medidas das arestas
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e a capacidade de armazenamento do recipiente para formular um modelo matematico que
permita solucionar o problema de forma agil e eficaz.

Ademais, almeja-se que, por meio da construcdo no GeoGebra, os futuros docentes
possam explorar o comprimento, largura ou altura, variando os controles deslizantes a, b e c;
assim eles podem observar as modificagfes no formato do paralelepipedo, estabelecendo
relacdes entre essas grandezas e percebendo que ao se multiplicar tais medidas, obtém-se a
resolucdo da capacidade de massa de qualquer bloco retangular. Acredita-se que a
visualizagdo da construcdo no software poderd despertar as habilidades epistémicas e
pragmaticas dos licenciandos e promover a compreensdo necessaria para solucionar o
problema.

No entanto, o participante ndo pode se furtar de relacionar a grandeza escala para
poder solucionar a questdo 1, este, talvez, constitua-se uma dificuldade para obter-se uma
resposta adequada ao enunciado da questdo. De posse desses conhecimentos prévios que
permitem determinar o volume do prisma e sua formula geral, pode-se entdo desenvolver um
estudo que possibilite explorar e verificar os valores numéricos que exibe-se na Tabela 1,
discriminada abaixo.

Tabela 1 - Relagdes de Medidas de comprimento a partir das construgdes com o
software GeoGebra

Virtual (cm) Realidade (cm)
1 100
2 200
3 300

Fonte: Construcéo da autora.

Nesse momento, o pesquisador deve estimular os participantes a realizarem atividades
com o intuito de encontrar uma férmula que possibilite a indugdo dos valores numéricos
encontrados na Tabela 1. Desse modo, espera-se que eles encontrem a seguinte férmula
numérica V = comprimento x largura x altura ou simbolicamente traduzida para V =
a.b.c.

Dessa maneira, sabendo que, ao multiplicar as medidas das arestas a, b e ¢, o futuro

professor pode estabelecer uma solucéo, como segue:

Volume = a.b.c (1)
V =300.100.200 2
V =6 000 000 cm3. (3)



82

Entdo o volume real do armario é 6 000 000cm?.

Portanto, os participantes devem buscar estratégias mais convenientes, relacionando a
representacdo geométrica ao crescimento linear de suas arestas, propriedades que s&o
visualizadas com o software GeoGebra, de forma dinamica, por meio da manipulagdo do
controle deslizante escala.

Dialética da Validacdo: Nessa fase, é necessario provar o que foi aferido na etapa
anterior; sendo assim, os licenciandos poderdo comprovar suas estratégias de resolucdo por
meio da comparacdo oferecida pelo ambiente tecnologico do GeoGebra. Por exemplo, na
janela do lado esquerdo, manipulando o controle escala para 100, é possivel verificar a
comparacdo do tamanho real e virtual do armario. As estratégias adotadas na interacdo e
manipulacdo da construcdo geométrica podem ser observadas nas Figuras 15 e 16.

Figura 16 - Visualizagdo 2D/3D proporcionada pelo software GeoGebra
correspondente a Questdo 1

Fonte: Construcéo da autora.

Apo6s a demonstracdo da forma geométrica, os participantes poderdo apresentar o
modelo matematico por eles instituidos e validar as conjecturas empregadas para solucionar o
problema com todos os envolvidos. Espera-se ainda que, durante a dialética da validacdo os
futuros docentes, realizem demonstraces do calculo de volumes, modelizadas no software
GeoGebra.

Dialética da Institucionalizacdo: Nesse momento, sob o controle do pesquisador, faz-
se um levantamento das estratégias de resolucdes exibidas pelos participantes, incorporando o
conceito de volume vivenciados através das quatros fases dialéticas discutidas e da construgdo

dos conhecimentos utilizados para resolugdo do problema proposto.
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Ressalta-se que a utilizacdo de um recurso tecnoldgico contribui para promover um
maior didlogo entre os envolvidos como também uma maior aproximacdo do raciocinio
matematico manifestados pelos docentes em formacgdo para elaboracdo e validacdo do
problema proposto. Por fim, as conjecturas serdo ordenadas e organizadas por meio do

seguinte teorema®:

Teorema 1. O volume de um paralelepipedo é o produto da area
da base pela altura.
V=Av.h

6.2.2 Situacdo Diddtica 2

Problema do ENEM 2012 — Caderno Azul — Questao 180

A cerdmica possui a propriedade de contracdo, que consiste na evaporagdo
da agua existente em um conjunto ou bloco cerdmico submetido a uma
determinada temperatura elevada: em seu lugar aparecendo “espagos vazios”
gue tendem a se aproximar. No lugar antes ocupado pela 4gua véao ficando
lacunas e, consequentemente, o conjunto tende a retirar-se. Considere que no
processo de cozimento a ceramica de argila sofra uma contracdo, em

dimensoes lineares, de 20%.
Disponivel em: www.arg.ufsc.br. Acesso em: 30 mar. 2012 (adaptado).

Levando em consideracdo o processo de cozimento e a contragdo sofrida, o
volume V de uma travessa de argila, de forma cubica de aresta a, diminui
para um valor que é:

(A)20% menor que V, uma vez que o volume do cubo é diretamente
proporcional ao comprimento de seu lado.

(B) 36% menor que V, porque a area da base diminui de a2 para ((1 — 0,2)a?).

(C) 48,8% menor que V, porque o volume diminui de a® para (0,8a)°.

(D)51,2% menor que V, porque cada lado diminui para 80% do
comprimento original.

(E) 60% menor que V, porque cada lado diminui 20%.

O objetivo dessa situacdo é mobilizar os conhecimentos epistémicos e pragmaticos dos
futuros professores para estabelecer a existéncia de um padrao que relacione as dimensdes das
arestas de um cubo e as propriedades de contracdo de um bloco, ap6s 0 cozimento. Para esse
problema, sdo exigidos conhecimentos prévios sobre expressdes algébricas, potencias,
elementos e propriedades de um solido geométrico, areas de um poligono e diferenciar um

cubo de um paralelepipedo.

4 Esse teorema foi retirado de Lima (1991, p. 72).
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Dialética da Acdo: Nessa etapa, os futuros docentes realizam a leitura do problema na
tentativa de descobrir aspectos numéricos e geométricos implicitos no enunciado do
problema. Os participantes devem ser incentivados pelo pesquisador a explorarem todas as
possibilidades na busca da resolugdo da questdo, de maneira que eles possam fazer uso do
software GeoGebra para diferenciar as propriedades numéricas e geométricas que conduzirdo
os futuros professores a investigar o célculo de volume. Espera-se que a utilizacdo desse
recurso tecnologico possa ampliar as estratégias de resolucdo dos participantes. Veja na
Figura 17, essa construgéo.

Figura 17 - Construcdo no GeoGebra da situacdo didatica 2

quvo Editar Enbir Opgoes Femamentas Janels Auda Enar..

." B Sl PN E B
danals ca Aigeten 7 5[+ Janela de Visualizagho %[+ Janoa do Visualzagio 30

Comea 10
prasciy Largqua =88 L“

® a8
®beo7 Comprmerto = 9.7
®c=9
dnes Espessura=d
volumeo = 76824
volumer = 263,51 S S—
Porto
A=(1.83,077)
B8=(8.72,077)
C=(153,69)
D=(8.72,693)
E=(193,077,63)
1=(-10.28,-10.42)
3 #1058, 1042}
K=(-10.28,1.62)
L=(-10.26,-1042,9)
M=(058,-162)
Prisma.

® 076824
o 1-26351
Quacriiero
® q1=8636
® q2-4183
Rata

0:x=193
hix=872
Jx=-1028
1:X=(-10.28,-10.42,0) +A(0,0,1
mix=-088

niy=162

q:y=693
Sagmerto
® 8,679
® b=616
® ¢ =616
®d-678

1=679

Eniraca

Fonte: Construcéo da autora.

A partir da movimentagdo da ferramenta “controles deslizantes” (Figura 18), que nessa
questdo foram nomeados de “Largura, Comprimento e Espessura”, os participantes poderao
observar as alteracBes nas medidas das arestas, modificando o tamanho dos objetos e,
consequentemente, aumentando ou diminuindo o volume dos cubos.

Figura 18 - Movimentacdo dos controles deslizantes no GeoGebra da situagdo
didatica 2
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Fonte: Construcéo da autora.
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Ao acessar 0 botdo Caixa para exibir/Esconder Objetos (Figura 19), pode-se
movimentar o controle deslizante que modifica as arestas do cubo rosa, possibilitando simular
a reducdo da porcentagem da ceramica, ap0s o cozimento.

Figura 19 - Modelizacdo da reducdo da porcentagem da situacdo didatica 2 no
GeoGebra
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Fonte: Dados da pesquisa.

Espera-se, com isso, que os futuros professores possam perceber, por meio da
manipulacdo da construcdo no GeoGebra, que para chegar-se a solucdo do problema, deve
haver uma reducéo das dimensoes lineares do cubo, ou seja, as arestas irdo diminuir, e ndo o
volume.

Dialética da Formulagdo: Nessa fase, os futuros professores irdo trocar informagdes
entre eles, na tentativa de estabelecer estratégias de resolucdo, podendo ser escrita ou oral,
sobre a questdo, de modo a estabelecer um modelo matematico de resolucao.

Durante essas trocas de ideias, os participantes devem ser incentivados a usarem o
software, assim a pesquisadora pode instigé-los, fazendo questionamento sobre a exploragédo
da construcdo no GeoGebra (Figura 20), despertando a curiosidade, de modo a estimular a
criacdo de uma estratégia de solucdo que satisfaca o enunciado do problema. Desse modo, ao
manipular o controle deslizante da porcentagem, o futuro professor pode perceber que sua
variacdo corresponde ao volume do solido e que, portanto, para chegar a solucdo da situagdo
ele devera reduzir 20% da aresta original, ou seja, 0,2 de “a”, determinando a nova medida da

aresta em 0,8a e, assim, calcular o volume, equacionando o problema em V = a3,



86

Figura 20 - Construcdo corresponde a situacdo didatica 2 no GeoGebra
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Fonte: Construcéo da autora.

Dialética da Validacdo: Nesse momento, almeja-se que os futuros professores
apresentem suas estratégias de resolucdo, de maneira a comprovar a veracidade do modelo
por eles criado na fase anterior, fazendo uma exposicdo a todos os presentes, para que 0
resultado apresentado seja validado. Sendo assim, espera-se que eles concluam o resultado do
seguinte modo:

De acordo com o enunciado da situacdo didatica 2, apds o cozimento, a ceramica sofre
uma contracdo de suas dimensdes lineares em 20%, entdo o volume inicial do recipiente
cubico sera reduzido, podendo-se, assim, aplicar o modelo encontrado na fase anterior, do

seguinte modo:

V=2l (4)
V=(08)° )
V = 0,51243 (6)

Ainda de acordo com o enunciado, nesse momento, o participante deve perceber a
necessidade de fazer a diferenca entre o volume inicial e o volume final, além de relacionar a
solucdo com a porcentagem; portanto, ap6s a contracdo, o cubo sofrerd uma reducdo em seu
volume de:

Vinicial — Vifinal = 1 — 0,512 = 0,488 x 100 = 48,8%. (7)

Assim, ap0s 0 cozimento, o cubo sofre uma reducdo em seu volume de 48,8%.

Pode ocorrer que algum dos participantes apresente um modelo diferente de resolucéo,
como também seja possivel que ele ndo compreenda o enunciado do problema e ndo consiga
determinar uma solucéo correta ou, simplesmente, que apareca apenas uma solugdo por meio

da exploracédo do software GeoGebra.
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Dialética da Institucionalizacdo: Nessa fase, a pesquisadora retoma o controle das
acOes e procede a formalizacdo dos conceitos matematicos, a partir das estratégias de
resolucdo dos participantes, esclarecendo alguma ddvida e institucionalizando um novo
conhecimento. Nessa etapa, a investigadora pode utilizar a constru¢cdo no GeoGebra, para
confrontar o0 modelo matematico com o modelo tecnoldgico do computador para validar a
solucdo apresentada. Por fim, ordenara e organizard as resolu¢Ges por meio da seguinte

definicio®:

Dado um bloco retangular B, cujas arestas tém medidas a, b e c, seu volume é
dado pela férmula vol(B) = abc.

No caso do cubo, o procedimento usado pode ser 0 mesmo, haja vista, o
cubo se constituir um caso particular de bloco retangular em que as arestas
tém medidas iguais, chegado assim ao seguinte resultado: se a aresta de um
cubo C tem para medida um numero racional a, entdo o volume de C sera

igual a a3.

6.2.3 Situacdo Diddtica 3

Problema do ENEM 2017 — Caderno Azul — Questéo 142

Um casal realiza sua mudanca de domicilio e necessita colocar numa caixa de
papeldo um objeto cubico, de 80 cm de aresta, que ndo pode ser desmontado.
Eles tém a disposicdo cinco caixas, com diferentes dimensdes, conforme
descrito:

e (Caixa 1l: 86 cmx 86 cmx86cm

e Caixa2:75cmx82cmx 90 cm

e (Caixa3:85cmx82cmx90cm

e Caixa4:82cmx95cmx82cm

e (Caixa5:80cmx95cmx85cm
O casal precisa escolher uma caixa na qual o objeto caiba de modo que sobre
0 menor espaco livre em seu interior. A caixa escolhida pelo casal deve ser a
de nimero

(A) 1.

(B) 2.

(©)3.

(D) 4.

(E) 5.

> Essa definicdo foi retirada de Lima (1991, p. 62-64).
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O objetivo dessa situagdo € mobilizar os conhecimentos epistémicos e pragmaéticos do
futuro docente a respeito da nocdo de capacidade, ou seja, de quanto um objeto cabe em outro
para encontrar um padrdo que permita identificar qual caixa sera melhor para armazenar o
objeto, de modo que ndo sofra danos durante o transporte. A situagdo necessita de
conhecimentos prévios de multiplicacdo, nogéo intuitiva de volume de um bloco retangular e
nocao de capacidade.

Dialética da Ac¢do: Nesse momento os participantes realizam a leitura do problema,
mobilizam os conhecimentos prévios sobre o assunto, extraem as informag6es do enunciado
do problema e tomam as decisdes iniciais para resolver a situacdo. Assim, espera-se que 0S
futuros docentes percebam que através das dimensdes das caixas disponiveis no enunciado do
problema, pode-se visualizar todas as sequéncias possiveis de resolucao da questao.

E possivel que nesse momento algum participante ja queira realizar um rascunho,
formulando uma resolucdo algébrica no caderno. No entanto, sera disponibilizado uma
construcdo dessa situacdo no software GeoGebra, para que eles possam explorar, de forma
dindmica, a capacidade de armazenamento de cada caixa, possibilitando uma maior
compreensdo do problema. Veja, na Figura 21, essa sequéncia de armazenamento construida
no GeoGebra.

Figura 21 - Modelizacdo da situacdo didatica 3 no software GeoGebr
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Fonte: Construcédo da autora.

O futuro professor tem a opcdo de movimentar o bloco, utilizando os controles
deslizantes, aqui nomeados de “a, b, ¢”, e observar as alteragdes das caixas, como por

exemplo, paraa =86, b =86 e ¢ = 86, exibido na Figura 22.
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Figura 22 - Modelizacdo das dimenses de resolucéo da caixa 1
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Fonte: Construcgdo da autora.

Assim, espera-se que, por meio da manipulagdo da construcdo no software GeoGebra,
os licenciandos possam perceber a sequéncia de espaco que o objeto ocupard nas caixas,
através das simulacGes das dimensbes de cada uma delas no recurso computacional do
GeoGebra.

Dialética da Formulacdo: Esse é o momento em que os futuros docentes trocam
ideias e informagdes para tentar formular uma estratégia de resolucdo para o problema. Aqui,
espera-se que eles possam discutir e identificar elementos e propriedades que possibilitem a
criacdo de um modelo matematico que solucione a questéo proposta de forma agil e eficaz.

Ainda utilizando a construgdo no GeoGebra, 0s participantes podem explorar todas as
sequéncias forjadas pela variacdo dos controles deslizantes, realizando simula¢fes de cada
medida disponibilizada no enunciado da questdo; assim, eles podem observar aquela que
ocupard 0 menor espago e que, portanto, seré a resposta procurada.

Na Figura 23, é apresentada a simulacdo que traz informacdes de uma possivel
resolucdo, que é o que se deseja que os futuros professores percebam.

Figura 23 - Simulacdo de uma possivel resolucdo para a situacdo didatica 3
no GeoGebra.
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Fonte: Construcdo da autora.
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Desse modo, espera-se que, ao observarem a simulagdo, eles possam criar seu proprio
modelo matematico para essa situacao e assim determinar o modelo de caixa mais adequado
para armazenar o objeto que sera transportado. Entéo, os futuros professores poderao formular
estratégia algébrica ao realizar a multiplicacdo das trés dimensdes da caixa, conhecida como
calculo do volume de um bloco retangular, sendo dada pela express&o:

V =ab.c (8)

Resolvendo essa expressdo, encontra-se a seguinte solucao:

V =85.82.90 9)
V =627300cm® (10)

Logo, o volume encontrado corresponde a caixa 3, sendo ela portanto, aquela que vai
sobrar menos espaco, pois tem o menor volume.

Dialética da Validacdo: Nessa etapa, 0s participantes podem confrontar os dados
obtidos nas fases anteriores com a construgdo no software GeoGebra para validar suas
estratégias de resolucdo, procedendo a simulacdo com todas as opg¢des de caixa presentes, no
enunciado da questdo. Veja, na Figura 24, uma simulacdo para a caixa 5:

Figura 24 - Simulacdo de resolucdo para caixa 5 no GeoGebra
=

..........

Ertraca

Fonte: Construgdo da autora.

Assim, pode-se verificar claramente que a caixa 5 ndo atende as especificacbes
exigidas para solucionar a questdo. Entdo, esse modelo de resolugdo com o GeoGebra pode
ser utilizado pelo futuro professor para apresentar suas estratégias de resolugdo a todos os
participantes e demonstrar a confrontacdo do modelo algébrico com o modelo tecnoldgico
proporcionado pelo GeoGebra.

Dialética da Institucionalizacdo: Nesse momento, a pesquisadora reassume 0
controle da situacdo, faz um levantamento de todas as estratégias de resolucdo apresentadas
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pelos futuros professores, ordenando e organizando essas producdes, por meio da mesma

definicao® utilizada na situacéo anterior:

Dado um bloco retangular B, cujas arestas tém medidas a, b e ¢, seu volume é
dado pela férmula vol(B) = abc.

No caso do cubo, o procedimento usado pode ser o mesmo, haja vista, o
cubo se constituir um caso particular de bloco retangular em que as arestas
tém medidas iguais, chegado assim ao seguinte resultado: se a aresta de um
cubo C tem para medida um ndimero racional a, entdo o volume de C sera

igual a a3.

6.2.4 Situacao Didatica 4

Problema do ENEM 2014 — Caderno Azul — Questdo 142

Na alimentacdo de gado de corte, o processo de cortar a forragem, colocéa-la no
solo, compacta-la e protegé-la com uma nova vedacao denomina-se silagem. Os
silos mais comuns sdo os horizontais, cuja forma é a de um prisma reto
trapezoidal, conforme mostrado na figura.

'

Legenda:

b -largura do fundo
B- largura do topo

C- comprimento do silo
h - altura do silo

Considere um silo de 2 m de altura, 6 m de largura de topo e 20 m de
comprimento. Para cada metro de altura do silo, a largura do topo tem 0,5 m a
mais do que a largura do fundo. Apds a silagem, 1 tonelada de forragem ocupa 2

m? desse tipo de silo.
EMBRAPA, Gado de corte. Disponivel em: wwwcnpgc.embrapa.br. Acesso em: 1 ago. 2012
(adaptado).

Apds a silagem, a quantidade maxima de forragem que cabe no silo, em
toneladas, é

(A)110.

(B)125.

(C)130.

(D)220.

(E) 260.

® Retirada de Lima (1991, p. 62-64).
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Essa questdo tem como objetivo mobilizar os conhecimentos epistémicos e
pragmaticos dos futuros professores para identificar elementos e propriedades em objeto
trapezoidal que possibilitem determinar sua capacidade de armazenamento, conduzindo-os,
portanto, a investigarem o conceito de volume. Para tanto, sdo necessarios conhecimentos
prévios de area do trapézio, unidades de medida de massa e expressao algébrica.

Dialética da Acdo: Nesse momento, os futuros professores se debrucam sobre o
problema e realizam as primeiras a¢des, na tentativa de extrair todas as informacdes possiveis
para estabelecer hipoteses que podem ser aplicadas para solucionar a questdo. Nesse caso,
espera-se que eles observem, como primeiro procedimento, a necessidade de determinar a
largura do fundo do objeto.

Nessa etapa, os futuros docentes devem ser incentivados a realizarem uma simulagéo
no GeoGebra (Figura 25), assim, ao movimentarem os controles deslizantes é possivel que
sejam visualizadas relacGes e propriedades de elementos matematicos, necessarios para
estabelecer uma estratégia de resolucao.

Figura 25 - Construcdo no GeoGebra da situacdo didatica 4

Arquive Editar Exibit Opgdes Feramentas Janela Auida Enlrar...

Al Bl @)l Sz 4

Janela de Visualizago 5 |» Janela de Visualizagio 3D

Errada

Fonte: Construcdo da autora.

Ao movimentarem os controles deslizantes que aqui foram nomeados de “a, b, ¢” e
atribuindo a eles os valores das medidas apresentadas no problema, tem-se paraa =20,b =6
e ¢ = 2, os futuros professores poderdo observar modificagdes no comprimento, largura e
altura, respectivamente, possibilitando assim a visualizagdo dindmica do objeto exibido no

enunciado da questdo, conforme se verifica na imagem da Figura 26.
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Figura 26 - Construcdo da situacdo didatica 4 no software GeoGebra

[Arcuvo B e

 |» Jancia do Visuaizacto 30

Ervata

Fonte: Construcdo da autora.

Dialética da Formulacdo: Nessa etapa, os futuros professores trocam informacGes
com o intuito de formular estratégias para resolver o problema. Nesse momento, o
pesquisador pode sugerir a manipulacdo da constru¢cdo no GeoGebra, de modo que eles
possam registrar suas observagdes para iniciarem os pressupostos da solugéo.

Dessa forma, os participantes poderdo realizar movimentos no objeto, possibilitando,
assim, verificar algumas situacdes numéricas, a medida que ocorre a manipulacdo da altura,
comprimento e largura do silo, induzindo o futuro professor a determinar a area da base do
recipiente para, depois, descobrir o volume do objeto. A partir de entdo, eles deverdo
reconhecer que a diferenca entre a largura do topo e a largura do fundo, associada a altura do
silo, pode ser determinada ao realizar o calculo de 2x0,5=1, verificando, assim, que a largura
do topo tem um metro a mais que a largura do fundo.

Portanto, a utilizacdo do software GeoGebra mostra-se relevante nesta etapa, pois
promove a exploracdo visual e dinamica do problema (Figura 27), podendo conduzir o futuro
docente a perceber que area do trapézio, vezes a altura do prisma lhe possibilitara resolver o

problema.

Figura 27 - Construcdo referente a situacdo didatica 4 no software GeoGebra

8o 4@ £ N ac <

%]+ Janela de Visualtzacso 30

Frtrads

Fonte: Construgdo da autora.
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Espera-se assim, que a visualizagdo proporcionada pela manipulacdo do software
GeoGebra possibilite a percepcdo de elementos capazes de promover aos futuros professores,
uma melhor compreensdo para formular as estratégias de resolucdo do problema. Entéo,
formaliza-se a seguinte expressao para a calcular o volume do silo:

(B+b).h
Visilo = — C (11)

(6+5)
Vsio == 20 (12)
Vsilo = 220 m® (13)

Assim, sabe-se que para resolver o problema é necessario transformar o metro cubico

em tonelada. De acordo com o enunciado do problema, 1 tonelada ocupa 2m?; sendo assim,
. ~ . . . .. N 220
pode-se formalizar a resolucdo final por meio de uma simples divisdo, tendo-se - = 110t.

Conclui-se, portanto, que caberdo 110 toneladas de forragem no silo.
Dialética da Validacdo: Na etapa da validacdo, os participantes devem provar que as
informacdes coletadas nas fases anteriores correspondem ao esperado para solucionar a
questdo. Ademais, os futuros professores podem utilizar a construgéo feita no GeoGebra para
estabelecer as relagbes de confrontacdo do modelo gerado no computador com o modelo
matematico de resolu¢do. Ao acionar o botdo “Caixa para exibir/Esconder Objetos” (Figura
28), exibe-se a expressdo que determina o calculo do volume do objeto, possibilitando a
comprovacao da resolucéo elaborada pelos participantes.

Figura 28 - Construcdo no GeoGebra correspondente a situacao didatica 4

Arguvo Edifar Exbir Opgles Ferramenias Janela Ajuda Enlrar...

AR

» Janela de Visualizagao

H[r
T
boon = Calxa para exibir/esconder objeto
e g
=5

| —p————
0| G—

Janeia de Visualzagan 30

Entrac

Fonte: Construgdo da autora.
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Com isso, realizadas as demonstracdes no GeoGebra, os futuros professores podem
apresentar suas estratégias de resolucdo no quadro, a todos 0s presentes, com o intuito de
validar a resolugéo.

Dialética da Institucionalizacdo: Para finalizar, na etapa da institucionalizacédo, a
pesquisadora procede a formalizacdo da solucdo, com a intencdo de agregar as ideias dos
participantes e condensar as respostas em uma Unica solucdo. De acordo com Lima (1991),
um prisma tem base poligonal e fica limitado por faces planas; sendo assim, pode-se

formalizar a resolugdo pelo seguinte teorema’:

Por apresentar elementos de um prisma, o volume do silo pode ser calculado
pelo Teorema 1: “O volume de um paralelepipedo é o produto da area da base

pela altura”.

6.2.5 Situacdo Diddtica 5

Problema do ENEM 2014 — Caderno Azul — Questdo 167 - Adaptada

Uma empresa farmacéutica produz medicamentos em pilulas, cada uma na
forma de um cilindro com uma semiesfera com o mesmo raio do cilindro em
cada uma de suas extremidades. Essas pilulas sdo moldadas por uma méaquina
programada para que os cilindros tenham sempre 10 mm de comprimento,
adequando o raio de acordo com o volume desejado.

Um medicamento é produzido em pilulas com 5 mm de raio. Para facilitar a
degluticdo, deseja-se produzir esse medicamento diminuindo o raio para 4
mm, e, por consequéncia, seu volume. Isso exige a reprogramacdo da
maquina que produz essas pilulas.

Use 3,14 como valor aproximado para .

o
FIGURA 2
FIGURA 1

A reducdo do volume da pilula, em milimetros cubicos, ap0s a reprogramacao
da méaquina, sera aproximadamente

(A)168.

(B) 304.

(C) 306.

(D)378.

(E) 538.

7 Retirado de Lima (1991, p. 72)
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Essa questdo tem por objetivo resolver problemas de comparagdo de formas
geométricas, envolvendo o conceito de volume. Para o problema, sdo necessarios 0S
conhecimentos prévios de area de uma circunferéncia, volume do cilindro, volume da esfera e
expressao algébrica.

Dialética da A¢do: Tem-se, nessa fase, as agdes iniciais dos participantes, mediante a
leitura do problema, de modo a confrontar-se os dados retirados da questdo e descobrir
aspectos numéricos e geométricos que podem ser relacionados para estabelecer uma estratégia
de resolucdo, ao mesmo tempo que visualizam a representacdo da situacdo no GeoGebra
(Figura 29). Desse modo, os futuros professores sdo incentivados a movimentarem o objeto
no software, na tentativa de identificar os elementos matematicos que fundamentardo a

resolucdo da situacao.

Fig

ura 29 - Construcdo correspondente a situacao didatica 5 no software GeoGebra

~ Janels de Visuslizagao 30

freasy

Fonte: Construgdo da autora.

O enunciado da questdo sugere uma relacdo funcional entre o raio de uma
circunferéncia, a altura de um cilindro reto e outro objeto semelhante, porém com uma
medida diferente para o raio da circunferéncia. Portanto, ao movimentar os ‘“controles
deslizantes” “Raiomaior” € “raiomenor’” modificam-se 0s raios dos dois objetos, perspectivando
proporcionar a identificacdo de propriedades numéricas e geométricas que conduzirdo 0s
futuros docentes a investigar o conceito de volume.

Dialética de Formulacdo: Nessa fase, os futuros professores irdo trocar informagoes
referentes ao problema, buscando desenvolver ideias que permitam formular estratégias que
solucionem a questdo, podendo ser de forma oral ou escrita.

Durante as trocas de ideias e a utilizacdo do GeoGebra, a pesquisadora deve incentiva-

los, fazendo questionamentos referente a construcdo no software, de modo a instiga-los a
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explorarem a construcdo dindmica no computador, na tentativa de criar um padrdo de
resolucéo.

Ao movimentarem os “controles deslizantes” Raiomaior = 5 € raiOmenor = 4 (Figura 30),
visualizam-se as medidas exibidas na imagem do problema, possibilitando assim mobilizar os
conhecimentos epistémicos e pragmaticos dos futuros docentes para instituir um modelo de
resolucéo.

Figura 30 - Construcdo no GeoGebra correspondente ao enunciado da Questao 5

D b 4@ LN £

Ertada

Fonte: Construcgdo da autora.

Continuando a explorar a construgdo, os futuros professores podem ter acesso a
visualizacdo dos volumes das pilulas, ao acionar o botdo “Caixa para exibir/Esconder
Objetos”, aqui nomeado de “S” (Figura 31). Assim, espera-se que 0s futuros docentes possam
perceber, a partir das informacdes colhidas com a manipulacdo do GeoGebra, que eles podem
ser capazes de estabelecer uma conexdo que favoreca a descoberta de um modelo que
possibilite realizar o calculo da area da base do sélido para, em seguida, calcular o volume da

pilula.

Figura 31 - Construcdo no GeoGebra referente a situacao didatica 5

[Arquivo Edilar Exibir Opgde:

@ Auda Entrar...

®

)
>

T T T TR T} T
0
j«allB Caixa para exibir/Esconder Objetos

Entrada

Fonte: Construgdo da autora.
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Portanto, mobilizando os conhecimentos ja adquiridos para desenvolver um raciocinio
matematico, espera-se que os futuros professores possam perceber que o volume de cada
pilula é determinado pelo somatorio do volume da esfera e do volume do cilindro,
formalizando a seguinte expressao:

Vpilwa =1 .72 h + Z .3 (14)

Dessa maneira, de acordo com informacdes presentes no enunciado da questdo, apos a
reprogramacao da maquina, a pilula é reduzida, diminuido o raio original de 5mm para 4mm.
Assim, espera-se que os futuros professores percebam que para solucionar o problema é
necessario fazer a diferenca entre o volume inicial e o volume final. Entdo, aplicando os
valores das medidas dos raios extraidos da questdo, na expressdo encontrada, apresenta-se a
seguinte resolucéo.

VReduzido = Vinicial — Vfinal

Substituindo os valores Vinicial € Viinal Na equagéo, tem-se que:

Ve=(rrih+ 2 .m.r¥)-(mrth+ 2 .m.r?) (15)

WA Wl

Ve=(m 5210+ 3 .m.5%) - ( 4210+ $.m.4%) (15

VR=(r.25.10 + 3 .7w.125) - ( .16.10 + - .7 .64) (17)

Vr= (2507 + 2= ) - (160m + 22 ) (18)
Vr = (2507 + 166,66 ) - (1607 + 85,33 ) (19)
Vg = 416,667 - 245,331 (20)
Vr=171,33" (21)
Vr=171,33.3,14 (22)

VR = 537,97 (23)

Conclui-se, portanto, que a reducdo do volume da pilula deve ser aproximadamente
538mm.

Dialética da Validagao: E nessa etapa que os futuros professores devem apresentar as
estratégias adotadas nas etapas anteriores para resolver o problema, exibindo o modelo de
resolucdo por eles criado a todos os presentes para validacao.

Os participantes também podem usar a construgdo no software GeoGebra para validar
os dados por eles instituidos no momento da formalizagdo, confrontando o modelo algébrico
de resolugdo com o recurso tecnolégico proporcionado pela manipulagdo da construgdo no
computador, sendo analisados 0 processo argumentativo com a linguagem matematica

adequada para o assunto tratado na questéo.
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Dialética da Institucionalizacdo: Nessa fase, 0 pesquisador retoma a mediacao para
formalizar as acdes e os procedimentos encontrados pelos participantes nas fases anteriores,
procurando valorizar as solugdes por eles apresentadas, contrapondo-as com a estrutura
formal da matematica. Para finalizar, procederd a institucionalizagdo das produgdes exibidas

por meio dos seguintes teoremas®:

Teorema 2. O volume de um cilindro é igual ao produto da area da base pela

altura.

. ;. 4
Teorema 4. O volume de uma esfera de raio R € igual a gnR3

6.2.6 Situacdao Diddtica 6

Problema do ENEM 2011 — Caderno Azul — Questdo 139

Uma fabrica produz barras de chocolates no formato de paralelepipedo e de
cubos, com o0 mesmo volume. As arestas das barras de chocolate no formato
de um paralelepipedo medem 3 cm de largura, 18 cm de comprimento e 4 cm
de espessura.

Analisando as caracteristicas das figuras geométrica descritas, a medida das
arestas dos chocolates que tém o mesmo formato do cubo € igual a

(A)5 cm.
(B)6 cm.
(C)12 cm.
(D) 24 cm.
(E) 25 cm.

Essa questdo tem como objetivo resolver problemas envolvendo nogdes de volumes e,
comparar grandezas de mesma natureza. Geralmente problemas de medida inter-relacionam o
uso de nameros com questdes de espaco, de forma que possibilitam ndo so trabalhar os
conteldos especificos, como também explorar nimeros racionais, tanto em fragdo quanto em
decimal. Para o problema, sdo necessarios conhecimentos prévios de calculo de volume de
solidos geométricos, potenciacdo e equacdo exponencial.

Dialética da Acéo: Nesta etapa, os futuros professores irdo atuar sobre a situacdo

proposta, obtendo um feedback sobre suas ac¢des; desse modo, uma situacdo didatica ideal

8 Retirado de Lima (1991, p. 74-78).
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deve permitir ao aprendiz analisar o resultado de suas acdes e realizar as modificacdes
necessarias para solucionar o problema, sem a intervencédo do professor (pesquisador).

Nesse momento, os licenciandos poderdo perceber que a questdo apresenta um
comparativo entre duas grandezas de mesma natureza, pois relaciona a igualdade de volumes
de s6lidos geométricos de formas distintas, porém com caracteristicas semelhantes.

Assim, eles poderdo utilizar a construcdo desse problema no software GeoGebra,
buscando uma melhor visualizagdo dos objetos e, consequentemente, auxiliar o aprendiz na
compreensdo do enunciado do problema, estabelecendo relagdes que promovam a resolucéo
da questdo. Espera-se assim, que os futuros docentes utilizem o aporte tecnolégico para
expandir suas estratégias de resolucdo. Segue a construcdo, na Figura 32.

Figura 32 - Construcdo correspondente do software GeoGebra do problema 1 do ENEM
A D> DPB® A @ LN D S =

Largura = 4

Comprimento = 15.1

S e

Espessura =4.7

10

Fonte: Construcéo da autora.

Ao realizar 0 movimento dos “controles deslizantes” que, para essa questdo, foram
nomeados por “Largura, Espessura e Comprimento”, os participantes terdo condicGes de
observar alteracfes no tamanho dos sélidos, por meio da modificacéo de tais medidas.

Dialética da Formulagdo: E nesse momento que ocorrem as trocas de informagdes
entre os futuros professores, com a intencdo de estabelecer as melhores estratégias de
resolucdo do problema, com o intuito de determinar um modelo matematico que satisfaca a
solucdo da questéo.

A etapa da formulacdo permite ao futuro docente elaborar estratégias de resolucéo, de
forma gradativa, para solucionar a situacdo proposta. Nesta etapa, o pesquisador deve instigar
os futuros professores a analisar a representacdo da situacdo didatica do ENEM, fazendo

questionamentos referentes a constru¢do no GeoGebra, incentivando seu uso de modo que sua
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manipulacdo permita ao participante, estabelecer propriedades numéricas e geométricas, na
tentativa de estabelecer uma solugéo.

Ao movimentar os “controles deslizantes” para, Largura = 3, Comprimento = 18 ¢
Espessura = 4, exibe-se a medida do volume do paralelepipedo, conforme ilustragdo da Figura
33. Com base nessa informac&o, o futuro professor pode comegar a estruturar uma possivel
solucdo para o problema.

Figura 33 - Construcdo correspondente do software GeoGebra do problema 1 do ENEM
R~ 4> OO &N =@ S =

Largura =3

Comprimento = 18

e

Espessura = 4

I

Volume do Paralelepipedo = 216

Fonte: Construcdo da autora.

Ademais, ao selecionar o botdo Ac, exibe-se o controle deslizante que movimenta as
arestas do cubo; assim, ao atingir a medida da Aresta = 6, apresentam-se os dois s6lidos com
volumes iguais, determinando assim a possivel resolucdo do problema, como mostra a Figura
34.

Figura 34 - Construcdo correspondente do software GeoGebra do problema 1 do
ENEM

Fonte: Construgdo da autora.
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Dialética da Validacdo: Na dialética da validacdo, o futuro professor deve expor suas
estratégias de solucdo, apresentando um modelo por ele criado para ser validado, além de
tentar justificar a eficacia desse modelo, pois, segundo Almouloud (2007), nesse momento o
futuro professor apresenta a solucdo por ele criada, submetendo a uma mensagem matematica,
chamada de modelo de situacdo, para ser julgada pelos participantes.

Assim, almeja-se que o professor em formacdo inicial comprove a veracidade do
modelo de resolucdo por ele elaborado na fase anterior, por meio de uma exposi¢do na lousa,
analisando se 0s argumentos usados se enquadram ao contetdo da questdo. Portanto, espera-
se que eles apresentem a seguinte solugéo:

Vparalelepl’pedo =a.b.c (24)
Vp=3cm.18 cm.4 cm. (25)
V, = 216 cm? (26)
chbo = a3 (27)
Ve=Vp (28)
a’=216 (29)
a’=6° (30)
a=6cm. (31)

Entdo a medida da aresta do cubo é 6 cm.

Dialética da Institucionalizacéo: Essa etapa, tem como caracteristica a exposicao do
novo conhecimento pelo professor/pesquisador, de maneira clara e precisa. De acordo com
Alves (2016, p. 77), nesse momento o docente (pesquisador) “deve explicitar e indicar as
principais propriedades formais que asseguram a consisténcia das operagdes e manipulagdes
executadas nas fases anteriores”. Desse modo, a pesquisadora reassume o controle da situagédo
e formaliza os conceitos matematicos, a partir das formulacfes apresentadas pelos futuros
docentes, esclarecendo as duvidas e promovendo um novo saber. Aqui, 0 GeoGebra pode ser
usado para confrontar o modelo gerado no computador com o modelo matematico exibido no

enunciado da questdo. Por fim, 0 modelo final podera ser instituido pela definigdo seguinte®:

9 Essa definicéo foi retirada de Lima (1991, p. 62-64).



103

Dado um bloco retangular B, cujas arestas tém medidas a, b e ¢, seu volume é dado pela
férmula vol(B) = abc.

No caso do cubo, o procedimento usado pode ser o mesmo, haja vista, o cubo se
constituir um caso particular de bloco retangular em que as arestas tém medidas
iguais, chegado assim ao seguinte resultado: se a aresta de um cubo C tem para

medida um niimero racional a, entdo o volume de C seré igual a a3.

6.2.7 Situacdo Diddtica 7

Problema do ENEM 2010 — Caderno Azul — Questéo 168

Em um casamento, os donos da festa serviam champanhe aos seus convidados em
tacas com formato de um hemisfério (Figura 1), porém um acidente na cozinha
culminou na quebra de grande parte desses recipientes.

Para substituir as tacas quebradas, utilizou-se um outro tipo com formato de cone
(Figura 2). No entanto, os noivos solicitaram que o volume de champanhe nos
dois tipos de tacas fosse igual.

Figura 1 Figura 2

Considere:
4 1
Vestera = g TR e Vecone = g mR%h

Sabendo que a taca com o formato de hemisfério é servida completamente cheia,
a altura do volume de champanhe que deve ser colocado na outra taca, em
centimetros, é de

(A)1,33.

(B) 6,00.

(C) 12,00.

(D)56,52.

(E) 113,04.

O objetivo dessa situacao é conduzir o futuro professor a mobilizar os conhecimentos
adquiridos anteriormente para perceber que objetos com estruturas diferentes possuem
elementos equivalentes, como os que 0s relacionam ao mesmo volume, isto é, ambos podem

possuir a mesma capacidade. Tal situacdo requer como conhecimento prévio a area da
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circunferéncia, como também as expressdes algébricas que determinam o volume de cada
solido.

Dialética da Acdo: Nessa primeira fase, os futuros professores tentam mobilizar os
raciocinios matematicos, provenientes dos elementos e das propriedades matematicas
identificadas das leituras e interpretacdo da questdo proposta. Assim, espera-se que ao analisar
as figuras presentes no enunciado da questdo, eles percebam que na primeira taca tem-se uma
semiesfera, ou seja, o seu volume sera a metade do volume de uma esfera inteira.

O pesquisador dever orientar os licenciandos que nesse momento se utilizem da
construcdo do problema disponibilizado no GeoGebra, pois é possivel que alguns deles j&
queiram rascunhar suas resolucdes no caderno. Assim, almeja-se que eles possam interagir
com software para observar, de forma dinamica, uma relacédo de igualdade entre o volume das
duas tacas. Pois de acordo com Neves, Santos e Muniz (2013, p. 31), 0 uso proporcionado por
softwares educacionais propicia um ambiente em que “¢ possivel a manipulagdo direta das
figuras na tela, o que possibilita sua exploracdo, mantendo as relagbes geométrica da
construgdo”, ou seja, suas variaveis nao sofrem alteragfes, ampliando assim a capacidade de
visualizacdo de todos que interagem com a construcao.

Sendo assim, disponibilizou-se a construcao desse problema no GeoGebra, para que 0s
participantes pudessem manipular os controles deslizantes e perceber as relacGes e
propriedades existentes entre 0s objetos da Figura 35 e, estabelecer estratégias de resolucdo da
situacao problema.

Figura 35 - Construcdo correspondente do software GeoGebra do problema 7 do ENEM

LI [ . [ . o ”
3| A7 A . 8 e 4@ L& N e b —

Fonte: Construgéo da autora.
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Ao movimentar o controle deslizante Raio semiesfera = 3, o futuro professor podera
observar as alteracdes no formato da taca semiesférica, assim como a exibicao de seu volume
na janela de visualizag@o, conforme apresentado na Figura 36.

Entdo, espera-se que os futuros professores percebam que ao manipular o GeoGebra
pode se estabelecer uma relacéo de igualdade entre os volumes das duas tagas, caracterizando-
Se N0 processo necessario para solucionar a questao proposta.

Figura 36 - Construcdo correspondente do software GeoGebra do problema 7 do ENEM

TR BT

Ul 2T\ |[a=2] & —
o/ 4 . - || ¥ —

Raio semi-Esfera = 3 @ Z

. O

Raio Cone de Champanhe = 4.2 w=0
D
®
Altura do cone = 10.3

Raio da taga em cone = 4.2

Vewi—asfirs = 56.55

Fonte: Construgdo da autora.

Dialética da Formulagdo: Nesse momento, espera-se que os futuros docentes
trogquem ideias acerca de como estruturar um modelo matematico que solucione o problema;
para tanto, o pesquisador deve estimular a descricdo e o relato das estratégias adotadas pelos
futuros professores.

Ainda, por meio da exploracdo da construcdo no GeoGebra, eles podem verificar a
variagéo do controle deslizante Raio Cone de Champanhe = 3, o formato de cone se modifica,
igualando a medida do raio dos dois objetos, o que permitird ao futuro professor relacionar
propriedades para comparar os volumes das bebidas necessarios para atender a resolucdo do

problema, como demonstrado na Figura 37.
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Figura 37 - Construcéo correspondente do software GeoGebra do problema 7 do ENEM

Ne'[as2 e, ¢ —

o\ | =

Al X DO £
Raio semi-Esfera = 3 &

Raio Cone de Champanhe =3

Altura do cone = 9.9
Raio da taga em cone = 3.91

Viemi-esfera = 56.55

P (»
L (L (>
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Fonte: Construgdo da autora.

Portanto, espera-se que sejam observadas as informacgOes disponibilizadas na
construcdo do software GeoGebra para ajudar na compreensao e despertar as habilidades de
resolucédo do problema. Assim, de acordo com o enunciado do problema, tem-se a informacao
da expressdo para o calculo do volume de uma esfera. No entanto, para solucionar o problema
proposto, se faz necessario determinar o volume da semiesfera; para isso, basta utilizar a
metade do volume da esfera. Entdo, formaliza-se a seguinte expressdo para o calculo do

volume da semiesfera:
4
ETL'R3 (32)

Vsemiesfera = -

4 1
Vsemiesfera = ETER3 . E

(33)
Vsemiesfera = % R3 (34)

Dessa maneira, sabendo que para resolver o problema é necessario igualar o volume
de champanhe nas duas tacas, se faz necessario determinar a altura da bebida que sera
disponibilizada para a taca em cone. Assim, formaliza-se a seguinte expressdo para
determinar a resolugdo do problema proposto.

Veone = Vsemiesfera (35)

LaRh=% g3 (36)
3 6

Resolvendo a expressao, tem-se:

T
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3 6

3 6
~h=2 (40)
h=2 (41)

3
h=6c¢cm (42)

Logo, a taca em cone deve ser cheia até a altura de 6 cm.
Dialética da Validacao: Na dialética da validacdo, o professor (pesquisador) deve estimular o
futuro professor a utilizar-se da construcdo feita no GeoGebra para validar os dados por ele
instituidos, no momento da formalizagcdo. Entdo, movimentando o controle deslizante “Altura
do cone = 6” ¢é possivel, por meio da visualiza¢do na janela 3D, comprovar que os volumes

das bebidas das duas tacas se igualam, conforme exibido na Figura 38.

Figura 38 - Construgéo correspondente do software GeoGebra do problema 7 do ENEM

U A7 B = 1 S 2 e i) : —
R| o4 ~ 2 Dx 8 e A @ L N e p =

Raio semi-Esfera = 3
io semi-Esfera @ N

Raio Cone de Champanhe = 3 w=3
- - -
Altura do cone =6

Raio da taga em cone = 4.5

Visist-sstora 56.55

Fonte: Construgdo da autora.

Apbs a demonstracdo no GeoGebra, os futuros professores apresentam suas estratégias
de resolucéo no quadro, com o intuito de validar sua resolugdo. Desse modo, o conhecimento
exibido passa a fazer parte do patriménio matematico da classe, mesmo que ainda nao tenha
sido instituido como estatuto de saber social e cultural (ALMOULOUD, 2007).

Dialética da Institucionalizacdo: Nessa situacdo, a professora (pesquisadora) assume
o0 controle da intermediacdo das estrategias usadas pelos futuros professores para resolver o

problema apresentado, promovendo um levantamento de todos dados apresentados pela
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turma. Para finalizar, sintetiza as informages e as estratégias, por meio da formalizacdo dos

seguintes teoremas'®:

produto da altura pela area da base”, tem-se como resultado o seguinte:

1
a-mR?h.
3
H Lo 4‘ n
Teorema 4: “O volume de uma esfera de raio R é igual a §”R3 :

Ademais, ainda foi possivel verificar que:

. . ;- 4
O volume de uma semiesfera de raio R é igual a gnR3.

A partir da descricdo do Teorema 3: “O volume de um cone € igual a um terco do

Corolario. O volume de um cone de altura h, cuja base é um circulo de raio R, € igual

6.2.8 Situacdo Diddtica 8

Problema do ENEM 2013 — Caderno Azul — Questéo 157

Num parque aquatico existe uma piscina infantil na forma de um cilindro circular
reto, 1 m de profundidade e volume igual a 12 m?, cuja base tem Raio R e centro O.
Deseja-se construir uma ilha de lazer seca no interior dessa piscina, também na forma
de um cilindro circular reto, cuja base estara no fundo da piscina e com centro da base
coincidindo com o centro do fundo da piscina, conforme a figura. O raio da ilha de
lazer sera r. Deseja-se que apos a construcdo dessa ilha, o espaco destinado a &gua na
piscina tenha um volume de, no minimo, 4 m®.

lIha de lazer

Considere 3 como valor aproximado para .
Para satisfazer as condi¢Ges dadas, o raio maximo da ilha de lazer r, em metros,
estara mais préximo de

(A)1,6.

(B)1,7.

(©)2,0.

(D)3,0.

(E) 3,8.

10 Os Teoremas 4 e 5 foram retirados de Lima (1991, p. 77-78).
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O objetivo desse problema é resolver problemas que tratam das relacdes funcionais
entre o volume de dois objetos cilindricos, por meio de um comparativo de suas capacidades,
uma vez que ambos ocupam a mesma posicdo, poréem com raios diferentes. Para tanto, sdo
necessarios conhecimentos prévios sobre area de uma circunferéncia, volume do cilindro,
inequacéo e radiciacéo.

Dialética da Acdo: Essa € a etapa inicial, em que os participantes estabelecem o
primeiro contato com o problema, realizam a leitura e procuram extrair todas as informacoes
possiveis para formular uma estratégia de resolucdo. Nesse momento, o pesquisador deve
encorajar os participantes a buscarem todas as possibilidades de resolucéo; assim eles podem
utilizar as solugbes dindmicas proporcionadas pela manipulacdo da construcdo no software
GeoGebra, na tentativa de internalizar ideias matematicas para formular uma solucéo para o
problema.

Inicialmente, espera-se que os futuros professores entendam que o volume da piscina,
apos a construcdo da ilha, esta relacionado ao valor da medida do raio em ambos 0s objetos,
haja vista que o centro da base das duas constru¢des ocupa a mesma posi¢cdo. Desse modo,
almeja-se que os participantes percebam que, para solucionar o problema, precisam
determinar as medidas dos raios, podendo, para isso, fazer uma comparacgdo entre o volume
inicial e final da piscina.

Na imagem da Figura 39, apresenta-se essa relacdo entre o volume original da piscina
com o seu volume apds a construcdo da ilha, a partir da manipulacdo e alteragdes da
construcdo no GeoGebra que possibilita diferenciar as propriedades numéricas e geométrica
gue podem conduzir os licenciandos a investigarem o conceito de volume do cilindro.

Figura 39 - Visualizacdo da situacdo didatica 8 no software GeoGebra

Arquivo Edtar Exibr Opgbes Fermamentas Janela Auda Ermrar.

I].“ A P By @A @ LN nec <

anela de Vicualizaclo » Janeia de Visualizagio 3D

Entrada;

Fonte: Construgdo da autora.
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Ao movimentar a ferramenta “controle deslizante” (Figura 40) que aqui foi nomeada
de “R, g, r, os futuros professores poderdo observar modificagdes no raio da piscina,
profundidade e raio da ilha, respectivamente, buscando perspectivas intuitivas que podem
gerar argumentos de resolugdo do problema.

Figura 40 - Construcdo corresponde a situacao didatica 8 no software GeoGebra

| Arquivo Edilar Exbir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

AR EENCIE R

* Janela de Visualizacéo 2|+ Janela de Visualizagiio 30 x|

HD R=38

Ertrada|

Fonte: Construcdo da autora.

Dialética da Formulacdo: Essa é a etapa, onde se procede a interacdo e a troca de
informacbes entre os futuros professores, com a intencdo de estabelecer estratégias de
resolucdo. Nesse momento, os participantes podem utilizar a construcdo no software
GeoGebra e acionar o botdo “Caixa para exibir/Esconder Objetos” (Figura 41), nomeado de
“D” e visualizar os volumes da piscina e da ilha.

Figura 41 - Visualizacdo de um possivel modelo de resolucdo da situacdo didatica 8 no
GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Feramentas Jangla Ajuda Entrar...

[2] & A b Bl e 4 @) 4 N ed £

» Janela de Visualzacao X[+ Janela de Visualizacao 3D

*Cllu exibir/Esconder
Objetos 7=4
B,

Piscina

Volume da Piscina = 48

Entrada

Fonte: Construcdo da autora.
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Nesse sentido, a0 manipular os “controles deslizantes” paraR=2,g=-1er=1,6, 0S
futuros professores poderdo observar modificagfes no raio e no volume da piscina e da ilha,
exibindo assim o modelo de uma possivel resolugdo para o problema, como se verifica na
imagem da Figura 42.

Figura 42 - Modelagem de resolucdo da situacdo didatica 8 no GeoGebra

JArquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

DEEE SO RANDE

> Janela de Visualizagio X | » Janela de Visualizacio 30

Entrar...

7)o R=2

Entrada: |

Fonte: Construcéo da autora.

Desse modo, pela manipulacdo da construcdo no GeoGebra, € possivel visualizar os
valores numéricos dos raios, informacao ndo apresentada no enunciado da questdo. Com isso,
espera-se que os futuros professores percebam a relacdo dos valores das medidas dos raios
com a diferenga entre o volume inicial e o volume final da piscina. Nesse momento, eles
podem formalizar uma expressdo para determinar o raio da piscina original, por meio da
férmula para o célculo do volume do cilindro, como segue:

Vinicial da piscina = 0. R%. h (43)

12=3.R%.1 (44)
3R2=12 (45)
p2 =12 (46)
e (@7)

e i (48)
R =2 (49)

Assim, de posse das informacg6es acima, é possivel determinar o raio da ilha; para tal,

0 primeiro passo é descobrir o volume da ilha, encontrando a diferenca entre o volume inicial
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e final da piscina, assim: Volume da ilha = 12 — 4 = 8m®. Nesse momento, formaliza-se o

modelo de resolucéo final do problema.

Vilha < 8m3 (50)
m.r>.h<8 (51)
3.r2.1<8 (52)
3r2 <8 (53)
2 <8 (54)
o (55)

r< 3 (56)

r < 1,64 (57)

Assim, o raio maximo da ilha estara proximo de 1,6 metros, finalizando a solucédo
dessa situacdo didatica.

Dialética da Validacdo: Nesse momento, os futuros professores procederdo a
apresentacdo das estratégias de resolucdo por eles formuladas para serem validas ou refutadas
por todos os presentes. Essa comprovacdo poderd ocorrer por meio de demonstragdes no
quadro e/ou pela manipulacdo da construcdo no software GeoGebra, concretizando-se as
validagdes por meio de andlises das respostas, dos raciocinios e dos conceitos matematicos
explorados para obter-se a solucao do problema.

Dialética da Institucionalizacdo: Nesse momento, a pesquisadora reassume o0
controle da situagdo, procedendo a generalizacdo dos resultados obtidos a partir das ac6es dos
participantes, nas etapas anteriores. A pesquisadora poderé formalizar o conhecimento o novo

conhecimento, por meio do seguinte teorema'?:

Teorema 2. O volume de um cilindro é igual ao produto da &rea da base pela

altura.

6.2.9 Situacdo Didatica 9

Problema do ENEM 2010 — Caderno Azul — Questdo 151

11 Esse teorema foi extraido de Lima (1991, p. 74).
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Dona Maria, diarista na casa da familia Teixeira, precisa fazer café para servir
as vinte pessoas que se encontram em uma reunido na sala. Para fazer o cafe,
Dona Maria dispde de uma leiteira cilindrica e copinhos plasticos, também
cilindricos.

8 cm
b e c———

¥ 4cm
\

20cm 814”“

Com o objetivo de ndo desperdicar café, a diarista deseja colocar a quantidade

minima de &gua na leiteira para encher os vinte copinhos pela metade. Para que

iSso ocorra, dona Maria devera

(A)encher a leiteira até a metade, pois ela tem um volume 20 vezes maior que
0 volume do copo.

(B) encher a leiteira toda de agua, pois ela tem um volume 20 vezes maior que
0 volume do copo.

(C) encher a leiteira de toda de agua, pois ela tem um volume 10 vezes maior
que o volume do copo.

(D) encher duas leiteiras de agua, pois ela tem um volume 10 vezes maior que 0
volume do copo.

(E) encher cinco leiteiras de agua, pois ela tem um volume 10 vezes maior que
0 volume do copo.

Essa questdo tem por objetivo resolver problema relacionado a capacidade de
armazenamento de objetos cilindricos e verificar a proporcdo dessa capacidade entre os dois
solidos. Para tal, sdo necessarios 0s conhecimentos prévios sobre area de uma circunferéncia,
unidades de capacidade e expressdes algébricas para determinar o volume dos recipientes.

Dialética da Acdo: Nesse momento, os futuros professores se deparam com o
enunciado do problema, ao mesmo tempo que visualizam a representacdo da situacdo no
software GeoGebra (Figura 43). Na situacdo de acdo, devem-se perceber as propriedades
geométricas envolvidas da resolucdo da questdo. Assim, incentiva-se os professores em
formagdo a movimentar o objeto no software, com o intuito de identificar os elementos
matematicos que nortearam a resolucdo da questéo.

Portanto, espera-se que o professor em formacéo inicial perceba que a capacidade de
um recipiente é o espaco nele disponivel para conter coisas, determinando assim seu volume
interno. Nessa perspectiva, procura-se identificar o raciocinio intuitivo do aprendiz, visto que
a questdo relaciona elementos comuns entre a leiteira e o copo. Entdo, ao movimentar os
“controles deslizantes” “Leiteira” se modifica o raio, “Leiteira H” se altera a altura,

“Copinho” move-se o raio do copo e “Copinho H” para manipular a altura do recipiente,



114

podendo assim buscar tais perspectivas intuitivas necessarias para solucionar o problema.
Veja, na Figura 43, essa construcao.

Figura 43 - Construcao correspondente do software GeoGebra do problema 9 do
ENEM

Fonte: Construgdo da autora.

Dialética da Formulacdo: Nessa etapa se procede a interacdo e troca de argumentos
entre os futuros professores, na tentativa de estabelecer as melhores estratégias de resolucao.
Ao movimentar os “controles deslizantes”, nomeados de Leiteira = 8, Leiteira H = 20,
Copinho = 4 e Copinho H = 4, visualizam-se as medidas exibidas na figura do enunciado do
problema, mas que ndo se configuram como a resolucdo adequada, ja que elas trazem as
medidas relativas ao diametro dos objetos e ndo do raio, sendo necessario, para 0 primeiro
momento, estabelecer as medidas dos raios, que se caracterizam pela metade do didmetro.

Nesse sentindo, espera-se que os futuros professores, percebam que ao manipular, no
GeoGebra, os controles deslizantes Leiteira = 4 e Leiteira H = 20, exibe-se a medida do
volume da Leiteira utilizada para se fazer o café, como esta representada na Figura 44.

Figura 44 - Construgdo correspondente do software GeoGebra do problema 9 do
ENEM

Fonte: Construcdo da autora.
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Eles também podem manipular os controles deslizantes Copinho = 4 e Copinho H = 2
para descobrir 0 volume do copo (Figura 45) e, com isso, estabelecer um padrdo matematico,
por meio do qual seja possivel calcular o quanto a capacidade da leiteira € maior que a do
Ccopo.

Figura 45 - Construcdo correspondente do software GeoGebra do problema 9 do
ENEM

Fonte: Construgdo da autora.

A partir de seus conhecimentos previos sobre area de um circulo, volume de um
cilindro e compreensdo do conceito, os professores perceberdo que seré necessario determinar
o volume da leiteira, que sera validado pela expressao:

Volume da Leiteira (VL)

Vio=m7r%h (58)
_ 2
VL =1.4° 20 (59)
V., = 3207 cm?®
(60)

Para determinar a resposta que satisfaca 0 enunciado da questdo, também se faz
necessario proceder a um célculo similar para obter-se o volume dos copinhos, como se Vé a
sequir:

Volume do Copinho Cheio (Vc)

Ve=m.r2h (61)
Ve=m. 22 4 (62)
Ve = 16w cm? (63)

De acordo com o enunciado do problema, o objetivo € determinar uma quantidade de
agua suficiente para encher 20 copinhos pela metade; assim se estabelece o seguinte calculo:
Volume da Metade dos 20 copinhos (V)
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Ve =20.m.1%. R (64)
Vo = 20.7. 22. 2 (65)
Ve = 160 cm?® (66)

Portanto, os futuros professores perceberdo que o volume da metade dos 20 copinhos
corresponde exatamente a metade da capacidade de armazenamento da leiteira. Ademais,
pelos célculos apresentados, percebe-se que o volume da leiteira € 20 vezes maior que 0
volume do copo, formalizando-se assim o resultado adequado para solucionar a situacéo
problema.

Logo, para ndo haver desperdicio de café, a leiteira deve conter dgua até a metade,
pois seu volume é 20 vezes maior que o volume do copo, o que corresponde a opcao de letra
“A”.

Dialética da Validacdo: Nessa etapa, de acordo com os conhecimentos que foram
construidos nas etapas anteriores, da-se 0 momento de provar e demonstrar as estratégias
utilizadas para construcdo da reposta. Essa comprovacdo poderd ocorrer por escrito ou
oralmente, em que os professores em formagao mostrardo os métodos adotados para chegar-se
a resposta.

O professor (pesquisador) deve incentivar o docente em formagéo sobre a necessidade
de demonstrar as conjecturas elaboradas, por meio da exploracéo e interagéo da construgéo no
GeoGebra, como se observou nas Figuras 44 e 45. Assim, concretiza-se a validacdo, por meio
de analises das respostas, dos raciocinios e dos conceitos matematicos explorados para
chegar-se a solucdo do problema.

Dialética da Institucionalizacdo: Nesse momento, a professora (pesquisadora)
reassume a responsabilidade da situacao e procederd a generalizacdo dos resultados, a partir
das acOes, formulagdes e validagbes observadas no momento da resolucdo. A pesquisadora
institucionalizara a nocdo de volume de um cilindro circular reto, por meio de demonstracdes

no GeoGebra, do seguinte teorema®2.

Teorema 2. O volume de um cilindro é igual ao produto da area da
base pela altura.
V= Ab .h

12 Esse teorema foi retirado de Lima (1991, p. 74).
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6.2.10 Situacdo Didadtica 10

Problema do ENEM 2019 — Caderno Azul — Questdo 175

Uma construtora pretende conectar um reservatério central (R¢) em formato de um
cilindro, com raio interno igual a 2 m e altura interna igual a 3,30 m, a quatro
reservatorios cilindricos auxiliares (R1, R2, Rs, R4), 0s quais possuem raios internos e
alturas internas medindo 1,5 m.

As ligacbes entre o reservatério central e os auxiliares sdo feitas por canos
cilindricos com 0,10 m de didmetro interno e 20 m de comprimento, conectados
proximos as bases de cada reservatério. Na conexdo de cada um desses canos com o
reservatério central ha registros que liberam ou interrompem o fluxo de agua. No
momento em que o reservatdrio central esta cheio e os auxiliares estdo vazios,
abrem-se 0s quatro registros e, apds algum tempo, as alturas das colunas de agua nos
reservatorios se igualam, assim que cessa o fluxo de agua entre eles, pelo principio
dos vasos comunicantes.

A medida, em metros, das alturas das colunas de &gua nos reservatorios auxiliares,
apos cessar o fluxo de 4gua entre ele, é

(A) 1,44,
(B) 1,16.
(C) 1,10.
(D) 1,00.
(E) 0,95.

Essa situacdo tem como objetivo conduzir o professor em formacdo a existéncia de um
padrdo matematico para estabelecer a altura do fluxo de 4gua dos reservatorios pequenos, pelo
principio dos vasos comunicantes, como ja informado no problema. Assim, eles precisardo
fazer uma relacdo ou criar um padrdo, a partir das informacgdes do enunciado e da Figura
apresentada na questdo. Para esse problema, sdo necessarios 0s seguintes conhecimentos
prévios: area de uma circunferéncia, nocGes de vasos comunicantes, unidades de capacidade e

expressoes algébricas.
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Dialética da Acdo: Nessa fase, os professores em formacéo irdo se debrucar sobre o
problema, lendo atentamente para interpreta-lo, selecionando as informacdes mais relevantes
para, posteriormente, formular as estratégias de resolucao.

Nessa etapa, a pesquisadora deve instigar os professores em formacdo a utilizarem a
construcdo disponibilizada no software GeoGebra para ampliarem suas estratégias de
resolucdo. Veja na Figura 46, essa construcao.

Figura 46 - Construcdo correspondente do software GeoGebra do problema 10 do
ENEM

Fonte: Construcéao da autora.

Ao movimentar a ferramenta “controle deslizante”, nomeada de Rc =2, Hc =3.3, rp =
1.5 e hp = 1.5, os futuros professores poderdo observar modificacfes no raio e altura do
cilindro central e dos pequenos, exibindo-se os valores de seus respectivos volumes, como se
verifica na Figura 47.

De acordo com o enunciado da questdo, o reservatdrio central cedera agua aos
reservatorios menores pelo principio dos vasos comunicantes. Assim, almeja-se que 0S
futuros professores percebam, a partir da manipulacdo do GeoGebra, que 0s Vvasos
comunicantes séo ligados pela mesma base e que o liquido disposto em seu interior, quando
em equilibrio tem a mesma altura, em todos os ramos. Portanto, o intuito € descobrir a altura
da agua dos reservatorios pequenos, como se apresenta na Figura 48, ao modificar-se 0
controle deslizante para hp = 1, exibindo-se um possivel padrdo matematico para solucionar a
proposta do ENEM.
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Figura 47 - Construcdo correspondente do software GeoGebra do problema 10 do
ENEM

[R] A~ L0 OO LN =224 5oQ =
ge=2 =15 @ f DCun i B
—_———
He=33 g hp=15
- =

Fonte: Construcdo da autora.

Figura 48 - Construcdo correspondente do software GeoGebra do problema 10 do
ENEM

Volume g, = 0,00785m*

Fonte: Construgdo da autora.

Entdo, espera-se que os professores em formacao possam perceber que, a partir da

manipulacdo do GeoGebra, esse padrdo de equilibrio da quantidade de &gua para todos os
reservatorios se constitui em uma possivel formulagdo para encontrar a solucdo final da
situacao proposta.

Situacdo de Formulagdo: E 0 momento em que se da a troca de informacdes entre
participantes, com a intencdo de estabelecer as melhores estratégias de resolucdo. Assim,
anseia-se que eles discutam as ideias iniciais de como montar um modelo matematico que

possa promover uma resolucdo de forma agil para o problema.
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O pesquisador instigara os futuros professores a manipulacdo no software GeoGebra
para explorar o controle deslizante “Hc e hp” e, com isso, observar o padrdo de equilibrio
entre 0s recipientes, o que podera facilitar e despertar suas habilidades de resolucdo de
problemas, na tentativa de encontrar uma resposta que satisfaca o enunciado da quest&o.

Ademais, espera-se que os professores em formagdo possam perceber que, pelo
principio dos vasos comunicantes, as colunas de agua presente nos canos de ligacdo entre 0s
recipientes também sdo relevantes para a formulacdo de uma resposta adequada. A principio,
espera-se que, ao observarem as informacdes dadas no enunciado do problema, eles possam

determinar o volume do reservatério central (Rc), pela seguinte expressao:

Re=Ap.h (67)
Rc=m.r%h (68)
R.=m.22.3,3 (69)
Rc = 13,20 m? (70)

Dessa maneira, sabendo que o reservatorio central ira ceder agua para os outros quatro
reservatorios menores, espera-se que os professores em formacgédo percebam que a altura (h)
das colunas de agua do reservatorio central (Rc) deve ser igual a soma dos volumes de agua
dos reservatdrios menores (Rp), dos canos (V) e do reservatorio central (Rc). Nesse sentindo,

almeja-se que eles apresentem uma solu¢do como a que segue:

Rc+4.Rp+ 4.V =R (71)

Resolvendo a expressdo, encontra-se a seguinte resolugéo:
m.r2h+4. (m.r>.h)+4. (m.r2h)=n.r%h (72)
#.22.h +4.9.(1,5)% h+4.7.(0,05)% h = 13,27 (73)
4h + 4.(2,25).h + 4.(0,0025) . 20 = 13,2 (74)
4h +9h+0,2=132 (75)
13h=13,2-0,2 (76)
13h =13 (77)
h=213 (78)

13

h=1m (79)

Conclui-se, portanto, que a medida das alturas das colunas de agua nos reservatorios
auxiliares, ap0s cessar o fluxo de agua entre eles, deve ser de 1,00 metro.

Dialética da Validagdo: Na dialética da validacao, os professores em formacao devem
expor as estratégias adotadas para solucionar o problema, ou seja, expordo os modelos por

eles criados para a validagcdo. Promove-se o debate entre os futuros professores, na tentativa
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de estabelecer provas ou refuta-las. Para tanto, eles podem confrontar os dados obtidos, nas
fases anteriores com a manipulacdo do software GeoGebra, como, por exemplo, para Hc=1¢
hp = 1. E possivel comprovar que a soma das medidas dos volumes dos quatro reservatorios
auxiliares com o volume do reservatério grande corresponde exatamente ao volume do
reservatdrio central. Veja, na Figura 49, essa representacéo.

Figura 49 - Construcdo correspondente do software GeoGebra do problema 10 do ENEM

R|lA D> OB hd @ L N ac ‘ Q=
Re=2 1 5 . .
c=2 =15 Y a « P
A'.AA“‘_‘ 4 | - .. - - = l
He=1 hp=1
O ,,,,,,,,,,,,, B

Volume g = 0,00785m*

Fonte: Construgdo da autora.

Apdbs a demonstracdo geometrica no GeoGebra, os professores em formacéo poderdo
apresentar o0 modelo matematico por eles criados e validar suas estratégias de resolugdo com
todos os participantes. Dessa forma, de acordo com Almouloud (2007), apds o conhecimento
ser construido e validado, passa a fazer parte do patriménio da classe, mesmo nao tendo ainda
o status de saber social.

Dialética da Institucionalizacdo: Nessa fase, a professora (pesquisadora) retoma o
controle da sessdo e faz uma analise de todas as estratégias e solucBes apresentadas pelos
participantes. Por fim, organizara e procederd a institucionalizacdo das producdes exibidas por

meio do seguinte teorema®3:

Teorema 2. O volume de um cilindro é igual ao produto da area da base pela

altura.

V:Ab.h

13 Esse teorema foi retirado de Lima (1991, p. 74).
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6.2.11 Situacdo Diddtica 11

Problema do ENEM 2009 — Caderno Azul — Questao 173

Uma fabrica produz velas de parafina em forma de piramide quadrangular
regular com 19 cm de altura e 6 cm de aresta da base. Essas velas sdo
formadas por 4 blocos de mesma altura — 3 troncos de pirdmide de bases
paralelas e 1 piramide na parte superior —, espagados de 1 cm entre eles,
sendo que a base superior de cada bloco € igual a base inferior do bloco
sobreposto, com uma haste de ferro passando pelo centro de cada bloco,
unindo-os, conforme a figura.

bd(\
6 cm

Se o dono da fabrica resolver diversificar o modelo, retirando a piramide da
parte superior, que tem 1,5 cm de aresta da base, mas mantendo 0 mesmo
molde, quanto ele passara a gastar com parafina para fabricar uma vela?

(A) 156 cm?.
(B) 189 cm?.
(C) 192 cm?.
(D) 216 cm?.
(E) 540 cm?.

Essa questdo tem o objetivo de resolver problemas referentes ao volume de piramides,
relacionando-os a blocos sélidos e seus elementos, além de nogGes basicas de sobreposicao.
Para tanto, sdo necessarios 0s conhecimentos prévios de area de figuras planas, elementos de
blocos sélidos, tronco de piramide e volume da pirdmide.

Dialética da Acdo: Nessa etapa, 0s participantes tém o primeiro contato com a
situacdo proposta, realizam a leitura do problema, extraem todas as informacdes implicitas no
enunciado da questdo e procedem as primeiras acOes para estabelecer suas estratégias de
resolucéo.

A partir dessa primeira andlise, eles poderdo perceber que existe uma relagdo entre o
volume da piramide original e o volume do tronco, apds a retirada dos espacos na altura. E

possivel verificar essa relacdo por meio da manipulacdo e visualizacdo da construcdo no
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software GeoGebra (Figura 50), permitindo assim um comparativo entre o0 volume dos dois

modelos.
Figura 50 - Construcdo correspondente a situacao didatica 11 no GeoGebra

| Arquive Editar Exibir Opcbes Feramentas Janela Ajuda
[ =

E ANl dle] < N[x] <] :
=

* Janels de Visualizacio | » Janela de Visuslizagio 3D

[ vsinel

Entrada’

Fonte: Construcédo da autora.
Ao movimentar os “controles deslizantes”, os futuros professores poderdo observar

modifica¢Bes na altura, além de visualizarem o volume da piramide fixada no topo e o volume

da piramide completa, conforme se verifica na Figura 51.
Figura 51 - Construcdo da situacdo didatica 11 no software GeoGebra

Arquivo Editar Exbir Opcbes Feramen fas Janel Auda

I s R R R N A :
x

X |+ Janela de Visualizagdo 3D
Aiura = (0.0, 2142)
rolume de 0 = 358
Aresta =153
'
'
' \
'

» Janela de Visualzagio

"
[ vina i

Vohme de 0, = 268 22

Entradte:|

Fonte: Construcédo da autora.
Continuando a exploragdo da constru¢do no GeoGebra, os participantes ainda podem

ter acesso a um ponto que lhes permitem movimentar as arestas da base da piramide,

conforme se verifica na Figura 52.
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Figura 52 - Explorando a construcdo da situacdo da situacdo didatica 11 no GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opgbes Fermamentas Janela Ajuda

Entrar
A =l Al ell<]]s <

» Janela de VisuaizacAo % | Janela de Visualizacao 3D

[ vina

Controle de medificacdo das arestas

Entrada:

Fonte: Construgdo da autora.

Dialética da Formulacdo: Nessa etapa, ocorre a troca de ideias entre os participantes
com a intencdo de estabelecer as melhores estratégias para solucionar a questdo proposta.
Assim, deseja-se que os futuros professores possam discutir ideias e trocar informag6es que
Ihes permitem estruturar um modelo matemaético de solugéo.

Nesse momento, a comunicacdo € essencial e a troca de informacdes permite aos
futuros docentes perceberem que, ao manipularem as medidas da altura e das arestas da base,
eles podem visualizar modificagfes na estrutura do objeto que possibilitem a identificacdo de
relacdes entre essas grandezas, conduzindo os futuros professores a investigarem o conceito
de volume de uma piramide de base quadrada.

Assim, os futuros docentes poderdo constatar que, para solucionar a questdo, eles
podem manipular, no GeoGebra, a altura e a aresta da base, criando uma estrutura que resulta
na solucdo do problema. Veja na imagem da Figura 53.

Figura 53 - Construcéo corresponde ao modelo de resolucéo da situagdo 11

Arquvo Edfar Exbe Opgdes Ferramentas Janela A

|3 S R [ P R

» Stk de Visuelaacao %[> Janela de Visusiizacio 30

Entrar

Arest da Sase = 6 cm
L]

Errada

Fonte: Construgdo da autora.
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Nesse momento, espera-se que os futuros docentes mobilizem seus conhecimentos
epistémicos e pragmaticos para estruturar um modelo algébrico de resolucdo. Assim, de
acordo com as informagdes obtidas por meio do enunciado do problema e da manipulacéo no
GeoGebra, almeja-se que eles possam calcular o volume da pirdmide menor fixada no topo,

equacionando a seguinte expressao:

Viimenon = 5 - Ab. h (80)
Vimenon = 5 - (1,5)2. 4 (81)
Vimenon = 5 - 2,25.4 (82)
Vp(menor) = 3 cm? (83)

Em seguida, eles devem calcular o volume da piramide maior, usando a mesma

estratégia anterior, como segue:

Vp(Maior) ==.Ab.h (84)

1
3

Vp(Maior) = % . 62. 16 (85)
1

S -36.16 (86)

Vp(maion) =
VpMaion = 192 cm3 (87)

Assim, de acordo com o enunciado da questdo, para descobrir a quantidade de parafina
necessaria para a fabricacdo do novo modelo de vela, basta fazer a diferenga entre o volume
da piramide maior e o volume da piramide menor, como segue:

Vinal = Vmaior — Vmenor
Vfinat = 192 — 3 =189 cm?3 (88)

Portanto, a quantidade de parafina necessaria para a fabricacdo do novo modelo de
vela é 189 cm3.

Dialética da Validacdo: Nessa fase, os futuros docentes apresentam suas estratégias
de resolucdo, expondo um modelo matematico de resolucdo para analise e validacdo de todos
o0s participantes. Podendo, para tanto, serem indagados por parte dos presentes que podem ter
duvidas ou até mesmo discordar das propostas de resolugdo apresentadas.

Nesse momento, o pesquisador deve incentivar os futuros docentes a confrontarem a

resolucdo encontrada com o recurso tecnoldgico oferecido pela manipulacdo no software
GeoGebra (Figura 54), oferecendo aos participantes a comprovacdo visual da solugéo

formulada pelos participantes.
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Figura 54 - Construcao da estratégia de resolucao da situacéo didatica 11 no GeoGebra

souive Editar Exibir Opgdes Femamentas Janek Ajuda Entrar..

El A B« 4]0 4 N]wd <

b Janela de Visualzacio %[+ Janela de Visualizagao 3D

W fnal

Entrada:

Fonte: Construgéo da autora.

Dialética da Institucionalizacéo: Essa € fase final. Aqui o pesquisador retoma as
acbes da situacdo, intermediando as estratégias apresentadas pelos futuros professores,
promovendo uma analise de todos os dados apresentados pela turma. Para finalizar,
sintetizam-se as informacdes e as resolucdes, por meio da formalizacdo dos seguintes

teoremas™*:

Teorema 6. O volume de qualquer piramide € igual a um terco do produto da area da

base pela altura.

Para finalizar, deve-se esclarecer as possiveis duvidas sobre o assunto matematico da
questdo e fazer reflexdes sobre as estratégias de resolugdo adotadas, além de discutir o uso do
software GeoGebra, suas vantagens e desafios. Convém ressaltar, que as resolucdes algébricas
apresentadas neste capitulo, tratam-se de projecdes de possiveis solucdo e que o0s participantes

podem apresentar respostas diferentes daquelas previstas nas analises a priori.

14 O Teorema 6 foi retirado de Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (1998).
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7 EXPERIMENTACAO

Esta é a fase classica, € o momento onde se pbde em préatica todo o dispositivo
construido, corrigindo sempre que as analises locais do experimento se mostrarem
necessarias, implicando assim um retorno a analise a priori. (ALMOULOUD, 2007).

Apresenta-se, portanto, todos os procedimentos utilizados para a pratica da pesquisa:
como se deu a aplicacdo, a caracterizacdo do curso de licenciatura, o uso do GeoGebra, a
selecdo dos sujeitos envolvidos na investigacdo e como os dados foram coletados nas
formac@es online, assim realizadas devido a suspensdo das aulas presenciais, ocasionada por
conta da pandemia da Covid-19.

Esta pesquisa refere-se ao ensino de “Volume”, na qual se utilizou questdes oriundas
das provas do ENEM para estruturar situacfes didaticas que foram aplicadas com professores
em formacéo inicial. As formagdes aconteceram por meio de encontros virtuais, utilizando-se
a ferramenta Google Meet e, da plataforma Moodle do Nucleo de Educacdo a Distancia
(NEaD) da UVA que foi utilizada para o desenvolvimento de atividades teoricas e foruns,
com o intuito de promover debates sobre o referencial tedrico utilizado para embasar essa
investigacao.

Durante 0s encontros virtuais, foram aplicadas situacdes didaticas abordando
problemas do ENEM referentes ao conteddo de Volume, fundamentadas nas dialéticas da
TSD, com o proposito de organizar as sessoes didaticas e a EDF, possibilitando analisar as
atividades dos futuros professores, diante das situacGes didaticas do ENEM. Convém ressaltar
que devido a condigdo imposta pela pandemia, as fases da TSD tiveram que ser adaptadas
para 0 ensino virtual, na tentativa de garantir que suas etapas ocorressem sem prejuizos ao
resultado da pesquisa.

Para selecionar os problemas do ENEM, limitou-se a questdes que abordassem o
objeto matematico escolhido de “Volume”. Assim, buscou-se investigar a formagao docente
para 0 ensino de volume de sélidos geométricos, com o intuito de contextualizar e
ressignificar estes calculos. Para tal, criaram-se situacdes didaticas retiradas de questdes
presentes nas provas do ENEM, pois as referidas provas apresentam grande variedade de
problemas relacionados a este contetudo, além de procurar selecionar aquelas questdes que
apresentassem potencial para serem desenvolvidas com ou pelo software GeoGebra.

Foram propostas onze situagOes que foram aplicadas em quatro encontros virtuais.
Para tais aplicacOes, acreditou-se que os participantes (Onze alunos do curso de licenciatura

em Matematica), disponham de conhecimentos prévios em conceitos de areas de figuras



128

planas e volume de sélidos, com énfase no principio de Cavalieri, por tratar-se de principios
norteadores dos livros didaticos e da Lei de Diretrizes e Bases (LDB) para o ensino de
Geometria Espacial, nas escolas brasileiras.

A pesquisa ocorreu durante cinco encontros virtuais, conforme se apresenta no
Apéndice A, com o0 objetivo de analisar as agfes desenvolvidas pelos professores em
formacéo inicial, ao resolverem problemas sobre volume de s6lidos geométricos com o apoio
do software GeoGebra, como também verificar suas habilidades praticas e as estratégias de
resolucdo de problemas, manifestadas com o intuito de favorecer a identificagdo e o
desenvolvimento de competéncias profissionais de certos saberes geométricos que favorecam
0 processo de ensino de Geometria Espacial e o conceito especifico de Volume, além das
concepcdes e conhecimentos matematicos usados nas tomadas de decisdes das resolu¢bes dos
problemas, na leitura e interpretacdo dos textos matematicos presentes no enunciado da
questdo e dos teoremas que poderiam ser usados nas demonstragdes.

Assim, para garantir o bom andamento da investigacdo, os 11 licenciandos foram
orientados a dividirem-se em grupos que foram assim distribuidos: trés grupos (dois grupos
com 4 membros e um grupo com 3 membros). Os grupos criaram subgrupos em aplicativos de
mensagens, de modo a garantir a troca de informacGes e estratégias de resolugdo, durante o
processo de formulagdo. No momento da validagdo, um ou mais representantes do grupo
apresentavam suas estratégias de resolucdo para a turma, por meio da plataforma online
adotada na pesquisa, culminando com a institucionalizacdo da pesquisadora pela mesma
plataforma.

Para os encontros, foram necessarios 0s seguintes materiais: lapis, papel, computador,
celular, internet e o software GeoGebra, nas versdes 5.0 ou 6.0. O software GeoGebra foi
utilizado em todos os encontros da formacdo, com a intencdo de promover uma melhor
visualizacdo das situacGes didaticas e propiciar um recurso que ajudasse a estabelecer
melhores estratégias de resolucdo relacionadas aos célculos de Volume. Antes de realizar o
primeiro encontro, foi criado um grupo, no aplicativo de mensagens aqui ja citado, para coleta
de informacGes acerca de suas vivéncias praticas e tedricas de ensino e seus conhecimentos
referentes ao software GeoGebra.

Também se utilizou 0 Ambiente Virtual de Ensino a Distancia da UVA, com o intuito
de desenvolver estudos sobre a parte tedrica da pesquisa, como a TSD, Contrato Didatico e
tutoriais sobre o uso do software GeoGebra. Nesse ambiente, foram disponibilizados textos,
videos e foruns sobre os referidos temas, a fim de propiciar uma plataforma que permitisse

explorar aspectos relevantes da formacao.
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No primeiro encontro, foi realizado uma formac&o sobre o uso das ferramentas béasicas
do software GeoGebra e suas figuras e formas, com a finalidade de mostrar como o software
seria usado durante as aplicacOes das situacOes didaticas e, também, como as formas
geométricas sdo construidas e visualizadas em terceira dimensdo. Nos quatro encontros
seguintes (Situag0es: 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 e 11), a pesquisadora apresentou a construgcdo pronta
no GeoGebra, para que os futuros professores apenas manuseassem a constru¢cdo no
computador ou celular, realizando alteracGes e visualizando, de forma dindmica, a questdo
proposta. O tempo médio de duragdo de cada sessdo didatica foi de 2:00h. A organizacao e
descricédo dos encontros estdo no Quadro 3.

Quadro 3 - Descricdo dos Encontros da Formacao
Encontros da Descricao do Contetido abordado na Questao do Ano de Aplicacdo da
Formacéo ENEM Questdo no ENEM

| Formacdo do uso das ferramentas basicas do GeoGebra e
construcdes de figuras e formas na janela 2D e 3D.

O problema 1 requer o conhecimento de escala, de
elementos de s6lidos geométricos, area de figuras planas e

nog&o intuitiva de volumes de bloco retangular. 2014

O problema 2 exige o conhecimento das propriedades do 2012
cubo, porcentagem e nocGes de areas e volumes.

Problema 3 necessita de conhecimento da operacdo de
multiplicacdo, nog¢do intuitiva do volume de bloco

. 2017
retangular e de capacidade.

No problema 4, sdo necessarios conhecimentos de unidade

de medidas, area do trapézio e nocdo intuitiva de volumes. 2014

Para o problema 5, sdo precisos conhecimentos de area de
uma circunferéncia, nocdes de elementos do cilindro e da

esfera. 2014

No problema 6, sdo exigidos conhecimentos prévios de
calculo de volumes de solidos, comparagdo de grandezas

. S 2011
de mesma natureza e nimeros racionais.

O problema 7 exige a mobilizacdo de conhecimentos de
area da circunferéncia, expressfes algébricas e volume de

solidos. 2010

No problema 8, exige-se conhecimento de area de uma

circunferéncia e volume de um cilindro circular reto. 2013

No problema 9, sdo necessérias nocBes capacidade de
armazenamento e proporcdo de objetos cilindricos e
conhecimentos prévios de unidade de capacidade,
expressdes algébricas, area de uma circunferéncia e
volume de s6lidos.

2010
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O problema 10 requer noc¢Bes de vasos comunicantes,
conhecimentos prévios de area da circunferéncia, volume

v de um cilindro, unidades de capacidade e expressdes 2019
algébricas.
No problema 11, necessitam-se conhecimentos prévios de 2009

area de figuras planas e volume da pirdmide, nocdo de
comparacdo entre volumes de dois modelos e de
capacidade de armazenamento.

Fonte: Elaboracdo da autora.

A ordem de aplicacdo das Situacbes Didaticas se deu mediante as possiveis
dificuldades interpretativas da resolugcdo dos problemas, assim definidas em razdo das
experiéncias de minhas praticas docentes, que poderiam se constituir em uma dificuldade na
utilizacdo do software GeoGebra, pelo pouco conhecimento do software apresentado pelos
professores em formacgdo. Com relagdo aos conhecimentos prévios dos conteudos trabalhados,
ndo se viu necessidade de elenca-los como critério de selecdo da ordem de aplicagéo, uma vez
que tais conceitos foram contemplados na formacdo bésica e reforcados na disciplina de
Geometria Espacial e Geometria Euclidiana, de acordo com a Matriz Curricular (Anexo A) do
Curso de Licenciatura em Matematica da UVA, Sobral. Assim, ndo houve necessidade de
explicagOes prévias, pois almejava-se que o0s participantes mobilizassem o0s conhecimentos
sobre Geometria Espacial e nocbes de Volumes, adquiridos ao longo da formacéo
profissional.

A coleta de dados ocorreu por meio de instrumentais como: registros fotograficos,
gravacOes de audios e audiovisuais, producdes escritas, observacdes e questionarios de
pesquisa. E conveniente lembrar que, devido a natureza de aplicacio da pesquisa, 0s
participantes fizeram fotos e videos das resolucGes e manipulacdo no GeoGebra e também
screenshot das conversas nos grupos de WhatsApp para serem enviados a pesquisadora.
Ressalta-se também, que o0s encontros no Google Meet foram todos gravados, com o
consentimento de todos os participantes.

Esta pesquisa tem aprovacio do Comité de Etica tanto da instituicdo proponente,

quanto da instituicdo coparticipante, como se pode verificar no Anexo B.
7.1 O lécus e os sujeitos da Pesquisa
A aplicacdo e a coleta de dados ocorreram, nos meses de maio e junho de 2020, de

maneira remota, por meio da plataforma online disponibilizada pelo Google, com alunos do

curso de Licenciatura em Matematica da UVA, na cidade de Sobral, Brasil.
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A pesquisa foi associada a um grupo de alunos em formacdo inicial, pois assim este
estudo pode contribuir na formacao profissional a respeito do ensino de VVolume, a0 mesmo
tempo que se formaliza o uso do software GeoGebra para resolucao de problemas.

Os sujeitos da pesquisa foram selecionados de acordo com 0s seguintes critérios:
serem alunos do curso de Licenciatura em Matematica, terem cursado a disciplina de Didatica
da Matematica e serem integrantes do “Grupo de Estudos de Didatica da Matematica”, por
tratar-se de um tema que coincide com estudos desenvolvidos pelos integrantes do referido
grupo, além de trazer uma abordagem pertinente para a formacdo dos futuros professores.
Assim, os licenciandos poderiam articular os conhecimentos cientificos do ensino e da
pesquisa em prol de uma melhor formacdo académica e profissional. Vale ressaltar que, por
tratar-se de uma pesquisa voluntaria, dos onze integrantes do grupo, dez participaram da
pesquisa e um ndo conseguiu conciliar disponibilidade para os encontros da formacao, sendo
que iniciou a participagdo, porém ndo concluiu todo o processo.

Os dez participantes da pesquisa assinaram o Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido (TCLE) que trata de esclarecer a natureza da investigacdo, 0s objetivos, 0s
métodos, os beneficios e a garantia de anonimato. Esse termo também esclarece que as
informacfes oriundas da andlise de dados podem ser usadas pelos pesquisadores em
publicagdes e/ou eventos cientificos, conforme apresentado no Anexo C. Com o intuito de
preservar 0 anonimato dos participantes, eles foram nomeados de P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7,
P8, P9 e P10. Para responder os problemas, eles tiveram acesso aos seguintes materiais: lapis,
papel, arquivo ggb das construcdes no GeoGebra, arquivos em pdf das questdes, codigos QR-
CODE das construgdes no GeoGebra e também das questdes do ENEM, computador e/ou
celular. A seguir, no Quadro 4, apresentam-se algumas das caracteristicas dos participantes, o
semestre em que estdo matriculados e seus conhecimentos sobre 0 GeoGebra.

Quadro 4 - Caracteristicas dos Participantes da Pesquisa

Académicos Género Sexual Semestre do Curso Conhece 0 GeoGebra
P1 M 9° Sim
P2 M 5° Sim
P3 M 9° Sim
P4 F 8° Sim
P5 M 5° Sim
P6 F 6° Sim
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p7 F 5° Sim
P8 F 5° Sim
P10 F 4° Sim
P11 M 6° Sim

Fonte: Elaboracéo da autora.

Pelo exposto no Quadro 4, pode-se perceber um equilibrio na presenca de homens e
mulheres na area das exatas, caracterizando um crescimento do género feminino em cursos
antes vistos como predominantemente masculino.

Ressalta-se que os professores em formacdo trabalharam em grupos que foram
nomeados de Grupo 1, Grupo 2 e Grupo 3. E importante lembrar que o Grupo 3 contou
somente com dois participantes, pois um de seus membros acabou desistindo durante a
formacéo. Veja, no Quadro 5, o agrupamento dos participantes.

Quadro 5 - Distribuicdo dos participantes em grupos

Namero de grupo Participantes
1 P1, P2, P3, P4.
2 P5, P6, P7, P8.
3 P10, P11.

Fonte: Elaboracdo da autora.

Como ja informado anteriormente, procurou-se selecionar licenciandos que ja
tivessem cursado a disciplina de Didatica da Matematica, por isso todos os participantes
encontram-se matriculados do 4° periodo em diante. Outro ponto importante foi a questdo dos
participantes fazerem parte do grupo de estudo, permitindo, assim, que todos os sujeitos
envolvidos vivenciassem e fundamentassem os aprendizados obtidos em sala de aula, na
pratica. Finalmente, averiguou-se que todos os participantes ja conheciam o software
GeoGebra, mas somente suas funcgdes basicas e sem utiliza-lo para resolucdo de problemas.
Assim, buscou-se promover o interesse dos futuros professores em utilizar essa ferramenta
tecnoldgica em prol dessas resolugdes, bem como apresentar um recurso didatico que pode ser
incorporado as praticas docentes dos futuros professores.

Ressalta-se que os professores em formagdo responderam as situagfes didaticas em
casa; porém, houve varios momentos de compartilhamento de ideias e de estratégias com o0s
colegas por trocas de mensagens, nos grupos por eles criados, seguindo os preceitos da teoria
de ensino proposta nesta investigacao (agéo, formulacéo, validacéo e institucionalizagéo).

A pesquisadora ndo se manifestava durante o desenvolvimento das atividades; a néo

ser quando solicitada, evitando assim direcionar aos grupos as solucdes pretendidas. A
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institucionalizacdo das nogdes dos conceitos foi realizada ao final de cada situagéo, levando
em consideracao as estratégias formuladas pelos grupos.

A seguir, apresenta-se a Ultima fase da ED, Anélise a posteriori e validagdo. Assim,
traz-se as vivéncias obtidas a partir da aplicacdo da TSD, seguidas da apresentacdo dos pontos
mais relevantes coletados durante a aplicacdo das situagfes didaticas e do questionario de

avaliacdo da pesquisa, atribuindo assim uma maior robustez a validacdo da investigacao.
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8 ANALISE POSTERIORI E VALIDACAO DA ENGENHARIA

Neste capitulo, apresenta-se a quarta e ultima fase da metodologia de pesquisa
utilizada neste estudo. Segundo Almouloud (2007, p. 177), uma analise a posteriori tem por
objetivo “relacionar as observagdes como os objetivos definidos a priori e estimar a
reprodutibilidade e, também, a regularidade dos fendomenos didaticos identificados”. Portanto,
nesse momento se procede a analise de dados coletados durante a fase da experimentacao,
confrontando-os com a andlise a priori, possibilitando assim que a validacdo dos objetivos
propostos aconteca, mediante a aplicacéo das situagdes didaticas.

No transcurso desta sessdo, faz-se uma explanacdo do desenvolvimento do
experimento e uma analise das sessdes didaticas, fundamentadas pela TSD e EDF, visando a
validacdo interna das situacdes problemas, originadas da interagdo do professor em formacéo
com os conhecimentos oriundos de suas vivéncias praticas e das situacdes didaticas.

Devido a necessidade de realizar uma aplicacdo remota, foi preciso estabelecer
algumas diretrizes que pudessem garantir 0 bom andamento da aplicacdo pratica, estruturadas
e fundamentadas na TSD e na EDF. Isso posto, tinha-se o desafio de usar uma teoria de
ensino (TSD) que fora criada para ser aplicada presencialmente, sendo totalmente utilizada de
modo remoto, como também a metodologia de pesquisa da EDF. Assim, apresenta-se as
interacOes dialéticas, previstas na TSD, vivenciadas pelos professores em formacdo, com o
intuito de reconhecer a manifestacao de algumas de suas inten¢des no processo de ensino e de

aprendizagem de uma situacdo didatica do ENEM.

8.1 Andlise a posteriori e validagdo das Situac¢des Didaticas do ENEM, aplicadas no

segundo encontro

As situagdes didaticas 1 e 2 do ENEM tém por objetivo levar os futuros docentes a
fazerem uso dos conhecimentos adquiridos durante a formagdo basica numa abordagem
didatica compreensivel para os niveis propostos nos problemas. No entanto, por tratar-se de
uma aplicacdo remota, teve-se o cuidado de solicitar aos participantes que ndo utilizassem
livros, sites e nenhum outro recurso para pesquisas, além dos disponibilizados pela
pesquisadora.

Nesse momento, instituiu-se o contrato didatico com todos os participantes da

pesquisa, pois de acordo com Santos (2018, p. 67), o contrato didatico ressalta o
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desenvolvimento do trabalho docente, a organizagdo das estratégias metodologicas envolvidas
na preparacdo de uma situacdo didatica, a postura de mediador do professor, como também
possibilita aos estudantes tornarem-se agentes mais “investigativos, reflexivos, criticos,
autdonomos ¢ colaborativos entre si”.

Assim, estabeleceram-se as seguintes orientac0es para a realizacdo da pesquisa:

e Instituir os grupos (trés), que foram formados pelos préprios participantes;

e Cada grupo deveria criar um grupo no WhatsApp, para que seus membros
pudessem se comunicar durante a resolucdo da atividade e facilitar o debate,
com o intuito de estabelecer estratégias de resolucdo. Deveriam fazer
screenshot e enviar a pesquisadora, assim como gravacdes de audio (caso
tenha) das conversas realizadas para chegar-se a solucdo da situacdo didatica
proposta;

e Cada grupo deveria escolher um representante para realizar a socializacdo de
suas resolucdes, exibindo e explicando as estratégias adotadas para resolver o
problema. Os membros de cada grupo poderiam alternar suas representacées a
cada encontro;

e Durante a aplicacao da situacdo didatica, os participantes fariam anotacGes das
resolucBes, descrevendo cada etapa, anotando as duvidas, as dificuldades e
tudo mais que achassem necessario para registrar as etapas da solugao;

o Deveriam ser feitas fotos e/ou gravagdes audiovisuais das resolucbes do
caderno, da manipulacdo do GeoGebra e todas as anotacdes realizadas pelos
grupos.

Assim, ao final de cada encontro, todos os registros deveriam ser enviados a

pesquisadora para analise e armazenamento dos dados a serem utilizados neste trabalho.

8.1.1 Anadlise a posteriori e validagao da situagao diddtica 1

Iniciou-se essa sessdo didatica através da ferramenta Google Meet, em que 0s
participantes foram orientados a visualizarem as situacdes didaticas do ENEM e as
construcdes dessas situaces, no GeoGebra, que foram disponibilizadas em tela atraves de
cédigos QR-CODE e de links das respectivas atividades que estdo no Apéndice B, além de
serem enviadas para o grupo de WhatsApp. Enquanto os futuros professores se debrugcavam

sobre o enunciado do problema I, achou-se por bem, deixar exposto em tela a questdo para
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assim garantir que os participantes dispusessem de todas as condi¢des necessarias para
solucionar a situacdo problema, conforme as imagens da Figura 55.

Figura 55 - Momento inicial da Situacdo Didatica
sgs-xvff-ksk (2020-05-29 at 05:14 ¢ sgs-xvff-ksk (2020-05-29 at 05:14 GMT-7)
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Fonte: Dados da pesquisa.

Desse modo, os professores em formacdo tiveram acesso aos problemas, realizaram a
leitura e visualizaram a construcdo da questdo no GeoGebra (Figura 56). Comecaram a
trabalhar, inicialmente de forma individual (conforme relatos dos participantes), mas depois,
por meio de troca de ideias e informagGes através de mensagens via WhatsApp, constituindo-
se assim as fases da acédo e formulacao na busca por solucionar a questdo, conforme antevisto
na analise a priori. Ressalta-se, na dialética da agdo, o uso do software GeoGebra, como
recurso tecnoldgico utilizado para andlise das propriedades e elementos matemaéticos
presentes na situacdo didatica proposta.

Figura 56 - Momento em que o académico inicia a acdo de modelizacdo no
GeoGebra

= GeoGebra

QUESTAO 1

Area de DBOA =844
argua

Fonte: Elaboracéo da autora.

Na dialética da formulacao, € o0 momento que se pode proceder a troca de informagdes
orais ou escritas referentes ao enunciado e a resolucéo do problema. Assim, observaram-se 0s
dialogos e a elaboracéo de estratégias do Grupo 1, disponibilizados por meio de screenshot no

WhatsApp, sobre a modificagdo das medidas do comprimento, largura e altura e a relacdo com
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a escala de 1 para 100, como ja havia sido previsto. A imagem da Figura 57 mostra a dialética

da formulacdo entre os futuros professores do grupo, na busca da resolucdo da situacéo
proposta.

Figura 57 - Formulagdo da situacdo didatica 1 pelo Grupo

P Grupo de Pesquisa

-, G Grupo de Pesquisa -
No caso fiz a questdo 01 pela imagem que té
no meet

22350 L O3 @
<@ Grupo de Pesquisa

Vou tentar pelo caderno
Ela colocou o link no grupo

o meu deu b m?

pois ele quer o tamanho reall
as questoes tao nol ink que a « | enviou?
Eu tbm estou fazendo por 14

Ela t& disponibilizande no grupo,

Certo. No caso a questéo pede em
centimetros

a 1 deu quanto?
a de ves
Pser, ndo achei essa l& nos links

Ves jé conseguiram?

€ as outras duas?

6000.000 cm?
Eh pra gente resolver todas as trés ou
vamos socializar uma G uma?

Consegui G 2
Deu certo

Fiz no caderno
¢ o

Alguém mais?
Ve jé conseguiu resolver a 19

Deu certo com a sua?

e ¢
Fonte: Dados da pesquisa.

Analisando os dialogos desenvolvidos pelos participantes desse grupo, verificou-se
que houve a manipulacédo da construcdo no software GeoGebra para formular estratégias de

resolugdo. Em seguida, o Grupo 1 apresentou sua solugdo (Figura 58), registrada no ambiente
do lépis e papel.

Figura 58 - Resolucdo da situacdo didatica 1 apresentada pelo Grupo 1

e solucho \
L3 ) I
T /| Escala : 4 * 40O
( Ieh
I |
=N
a=3 Q= 300cm
b=41 = b= 00 crm
cah= 2 C= L = 200cm
\/pn.m[«_!eprpe:lo = a-b-c
= 300 - 400 - 200
= GOQOO PO cm3
— %
I Valaine. = G.000.000 Cm > \‘
\
Fonte: Dados da pesquisa.

Observa-se que o grupo mobilizou a nocéo intuitiva de volume de um bloco retangular
para proceder ao registro algébrico da resposta do problema 1. Nesse sentido, fazendo uma

correta interpretacdo do enunciado da questdo 1, eles relacionaram a grandeza escalar de
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1:100 para estabelecer as medidas reais das arestas do paralelepipedo, instituindo a conversédo
e determinando os valores numéricos de suas medidas em: a = 300cm; b = 100cm e ¢ =
200cm.

Para finalizar a resposta, realizaram o célculo por meio da expressdo que determina o
volume de um paralelepipedo, de acordo com o que se havia previsto na analise a priori.

Vparalelepl'pedo =a.b.c
Vparalelepipedo =300.200.100
Vparalelepipedo = 6.000.000 cm3

No momento da validacdo, o representante desse grupo explicou as estratégias de
resolucdo a todos os participantes (Figura 59), apresentado o modelo matematico por eles
formulado.

Figura 59 - Dialética da validacdo do Grupo 1
sgs-xvff-ksk (2020-05-29 at 05:14 GMT-7)
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Fonte: Dados da pesquisa.

Segue a transcricao do representante do grupo, captada pela gravacdo do Google Meet,

no momento da validacao.

€ 9

P3: No caso meu paralelepipedo tem as dimensGes a, b e ¢, no caso “c” sendo a
altura. Coloquei meu “a” valendo 2cm, o “b” sendo lem e “c” valendo 2cm. Para
que eu possa ter o volume de meu paralelepipedo eu preciso multiplicar as trés
dimensdes: a base, a lateral da minha base e a altura. No caso eu tenho a escala de 1
para 100, como na minha figura o valor de “a” é 3 cm, entdo o tamanho real ¢ 300,
pois faco a multiplicacdo de 3 vezes 100. Assim, o valor “b” vai ser 100 e o valor de
“c” vai ser 200. Para que eu possa ter o valor de meu paralelepipedo eu preciso fazer
a multiplicacdo desses trés valores: 300 x 100 x 200. Realizando a multiplicacdo
desses trés valores eu vou ter o volume do meu paralelepipedo, que no caso é

6.000.000 cm?.

As vivéncias das etapas da acdo, formulacdo e validacdo (situacdo adidatica),

possibilitaram aos participantes do Grupo 1, mobilizar os conhecimentos teoricos e praticos,
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despertando estratégias de resolugdo que podem ser aplicadas em sala de aula, contribuindo
com a formacdo desses futuros professores.

O Grupo 2 realizou agdes, mobilizando seus conhecimentos para apresentar um
modelo matematico de solucdo do problema proposto. Para tanto, eles utilizaram o software
GeoGebra para visualizar a relagdo entre o produto das grandezas comprimento, largura e
altura e observar o aumento ou a diminui¢do do formato do bloco retangular, por meio da
movimentacao da ferramenta controle deslizante (Figura 60).

Figura 60 - Explorando a construgdo no GeoGebra

= GeoGebra Class

- =

f
I

Fonte: Construcdo da autora.
Na imagem seguinte (Figura 61), mostra-se que o Grupo 2 utilizou a construcdo do
software GeoGebra para formalizar a resolugéo do problema.

Figura 61 - Modelizacdo da situacao didatica 1 no GeoGebra
s "IRCR 4 4 = 12:45
<@ Grupo do GeoGebral\, ... %

Eu mexi nos o\rey S do geogebra q
/ 4 ela colocou 10:13

Ti sem notebook

Fonte: Dados da pesquisa.
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O Grupo 2 sintetizou um modelo matematico que formalizasse a resolucdo do

problema 1. Vejam na Figura 62 essa formalizacéo.

Figura 62 - Formalizacdo de resolucdo do Grupo 2

e ipbinat, aonal B A}.«.-\fdﬂb o Erdn didadt nalOn-
V= 300. 400- 200
'K 6.000.000 &

3

Fonte: Dados da pesquisa.

Observando a estratégia do Grupo 2, vé-se claramente a relacdo das medidas do
comprimento, largura e altura com a escala de 1 para 100, haja vista o0 enunciado da questdo
fazer um comparativo do tamanho virtual com o tamanho real do armério. Esta descrigdo tem
como consequéncia 0 modelo matematico do volume de um paralelepipedo, que é o produto
das medidas do comprimento, largura e altura, resultado na formula matematica V = a.b.c,
formalizando assim a modelizacdo matematica de resolucéo do problema 1.

No momento da validacdo, o grupo expds suas estratégias de resolucdo a todos os
participantes do encontro. Segue a transcri¢do do audio, captada pela gravacdo do Google
Meet, durante a explicagdo do representante do grupo.

P1: Nossa solucdo esta igual ao do outro grupo. N6s multiplicamos os valores das
arestas a, b e ¢ por 100, para colocar a medidas do armario no tamanho real, ficando
em 300, 100 e 200 centimetros. Depois, multiplicamos os valores 300.100.200 =
6.000.000cm?, encontrando o volume do paralelepipedo.

Ja o Grupo 3 desenvolveu uma estratégia de resolucdo inicialmente ndo prevista na
analise a priori, pois ndo utilizou a construcdo do software GeoGebra para resolver a questéo.
Assim, no momento da dialética da formulacéo, observou-se que os participantes desse grupo
mobilizaram o0s conhecimentos epistémicos e pragmaticos para apresentar um modelo

algébrico de resolucdo. Veja, na Figura 63.
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Apenas

Pois me mande a suas resolugoes. As fotos
de voceé realizando as resolugoes

Fotos de vocé manipulando o GeoGebra
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Eu estou manipulando o geogebra mas num mesmo
16 conseguindo resolver por ele

= > e
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=>4
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e
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Fonte: Dados da pesquisa.
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O grupo apresentou sua solucéo (Figura 64) registrada por meio da utilizacdo de lapis

e papel, como segue na imagem.

Figura 64 - Grupo 3 formalizando a resolugéo da situacdo didatica 1
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Fonte: Dados da pesquisa.

Conforme exibicdo da Figura 64, percebe-se que o Grupo 3 relacionou as dimensdes

do papel com o tamanho real por meio da escala de 1 para 100, como destacado no enunciado
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do problema, para, a partir dai, formular a expressdo de um modelo matematico do célculo do
volume de um bloco retangular.

No momento da etapa da validagéo, o grupo nédo quis expds seu modelo de resolugéo,
apresentou apenas de forma oral para os demais participantes, relatando que para resolver o
problema eles efetuaram o célculo semelhante as solugdes apresentadas pelos demais grupos,
realizando a multiplicacdo das dimensdes das arestas e obtendo o volume do paralelepipedo.
O representante ressaltou dificuldades no decorrer do processo de solucéo, elencando o fato
de conhecer pouco sobre o software GeoGebra e, consequentemente, ter pouca habilidade em
manipular o objeto para solucionar o problema proposto. Assim, percebeu-se o que pode vir a
constituir-se em um pequeno obstaculo da acdo docente, haja vista a comprovacdo cada vez
maior da necessidade da insercdo de ferramentas tecnoldgicas para o ensino e aprendizagem
da matemaética.

Verificou-se que todos os grupos conseguiram encontrar 6.000.000cm® como volume
real do armario; portanto, enfatiza-se que o objetivo da situacdo didatica 1 foi atingido, uma
vez que os futuros professores conseguiram resolver o problema, apresentando suas
estratégias de resolucdo e contribuindo para enriquecer a formacgédo dos futuros professores,
propiciando assim uma melhor preparacao para a realidade da sala de aula.

Com relagdo ao recurso didatico do software GeoGebra, segundo as dialéticas dos
participantes, contribuiu na visualizacdo do s6lido em 3D, ajudando na abstracdo do objeto;
no entanto, ndo foi considerado como elemento fundamental para solucionar a questéo.
Porém, vale complementar que seu potencial para uso com alunos da educacdo basica foi
reconhecido pelos professores em formacdo, sendo visto como um recurso valioso no
momento da solucdo e validacdo matematica.

No momento da institucionalizacéo, a pesquisadora elencou as estratégias de resolugédo
apresentadas pelos participantes em Unico problema, por meio de explanacdo das variaveis
didaticas e dos obstaculos surgidos no transcurso das tentativas de resolucdo. Vale salientar
também que, na dialética da institucionalizacdo, a pesquisadora utilizou o software GeoGebra
para confrontar o modelo gerado no computador com o modelo matematico exibido no
enunciado da questdo (Figura 65). Por tratar-se de uma formacéo de professores, acredita-se
que seja importante relacionar o uso do recurso didatico para instituir e validar as

propriedades formais do contetdo implicito na questao.
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Figura 65 - Uso do software GeoGebra na dialética da institucionalizacdo

sgs-xvff-ksk (2020-05-29 at 05:14 GMT-7)
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Fonte: Dados da pesquisa.

Desse modo, buscou-se demonstrar aos professores em formacédo, a importancia da
utilizacdo de diferentes recursos didaticos para instituir-se um novo conhecimento, mostrar
situacBes com as quais eles poderdo se deparar, quando estiverem no exercicio da docéncia,
como também a importancia de valorizar os diferentes caminhos percorridos pelos alunos
para chegar a resolucdo de uma situacdo problema.

Apbs a formalizacdo das quatro fases da TSD na primeira situacdo, deu-se inicio as
etapas de acdo, formulacéo, validagéo e institucionalizacdo da situacdo didatica 2, seguindo 0s

mesmos parametros de aplicacdo do problema 1.

8.1.2 Anadlise a posteriori e validagdo da situacdo didatica 2

De modo semelhante a aplicacdo da situacdo didatica 1, os participantes comecgaram a
resolugéo de maneira individual para, logo em seguida, realizarem as trocas de ideias com o
grupo, debatendo e expondo 0s conhecimentos prévios apresentados na analise a priori.
Assim eles realizaram a leitura da questdo e comecaram as tentativas de resolucdo do
problema. Enquanto isso, o problema ficou exposto em tela para facilitar 0 acesso as
informag0es, durante a realizagcdo da atividade. No primeiro momento, 0s professores em
formacdo procuraram estabelecer uma relacdo funcional entre a aresta do cubo e a
propriedade de contracdo de um bloco cubico, apdés o cozimento, conforme informacéo

presente no enunciado do problema.
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Na etapa da formulagdo, o Grupo 1 iniciou as trocas de informagdes, objetivando a
resolucdo do problema. Nesse momento, a pesquisadora reforcou a utilizacdo da construcédo
da Figura, no software GeoGebra. Observaram-se assim os dialogos, por meio das trocas de
mensagens no WhatsApp, sobre o padréo entre o volume do cubo original e o volume do cubo
apos a contracdo. A imagem da Figura 66 mostra os didlogos desse grupo sobre um possivel
padrdo de decrescimento da porcentagem de cada aresta com o volume do cubo.

Figura 66 - Momento omulagéo do ticites do Grupo 1
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Fonte: Dados da pesquisa.

Observa-se, pelos dialogos exibidos na Figura 66, que o grupo comeca a estabelecer

Isso oh 6 guestéio dois
Blz, Show

estratégias para resolver o problema, percebendo que para chegar a resolugédo da questdo, faz-
se necessario reduzir a aresta original em 20%, conforme previu-se na analise a priori.
Chama-se atencdo para o fato dos futuros professores, conforme orientagdes iniciais da
pesquisadora, ja comecarem a utilizar a construcao do objeto no GeoGebra. Percebeu-se, pelo
exposto, que um dos participantes exibe a utilizacdo da construcdo aos demais integrantes do
grupo, por meio de um video e da descricdo de como procedeu a seus calculos para chegar-se
a solucdo da questdo, gerando um debate que promoveu a interacdo e as manifestacfes de
outras resolucdes pelos participantes.

Eles manipulam a construcdo no software (Figura 67), a partir da ferramenta “controle
deslizante”. Na imagem abaixo, tem-se os “controles deslizantes” (Largura, Comprimento e

Espessura) relativos as arestas do cubo original (laranja) e ao “controle deslizante”
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(Porcentagem) correspondente as arestas do segundo cubo (rosa), relacionando o objeto apds
a contracdo. Assim, os participantes puderam visualizar a dindmica da construcdo ao
realizarem a movimentacdo do controle deslizante “Porcentagem”, propiciando verificar a
proporgdo do aumento e redugédo lineares do cubo laranja, encontrando a nova medida da
aresta e, portanto, formalizando a estrutura necessaria para solucionar a situagao didatica 2,
conforme havia sido previsto na etapa da analise a priori. Veja a imagem abaixo.

Figura 67 - Construcdo no GeoGebra da Situacdo Didatica 2 do ENEM
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Fonte: Construcédo da autora.

No momento da formulagdo, o Grupo 1 inovou e realizou a prépria constru¢do do
objeto no GeoGebra, acao ndo prevista na analise a priori. Procuraram relacionar a reducdo de
20% na porcentagem das arestas para encontrar o valor da nova medida, ap6s a contracao.
Observou-se que, durante a dialética da formulacdo, eles discorreram sobre os métodos
utilizados para solucionar o problema, permitindo assim que o professor P1 percebesse que
havia cometido um erro, durante sua tentativa de resolucdo, ao relacionar as medidas das
arestas a area, conforme exibida na janela de visualizacdo do software, e ndo ao cubo, exposto
em terceira dimensdo na janela 3D. Assim ele pode refazer sua estratégia de solugdo do
problema 2.

Em seguida, comecaram a estruturar um modelo matematico, a partir da observagéo
das modificacBes proporcionadas pelo manuseio do recurso tecnologico do GeoGebra e
também pela troca de conhecimento epistémico para padronizar uma férmula (Figura 68) para
o calculo dessa situa¢do-problema.
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Figura 68 - Modelizacdo de resolucdo do Grupo 1
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Fonte: Dados da pesquisa.
Desse modo, observou-se que, primeiramente, o grupo estabeleceu a medida da aresta

do cubo apds a contragdo, fazendo a reducdo de 20% de sua medida original. Com o valor

inicial da aresta sendo “a”, procedendo ao calculo da seguinte expressao:
20a _ 180a—2Qa _

100 180
a—0,2a=0,8a

Em seguida, procedeu ao céalculo do volume dos dois cubos, afim de mostrar a relagdo
da reducéo da porcentagem.
Cubo Inicial: vV = a®
Cubo com reducéo de 20%:
V =(0,8a).(0,8a).(0,8a)
V =0,512a°

Depois, multiplicaram esse valor por 100, para obter a porcentagem:

V =0,512.100 = 51,2%
Finalizando com uma subtracdo simples para determinar a porcentagem de reducdo do

cubo, ap6s a contracéo:
100% - 51,2% = 48,8%
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Para validar a estratégia de resolugdo, o Grupo 1 promoveu uma exposi¢ao, por meio
da manipulacéo da construcéo no software GeoGebra. Veja Figura 69.

Figura 69 - Dialética da validacdo do Grupo 1
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Fonte: Dados da pesquisa.

A partir da transcricdo do audio coletado no momento da exposicdo do representante
do Grupo 1, pelo Google Meet, tem-se a explicacdo da estratégia de resolugcdo, no momento

da validacéo.

P1: Levando em consideracdo a questdo, a gente fez a construcdo do cubo no
GeoGebra e colocou um valor para as arestas, que no caso foi 5cm, em que o
volume total é 125 cm?®. Tiramos 20% de cada aresta, passando a valer 4 cm, no
caso, a altura, o comprimento e a largura diminui para 4 cm. Socializando com o
grupo no WhatsApp, fizemos uma regra de trés, assim, cada aresta valendo 4 cm, nés
chegamos ao valor cibico de 64 cm, sendo que o total, 0 100% corresponde ao
volume de 125 cm®. Entdo nds resolvemos a regra de trés e chegamos a porcentagem
de 51,2%, que no caso é o tamanho que deve ser diminuido do volume inicial.
Entdo, agente pegou esse valor e subtraiu do 100%, o que deu 48,8%, que no caso
ficou sendo a alternativa “C” como resposta.

Nesse momento, a pesquisadora indagou ao representante do grupo, o motivo para ele
nédo utilizar a construcdo pronta disponibilizada previamente. Entdo, ele respondeu que teve
dificuldades em manipular a construcdo, devido ao fato de seu celular esta travando muito
naquele momento, impossibilitando o manuseio do controle deslizante; assim, ele resolveu
criar a propria resolucdo no GeoGebra.

J& o Grupo 2, na dialética da formulag&o, realizou a¢des diferentes das utilizadas pelo
Grupo 1. No entanto, também fizeram uso da construgdo no GeoGebra, conforme relato de

seus participantes (Figura 70), para formular a resolucéo.
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Na tentativa de estabelecer uma estratégia de resolucdo, os membros do Grupo 2

acessaram a construgdo do GeoGebra (Figura 71) da questéo 2, na tela do celular, na busca

por instituir um modelo de resolucdo. Convem ressaltar que para acessar essa constru¢ao no

smartphone foi disponibilizado um codigo QR-CODE para os participantes, na tela do Google

Meet.

Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 71 - Manipulacdo no GeoGebra da questdo 2 no celular pelo Grupo 2

A partir da manipulagdo dessa construgcdo, os participantes do Grupo 2 perceberam

que, reduzindo 20% da aresta do cubo original, ou seja, 0,2 de “a”, encontra-se uma nova

medida para a aresta, cujo valor é 8 ou mais precisamente, 0,8a. Assim, recorreram a algebra

para formular um modelo matematico de solucéo para o problema 2 (Figura 72).
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Figura 72 - Registro algébrico da solucao da situacdo didatica 2 pelo Grupo 2

Fonte: Dados da pesquisa.

Na imagem acima (Figura 72), tem-se uma estratégia de resolucdo diferente da

apresentada pelo Grupo 1. Entdo, os professores em formacdo do Grupo 2 apresentam um
modelo matematico embasado nos conhecimentos epistémicos de geometria, formalizando o
calculo do volume de um bloco retangular ao multiplicar comprimento, largura e altura,
equacionando-a em V1 = c.L.h. Assim, eles fizeram o calculo para o volume do segundo cubo,
também por meio da multiplicacdo das mesmas medidas, s6 que as reduzindo em 20% dos

valores anteriores, apresentada pela seguinte formula:

80 , 80 80
Ve=¢Cc.—.l—.h —
100 © '100 © ' 100

Para resolver, eles relacionaram esse modelo ao volume inicial. Assim, tem-se:

80 , 80 80
Ve=¢c.—.l—.h —
100 © '100 © ' 100

Vz=c.lh (502

512
Vo=Vi.—
1000

Vz=22 vy
V2=512%. V1

Logo, descobriram que o volume do segundo cubo representa 51,2% do volume do
primeiro solido. Desse modo, eles deduziram que o volume do segundo objeto era 48,8%
menor que o volume do primeiro. Observa-se, na imagem da Figura 72, que o0 grupo comete
um pequeno erro na resposta final, escrevendo 48,2% ao invés de 48,8%; porém, no momento
da socializacgéo, o representante do grupo faz uma ressalva, corrigindo o erro da escrita.

Durante a validacdo, captada pela gravacdo audiovisual do Google Meet, o

representante explicou suas estratégias de solucdo do seguinte modo:
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Primeiro nés fizemos o volume do 1° s6lido. No caso, fizemos ele sendo V1, assim
multiplicamos comprimento, vezes largura, vezes altura. Para o volume do segundo,
V3, nos tinhamos esses mesmos comprimentos, largura e altura, s6 que reduzido em
20%, ou seja, 80% do valor anterior. No caso, nds juntamos o comprimento, largura
e altura e percebemos que eles davam exatamente o volume do primeiro sélido, e

. . 80
assim, 80% foi colocado como (m):“. Resolvendo essa parte, temos que o volume

T 51,2 . . .
do segundo solido representam do volume do primeiro, ou seja, o volume do
segundo (V) é 48,2%, opa, erramos aqui, no caso € 48,8% menor que o volume do

primeiro (V1).

Na solucdo apresentada pelo Grupo 2, embora se utilizem os conceitos de volume do
bloco retangular, apresentam-se ac¢fes ndo previstas na analise a priori. Ou seja, eles
acrescentaram a porcentagem a férmula matematica para o calculo do volume e, assim,
apresentaram uma solugdo que levou a inducdo da resposta final, ao concluir que o valor de
51,2% encontrado representa uma parte de um todo e que essa diferenca, que é 48,8%, é a
resposta correta do problema.

O Grupo 3, por sua vez, realizou a¢bes ndo previstas na analise a priori, apresentando,
durante a etapa da formulacdo, uma solucdo registrada pelo uso de lapis e papel (Figura 73).
Por meio de um exame mais detalhado do manuscrito do grupo, percebeu-se que 0 grupo ndo
formalizou a solugédo por inteiro, ndo havendo registro da fase final da resposta; porém, sendo
possivel levar os participantes a deduzirem a resolugéo final, conforme relato do representante
no momento da validacdo do modelo matematico. Assim, na dialética da validagédo, o grupo
enfatizou que a solucdo final seria a diferenca do volume original pelo volume reduzido.
Convém ressaltar que, nesse segundo encontro, 0 Grupo 3 contou somente com a participacéo
de dois participantes.

Figura 73 - Solucdo apresentada pelo Grupo 3
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No momento da validagdo, o representante desse grupo apresenta sua resolugéo,

descrevendo todo o processo de modelizagcdo adotado por eles para resolver o problema:

Eu vou fazer a apresentagdo por uma regra de trés. Entdo nds vamos ter um cubo de
aresta “a”, assim seu volume sera a°. Depois do cozimento esse cubro sofrerd uma
contragdo. Entdo vou tentar descobrir qual vai ser o valor dessa nova aresta.

Inicialmente, eu peguei o “a” que era meu valor inicial da aresta e igualei a 100%,
depois eu peguei uma varidvel “x, que serd o novo valor para a aresta, depois da
contragdo sofrida, no caso o valor sera 100% - 20%, relacionado aos 20% da

~ - ~ - - 80 -
reducdo do enunciado da questdo, isso vai corresponder a_-a, assim 0 novo valor
da aresta sera (0,8a)%. A partir daqui 0 meu novo valor do volume, que eu chamei de

V’ (vé linha), fazendo isso eu tenho o novo valor do volume que sera: V’ = (0,8)3,
fazendo isso a resolucéo eu tenho V’ = 0,512a°,

Agora que eu ja tenho o valor da aresta, eu vou descobrir o novo volume do cubo.
Entdo eu vou pegar o volume total que ¢ a® igualar a 100% e vou pegar 0,512a3 e
igualar a y%, que vai ser a porcentagem do meu novo volume. Assim, eu vou ver
que y = 51,2%. Entdo, para finalizar é so6 fazer a subtracdo do 100% que era o valor
antigo menos 0 51,2% que foi 0 meu novo volume, que sera dado por:100% - 51,2%
= 48,8%.

Nesse momento, o representante do Grupo 3 voltou a ressaltar a dificuldade no uso do
software GeoGebra. Outro ponto importante € que o participante, no dia do referido encontro,
ndo contava com a participacdo de todos os membros de seu grupo, o que foi descrito também
como dificuldade pelo académico, pois segundo relato deste, houve pouca troca de
informagdes durante a etapa da formulacéo.

A construcdo dessa proposta tinha a intengdo de propiciar aos participantes uma
melhor compreensdo dos elementos geométricos envolvidos no problema, proporcionada pela
analise através da visualizacdo e modelizacdo da situacdo no software GeoGebra. Acredita-se
que tal objetivo tenha sido alcangado, pois houve a interagdo do professor em formagéo com a
construcdo no GeoGebra, conforme relato captado por meio de audio, durante a gravacao do
encontro, em que o participante P5 descreve como usou o software para modelar a solugéo do

problema no momento da formulagéo.

P5: Eu manipulei 14 no arquivo do GeoGebra, mesmo meu celular travando muito.
Essa parte foi bastante interessante, por que no arquivo de acordo com as dimensoes
gue iam dando, dava para alterar a porcentagem do segundo solido, o que facilita na
hora do célculo. Eu poderia colocar quaisquer valores para: comprimento, largura e
altura, que automaticamente ele j& me dava o valor do volume, com base na
porcentagem que ia dando pela manipulacdo desse controle deslizante.

Foi verificado que todos os participantes encontraram 48,8% como volume reduzido
apo6s a contracdo. Assim, conclui-se que o objetivo dessa situacdo didatica foi atingido.

Ademais, os professores em formagdo também demonstraram outras habilidades diferentes

daquelas previstas pela pesquisadora, na etapa da analise a priori, para compreender 0s
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conceitos envolvidos na questdo, o que propiciou um ambiente de formagdo com elementos
riquissimos para preparacao docente.

Com relacdo ao recurso didatico proporcionado pela manipulagdo do GeoGebra, 0s
participantes relataram que sua utilizagdo facilitou a visualizagdo e a compreensdo dos
conceitos implicitos no enunciado da questdo e assim possibilitou a criagdo de um modelo
para solucionar a situacdo didatica.

Na dialética da institucionalizacdo, a pesquisadora expds a resolucdo, fazendo uma
mediacdo com as estratégias de solucdo apresentadas pelos participantes, em um unico
problema. Valorizou as diversas solucGes expostas pelos participantes, parabenizando-os pelo
empenho e pelas excelentes respostas. Nesse momento, a investigadora também utilizou o
GeoGebra para confrontar os dados da resolugdo com o modelo gerado no software e validar a
solugdo, com o intuito de mostrar aos professores em formacdo a importancia de

comprovacao, durante os processos de validacdo e institucionalizacao.

8.2 Terceiro encontro: Analise a posteriori e validacdo das Situagdes Didaticas do ENEM

De maneira analoga a aplicacdo da situacdo do encontro anterior, 0s participantes
tomaram ciéncia de trés situacBes didaticas do ENEM que seriam aplicadas durante o
encontro. Assim, eles receberam os problemas propostos e suas construcdes, por meio dos
codigos QR-CODE e links de acesso, como também lhes foram disponibilizados os arquivos
em pdf das questdes e das construcdes do GeoGebra, em ggb.

8.2.1 Andlise a posteriori e validacdo da situacao didatica 3

De acordo com as orientagbes da pesquisadora, 0s participantes deveriam resolver
primeiramente o problema 3 e, s6 apds as vivéncias das quatro fases da TSD, passarem para
as situacdes 4 e 5, respectivamente. Nesse momento, eles também foram incentivados a
utilizarem a construcdo no software GeoGebra (Figura 74) para ajudar na inducdo do
raciocinio e da criatividade que pudesse promover a instituicdo de um modelo matematico que

solucionasse a questao.
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Figura 74 - Acesso inicial a construcdo do GeoGebra para modelizagédo da questdo 3 do
ENEM
\71 R ICIE I IRNEE -

Fonte: Construcgdo da autora.

Entdo, na etapa da acdo, os professores em formacdo tiveram acesso a situacao
didatica 3, realizaram a leitura do problema e comecaram a tragar as estratégias de resolucéo,
por meio de seus conhecimentos epistémicos e pragmaticos dos elementos matematicos
identificados, durante a leitura da situagdo problema.

Durante 0 momento da ac¢éo, os grupos realizaram simulacdes, através da modelizacéo
da situacdo didatica 3. Perceberam que, movimentando os controles deslizantes (Figura 74),
poderiam visualizar todas as sequéncias possiveis de resolu¢do do problema, através das
dimensBes das caixas disponiveis no enunciado do problema, como havia-se previsto na
analise a priori. Assim, ao manipular os controles deslizantes, os futuros professores
visualizaram 0s movimentos de todas as cinco caixas e formularam suas estratégias de
resolucéo.

O Grupo 1, no momento da formulacéo, promoveu as trocas de informacdes, através
das mensagens no WhatsApp, referentes ao objetivo da situacdo didatica 3. Assim,
analisaram-se os dialogos do grupo sobre as modificacdes das dimensGes da caixa ao
movimentar os controles deslizantes da constru¢cdo no GeoGebra. Segue a transcrigdo do
audio, captada pelo WhatsApp, na tentativa de estabelecer as estratégias de resolucéo.

P3: Primeiramente eu fui para o0 GeoGebra, 14, conforme o arquivo que a professora
nos mandou, eu tentei mover as medidas para ter uma melhor visualizacdo do
problema. No caso eu comecei a mover olhando as medidas da caixa | e depois fui
fazendo com as outras caixas, assim eu ia procurando a caixa que me satisfazia.

P2: Eu fiz o calculo no caderno do volume de cada caixa, para saber qual é a que
tem o menor volume.
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P4: Eu movimentei 0 GeoGebra e depois fiz o calculo dos volumes no caderno, mas
pelo GeoGebra ja fica facil ver a resposta.

P1:Eu também fiz no caderno e no GeoGebra, assim ficou facil ver que é a caixa 3 a
resposta.

Em seguida, o grupo procurou estruturar um modelo matemaético para solucionar o
problema. Assim, no ambiente lapis e papel, realizaram um registro algébrico e formularam a
resposta (Figura 75) da situacdo didatica proposta. Nesse momento, observa-se, na troca de
informacdes, 0s conhecimentos epistémicos e pragmaticos entre os futuros professores.

Fiura 75 - Modelo algébrico de resolucao da situacdo didatica 3 do Grupo 1
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Fonte: Dados da pesquisa.
Pelo exposto, percebe-se que o Grupo 1, de imediato, elimina a caixa 2 por nédo
atender as especificacBes do enunciado do problema. Em seguida, procede ao calculo do
volume das caixas restantes pelo produto de suas arestas, através da expressdo: V= a.b.c.

Determinando, assim, a resposta da situacdo 3 do ENEM como sendo a caixa 3 por apresentar
0 menor volume, 627.300cm?.
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Na dialética da validagdo, apresentada pelo Grupo 1, eles também fazem uso do
GeoGebra para mostrar suas estratégias de resolucdo, culminando com a escrita matematica
da solucéo da situacdo problema proposta, conforme exibida na Figura 76.

Figura 76 - Dialética de validacdo das estratégias de resolucao do Grupo 1
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Fonte: Dados da pesquisa.

Segue a transcricdo do audio, coletado durante a formacdo, sobre as estratégias de

solucdo estabelecidas pelo representante do grupo, durante a dialética da validagéo.

P3: Primeiramente eu fui no GeoGebra e tentei mover as medidas para ter uma
melhor visualizagdo do problema. No caso, eu comecei a mover olhando as medidas
da caixa I, em que a medida de “a” é 86, a medida “b” é 86 ¢ a medida “c” ¢ 86.
Assim, eu notei que realmente essa caixa me satisfazia. Ai eu fui para caixa Il, em
que a medida de “a” ¢ 75, a medida de “b” é 82 ¢ a medida de “c” € 90 cm, porém,
na caixa II eu notei que a medida “a” ndo me satisfazia, entdo automaticamente eu ja
descartei a caixa Il. Dando prosseguimento, eu comecei a colocar as medidas das
outras caixas e notei que as outras caixas me satisfaziam, entdo eu fui para o
segundo passo. O segundo passo, foi colocar no caderno as medidas de cada caixa e
fazer o calculo do volume. E assim eu ia perceber o volume que iria me satisfazer,
gue no caso, seria 0 menor, conforme as dimensdes. No caderno, eu tenho meus
volumes, j& descartamos a caixa Il, assim notei que a caixa que tinha 0 menor
volume e que satisfazia o que a questdo pedia, era a caixa I1l, com o volume igual a
627.300 cm®,

O Grupo 2, no momento da formulacéo, estabeleceu suas estratégias de resolucdo por
meio da troca de informacGes em seu grupo de WhatsApp. Veja, a seguir (Figura 77), os

dialogos estabelecidos pelos participantes do Grupo 2, na tentativa de estabelecer uma solucéo

para o enunciado proposto no problema 3.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 77 - Dialética da formulacdo da situacdo didatica 3 promovida pelo Grupo 2
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Assim, a partir do que foi observado com a manipulacdo do objeto, eles buscaram

estruturar um modelo matematico por meio dos conceitos epistémicos, uma vez que se

buscava saberes geométricos que propiciasse estabelecer uma férmula para solucionar o

problema. Sendo assim, observou-se que, no momento da elaboracdo das estratégias de

resolucdo, os participantes descartaram a caixa Il por ela apresentar uma das medidas da

aresta inferior as medidas do objeto que seria colocado em seu interior, conforme observa-se

na imagem da resolugéo (Figura 78).

Figura 78 - Formulacao de resolu¢éo do Grupo 2
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Fonte: Dados da pesquisa.

Pelo exposto, constatou-se que para instituir um modelo matematico que satisfizesse o

enunciado da questdo, os participantes realizaram uma comparagdo geométrica, através do

GeoGebra, para posteriormente fazerem os célculos algebricos necessarios para validar sua

resposta, de acordo com a previsao realizada na analise a priori. Portanto, verificou-se que o

grupo partiu da construcdo no GeoGebra para formalizar um modelo matemético do calculo
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do volume de um paralelepipedo, ao multiplicarem-se as medidas das trés arestas,

equacionando a férmula V = a.b.c. Assim, eles realizaram os célculos das caixas I, I1I, IV e V,

exceto a caixa Il, por suas medidas ndo satisfazerem as necessidades do enunciado da questao.
Para resolver, eles realizaram o seguinte processo:

Viniciat = 80 X 80 x 80 = 512.000
V1 = Caixa 1: 86 cm x 86 cm x 86 cm = 636.056 cm?®

—Cabxa-2—+5-emx-82-em--90-cm— s N30 satisfaz o enunciado
V3= Caixa 3: 85 cm x 82 cm x 90 cm = 627.300 cm?®
V. = Caixa 4: 82 cm x 95 cm x 82 cm = 638.780 cm?®
Vs = Caixa 5: 80 cm x 95 cm x 85 cm = 646.000 cm?®

Assim, eles verificaram que o volume da caixa Ill era 0 menor e, portanto, a opcao
correta para armazenar o objeto, durante a mudanca de domicilio.

O Grupo 2, no momento da validagdo, ndo exp0s sua solugdo no Meet, fazendo apenas
uma breve apresentacdo oral para os colegas, na qual seu representante relata ter usado o
GeoGebra para movimentar as arestas da caixa e que realizaram o célculo algébrico dos
volumes das caixas, no caderno.

J& o Grupo 3, na dialética da formulacdo, ndo apresentou trocas de informag@es, uma
vez que apenas um membro do grupo participava do encontro no momento da aplicagdo do
problema 3. No entanto, esse representante formulou sua estratégia de resolu¢do de modo
semelhante aos outros grupos, fazendo uso do software GeoGebra (Figura 79) para estruturar
um modelo de resolucéo para questéo.

Figura 79 - Interacdo do representante do Grupo 3 com a construcdo no GeoGebra
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Fonte: Construcgdo da autora.

Assim, o participante do Grupo 3 apresentou seu modelo algébrico de resolucéo,

através do calculo do volume do paralelepipedo para verificar a capacidade de
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armazenamento de cada caixa e, portanto, escolher aquela que estivesse de acordo com a

resposta da situacdo didatica 3, como exposto na Figura 80.

Figura 80 - Modelizacdo Matematica do Grupo 3 no momento da formulacédo
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Fonte: Dados da pesquisa.

No momento da validacdo, captada pela gravacdo do encontro, o representante do
grupo expds suas estratégias para solucionar a questdo, usando a construcdo no software

GeoGebra. Segue a transcri¢do do audio da apresentacao dele:

P10: Inicialmente a questdo pede para gente escolher uma caixa. E dado 5 caixas,
pra gente ver a caixa que melhor se enquadra, que melhor cabe um objeto, sem
sobrar muito espaco, de 80 cm de aresta. O que eu fiz? Eu peguei as medidas das 5
caixas e fui igualando aqui nos controles deslizantes para eu poder observar aqui,
qual era a caixa que mais se adequava ao objeto, entdo eu vou comecar pela caixa
“A”. Manipulei o controle deslizante ¢ coloque as medidas 86 x 86 x 86 ¢ agora a
gente vai observar o objeto por varios angulos. Como da para perceber sobra espaco.
Ela coube o objeto direitinho, porém realmente sobra espaco. Agora a gente tem de
observar as outras caixas. Observando a caixa Il1, porque eu ndo considero a caixa
11, porque na questdo uma das suas medidas é 75 cm e como o objeto tem 80 cm de
aresta, entdo ja fica nitido que ela vai caber o objeto. Ela ndo atende as minhas
necessidades, entdo vamos para as medidas caixa I1l. As medidas da caixa Ill, séo
85, 82 e 90. Entdo, vamos observar aqui, que ela cabe também o objeto. Sobra
espaco um pouco menos aqui nas laterais e sobra espago em cima. Visualmente, ela
também ndo sobra muito, eu ficaria em dlvida entre a caixa Il e a caixa I.
Observando as medidas da caixa 1V, que sdo 82, 95 e 82 cm, nessa aqui ndo ha
espaco em cima, t4& bem direitinho, mas aqui, na lateral tem um espago bem
significativo com relagdo as outras caixas. Agora vamos observar as medidas da
caixa V, ela tem as medidas 80, 95 e 85 cm. Como vocé pode perceber, ela é a maior
de todas, sobra espaco significativo na lateral e em cima. Entdo ficaria em ddvida na
caixa | e na caixa Ill. Para tirar essa duvida eu fui para o caderno e calculei 0 volume
da caixa | e da caixa Ill, para ver qual era a menor. E assim, eu tirei a conclusdo de
qual o objeto se encaixaria melhor na caixa.

Observou-se aqui que P10 interagiu com o software para formular sua resposta, o que
significou uma evolucdo do participante, haja vista que ele ndo utilizou o GeoGebra nas

situacdes didaticas anteriores, perspectivando um ambiente de formacdo que contribua para a

evolucédo docente do futuro professor.
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Em virtude das analises das reprodugdes de audio e audiovisuais, como também das
conversas nos grupos de WhatsApp, pode-se concluir que o objetivo proposto nessa situacédo
didatica foi atingido, pois os participantes usaram a construcdo no software GeoGebra para,
em seguida, formular e validar suas resolugdes, ou seja, as acles previstas pela pesquisadora
foram identificadas e os professores em formagao solucionaram o problema.

No que concerne ao momento da institucionalizacdo, achou-se importante trazer os
conceitos implicitos no enunciado da questdo para enfatizar aos participantes que, no
exercicio da docéncia, faz-se necessario expor todos os elementos matematicos presentes na
situacdo didatica, com o intuito de promover meios adequados para institui o saber
matematico a que se propde. Assim, expuseram-se as ideias intuitivas de volumes de um
solido, embasadas no Principio de Cavalieri (Figura 81), haja vista o ensino de volumes nas
escolas brasileiras serem pautados nesse principio. De acordo com as OCN, “o Principio de
Cavalieri deve ser tomado como ponto de partida para o estudo de volumes de sélidos
(cilindro, prisma, piramide, cone e esfera), permitindo ao aluno compreender o significado
das formulas” (BRASIL, 2006, p. 76).

Figura 81 - Dialética da institucionalizacdo mediada
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Fonte: Dados da pesquisa.

Em seguida, a pesquisadora retomou o0s conhecimentos gerados a partir das
conjecturas dos professores e apresentou a solucdo, a mesma que fora proposta na analise a
priori. E importante lembrar que, nesse momento, também foi usado o GeoGebra para
confrontar os dados do modelo matematico com o modelo apresentado no computador,
validando assim os elementos e propriedades geométricas presentes no enunciado do

problema.
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8.2.2 Anadlise a posteriori e validacdo da situacao diddtica 4

Seguindo os mesmos pressupostos de experimentacdo das outras situacdes didaticas,
no momento da agdo, os professores em formacdo acessaram o arquivo da questdo (Figura
82), no qual realizaram a leitura para, em seguida, comecarem a trabalhar suas conjecturas
com os colegas dos grupos, através das trocas de mensagens via celular.

Figura 82 - Situacgdes didaticas disponibilizadas para os participantes
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Ainda na fase da acéo, os grupos também tiveram acesso ao arquivo da construcao no
GeoGebra (Figura 83) para, de acordo com as orientacbes da pesquisadora, realizarem a
manipulacdo do objeto e formularem as estratégias de resolucdo, na busca por um modelo

matematico que satisfizesse o enunciado da questéo.

Figura 83 - Exploracéo da construcdo no computador
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Fonte: Elaboragdo da autora.
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Assim, os participantes dos grupos puderam manipular a construcdo e, por meio da
movimentacdo dos controles deslizantes, verificar algumas situagfes numeéricas que 0S
levassem a descoberta de um modelo capaz de propiciar o célculo da area da base do silo,
conforme fora suposto na analise a priori.

Durante a anélise dos dados coletados na etapa da formulagéo, os membros do Grupo
1 trocaram ideias e comecaram a movimentar a figura no software GeoGebra, na tentativa de
verificar as situacbes numericas e geometricas do objeto, a medida que manipulavam suas
dimensdes. Entdo, observou-se que o grupo realizou o célculo da area da base do recipiente
para, em seguida, determinar o calculo do volume do objeto, de acordo com o que se previu
na analise a priori.

Dessa forma, eles utilizaram seus conhecimentos tedricos e praticos para estruturar um
modelo algébrico de resolucdo (Figura 84), apresentando uma solugéo registrada no ambiente
do lapis e papel.

Figura 84 - Solucéo algébrica da situacdo 4 do Grupo 1
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De acordo com o que se observou da resolucdo do Grupo 1, os participantes iniciaram
determinando as médias do silo, associando a diferenca entre a largura do fundo e a altura do
objeto e, assim, estabelecendo que a largura do topo é 2x0,5 = 1 metro a mais que a largura do
fundo. Em seguida, equacionaram a férmula para o calculo do volume o silo, realizando
produto da area da base pela altura, V = ab.h. Como a area da base se trata de um trapézio,

determinaram o célculo do seguinte modo:

Ap = (B+2b).h
Ap = (6+25).2
Ap=11m?

Apdbs determinar a area da base, procedeu-se ao calculo do volume do silo, bastando,
para isso, multiplicar a base pelo comprimento do objeto, assim: Vsiio = 11m2,. 20m = 220m?,
Para finalizar, o grupo realizou uma regra de trés para apresentar a resolucdo do
problema, como segue:
T wp m?3
1— 2
X —220
x=110t
Concluindo, portanto, que caberdo 110 toneladas de forragem no silo.
Para validar sua estratégia de resolugdo, o Grupo 1 apresentou oralmente a resolucéo,
explicando de maneira simples e objetiva. Segue a transcri¢cdo do &udio coletado no momento
da formagdo:

P1: Primeiro n6s movimentamos o0 GeoGebra para ver as modificagfes que o silo
sofria a medida de agente alterava suas medidas. Depois, realizamos o célculo no
caderno, comegamos calculando a éarea da base, pela formula do trapézio, em
seguida multiplicamos por 20m, que é o comprimento do silo, encontrando 220m?.
Como a questdo pedia a resposta em toneladas, fizemos uma regra de trés para
transformar metros cubicos em toneladas, achando 110t. Sendo a opgdo “A” a
resposta correta.

O Grupo 2, no momento da formulagéo, realiza os procedimentos semelhantes aos do
Grupo 1, estabelecendo troca de ideias através do grupo de WhatsApp. Assim, procedendo as
analises das trocas de informacOes entre os participantes do grupo, p6de-se perceber os

didlogos entre eles, na tentativa de instituir uma formula para solucionar essa situacdo

didatica, como se vé na imagem da Figura 85.
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Figura 85 - Dialética da formulacdo da situacdo didatica 4 do Grupo 2
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O grupo prossegue com as elaboragGes das conjecturas e, busca a utilizacdo do

GeoGebra para tentar visualizar elementos que justifiguem suas ac¢des iniciais. Na imagem da
Figura 86, tem-se os professores em formacdo do Grupo 2, acessando a construcdo do
software GeoGebra, através do smartphone. Na imagem da esquerda, vé-se 0 acesso por meio
do arquivo ggb e, na imagem a direita, por meio do QR-CODE.

Figura 86 - Manipulacdo do GeoGebra no celular pelo Grupo 2
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De acordo com o exposto, verificou-se que os futuros professores, de modo
semelhante ao Grupo 1, perceberam a diferenca entre a largura do topo e a largura do fundo
associando a altura ao objeto e, portanto, formalizando que a largura do topoera2x 0,5 =1
metro a mais que a largura do fundo, de acordo com o previsto na andlise a priori. Assim, eles
estruturam um modelo matematico para o célculo do volume do silo, equacionando a area do

trapézio vezes a altura do prisma. Veja Figura 87.

Figura 87 - Modelizacao algébrica para situacéo didatica 4 do Grupo 2
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Fonte: Dados da pesquisa.

Assim, o grupo formalizou um modelo matematico, a partir dos conceitos da area do

prisma e do volume de um sélido, que foi equacionado do seguinte modo:

Aplicando a formula matematica e substituindo seus valores, encontra-se o volume do
silo, assim:
(6+5).1.20
Vsilo = T
Vsilo =220 m3

Logo para identificar a quantidade de forragem ocupada pelo objeto, identifica-se que

1 tonelada de forragem ocupa 2 m3, assim tem-se % =110t.

No momento da validagdo, o representante do grupo apresentou argumentos sobre as

estratégias de solucdo para todos os participantes do encontro no Google Meet, na tentativa de



165

validar sua proposta de resolucdo. Na Figura 88, exibe-se 0 modelo matematico da situagéo 4,
apresentada por esse grupo.

Figura 88 - Apresentacao da solucdo da situacédo 4 pelo Grupo 2
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Fonte: Dados da pesquisa.

Tem-se a transcricdo do audio coletado pelo Meet, no momento da explicacdo da

estratégia de resolucdo do futuro professor.

P8: Essa questdo IV trata-se de um prisma trapezoidal. Ela fornece algumas
informacdes, como a altura de 2 metros do nosso silo. Ele tem largura maior com 6
metros e comprimento de 20 metros. E a largura menor, o que que ela diz? Que a
cada 1 metro de altura, a largura menor, é 0,5 menor que a largura maior. A partir
disso, a gente entende que se tem 2 metros, e ela diminui 0,5 metro a cada 1 metro.
Entdo, se temos 2 metros, a largura menor serd a largura maior menos 1 metro. No
caso a gente descobre que a largura menor é equivalente a 5 metros. Assim, temos a
medida de nosso trapézio, que sdo: Altura 2 m, largura maior 6 m e a largura menor
5 m. Entdo, a gente vai aplicar na férmula da area do trapézio que é largura maior

. C . B+b).h .
mais largura menor vezes altura dividido por dois: % Aplicando todos os

dados que temos, vai ficar: (*52_ 1 Entfo a &rea do nosso trapézio é 11 m?. Para

descobri 0 nosso volume o que a gente precisa fazer? Precisa da area de nosso
trapézio vezes o comprimento de nosso silo, que no caso sera 11 x 20, que vai
resultar em 220m?3. Porém, a gente tem outra informaco, que é a seguinte: a cada
2m3 tem 1 tonelada de silagem. Entdo, a gente vai pegar nosso volume e dividir por

2, e assim, a gente chega no resultado que ¢ 110 toneladas, que é a letra “A”.
Percebeu-se, com a solucdo exibida por esse grupo, que ele usou de seus
conhecimentos adquiridos ao logo da educacdo basica e de sua formacdo inicial para
estabelecer uma melhor estratégia de resolucéo, de acordo com os pressupostos da analise a
priori. Assim, pode-se ver em suas acdes uma boa interpretacdo do problema e a instituicdo
de um modelo matematico sobre volumes que responde as expectativas do enunciado da

situacdo didatica.
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O Grupo 2 também expls sua estratégia de resolucdo através da construgdo no
GeoGebra. Durante o processo de validacdo, chamou atencdo o fato de que, durante o
processo de formulacdo, esse grupo criou sua propria construcdo no GeoGebra (Figura 89)

para auxiliar na resolucdo da quest&o.

Figura 89 - Construcdo da modelagem matematica da situacéo 4 pelo Grupo 2
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Fonte: Dados da pesquisa.

Assim, apresenta-se a explicacdo do outro representante do Grupo 2, durante a

dialética de validacdo sobre os caminhos tragados durante a resolucéo.

P5: No celular, 0 GeoGebra 3D ndo possibilita a construgdo da base do trapézio
diretamente utilizando as ferramentas do poligono. Entéo, eu tive a ideia de colocar
como sendo a parte de pontos, assim eu comecei primeiro as constru¢es dos pontos.
Para o primeiro ponto comecei com as coordenadas A = (0.5, 0, 0). O segundo
ponto, as coordenadas véo ser B = (5.5, 0, 0). O terceiro, as coordenadas serdo C =
(0, 0, 2) e o0 quarto ponto de coordenadas D = (6, 0, 2). A partir desses quatro pontos
eu vou na ferramenta poligono e seleciono esses quatro pontos, e ai ja& me da a base,
gue o trapézio. Através dessa base, eu vou construir um prisma, utilizo a ferramenta
gue é para fazer a extrusdo para prisma e seleciono a base, em seguida abre uma
janela em que eu coloco a altura, que no caso seria 0 comprimento que tem na
questdo, que é 20. Assim, fica construido o prisma. As coordenadas que utilizei nos
pontos da construcdo, eu calculei, mais ou menos, utilizando os dados da questdo. A
base maior, que seria esse segmento DC de medida 6. O segmento AB, que é a base
menor, tem medida 5 e altura 2. O comprimento, que no caso é 20. O GeoGebra
também calcula o volume desse prisma, através da ferramenta volume. Entdo, eu
vou nessa ferramenta, seleciono e ja da a medida do volume, que é 200 m®. Ai no
caso, eu sd precisaria descobrir as medidas em tonelada nesse silo. Assim, basta eu
dividir 220 por 2, que obtenho a resposta, que é 110 toneladas.

Observando o relato, percebeu-se que o grupo usou 0s conhecimentos adquiridos no
primeiro encontro da formacdo, em que se mostraram os comandos basicos do GeoGebra e

como construir figuras e formas, na janela de visualizagdo 3D, para modelar uma construgédo
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para a situacdo didatica 4. Ao ser indagado pela pesquisadora sobre fazer sua propria
construcdo da questdo, ele relatou que ndo estava conseguindo manusear o controle deslizante
da base maior em seu celular; ademais, ele queria colocar em pratica os conhecimentos
adquiridos na formagao.

J& o0 Grupo 3 ndo conseguiu estabelecer a dialética da formulagéo por néo ter todos os
membros de seu grupo participando do encontro. Mas o representante do referido grupo
formulou sua estratégia de resolucao (Figura 90), utilizando o ambiente do lapis e papel.

Figura 90 - Resolucdo algébrica da situacao 4 pelo Grupo 3

Fonte: Dados da pesquisa.

O Grupo 3 apresenta uma estratégia de resolucdo semelhante ao do Grupo 1,
recorrendo ao registro algébrico para instituir um modelo de resolucdo do problema 4.
Determinou a largura do fundo do silo, associando a altura do objeto e realizando uma
subtracdo. Depois, realizou o célculo da area da base, encontrando 220m? para, em seguida,
realizar uma regra de trés para transformar metros cubicos em toneladas, apresentando assim
110 tonelada como resposta.

No momento da validacdo, o professor em formacao P10, representante do grupo,
resumiu sua estratégia de resolucdo, ressaltando que procedeu ao calculo de modo semelhante
ao Grupo 1 e que também encontrou o mesmo resultado. Acrescentou que nao utilizou a
construcdo do software GeoGebra para formular a resolucdo, pois ainda sente dificuldades
com o0 manuseio desse recurso tecnolodgico, mas que, ap6s a resolucdo no caderno,
movimentou a construcdo para verificar a veracidade de sua estratégia de resolucdo para, a
partir dai, apropriar-se melhor dos mecanismos de funcionamento desse software.

Portanto, afirma-se que o objetivo dessa situacdo problema foi atingido, pois 0s
participantes encontraram a capacidade de armazenamento do silo, de 110t, e ainda

conseguiram desenvolver outras habilidades de resolu¢do com o software GeoGebra,
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demonstrando, assim, que o ambiente de formagdo se apresentou consistente na preparacao
desses futuros professores para a acdo docente.

Com relacgéo a institucionalizacédo, a pesquisadora retomou as a¢fes da sessdo didatica,
apresentando 0s conceitos implicitos no enunciado da questdo sobre area do trapézio,
relacionando-o0s aos conhecimentos apresentados pelos futuros professores para formalizar a
solucdo e apresentar a todos os participantes. Também foi realizada uma demonstracdo da
resolucdo pela manipulacdo da construcdo no GeoGebra, com o intuito de mostrar a
comparacao entre 0 modelo apresentado no computador e 0 modelo matematico da solucéo.

E importante ressaltar que a solugio apresentada ja havia sido prevista na analise a
priori e que houve modelos diferentes de resolucdo, o que também € importante para o

crescimento e amadurecimento académico e profissional dos futuros docentes.

8.2.3 Anadlise a posteriori e validagdo da situacgdo diddtica 5

Analogamente aos processos anteriores, no momento da acéo, os participantes tiveram
acesso aos arquivos da questdo 5 e de sua construcdo no GeoGebra. Realizaram a leitura,
comegcaram as trocas de ideias em seus respectivos grupos e formularam suas estratégias de
resolucdo, de acordo com os pressupostos da anélise a priori.

De inicio, eles realizaram a leitura do problema e depois acessaram 0 arquivo no
GeoGebra (Figura 91). Procuraram estabelecer estratégias para resolver a questdo proposta,
mobilizando os raciocinios matematicos originados da interpretacdo e da identificacdo de
elementos geométricos presentes na situacdo problema do ENEM, além da manipulacdo do

objeto no software.

Figura 91 - Construcdo da situacao didatica 5 do ENEM no GeoGebra
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Fonte: Construcdo da autora.
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Na Figura 92, apresenta-se a construgdo, no GeoGebra, do problema 5, sendo acessada

no smartphone, na imagem do lado esquerdo, por meio do QR-CODE; e, do lado direito, tem-

se 0 arquivo ggb, utilizados durante a formulacédo pelos professores em formacéo do Grupo 1.

Figura 92 - Manipulacdo da situacdo didatica 5 no GeoGebra pelo Grupo 1
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A = (11.91392.0.936)

c: Circulo(A. Raiomaior)

(x —11.91)2 (y 094 g

Durante a formulagdo, os participantes do Grupo 1 trocaram mensagens para

estabelecer uma estratégia de resolucdo do problema 5 (Figura 93). Nesse momento, eles

manipularam a construcdo no software GeoGebra, na tentativa de buscarem prognosticos para

desenvolverem conclusfes que favorecessem a descoberta de um modelo matematico que

solucionasse a situacdo problema. Os professores em formacdo desse grupo realizaram

simulacbes através da modelizacdo da situacdo do ENEM, explicitaram, por meio de

mensagens de audio, alguns questionamentos, verificaram algumas situacdes numéricas com a

movimentacao dos controles deslizantes e a modificacdo que os objetos sofreram, a medida

que os raios e a altura eram manipulados.



Figura 93 - Solucéo algébrica da situacao didatica 5 do Grupo 1
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Elgonte: Dados da pesquisa.

Para o registro algébrico, o grupo realizou o célculo do volume total da pilula, sendo

este 0 somatorio do volume do cilindro com o volume da esfera, de acordo com o que se havia
previsto na analise a priori. Primeiramente eles fizeram o célculo do volume da pilula inicial

cujo raio tinha medida de 5mm, como segue:

Vi=n h+§nr

=314.52.10+ % .3,14.53

Vi =785+ 523, 33
Vi = 1.308,33mm?

Em seguida, procederam a um célculo semelhante para encontrar o volume da pilula
apos a reducdo do raio em 1mm, assim:

Vi=m.r2. h+ %.n.rg'
vf:3,14.42.10+§.3,14.43

Vi=502, 4 + 267, 94
Vi=770,34
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Para concluir a solucdo, os professores em formacdo do Grupo 1 realizaram a
subtracdo do volume inicial pelo volume final, de acordo com o0s pressupostos da analise a
priori.

Vinicial = Vfinal
V= 1.308,3-770,34
V= 537,96 mm?

Entdo, o volume da pilula reduzida deve ser aproximadamente 538 mm.

No momento da validacéo, o representante do Grupo 1 apresentou problemas com o
sinal de internet; no entanto, foi possivel captar um pouco da apresentacdo oral, na qual a
solucdo foi aceita por todos os participantes, como valida.

O Grupo 2, no momento da formulacéo, realizou procedimentos semelhantes ao Grupo
1. Trocaram mensagens via WhatsApp (Figura 94), com o intuito de estabelecer estratégias de
resolugéo para o problema proposto.

Figura 94 - Dialética da formulacdo do Grupo 2
© [-XcK S w1859 [ O & QO % i 4 w1900
<« = Grupo do GeoGebrak.i (CHEE P Grupo do GeoGebral\, ... ¢
Matemadtica _ r
Aiai 09:4 (
’ Ej?l L | / Eim, ta faltando uns pi ai 101 i
i ! \ = L!.nu-‘u...

-
Mas a questdao manda usar 3

Estou lendo. |

b
/ \

Acho que tira o volume do cilindro e f"

da esfera e soma. / "l

19

g occeraeson
De inicio. m“

Primeiro faz deles sem alteragao e
depois com o novo raio.

Ai a questao pede a redugao é s6
fazer a diferenca.
E? |
at E s6 dividir o 514 por 3 e multiplicar
Matematica por 3,13 ):22
Acho que seja

(&)

[\
Fonte: Dados da pesquisa.

Verifica-se, na dialética da formulacdo, que os professores em formacdo desse grupo
percebem que os volumes das pilulas sdo o somatdrio do volume da esfera com o volume do
cilindro e, que para solucionar a questao basta realizar a diferenca entre as duas.

Nesse momento, eles procuraram estabelecer uma conexao para favorecer a descoberta

de um modelo que possibilitasse o calculo da area da base do sélido para calcular o volume
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das pilulas, fazendo uso de seus conhecimentos pragmaticos e epistémicos para desenvolver
um raciocinio matematico que possibilitasse estabelecer a diferenca entre o volume da
primeira e 0 volume da segunda pilula, por meio de uma associa¢ao entre Vinicial — Vfinal para
solucionar o problema. Veja Figura 95.

Figura 95 - Modelizagdo matematica de solucdo da situacdo 5 pelo Grupo 2
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Fonte: Dados da pesquisa.
Observou-se que o grupo apresentou uma solugéo semelhante a que foi exibida na
analise a priori, realizou o calculo do volume da esfera e do cilindro da primeira pilula, cujo

raio media 5 mm, procedendo do seguinte modo:

Ve=m.r%h Ve:%.rr.r3
Ve =3,14.52 .10 vezg .3,14.53
V. =78. 5. 10 Ve = 523, 3
V= 785

Assim, somando V¢ + Ve = 1.308,3.
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Prosseguindo com a estratégia de resolugdo, buscaram estabelecer o volume da

segunda pilula, considerando a reducédo do raio para 4 mm, como segue:

Ve=m.r2h Ve=2 .73
Ve =3,14. 4210 Ve=2.314.43
Ve =3,14.16.10 Ve=2.3,14.64
Ve =502, 4 Ve = 267,94

Assim, somando V¢.+ Ve= 770,34

Finalizando, o Grupo 2 realizou a diferenca entre os dois volumes para instituir a

resposta final dessa situacdo didatica. Desse modo, tem-se:
V= 1.308,3-770,34
V= 537,96 mm?,

Entéo, a redugdo do volume da pilula deve ser aproximadamente 538 mm.

Na validacdo, o representante desse grupo apresentou sua estratégia de solucdo para

todos os presentes. Segue a transcri¢do captada pela ferramenta do Google Meet, no momento

da apresentagéo.

P6: De inicio a gente vai precisar saber o volume do comprimido sem a reducéo.
Entéo, para isso eu tirei o volume do cilindro e da esfera. Sabemos que o volume do
cilindro é t.r? .h. L& na questdo ele diz que é pra usar T = 3,14. Assim, temos
3,14. 52.10. Entao, realizando a operacdo eu encontro o volume do cilindro em

~ 4 P
785mm?2. Com relagdo ao volume da esfera eu tenho 3 .m.r3, substituindo os

valores e resolvendo eu encontro o volume que é 523,3 mm?3. Para que eu saiba qual
é 0 valor do comprimido todo eu faco a soma dos dois e encontro 1.308, 3 mm?,
Depois para que eu encontre o volume do outro comprimido, depois da reducéo, eu
vou utilizar o raio sendo 4, assim fazendo o volume tanto do cilindro quanto da
esfera eu encontro 502, 4 para o cilindro e para a esfera 267, 94. Realizando a soma
eu tenho 770,34 mm?. Para eu saber a reduco, basta eu fazer a diferenca entre os
dois, que vai ser a diferenca do maior menos a do menor, por fim, eu encontro

537,96 mm? que vai ser aproximadamente 538 mm?®,

Sendo assim, ficou claro que o Grupo 2 identificou os teoremas dos volumes do

cilindro e da esfera, necessarios para formular a resolucdo do enunciado da situacdo didatica

proposta.

Quanto ao Grupo 3, de acordo com o que ja foi relatado anteriormente, ndo conseguiu

realizar a etapa da formulacéo. O representante do grupo apresentou a pesquisadora, por meio

do WhatsApp, as estratégias de resolucao por ele utilizadas para resolver a situacdo didatica,

apresentando uma resolucéo algébrica (Figura 96).



174

Figura 96 - Resolucdo algébrica da situacdo didatica 5 do Grupo 3
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Fonte: Dados da pesquisa.

Observa-se que a estratégia empregada pelo Grupo 3, na resolucédo da situacdo didatica
5, é semelhante aquelas aplicadas pelos outros dois grupos. Primeiro, foi determinado o
volume da pilula inicial: Vi = 1.308,33mm?; em seguida, foi realizado o calculo do volume da
pilula com raio reduzido, assim: V¢= 770,34mm?; finalizando com a diferenca entre o volume
inicial e final. No entanto, nesse momento, verificou-se que 0 grupo cometeu um erro na
subtragdo, encontrando o valor de 514mm?, o que n&o corresponde ao resultado correto dessa
operacgdo, sendo o resultado correto o seguinte: V = 1.308,33 - 770,34 = 537,99. Porém,
percebe-se esse erro mais como desatencdo do que propriamente um erro epistémico ou
pragmaético.

No momento da validacdo, o representante do Grupo 3 ndo apresentou sua estratégia
de resolucdo, pois havia muita oscilacdo no sinal de internet, mas relatou que percebeu,
durante a apresentacdo dos outros grupos, o erro cometido por ele no momento de sua
resolucéo final. Nesse momento, a pesquisadora indagou se ele havia utilizado o GeoGebra
para auxiliar na resolugdo. O participante P10 relatou que ndo conseguiu acessar o link da
construcdo devido ao sinal da internet e, que o computador ndo estava disponivel no
momento.

Para finalizar essa sessdo didatica, é importante ressaltar que, durante esse encontro,
muitos dos professores relataram dificuldade na conexdo & internet, havendo quedas
constantes, o que dificultou o acesso a informacdes e, principalmente, a troca de ideias entre
0s participantes, durante a etapa de formulacdo, além de comprometer um pouco a coleta de
dados da pesquisa.

Mesmo com esses obstaculos, pdde-se verificar que os objetivos propostos nessa
situacdo foram atingidos, pois todos os participantes encontraram a solu¢do de 538mm para o

volume reduzido da pilula, conforme o enunciado da questdo proposta. Referente a utilizacdo



175

do software GeoGebra, constatou-se sua manipula¢do; mesmo quando ndo foi usado para
formular a solucéo, os futuros professores procuraram o recurso tecnoldgico para confrontar e
validar a resposta apresentada, conforme o relato captado no momento da apresentacdo de um

dos participantes do Grupo 2.

P6: Com relagdo ao GeoGebra eu ndo utilizei 14 na resposta, mas eu acho importante
agente da uma olhada, por que depois que a gente utiliza 0 GeoGebra ¢é possivel ver
mesmo, de forma explicita a mudanca, a diferenca com relacdo ao uso ou néo.
Entdo, eu utilizei o GeoGebra para comparar a resposta que encontrei, com a
visualizagdo da figura. Entdo, é importante a utilizacdo do GeoGebra por que se
torna visivel e até mais dindmico mesmo, a apresentacdo e a socializacdo com os
alunos da sala de aula.

Com relacdo a institucionalizacdo, a pesquisadora expds 0s conceitos implicitos no
enunciado do problema, pautados no Principio de Cavalieri para, em seguida, fazer um
levantamento de todas as estratégias de resolugcdo dos participantes, retomando, no momento
da apresentacdo, em uma Unica resolucdo. Nesse momento, a investigadora também
apresentou a confrontagdo do modelo matematico com o modelo tecnolégico apresentado pelo

computador para validar a solugdo da questéo 5.

8.3 Quarto encontro: Analise a posteriori e validacdo das Situacdes Didaticas do ENEM

As acdes dos sujeitos da pesquisa foram iniciadas de modo semelhante as aplicacdes
anteriores; os participantes dos grupos receberam o0s arquivos das questdes e suas respectivas
construcdes no GeoGebra. Iniciou-se o encontro virtual no Google Meet (Figura 97), onde a
pesquisadora relembrou os passos das aplicacdes das sessdes didaticas para todos o0s
participantes.

Figura 97 - Quarto encontro da aplicacdo das situacdes didaticas no Google Meet

Fonte: Dados da pesquisa.
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8.3.1 Anadlise a posteriori e validagdo da situacao didatica 6

Conforme os pressupostos da analise a priori, os professores em formacéo realizaram
a leitura do problema e mobilizaram seus conhecimentos matematicos para identificar
elementos geométricos, presentes na situacdo didatica 6, para criar um modelo matematico de
resolucéo.

Os professores em formacdo foram incentivados a utilizarem a constru¢cdo no
GeoGebra (Figura 98) e, manipularem o objeto, a partir da ferramenta controle deslizante para

tentarem estruturar um modelo matematico de resolucéo desta situacdo didatica.

Figura 98 - Construcdo no GeoGebra da situacéo 6
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Fonte: Construgdo da autora.

Na dialética da formulacdo, o Grupo 1 procede a troca de ideias através do WhatsApp.

Nesse momento, os dialogos escritos ou por audio sdo manifestados para atingir o objetivo do
problema, veja Figura 99.

Figura 99 - Dialética da formulacao o Grupo 1
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Pelo exposto na imagem da Figura 99, verifica-se a clara manifestagdo do Grupo 1 em
utilizar a construcdo do GeoGebra para auxiliar na formulacdo da resolucdo matematica da
questdo 6. Os participantes trocaram videos, demonstrando como realizaram as simulacdes
através da situacdo didatica 6, expondo alguns questionamentos. Observaram que, atraves
dessa construcdo dindmica, eles tinham a possibilidade de variar os controles deslizantes e
visualizar a igualdade dos volumes dos dois sélidos. Assim, 0s membros do grupo, no
momento da formulacédo, utilizaram o GeoGebra (Figura 100), movimentando os “controles
deslizantes™: Largura, Comprimento, Espessura e Aresta para estabelecer propriedades
numéricas e geometricas, na tentativa de solucionar a situagdo didatica 6, de acordo com 0s
pressupostos da analise a priori.

Os professores em formacéo revelaram que a manipulacdo dos controles deslizantes
possibilitou a compreensdo dos elementos matematicos implicitos no enunciado da questéo,
de acordo com os pressupostos da analise a priori.

Figura 100 - Manipulacdo da construcdo no GeoGebra da situacdo didatica 6 pelo Grupo 1
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Fonte: Dados da pesquisa.

Logo apds, comecaram a estruturar um modelo matemaético, recorrendo aos
conhecimentos praticos e epistémicos para formular um registro algébrico de solucdo (Figura
101).
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Figura 101 - Modelizacdo algébrica da situacdo didatica 6 do Grupo 1
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Fonte: Dados da pesquisa.
O Grupo 1, apresentou uma solugdo de acordo com o0s preceitos da analise a priori.

Sendo assim, igualaram os volumes do cubo e do paralelepipedo por meio da seguinte
expresséo:
Vparalelepipedo = Vcubo
a.b.c=a’
Em seguida, aplicam no seu modelo matematico as dimensbes do enunciado da
questao:
18.3.4=x3
x3=216
x =216
x =6
X=6cm
Desse modo, o0 Grupo 1 determinou que aresta do cubo é 6 cm.
No momento da validagdo, o Grupo 1 exp6s, no Google Meet, as estratégias de
resolucé@o adotadas por eles para responder o problema 6. Num primeiro momento, apresentou
a solucdo através da utilizagdo da movimentacao da construcdo no GeoGebra (Figura 102).



179

Figura 102 - Dialética de validacdo por meio do GeoGebra pelo Grupo 1
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Fonte: Dados da pesquisa.
No momento da validacdo, o representante desse grupo apresentou suas estratégias de

resolucdo para instituir o modelo matematico de sua solucdo, através da manipulacdo do
GeoGebra, como segue:

P3: Inicialmente, eu usei os controles deslizantes e coloquei a largura, o
comprimento e a espessura, conforme os dados da questdo: a largura 3, o
comprimento 18 e a espessura 4. Pronto, ai j& tenho a medida do meu
paralelepipedo, em que automaticamente ¢ dado o volume de 216 cm?®. Ja com as
arestas do cubo, eu realizei movimentagbes, com o seu controle deslizante,
aumentando e diminuindo o tamanho para ter aquela no¢do de como deveria ficar o
cubo. Ja na movimentacdo eu consegui descobrir que o volume dele é igual a 216
cm?, assim eu visualizei que esse volume do cubo corresponde a aresta de medida 6.
Em seguida, para comprovar eu fiz também o calculo no caderno e comprovei que a
medida da aresta é realmente 6 cm.

Depois, o Grupo 1, também exp6s a solucdo algébrica da situacdo didatica 6 (Figura
103).
Figura 103 - Solucdo algébrica da situacdo didatica 6
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Segue a transcrigdo do audio captada pelo Meet, no momento da validagdo pelo outro

participante do Grupo 1.

P4: Bem, na questdo fala que a fabrica produz barras de chocolate no formato do
paralelepipedo e do cubo, com 0 mesmo volume. As arestas da barra de chocolate no
formato de paralelepipedo medem: 3cm de largura, 2cm de comprimento e 4cm de
espessura. Agente sabe que o cubo possui todas as arestas iguais, entdo o volume do
cubo vai ser igual a medida das arestas ao cubo, no caso chamei essas arestas do
cubo de “y”, sendo assim determinado por: V = y3. Em seguida, nés calculamos o
volume do paralelepipedo, multiplicando suas medidas: 3cm . 18cm . 4cm =
216cm®. Como sabemos que os volumes tanto do paralelepipedo quanto do cubo séo
iguais, igualamos o volume do cubo a 216, pois pelo o enunciado da questdo,
precisamos saber a medida das arestas do cubo, assim fizemos o seguinte célculo: y®
= 216. Para isolar o “y”, nos extraimos a raiz clbica dos dois lados, desse modo,

tém-se: 3\/3’_ =3/216. Entéo ficou y = 6¢cm, que o valor das arestas do cubo.

Verifica-se, que o Grupo 1 utilizou o recurso tecnolégico do software GeoGebra e o

registro algébrico para confrontar e validar suas estratégias de resolugdo. Isso quer dizer que o

grupo conseguiu associar as propriedades numericas e geométricas, através da manipulagédo

da imagem em terceira dimensao.

O Grupo 2, no momento da formulacdo, realizou acGes diferentes, visto que criou a

propria construcdo no GeoGebra para ajudar a formular sua resolugéo.

Figura 104 - Dialética da formulacdo entre os professores em formacao do Grupo 2
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Fonte: Dados da pesquisa.

Pelo exposto, tem-se a clara manifestacdo dos participantes em utilizar a construcao do

GeoGebra para auxiliar na formulagdo da resolucdo matemaética da questdo 6. A imagem

acima (Figura 104) mostra a interacdo da construcdo criada pelo grupo para auxiliar na

solucdo do problema.
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Ao analisar as trocas de informacOes entre os futuros professores, verificou-se as
estratégias de resolucdo implementadas pelo Grupo 2 para formalizar a resolugcéo do problema
proposto. Veja Figura 105.

Figura 105 - Modelizacdo algébrica da situagéo didatica 6 pelo Grupo 2
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Fonte: Dados da pesquisa.

Verifica-se que os participantes desse grupo expuseram uma solucdo semelhante a
apresentada pelo Grupo 1. Buscaram estruturar um modelo matematico, a partir dos
elementos e propriedades implicitos no enunciado do problema, depois padronizaram uma
férmula, pautados nos conhecimentos epistémicos dos conceitos envolvidos no problema e na
modelizacdo do software GeoGebra.

O primeiro passo foi calcular o volume do paralelepipedo, haja vista que o enunciado
da questdo ressalta que os dois blocos possuem volumes iguais. Assim, eles multiplicaram as
medidas da largura, comprimento e espessura, Vp = 3 . 8 . 16 = 216cm3. Em seguida,
determinaram que o volume inicial do cubo seria dado por, V. = a° para, logo depois, igualar
os dois volumes e determinar a medida da aresta do cubo, realizando o seguinte
procedimento: a®*= 216; calculando a raiz cuibica de 216, encontra-se a medida da aresta igual
a 6cm, resolvendo assim a situacdo-problema 6.

Segue a explicacdo da modelagem de resolucéo desse grupo, a partir da transcri¢céo de
audio coletado do Google Meet durante a formacdo, no momento da dialética de validagdo do
representante do grupo, o participante P7.

No6s sabemos que os volumes sdo iguais, entdo o que foi que nos fizemos: eu, P6 e
P8. Agente calculou o volume do paralelepipedo que é: 3 . 18. 4, que deu 216 cm?.
N6s igualamos o volume do cubo com a sua aresta ao cubo, assim: V. = a°. Entdo, o
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gue a gente fez: como os dois tém volumes iguais, fizemos a raiz clbica de 216, que
no caso, deu 6 cm. Ja o professor P5 utilizou 0 GeoGebra em sua resolugdo,
mostrando no nosso grupo como vez a movimentacdo para solucionar a questao. Ele
mostrou 0s dois volumes sendo iguais, ai ele descobriu que a medida da aresta era 6
c¢m, vendo o volume do paralelepipedo e do cubo.
Pelo relato, viu-se claramente que a dialética da formulacdo, entre os participantes do
Grupo 2, constituiu-se um processo bastante promissor para a formacdo docente desses
futuros professores, haja vista que a troca de informagdes possibilitou o aprimoramento de
conceitos geométricos e o desenvolvimento de novos métodos de ensino.
O Grupo 3, na fase da formulacéo, apresentou um modelo de resolucdo registrado no
ambiente do lapis e papel (Figura 106). Seu registro manuscrito mostra semelhanca com as
solucdes apesentadas pelos outros grupos e com os pressupostos da analise a priori.

Figura 106 - Solucdo da situacdo 6 apresentada pelo Grupo 3
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Fonte: Dados da pesquisa.

Conforme a exibicdo da Figura 106 o Grupo 3 apresenta uma solugédo, fazendo um
comparativo de duas grandezas de mesma natureza ao relacionar a igualdade entre o volume
do paralelepipedo e o volume do cubo, sélidos com formas diferentes, mas com caracteristicas
semelhantes, de acordo com o que se previu na analise a priori.

Assim, o grupo realizou o célculo do volume do paralelepipedo, multiplicando largura,
comprimento e espessura, encontrando o resultado de 216 cm?. Sendo assim, para encontrar a
medida da aresta do cubo, os participantes do grupo igualaram o volume dos dois so6lidos e

procederam ao seguinte calculo:

a=6cm.
Desse modo, eles perceberam que, para se chegar a resposta do problema, bastava
realizar o célculo da raiz clbica ou a fatoracdo de 216, encontrando, entdo, a medida da aresta

do cubo, que é 6 cm.
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No momento da validacdo, o representante do grupo, P10, ndo expbs seu modelo de
resolucédo para os participantes por problemas técnicos. Apresentado oralmente, limitou-se a
dizer que a resposta de seu grupo assemelhava-se aquelas apresentadas pelos grupos 1 e 2. No
entanto, relatou algumas dificuldades durante a realizacdo da atividade, como o fato de, nesse
encontro, seu grupo contar com apenas dois participantes e, que um deles estava com
dificuldade de acesso devido a oscilacdo do sinal de internet, o que tornou a troca de ideias
pouco eficaz. Um outro ponto que chama atencao foi esse professor ndo utilizar o software
GeoGebra, situacdo ndo prevista na analise a priori, e alegar ndo ter habilidade em seu
manuseio. Porém, isso pode se caracterizar como uma resisténcia ao uso das ferramentas
tecnologicas, podendo, assim, representar um obstaculo ao futuro professor, num ambiente de
trabalho.

De acordo com os dados analisados, verificou-se que todos o0s participantes
conseguiram encontrar 6cm como a medida das arestas do cubo; portanto, o objetivo dessa
situacdo didatica foi alcancado. Além disso, também observou-se que os professores em
formacdo desenvolveram outras habilidades de apropriacdo dos assuntos implicitos na
questdo, estabelecendo diferentes estratégias de resolucao para a situacdo didatica proposta.

O recurso didatico proporcionado pelo software GeoGebra, segundo relato dos futuros
professores, foi importante para visualizacdo e para estabelecer as estratégias de resolugcdo do
problema.

No momento da institucionalizagcdo, retomou-se 0s conhecimentos gerados nessa
situacdo, trabalhando os conceitos implicitos do enunciado da questdo, pautados no Principio
de Cavalieri e, utilizando o software GeoGebra (Figuras 107 e 108).

Figura 107 - Dialética da institucionalizacdo da situacdo didatica 6
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Figura 108 - Apresentacdo do Principio de Cavalieri durante a institucionalizacéo

Fonte: Dados da pesquisa.

Em seguida, fez-se um levantamento das conjecturas exibidas pelos grupos,
sintetizando em uma Unica solucdo e apresentando a todos os presentes, de acordo com 0s
pressupostos da andlise a priori. Durante as analises dos dados coletados, p6de-se verificar
que os futuros professores definiram modelos matematicos diferentes em sua formulacéo,
sendo vista pela pesquisadora como um fator importante no enriquecimento da formagéo dos

futuros docentes.

8.3.2 Anadlise a posteriori e validagdo da situagdo didatica 7

O inicio dessa situagdo transcorreu de maneira semelhante a aplicagdo da situacéo
didatica 6; sendo assim, os participantes dos grupos leram o enunciado do problema (Figura
109), acessaram a construcdo no GeoGebra, realizaram as ac¢Oes, formulacGes e validacOes
para resolver o problema, de acordo com o que foi previsto na analise a priori.

Figura 109 - Situacdo didatica do ENEM apresentada aos participantes

Fonte: Dados da pesquisa.
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Assim, apos realizar a leitura da questdo 7, os participantes procuraram mobilizar seus
conhecimentos matematicos oriundos da interpretacdo da leitura do problema, observando que
no caso em particular, basta usar a metade do volume de uma esfera inteira para estabelecer
um modelo matemético de resolugdo. Tal como nas situacdes anteriores, os futuros
professores foram orientados a utilizarem a constru¢cdo do problema disponibilizado no
software GeoGebra, para observar de forma dinamica a relacdo de igualdade entre o volume
das duas tacas, conforme o que se tinha previsto na analise a priori.

Na dialética da formulacdo, houve os procedimentos de troca de informacdes entre 0s
participantes do Grupo 1, na tentativa de estruturar um modelo matematico que solucionasse a
questdo. A comunicagdo entre os futuros professores desse grupo, ocorreu por mensagens de
voz e escrita atraves do grupo de WhatsApp (Figura 110), assim, observou-se os didlogos
entre eles, sobre a igualdade entre os volumes dos dois recipientes.

Figura 110 - Momento de formalizacdo do Grupo 1
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Fonte: Dados da pesquisa.

Segue a transcricdo das mensagens de audio, trocadas entre os participantes do Grupo

1, no momento da formulacéo.

P3: Como no caso eu tenho que ter o mesmo volume, eu igualei o volume da esfera
com o volume do cone.

P4: Eu fiz no GeoGebra, movimentei aqui o raio dos controles deslizantes e coloquei
o0 raio da semiesfera 3, como ele fala na questdo. A do champanhe 3 e o raio da taca
em cone 3. Ai aqui, ele me deu o volume da semiesfera.

P1: Fiz as movimentacBes no GeoGebra, depois fiz o calculo no caderno para
comprovar. Achei 0 mesmo resultado.

P2: Fiz o calculo no caderno, achei 6 para altura.
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Pelo exposto, vé-se claramente que os participantes se mostram receptivos ao uso do
GeoGebra, tanto para formular a resolucdo quanto para comprovar sua validagcdo. Assim,
explorando a construcdo no software (Figura 111), eles utilizaram os controles deslizantes
para verificar a variagdo do raio das duas tagas, relacionando propriedades para comparar 0s
volumes das bebidas, nos dois recipientes.

Figura 111 - Modelizacdo da situacao didatica 7 através do GeoGebra
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Fonte: Construcdo da autora.

Portanto, observadas as informacGes disponibilizadas na construgdo do software, 0s
participantes do Grupo 1 usaram seus conhecimentos e habilidades de resolugdo para
formalizar um modelo matemético (Figura 112). Assim comecaram suas conjecturas com
lapis e papel para solucionar a situacdo didatica proposta. Nesse momento, os conhecimentos
epistémicos sdo acionados, pois os professores em formacdo pretendem despertar um saber

matematico para estruturar uma férmula que resolva o problema.

Figura 112 - Formulacdo da escrita matematica da situacdo didatica 7 pelo

Grupo 1
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Diante do exposto, verifica-se que esse grupo, no momento da formulacéo, realiza o
desenho no ambiente lapis e papel. Esses participantes ressaltaram que também utilizaram o
recurso digital disponibilizado no software GeoGebra para comprovar o modelo de resolucdo
do problema 7. No momento da validacédo, eles apresentaram a resolu¢do no caderno e
também com o auxilio do recurso digital do GeoGebra.

Assim, o representante P3 apresenta sua resolucédo a todos os presentes, captada pela

gravacdo do Google Meet.

N6s tentamos fazer o desenho pra ficar melhor de explicar. Na figura Il, que deve
corresponder a parte que ta no liquido, nds colocamos em destaque. Assim, 0 que se
gue saber, é a altura, ja que o raio € 3 cm. Bem, o que nos fizemos: Como eu tenho
que ter o mesmo volume, nos igualamos o volume da esfera com o volume do cone,

. 4 1 o . .
assim: - .n.R3:5 .1.R? .h e substitui os valores do raio, sem alterar o pi porque

posteriormente iriamos fazer o famoso corte. Realizando os célculos, aqui na dtlima
linha nés temos 4m. 9 que é igual am.3.h. O que percebemos? Que 4 . 9 é 36,

, .. . . 36
vezes T é 36m. Nessa primeira linha qui temos T’T por que por 2? Bem, como

agente sabe eu t6 calculando o volume da esfera, como a taca é um hemisfério eu

vou ter que dividir por 2 esse volume, com isso eu tenho 18w = 3h .. Agora eu fago

o famoso corte, corto pi com pi e obtenho 3h = 18, isolando o h eu temos h = 13—8

Entdo, o h é 6 cm, essa € altura do liquido na taga.

A partir do que foi transcrito, tem-se a compreensdo do raciocinio e das habilidades
dos futuros professores para formular a resolucdo e para expor suas estratégias aos demais
participantes. Na Figura 113, traz-se 0 momento de explanacdo/validacdo no Meet,
apresentando sua resposta de forma clara e precisa a todos os presentes.

Figura 113 - Validacdo do Grupo 1 no Google Meet

Fonte: Dados da pesquisa.
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Os paraticipantes do Grupo 1 também realizaram o procedimento inverso para
formular a resposta do problema 7, haja vista que eles manipularam a construgdo no
GeoGebra para solucionar a questao e, posteriormente, fizeram os calculos no ambiente lapis
e papel para comprovar e instituir um modelo de escrita matematica para a situacao didatica.

No momento da valida¢do, um outro participante do Grupo 1 exp@e suas estratégias de

resolucdo para todos os presentes, confome audio captado pela gravacdo do Google Meet.

P4: Na questéo ele fala que o raio da taca da figura 1 e da figura 2 so iguais. Entéo,
eu movimentei aqui, o raio dos controles deslizantes e coloquei o raio da semiesfera
3, como ele fala na questdo. A da champanhe 3 e o raio da taca em cone 3 também.
Ai, aqui ele me deu o valor do volume da semi-esfera que é 56,55. Entdo eu fui
mechendo aqui no controle deslizante da altura do cone, e quando eu cheguei na
altura 6, foi mostrado o mesmo volume, igual ao volume da semiesfera. Portanto, a
altura do champanhe é 6 cm.

A Figura 114 traz 0 momento de validagdo/exposicao da resolugdo de P4, deixando
bem claro como ocorreu a manipulagédo da construcdo no GeoGebra para modelar uma escrita
matematica da solucao do problema 7.

Figura 114 - Exposicdo de P4 no momento da validacdo da situacdo 7 do ENEM

Fonte: Dados da pesquisa.

Observando-se a apresentacdo desses futuros professores, percebeu-se que eles
conseguem desenvolver certas habilidades na exposicdo de suas estratégias de resolucéo,
demonstrando preocupagdo em elencar os conceitos implicitos no enunciado da questdo com
0 modelo disponibilizado no computador, manifestando a¢des que podem ser usadas em sala
de aula, contribuindo assim com suas formacdes profissionais, seguindo 0s pressupostos da
EDF.

O Grupo 2, no momento da formalizacdo, usou o WhatsApp para trocar ideias e
estruturar um modelo matematico de resolucdo (Figura 115). Os participantes desse grupo
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realizaram novamente a construgdo de sua propria figura no ambiente 3D do software
GeoGebra, 0 que € visto pela pesquisadora como um avango no desenvolvimento profissional
por esses professores em formacao, solidificando a proposta da EDF.

Figura 115 - Dialética da formulagdo desenvolvida pelo Grupo 2
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Fonte: Dados da pesquisa.
Os participantes do Grupo 2 mobilizaram seus conhecimentos tedricos e préaticos para

estabelecer suas estratégias de resolucdo. Entdo, ao analisar seus registros sobre a etapa de
formulacdo, verificou-se que eles apresentaram uma solu¢do formulada com o uso de lapis e
papel (Figura 116) e também com a utilizacdo do software GeoGebra, semelhante as
estratégias empregradas pelo Grupo 1.

Figura 116 - Solucdo da situacdo didatica 7 apresentada pelo Grupo 2
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Fonte: Dados da pesquisa.
Verifica-se que, ao equacionar a igualdade entre as duas tacas, 0 Grupo 2 relacionou as

informagdes do enunciado da questdo e percebeu que em sua resolucdo ndo haveria
necessidade de usar o volume da esfera, e sim de uma semiesfera; para tanto, eles dividiram o
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volume da esfera por 2 e formalizaram a expressao para determinar a resposta do problema do

seguinte modo:

Ve _
5, ~ Ve

4 3

3T-R° _w RZh

2 3

Entdo, resolvendo a igualdade, encontrou-se a seguinte solugéo:

43 _2n
6 3
4.27 _9.h
6 3
= =3h
6

18=3h
h=6

Igualando os dois volumes e resolvendo a expresséo, encontraram como resposta 6¢m
de altura, correspondendo a quantidade de champanhe da taca em cone.

No momento da validacdo, o Grupo 2 exibiu a estratégia de resolucdo, a partir da
utilizacdo do software GeoGebra (Figura 117), e também o modelo algébrico da escrita
matematica.

Figura 117 - Demonstracdo da solugdo por meio da construgdo no GeoGebra pelo

B8 \/olyme de a =11

Il » <) 5508/2:2503<
Fonte: Dados da pesquisa.
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A partir do relato do representante do grupo, gravado no ambiente de aplicacdo, ele
expds a todos os participantes suas estratégias de resolucéo, afirmando o uso do GeoGebra na

sua formulacao.

P5: Aqui eu ja tenho as construcdes da esfera e do cone que a questdo solicita. Ele
fala que a taca original é hemisférica, ou seja, metade de uma esfera. S6 que
algumas dessas tacas acabaram quebrando, e, eles tiveram que substituir por uma
taca no formato de um cone. Eles querem que a mesma quantidade de champanhe
servida na taga esférica, também seja servida na tala em cone. Como 0 GeoGebra
ndo cria uma semiesfera nds optamos por construir a esfera, calcular o volume a
partir da ferramenta volumes, que ja tem no GeoGebra, que € essa aqui (mostra a
ferramenta no video). Ai no caso, ele deu que o volume dessa esfera aqui, que o
GeoGebra chamou de “A” é 113.1, s6 que ele ndo quer o volume da esfera, ele quer
o volume da taga, que ¢ o volume de “A” dividido por 2, que daria exatamente o
volume da taga que é 56,55. Depois, nés criamos aqui um cone, a partir de um
ponto, que nds chamamos de “V” e esse outro ponto que noés chamamos de “M”.
Entdo, a Unica coisa que fizemos foi regular esse segmento de “V” até “M”, de tal
modo que o volume de “V” seja igual a 56,55. Assim, a gente pode movimentar esse
segmento V a M, até que ele fique de tamanho que queremos. No caso, ele deu a
altura desse segmento, que € o valor 6 cm, mas eu poderia colocar qualquer outro

valor, procurando a partir desse segmento VM. Assim, vocés podem notar que o
volume “B”, que é o volume desse cone aqui (aponta para 0 objeto na tela), ele vai
variar de acordo com a altura. Se eu colocar por exemplo uma altura 4, o volume do
cone vai para 37.7, se eu aumentar esse valor para 6.3 ou superior, esse volume
também vai ser alterando. Portanto, nds podemos alterar esses valores por meio
dessa movimentacao. Mas para a questdo, ficou claro que a resposta é 6¢cm.

Ja Grupo 3, no momento da formulacdo, estabeleceu suas estratégias de resolucéo
pautadas nos conhecimentos epistémicos e pragmaticos, apresentando um modelo algébrico
de resolucdo, num ambiente do lapis e papel (Figura 118), ndo utilizando a construgdo no

software GeoGebra fornecida pela pesquisadora.

Figura 118 - Modelizacdo algébrica da solucdo da situacdo 7 do Grupo 3
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Fonte: Dados da pesquisa.

Verifica-se, pela imagem acima (Figura 118), que num primeiro momento eles
igualaram o volume das duas tagas, pela expressdo, V1 = V.. Depois, aplicaram a formula do

volume da esfera e do volume do cone na expressao, efetuando o calculo do seguinte modo:
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54 =9h
h=6

No momento da validagcdo, ao expor sua resolucdo, o representante do grupo
apresentou sua estratégia, mostrando a todos uma solucdo pratica e sucinta, explicando de
maneira rapida e clara como estabeleceram a resposta do problema 7.

Diante do que foi exposto, afirma-se que o objetivo proposto na situacdo didatica foi
alcancado, uma vez que os participantes conseguiram resolver a questdo e ainda apresentaram
estratégias de resolucdo diferentes, fortalecendo a preparacao desses professores em formacao
para o ambiente da sala de aula. Com relacdo ao processo de utilizacdo do GeoGebra como
recurso didatico, os participantes afirmaram que ele foi importante para visualizacdo,
formulagéo e comprovacao da resolucgéo da situacao.

No momento da institucionalizacdo, a pesquisadora trouxe 0s conceitos implicitos no
enunciado da questdo através do Principio de Cavalieri e do software GeoGebra (Figura 119),
demonstrando, de maneira dinamica, os conceitos de volume da esfera e do cone, deixando
claro aos participantes, a importancia da mediacdo do professor nessa etapa, antevendo uma
situacdo de sala de aula para o futuro professor, enriquecendo, assim, o ambiente de

formacao.

Figura 119 - Institucionalizacdo da situacao didatica 7 com o GeoGebra

Fonte: Dados da pesquisa.
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Por fim, a pesquisadora fez um apanhado de todas as estratégias de solucédo
apresentadas naquele problema, ressaltando a diversidade de resolucdes apresentadas.
Sintetizou uma resposta, semelhante aquelas apresentadas pelos participantes e também
realizou a demonstracdo da resolucéo, por meio da manipulagéo da construcdo no software
GeoGebra.

8.3.3 Analise a posteriori e validacao da situacdo didatica 8

O inicio dessa situacdo ocorreu de modo semelhante as situagdes anteriores. Assim, no
momento da agdo, os participantes tiveram acesso ao arquivo da questdo, realizaram uma
primeira leitura, consultaram a constru¢do no GeoGebra, numa primeira tentativa de estruturar
um modelo que possibilitasse a compreensdo dos conhecimentos envolvidos no enunciado do
problema, como citado na analise a priori.

Ressaltando que, nesse momento, os futuros professores foram previamente
incentivados a utilizarem a construcao do software GeoGebra (Figura 120), com a intencdo de
estimular o raciocinio e despertar a criatividade do modelo matematico, a partir da

visualizagéo do objeto em terceira dimensao.

Figura 120 - Modelizacdo através do software GeoGebra da situacdo didatica 8
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Fonte: Construcdo da autora.

Durante a formulacdo, houve as trocas de ideias entre os professores em formacéo,
através de mensagens escritas nos grupos de WhatsApp, relacionadas ao objetivo do
problema. Entdo, buscou-se analisar os didlogos entre os participantes sobre a reducdo do
volume original da piscina, apos a construcdo da ilha. Veja, na Figura 121, a dialética da

formulacdo entre os participantes do Grupo 1.
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De acordo com os didlogos desenvolvidos entre os participantes, evidencia-se que o0
uso do GeoGebra foi utilizado, tanto para formular uma resolucdo quanto para comprovacéo
da resposta. Em seguida, os futuros professores procuraram apresentar um modelo de
resolucdo, padronizando uma férmula algébrica (Figura 122), por meio do qual seria possivel
calcular a medida do raio de uma circunferéncia, para em seguida calcular o volume do
cilindro.

Figyra 122 - Resolucdo da situacao didatica 8 exibida pelo_(?r“upo 1
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Sendo assim, observou-se que os participantes desse grupo realizaram a diferenca
entre o volume original da piscina e do espaco destinado a agua, apds a construcdo, para
estabelecer o volume da ilha em 8m?3 e, assim, calcular a medida de seu raio para, em seguida,
determinar a solugdo, por meio da formula do volume do cilindro, V = Ap.h.

Substituindo na formula, tem-se a resolucéo final do problema proposto.

V=r.r’.h
8=3.r°.1
8 = 3r?
8

3
r? = 2,67
r=+2,67
r=163m

Conclui-se, portanto, que o raio maximo da ilha estara préximo de 1,6 metros.

r?=

No momento da validacdo, o representante do Grupo 1 expds as estratégias de
resolugéo a todos os presentes, realizando uma demonstragdo por meio da manipulagdo da
construcdo no GeoGebra. Figura 123.

Figura 123 - Apresentacédo da situacao didatica 8 no Google Meet pelo Grupo 1

Fonte: Dados da pesquisa.

Assim, segue a transcricdo do audio coletado no Google Meet, no momento da

explicacdo da estratégia de solugdo desse grupo, na dialética da validag&o:
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P1: No caso, aqui n6s colocamos logo para aparecer o volume da parte azul e da
parte amarela para quando for mexendo nos pontos flutuantes ir aparecendo os
valores. A questdo fala que a piscina tem 1 metro de profundidade, ai no caso, a
gente vai mexendo nos controles deslizantes para movimentar os raios. Assim, para
gue eu encontre a diferenca entre elas e que obedeca a condicdo que ele me deu, que
no caso tem que ser maior ou igual a 4, nos substituimos 12 — 3.r? > 4. Depois de
efetuar os calculos encontramos que “r” sera < 1,632. Que no caso aproximado sera
1,6. Assim, a opgdo sera a letra “A”.

Portanto, pelo exposto, evidencia-se a utilizacdo da construcdo do GeoGebra pelos
futuros professores na formulagéo da resolucdo, conforme o previsto na analise a priori.

J& os participantes do Grupo 2, na dialética da formulacdo, estabeleceram as
estratégias de resolugdo, a partir das trocas de ideias, promovendo a resposta, tanto pela
manipulacdo da construcdo no GeoGebra quanto no ambiente lapis e papel (Figura 124). Eles
organizaram o0 modelo matematico, a partir da relacdo de diferenca entre o volume inicial e o

volume final da piscina.

Figura 124 - Dialética da formulagdo do Grupo 2
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Chama atencdo, o fato dos participantes do Grupo 2 ndo utilizarem a construcdo no
GeoGebra, disponibilizada pela pesquisadora, preferindo construir o préprio modelo no
software para, a partir de seu manuseio, formular uma solucdo para o problema 8.

O grupo estruturou um modelo matematico de solucdo (Figura 125), recorrendo ao

registro algébrico para responder a situacdo-problema proposta.
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Figura 125 - Modelizacdo da situacdo didatica 8 apresentada pelo Grupo 2
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Fonte: Dados da pesquisa.

A partir do relato audiovisual coletado durante a explanacdo do representante do

grupo, no momento da validagéo (Figura 126), tem-se a afirmativa da utilizagdo da construcao

do GeoGebra para auxiliar na modelizacdo da solucdo dessa situacdo didatica.

Figura 126 - Dialética da validacdo com exploracdo do GeoGebra pelo Grupo 2
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Fonte: Dados da pesquisa.

Segue a transcricdo do audio captada no momento da explanacdo do Grupo 2 para

todos os presentes:

P5: Essa questdo esta dizendo que eu tenho uma piscina de 1 metro de profundidade
e volume de 12m?3. Deseja-se fazer uma obra para colocar uma area seca dentro desta
piscina, que vai ter a mesma altura e o volume da &gua ap0s a area seca, nao
podendo ser inferior a 4m®. Ai o que a gente fez aqui, foi primeiro fazer uma piscina
completa no GeoGebra, conseguimos também fazer o controle deslizante, aprendi
agora a fazer. Entdo, agente construiu esse cilindro e colocamos para seu volume os
12m?3, ai a medida que a gente, vai movimentando esse controle deslizante, esse
volume vai alterando, por que esse controle é justamente para o raio. Entdo, quando
esta mais ou menos em 1.96 esse volume tem aproximadamente, 12m2. No segundo
cilindro nés fizemos a mesma coisa, nés pegamos o cilindro com 0 mesmo centro e
a mesma altura e colocamos o controle deslizante, que no caso foi denominado de
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“r”, e fui alterando os valores. Como ele queria que a diferenca entre o volume de 12
m?® depois da obra, ndo fosse inferior a 4m3, nds criamos uma variavel que foi
chamada de diferenca do volume do cilindro maior, nomeado de “A” ¢ o cilindro
menor, que foi chamada de “B”. Nos colocamos até a caixinha de texto, mostrando a
diferenca. E foi simplesmente mexendo no controle deslizante, até essa diferenca
chegar mais préximo de 4, que foi quando se obteve aproximadamente 1.6, que é
justamente o raio, o maior raio possivel que essa construgdo pode ter. No caso do
raio, qualquer valor menor que 1.6, essa diferenca sera maior que 4. Passando desse
valor, essa diferenca ja diminui. Assim, o raio para essa construgdo tem que ser no
maximo 1.6, que ¢ a alternativa “A”.

Ainda dando prosseguimento & dialética da validacdo do Grupo 2, um outro
participante também apresentou um modelo de resolucéo da escrita matematica (Figura 127),

expondo a resposta a todos os participantes.
Figura 127 - Explanacdo da escrita matematica de resolucéo do Grupo 2

Fonte: Dados da pesquisa.

Percebe-se que o Grupo 2 apresenta uma resolucdo semelhante ao Grupo 1; porém,
bem mais pratica do que o modelo previsto na analise a priori. Segue a transcricdo da

explanacdo captada pelo Meet, no momento da validacdo desse participante.

P6: Bem, s6 como complemento da explicagdo de P5, para deixar bem claro nossa
resolucdo, mesmo j& tendo ficado bem visivel no GeoGebra, mas sé por uma
questdo de calculo matematico eu vou mostrar como foi feito. Eu vou ler a questao
para ficar melhor de entender. Fala que num parque aquatico existe uma piscina
infantil em forma de um cilindro circular reto de 1 metro de profundidade e volume
igual a 12md. Deseja-se construir uma ilha de lazer seca no interior dessa piscina,
também na forma de um cilindro circular reto, cuja base estara no fundo da piscina e
com centro da base coincidindo com o centro do fundo da piscina. Deseja-se que
apos a construcdo dessa ilha, o espaco destinado & gua na piscina tenha um volume
de, no minimo, 4m®. Bem, ele me da o volume da piscina, que é 12 m®. Entdo, a
partir disso eu tiro o volume da ilha. Esse volume da ilha serd o volume de um
cilindro, que é Vi =m.r2.h, substituindo os valores, eu encontro no final o volume
da ilha que é Vi = 3r2. Para que eu encontre a diferenca entre elas e que obedeca a
condicdo que foi dada, que no caso tem que ser menor ou igual a 4, eu substituo em
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12 — 3. r? > 4. Depois, de efetuar os calculos eu encontro que “r” sera < 1.632. Que
no caso aproximado serd 1.6, como P5 falou, opgdo “A”.

Percebe-se, assim, que o grupo identificou uma associacgao entre a resolucdo algébrica
e a solucdo apresentada pela manipulagdo do recurso tecnologico do software GeoGebra,
corroborando o propdsito dessa situacdo didatica.

O Grupo 3 apresentou suas estratégias de resolucdo, por meio do ambiente lapis e
papel, (Figura 128). Eles ndo usaram o recurso tecnoldgico da construgdo no GeoGebra para
ampliar a visualizacdo e compreensdo do problema. Acredita-se que eles optaram por usar
apenas seus conhecimentos epistémicos sobre o assunto, apresentando somente o resultado
algébrico, em detrimento da exploracdo geométrica com o recurso didatico do software
GeoGebra. Observa-se que o Grupo 3 realizou uma resolugdo préatica e sucinta, encontrando a
resposta em poucas linhas, mas relacionando a diferenca entre o volume da piscina inicial e
seu volume ap0s a construcdo da ilha, de acordo com o previsto na andlise a priori. Convém
ressaltar que o grupo ndo apresentou registro da dialética da formulacdo, enviando a
pesquisadora somente a solugcdo matematica do problema.

Figura 128 - Modelo generalizado pelo participante do Grupo 3

Fonte: Dados da pesquisa.

Percebe-se que o grupo estabeleceu, de acordo com o enunciado da questdo, 0S
volumes da piscina inicial em 12m?® e o volume da ilha de lazer seca, do seguinte modo: V2 =
m.r?.1 = 3r2. Em seguida, estruturou uma expressdo para solucionar a situacdo problema,
por meio da seguinte diferenca: V1 — V2 > 4, estratégia semelhante a que foi adotada pelo
Grupo 2. Nesse momento, observou-se também que esse grupo expds uma solugdo um pouco
diferente daquela prevista na analise a priori, enriquecendo ainda mais o ambiente de
formacéo.

Substituindo os volumes dos cilindros na expressao, tem-se a solucdo final da situacao
didatica:

12-3r°>4
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r<1,63
Portanto, a medida maxima para o raio da ilha sera de aproximadamente 1,6 metros.
Segue a transcricdo do audio captado pelo Google Meet, no momento da validacéo,

pelo representante do Grupo 3, ao expor as estratégias de resolucéo de seu grupo:

P10: O volume “i” que eu coloquei, ¢ o volume que ja foi dado na questdo, que ¢
igual a 12mé. O outro volume eu coloquei na férmula que é V =m.r2.h, como a
altura é 1 eu ja coloquei 3 . r?, o 3 é o valor do pi. A questdo também ja deu que o
volume 1 é igual ao volume 2, e o volume 2 ¢ igual ou maior que 4m?3. Ento, o que
eu fiz? Eu so substitui, coloquei o volume 1 que € 12 e o volume 2 que é 3.r%, entdo
apareceu a inequagio 12 — 3r? < 4. Entfo, eu so fiz resolver a inequagéo e obtive o
raio aproximado a 1,6.

Portanto, conclui-se que o objetivo dessa situacdo foi atingido, visto que todos os
grupos encontraram como reposta 1,64 metros de raio. Ademais, tem-se um ambiente de
formacdo enriquecido pela manifestacdo de outras habilidades de compreensdo e de
estratégias de resolucédo apresentadas pelos futuros professores.

Com relagdo ao software GeoGebra como recurso didatico, também se tem uma
avaliacdo positiva sobre o seu uso, pois tal recurso tanto foi utilizado para formular uma
resolucdo quanto para validar a resposta do problema, como segue na transcricdo do audio

captado pelo Google Meet, do participante P5.

Eu sé queria falar aqui, que principalmente nessa questdo a manipulacdo do
GeoGebra facilita muito na resolucdo, para se chegar na resposta correta. Nossa
colega, P6, utilizou ™ = 3, 0 GeoGebra traz o “pi” proximo a 3,14. Quando vai fazer
a resolucgdo utilizando os valores mesmo, fica muito mais complicado, porque eu

peguei no final como sendo a resposta igual a 2v/2 e dividi por raiz quadrada de

pi”. Entdo, s6 por essa dai ja se cria uma aproximagao boa, mas depois que agente
faz a manipulac&o, fica mais fécil de fazer.

Na institucionalizagdo, a pesquisadora apresentou 0s conceitos implicitos no
enunciado da questdo, volume do cone e volume da esfera, a partir de demonstra¢des do
Principio de Cavalieri, utilizando o software GeoGebra. Em seguida, fez um levantamento das
estratégias de resolucdo apresentadas, sintetizado em anico modelo, apresentando a
comprovacao dos dados algébricos com a manipulacdo do recurso didatico disponibilizado
pela construcdo no GeoGebra.
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8.4 Quinto encontro: Analise a posteriori e validacéo das Situac¢Ges Didaticas do ENEM

Antes de dar inicio, é importante relatar que as situaces didaticas desse encontro
foram encaminhadas aos participantes de maneira um pouco diferente das anteriores. As
situaces didaticas 9, 10 e 11 foram disponibilizadas aos professores em formac&o, cinco dias
antes do Gltimo encontro, seguindo 0 mesmo protocolo de acesso das outras aplicacdes.

Buscou-se, com isso, identificar como se daria o processo de resolucdo dos futuros
professores com um prazo maior para desenvolver as atividades, se eles trariam novos
elementos de estratégias de resolucéo e, finalmente, como transcorreria o contrato didatico.

A seguir, apresentam-se as acGes dos grupos, na tentativa de formularem suas

estratégias de resolucéo.

8.4.1 Anadlise a posteriori e validagdo da situacdo didatica 9

De maneira semelhante as outras situacdes, 0s participantes trabalharam em grupos,
trocaram informacdes, expuseram ideias, identificaram as variaveis didaticas, realizaram as
acoes, formulacdes e validagdes para solucionar a situacdo, de acordo com que fora previsto
na analise a priori.

Os futuros professores acessaram o arquivo da situacdo didatica 9, leram o enunciado
do problema e visualizaram a representacdo da questdo no software GeoGebra (Figura 129).
Tentaram mobilizar os raciocinios matematicos, provenientes da leitura e da identificacdo de

propriedades geometricas presentes no problema.

Figura 129 - Construcdo da situacdo didatica 9 no software GeoGebra
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De acordo com a andlise dos dados coletados no momento da acdo, os participantes
movimentaram os “controles deslizantes” para modificar o raio ¢ a altura da leiteira e do
copinho, procurando identificar perspectivas intuitivas que possibilitassem a solucdo do
problema.

Durante a dialética da formulacdo, procedeu-se a interacdo dos participantes dentro de
Seus grupos, através de troca de mensagens via WhatsApp, na tentativa de estabelecer as
melhores estratégias de resolucdo. Entdo, nesse momento, analisaram-se os dialogos entre os
membros do Grupo 1 (Figura 130) sobre as tentativas de estabelecer um padrdo matematico
que possibilitasse determinar o quanto a capacidade da leiteira seria maior do que a do copo.

Figura 130 - Dialética da formulacdo dos participantes do Grupo 1
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Fonte: Dos da pesquisa.
Pelo exposto, percebe-se que o Grupo 1 conseguiu desenvolver estratégias de
resolucdo, tanto na escrita matematica quanto na utilizacdo do GeoGebra, a partir de seus
conhecimentos epistémicos e pragmaticos sobre a area de um circulo e o volume de um
cilindro. Em seguida, o grupo promoveu um modelo matematico para solucdo (Figura 131),
por meio dos registros algébricos para padronizar uma férmula correspondente ao volume do

cilindro.
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Figura 131 - Solucéo algébrica da situagdo didatica 9 apresentada pelo Grupo 1
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Fonte: Dados da pesquisa.
Observa-se que o0 grupo mobilizou os conhecimentos geométricos necessarios para

determinar o volume da leiteira, sendo validada pela expresséo:
Volume da Leiteira (VL)
Vi=m.r%.h
Vi=m.42.20
Vi =320 cm®
Para, em seguida, realizar um célculo similar para determinar o volume do copinho,
COmMO segue:
Volume do Copinho (Vc)
Ve=m.r%.h
Ve=m.22.4
Vc =167 cm?®
Observa-se que o Grupo 1 enfatiza que, para se chegar a solucdo, é necessario
determinar uma quantidade de &agua suficiente para encher 20 copinhos pela metade,

formulando a seguinte expresséo:

20 .% =10 .V, =10 . 16mcm? = 160 rcmd

2
Para finalizar a resolucdo, os participantes desse grupo mobilizam seus conhecimentos

cognitivos para instituir o seguinte raciocinio: sabendo-se que o volume da leiteira é 320

=20.% eV =20. V.

. . .V
cm® e a metade do volume dos copinhos é de 160 tem?, p0|s7L .
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Entdo, a leiteira deve conter 4gua até a metade, pois seu volume é 20 vezes maior que 0
volume do copo, o que corresponde a opcao de letra “A”.

No momento validacdo, o Grupo 1 exp0s suas estratégias de resolucédo, por meio da
manipulacdo da construgdo no software GeoGebra (Figura 132).
Figura 132 - Exploracdo do GeoGebra na dialética da validagdo pelo Grupo 1

Fonte: Dados da pesquisa

Seque a transcricdo da explicacdo do professor P1, captada pela gravacdo Google

Meet, no momento da validacao.

P1: A questfo pede que Dona Maria disponha de uma leiteira cilindrica e copinhos
plasticos, também cilindricos. Ela tem que servir, para 20 pessoas, utilizando a
leiteira grande, enchendo os copinhos plasticos até a metade. Entdo, de inicio eu vou
mexer aqui no controle deslizante, referente ao raio da leiteira, que deve ter 8 cm,
entdo eu vou mover até o 8. Agora, eu vou movimentar o controle deslizante da
altura da leiteira, até 20 cm. Assim, ja se tem o volume da leiteira. Mexendo no
controle deslizante do raio do copinho, até o 4, de acordo com o0 que questdo pede, e
também movendo o ponto flutuante da altura também para 4 cm, tém-se o volume
do copo. Essa questdo é mais de interpretagdo, por isso eu vou utilizar alguns
valores, mas vou pegar mais a parte inteira. Realizando o célculo eu vou colocar
4021 para o volume da leiteira e 201 para o volume do copo. Assim, eu vou saber
guantas vezes eu posso encher o copinho, utilizando a leiteira, para isso eu vou
dividir 4021 =+ 201 = 20. S6 que ai a questdo que o qué? Quer que o copo seja cheio
sO pela metade, como eu ja sei que posso encher 20 vezes o copinho pequeno, com a
leiteira inteira, entdo eu vou precisar encher a leiteira inteira, no caso eu vou utilizar
a metade, que assim daria para encher 10 copos pela metade. Essa é uma questdo
mais de interpretagdo, que no caso, a resposta seria a alternativa “A”, encher a
leiteira até a metade, pois ela tem um volume 20 vezes maior que o volume do copo.
Assim, eu posso encher a metade de cada copinho 20 vezes.

O representante do Grupo 1 apresentou em sua demonstracdo uma explicacdo da
utilizacdo do GeoGebra para formular a resolugdo. Essa tentativa de validagdo ndo foi aceita

pelos participantes, pois, para eles, muito embora o professor P1 tenha apontado a opc¢éo
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correta para a resolucdo, o raciocinio apresentado ndo comprova a resposta, haja vista esse
professor ter efetuado a manipulacéo dos raios dos objetos de maneira equivocada, utilizando
as medidas referentes ao diametro dos cilindros, ao invés dos valores dos raios e finalizando
com uma divisdo do volume da leiteira pelo volume do copo, 0 que corresponde a quantidade
de vezes que o copo caberia na leiteira, também apresentando um raciocinio equivocado. Aqui
se observou o que pode ser considerado um obstaculo de interpretacdo matematica, uma vez
que ele utilizou os dados apresentados no suporte da questdo, sem uma leitura mais
aprofundada do problema.

Assim, o Grupo 1 solicitou que um outro participante expusesse uma outra estratégia
de resolucdo (Figura 133) para comprovar e validar a resolucédo por eles apresentada.

Figura 133 - Dialética de validacdo no ambiente do lapis e papel exibido pelo
Grupo 1

Fonte: Dados da pesquisa.

Desse modo, o professor P3 exp6s o modelo de resolucéo realizada no ambiente do
lapis e papel, conforme a transcricdo a seguir, captada pelo Meet, no momento da

apresentacéao.

P3: No caso foi realizado o calculo do volume da leiteira e 0 volume do copo. A
gente sabe que o volume do cilindro é w.r?.h, certo? Ai no caso, eu calculei o
volume da leiteira e o volume do copo. Com relagdo a leiteira, como eu néo tinha
um valor definido para pi, eu deixei ele normal e continuei o calculo. Como o
didmetro da leiteira € 8, o raio é a metade, entdo logo o raio é 4, ficando assim: V=
.42 .20. Assim, realizando o célculo temos: V. =m. 16 . 20 = 320mcm?. Para o
volume do copo, no caso, é também o volume de um cilindro que é Vc =m.r? .h.
Como o didmetro do copo € 4, no caso o raio é a metade, entdo é 2 e a altura é 4.
Assim, temos: V¢ = .22 . 4. Realizando o calculo, eu tenho que o volume do copo
é 16mem?®. Bom, no caso a questdo pede que 20 copinhos sejam cheios pela metade,

eu fago aqui uma continha bésica 20 VZ—C realizando esse pequeno calculo eu tenho
10 . 16 = 160mcm?®. Entdo, esse é o volume dos 20 copinhos, cheios pela metade.
Ora, com isso, sabendo que o volume da leiteira é 320mcm® e o volume dos 20

copinhos pela metade é 160mcm?. Entdo, a alternativa correta é a letra “A”, por qué?
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Porque no caso, a gente vai precisar encher a leiteira s pela metade e o volume da
leiteira € 20 vezes o volume do copinho, por isso a resposta € a alternativa “A”.

Nesse momento, o professor P1 reconheceu o0 equivoco de sua resolucdo e acrescentou
que ele acompanhou a explanagéo de seu colega realizando a manipulagdo da construgéo no
GeoGebra para, realmente, comprovar e validar a resolu¢do de modo correto no software.

O Grupo 2 também realizou a dialética da acdo, acessando o pdf da questdo e fazendo
uma primeira leitura do problema, ao mesmo tempo que abriam o arquivo da construcao para
visualizagdo do modelo dindmico proporcionado pelo recurso tecnoldgico do software
GeoGebra.

No momento da formulacdo, os participantes do Grupo 2 iniciaram as trocas de
informacdes, por meio de mensagens realizadas no grupo de WhatsApp (Figura 134). Assim,
comecaram a estabelecer as estratégias de resolucdo que seriam adotadas para responder essa
situacdo didatica, conforme os pressupostos da analise a priori.

Flura 134 - Exploracdo do GeoGebra na dialética de formulagdo do Grupo 2

A 4 ™ & 1/3V - AOCR 4 1~ & 1730

@ Grupo do GeoGebral, ... ¢ <@ Grupo do GeoGebral\, ... 5

149,_.._

.

Tu mostra do Geo e eu mostro o
calculo.

Fonte: Dados da pesquisa.

Durante a dialética da formulacéo, foram captadas mensagens de audio, via WhatsApp,

referente ao objetivo da situacdo didatica. Assim, foi feita uma analise dos didlogos entre 0s

participantes sobre o calculo do volume da leiteira e do copo, conforme havia sido previsto.

P6: Acho que temos que calcular o volume da leiteira e o volume do copinho cheio e
do copinho pela metade.

P5: Dando uma olhada na questdo e movimentando o controle deslizante no
GeoGebra, eu percebi que o raio do copo é metade do raio da leiteira. Quer dizer que
a area da base da leiteira é 4 vezes maior que a area da base do copo e que a altura
da leiteira é 5 vezes maior que a altura do copo, entdo, a gente pode multiplicar 5 x 4
= 20, que é a quantidade que a leiteira ¢ maior que o copo.
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P8: Entdo, a gente tem que calcular o volume do copinho s6 pela metade e
multiplicar por 20, certo?

Assim, o grupo instituiu um modelo de resolucdo semelhante a solugdo apresentada
pelo Grupo 1, recorrendo & manipulagdo da construcdo no GeoGebra e ao registro algébrico
para formular a resposta do problema. Para tanto, eles realizaram o célculo dos volumes, da
leiteira e do copo cheio para, em seguida, estabelecer que a quantidade de agua necessaria
para encher 20 copinhos pela metade é exatamente a metade da capacidade de armazenamento
da leiteira.

No momento da validagdo, o representante do Grupo 2 utilizou o GeoGebra para

explicar as estratégias de resolucdo e validar o modelo por eles apresentado. Veja Figura 135.

Figura 135 - Dialética de validacao do Grupo 2

Fonte: Dados da pesquisa.
Segue a transcricdo do Grupo 2, captada pelo Google Meet, no momento da
apresentacéo do participante P5:

Aqui estd o arquivo que eu fiz para a questdo em si. A questdo apresenta que é
necessario encher 20 copos, cada copo tem as seguintes dimensdes: altura e
didmetro igual a 4, também dispdes de uma leiteira com 20 cm de altura e 8 cm de
diametro. O que ele quer é encher 20 copos pela metade, para isso ele precisar saber
a que altura precisard encher a leiteira. Assim, analisamos a questdo da seguinte
maneira: Como o raio de cada copo é metade do raio da leiteira, isso quer dizer que
a area da base da leiteira é 4 vezes maior que a area da base do copo. E, como a
altura da leiteira é 5 vezes maior que a altura do copo, fazendo esse produto 5.4=20,
gue no caso é a quantidade de vezes que a leiteira é maior que o copo. Mas o caso é
que ele ndo quer encher o copo todo, ele sé quer encher a metade da altura, ou seja,
até a altura 2 cm. Entdo, eu tinha o copo com altura maxima de 4 e a leiteira com
altura maxima de 20. O que preciso é saber, nessas condigdes, a quantidade de copo
gue cabe na leiteira. Mas eu ndo quero com a altura maxima, que quero sé a metade,
ou seja, até a altura 2 cm. No caso, com a leiteira cheia daria para encher 40 copos.
S6 que ndo é essa a quantidade que eu quero encher. Entdo, eu tenho que diminuir a
guantidade de liquido que eu vou colocar na leiteira diminuindo aqui a altura do
objeto no GeoGebra até chegar a quantidade de copos que eu quero. Ou seja, para
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gue eu encha a metade dos 20 copinhos, eu preciso encher a leiteira até a metade. O
Grupo 1 mostrou também a relagdo do copo com a leiteira, aqui no caso, como eu
fiz, ndo da para mostrar por que as janelas de visualizagdo no celular, sdo separadas,
entdo so d& para mostrar em 3D. Foi maios ou menos assim que a equipe fez.

Verifica-se que, mais uma vez, o Grupo 2 inova ao apresentar uma estratégia de
resolucdo diferente da que havia sido prevista na analise a priori, fazendo a propria
construcgdo da questdo no software GeoGebra e conseguindo a partir dela criar um modelo de
resolucédo que associa o recurso tecnoldgico com o registro algébrico.

O Grupo 3, no momento da acdo, adotou procedimentos semelhantes aos outros
grupos, fazendo a leitura do enunciando do problema e acessando o arquivo da constru¢do no
GeoGebra, na tentativa de perceber elementos matematicos no enunciado da questdo que
auxiliasse na solucdo do problema.

Durante a formulacao, o grupo nédo estabeleceu a troca de ideias através de mensagens
de WhatsApp, conforme o acordo estabelecido entre a pesquisadora e os participantes, o que
pode se caracterizar como uma falha no contrato didatico firmado, no momento da aplicacdo
da pesquisa. Durante o desenvolvimento dessa atividade, o Grupo 3 contou com a
participacdo apenas do integrante P10, inviabilizando a troca de informacdes que é
caracteristica dessa fase da TSD.

No entanto, o participante P10 apresentou um modelo de solucéo atraves do registro
algébrico, proporcionado pelo ambiente do lapis e papel (Figura 136).

Figura 136 - Apresentacdo do modelo matematico para a questdo 9 do Grupo 3
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Fonte: Dados da pesquisa.

A partir da figura, percebe-se que o grupo realizou primeiro o céalculo do volume total
do copo, calculado pela férmula do cilindro: V. = m.22.4, dessa forma, encontrando como
resposta 16m. Em seguida, procedeu de modo semelhante para o calculo do volume total da
leiteira: V. = m.4%.20, apresentando como resultado 320r. Para finalizar, relacionou o volume
da leiteira com o volume do copo, através da divisdo de: 320w + 16w = 20, deduzindo que

para encher os copinhos pela metade seria necessario encher a leiteira pela metade.
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A partir da gravacédo de video, enviada pelo participante para a pesquisadora, por meio
do WhatsApp, verifica-se que esse futuro professor também fez uso da construcdo no
GeoGebra, no momento da formulagdo. O representante do grupo expde as estratégias de

resolugdo no momento da validagéo.

P10: Bem eu vou mostrar aqui, como foi que eu utilizei o0 GeoGebra para resolver
essa questdo. Inicialmente a questdo pede para agente determinar qual € o volume de
agua para colocar dentro da caneca para encher 20 copinhos de café pela metade.
Entdo o que foi que eu fiz: eu apenas substitui aqui no GeoGebra, movimentando o
controle deslizante referente ao raio da leiteira, eu coloquei igual a 8, por que a
guestdo ja da isso, e, o controle deslizante da altura igual a 20, encontrando o
volume da leiteira. Coloquei o controle deslizante do raio do copinho igual a4 e o
controle deslizante da altura do copinho também igual a 4. Como ele quer reduzir
pela metade, eu peguei o volume do copinho e dividi por 2, obtendo 100,5. Pegando
esse 100,5 multiplicando por 20 a gente tem 2010,62. S6 que para encher 20
copinhos pela metade era sé dividir o volume do copinho e multiplicar por 20, que a
gente j& obtinha a quantidade de 4gua, no caso o volume da caneca até a metade da
altura.

Observa-se que o Grupo 3 utilizou o GeoGebra para validar o modelo de resolucéo
(Figura 137) formulado por eles.

Figura 137 - Momento de validacdo do Grupo 3

I » ) 054/140
Fonte: Dados da pesquisa.

Pelo exposto, percebe-se, na explicacdo desse participante, que ele cometeu 0 mesmo
equivoco de interpretacdo do Grupo 1. Ao estabelecer a relacdo entre as medidas do raio dos
objetos, usou as medidas correspondes ao diametro do cilindro, de acordo com o que foi
apresentado no suporte da questdo, manipulando os controles deslizantes da constru¢do no
GeoGebra, com os valores incorretos.

Um outro fato que chamou atencéo, nessa solugdo, foi que o participante, ao realizar o
calculo matematico, deduziu a resposta correta, relacionando apenas o volume da leiteira com
o volume do copo cheio, esquecendo que o que realmente se pede na questdo é a quantidade
de &gua necessaria para encher 20 copinhos pela metade e ndo, completamente cheio. Assim,
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a resposta por eles instituida pode gerar uma duvida entre a op¢do A e a op¢do B, haja vista
gue ambas apresentam como resposta um volume para a leiteira, 20 vezes maior que o volume
do copo, sendo que, na primeira, a leiteira deve ser cheia pela metade e, na segunda opcéo, ela
deve ser cheia por completo.

Portanto, verificou-se aqui uma dificuldade para compreensdo da linguagem
empregada nas provas do ENEM, ja que essas avaliacbes exigem maior capacidade de
raciocinio logico e interpretativo do que de conhecimento de formulas, o que pode ser julgado
como um obstaculo epistemolégico ou, até mesmo, como obstadculo docente, pois sdo
situacdes inesperadas que podem aparecer na tentativa de solucionar esse tipo de problema e
que podera surgir, futuramente, no exercicio da profissao.

Validar as formulacGes apresentou-se como uma tarefa dificil, porque alguns grupos
apresentaram dificuldades interpretativas do problema e, assim, ndo conseguiram articular as
modificacGes proporcionadas pela manipulacdo do software GeoGebra com a resolucéo
algébrica do modelo matematico por eles apresentado.

Visto que alguns grupos, mesmo com dificuldade de interpretacdo do enunciado do
problema, conseguiram reavaliar suas estratégias de resolucdo, durante a dialética da
validacdo apresentada pelos outros participantes e, com isso, mobilizar seus conhecimentos
prévios a fim de corrigir os erros e solucionar a situacdo-problema, realizando o registro
algébrico, concluiu-se que o objetivo dessa situacdo foi atingido, jA& que 0S grupos
determinaram que, para ndo haver desperdicio de café, a leiteira deve conter agua até a
metade, tendo um volume 20 vezes maior que o volume do copo.

Com relacéo a utilizagdo do software GeoGebra como recurso didatico, os professores
em formacéo afirmaram que ele foi atil, porém ndo fundamental para compreensdo do padrédo
geométrico de resolucdo, talvez por conta do erro interpretativo, durante a leitura do
enunciado da questéo.

Na institucionalizagdo, a pesquisadora fez um levantamento das estratégias de solugdo
apresentadas pelos grupos e uma reflexdo sobre a compreensdo do enunciado do problema,
promovendo uma explanagédo dos conceitos implicitos na questdo, atraves da demonstracdo da

férmula do cilindro no software GeoGebra (Figura 138).
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Fonte: Dados da pesquisa.

Por fim, retomou o0s conhecimentos feitos na formulacdo pelos grupos e

institucionalizou uma nova solucdo, de acordo com o que fora proposto na anélise a priori.
8.4.2 Anadlise a posteriori e validagao da situacao didatica 10

A aplicacdo ocorreu de modo semelhante a situacdo anterior: os participantes leram o
enunciado da questdo, acessaram a construcdo no software GeoGebra, trocaram ideias e
estabeleceram suas estratégias de resolugdo, conforme os pressupostos da analise a priori.

Os grupos foram previamente incentivados pela pesquisadora a utilizarem a
constru¢do no GeoGebra e movimentarem a ferramenta “controle deslizante” para ampliarem
suas estratégias de resolucéo.

Veja, na Figura 139, os participantes do Grupo 1 manipulando o objeto no GeoGebra,
com a finalidade de estabelecer um padrdo geometrico que permitisse construir um modelo
matematico de resolucdo, como tinha-se previsto na andlise a priori.

Figura 139 -

3143 0

Interacdo com a construcdo no GeoGebra pelo Grupo 1
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.....

B oo
Fonte: Dados da pesquisa.
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Expde-se, a seguir, a transcricdo do audio coletado pela gravagdo do grupo, no

momento da acéo:

P3: Analisando a questdo 10, eu vou utilizar aqui o GeoGebra para ajudar a
compreender melhor como resolver esse problema. O reservatério central, tem raio 2
metros, a altura dele é 3,30 metros, entdo eu vou mexer aqui no controle deslizante e
colocar esses valore, ja aparece aqui 0 volume desse reservatério. Os reservatorios
auxiliares, eles tém raiol,5 metros e altura também 1,5 metros, entdo aqui j& aparece
0 volume do reservatério auxiliar, aqui sO aparece de um reservatorio, mas no caso
ja déa para saber que cada reservatorio auxiliar tem esse valor. No caso, eu noto que
tem também esses canos cilindricos, e que também vai agua para eles, entdo eu
preciso calcular o volume desses canos. Entdo, calculando o volume desses canos e
diminuindo do volume do reservatério central, ja vou conseguir ter a nogdo de como
encontrar essa altura, que deve ser equivalente em todo reservatério. Agora eu vou
fazer no caderno.

Durante a formulacdo, o Grupo 1 estabeleceu comunicagéo, através de mensagens via

WhatsApp, na tentativa de formular estratégias de resolucdo (Figura 140) que propiciassem a

criacdo de um modelo matematico que respondesse ao enunciado do problema.

15 LOQ -

i

quer dizer qual

AG

Figura 140 - Formulacéo das estratégias de resolucdo
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Analisando a dialética do grupo, percebe-se claramente a dificuldade de associar a

manipulacdo da construgdo do GeoGebra com 0 enunciando da questdo para formular uma

resolucdo. Observa-se que um dos participantes relata que consegue a visualizacdo através da

manipulacdo da construgdo, mas ndao consegue desenvolver uma estratégia de resolucdo. No

entanto, a partir do video enviado (Figura 141) por um dos participantes, 0s outros

conseguiram visualizar a estratégia de resolucdo proporcionada pelo recurso tecnolégico do

software.
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Afirma-se que o Grupo 1 conseguiu desenvolver um processo de visualizagdo na
construcdo que permitisse estabelecer uma relacdo entre as variaveis visuais e as variaveis do
registro algébrico, promovendo a solugéo do problema.

Assim, 0 grupo passou a utilizar-se do ambiente l&pis e papel para criar um modelo
matematico (Figura 141), mobilizando os conhecimentos epistémicos e pragmaticos para
apresentar uma solucéo que satisfizesse o objetivo do problema.

Figura 141 - Representacao algébrica da solucdo da situacao 10
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Fonte: Dados da pesquisa.
Observa-se que, na representacdo algébrica para essa situagdo-problema do modelo

matematico instituido pelo Grupo 1, incialmente o grupo calculou o volume do reservatério
central através da seguinte expressao:
Rc=Ap.h
Re=m.r2.h
Rc=m.22.3,3
Rc=13.2r m®
Em seguida, utilizou a mesma expressao do calculo anterior para descobri o volume
dos quatro canos que fazem ligacdo entre o reservatorio central e os auxiliares:
Ve=4.m.(0,05)2.20
Ve=4.m.0,025.20
V.= 0,2m
O grupo relacionou o volume do reservatorio central com o volume dos canos,

realizando uma subtracdo simples para determinar o volume dos reservatorios auxiliares.
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13,27t - 0,2 =137
Por fim, iguala o volume do reservatdrio central a ser distribuido com a soma dos
volumes dos canos e dos reservatérios auxiliares, apresentando o modelo matemético do
Grupo 1.
13 =4.w.(1,5)>h+4.7.h

137=4 7+ 225h + 4. 5£h

13 =9h + 4h
_ 13
h=3
h=1

Com isso, 0 Grupo 1 concluiu que a medida das alturas das colunas de agua, nos
reservatorios auxiliares, deveria ser de 1,00 metro. No momento da validacdo, houve muita
interferéncia no sinal de internet; portanto, prejudicando a exposicdo da estratégia de
resolugdo do Grupo 1. No entanto, pelo que se conseguiu visualizar da apresentacéo,
verificou-se que a solucdo atendia ao objetivo da questdo, sendo assim considerada como
valida por todos os presentes.

O Grupo 2, no momento da formulacdo, conseguiu desenvolver estratégias de
resolugé@o pelo processo de visualizacdo da construcdo do software GeoGebra, organizando
relacBes entre as varidveis visuais e o registro algébrico, promovendo uma resolucao
matematica a partir de uma experimentacdo pratica, conforme havia-se previsto na analise a
priori. Veja na Figura 142,

Figura 142 - Dialética da formulacdo do Grupo 2
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Verifica-se, pelo exposto, que o grupo estabeleceu estratégia de resolucdo semelhante
ao Grupo 1, fazendo primeiro o calculo do volume do reservatério central, encontrando 13,2
para, em seguida, estabelecer o volume dos canos que é 0,2 e dos reservatérios auxiliares,
13,5 m. Finalizando com um modelo matematico de resolucdo expressa do seguinte modo:
132n =4.7.(1,5)2%h+ 027+ 4.7 .h
13,2 — 0,2 =4+ 2,25.h+4.m.h

13 =9h + 4h
13
h_13
h=1

No momento da validacdo, o Grupo 2 apresentou suas estratégias de resolugédo (Figura
143), por meio de seus representantes P5 e P8 que expuseram a resolucdo com o auxilio da
visualizacdo do GeoGebra e do modelo matematico da escrita algébrica.

Figura 143 - Exposicao da estratégia de resolucao do Grupo 2
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Fonte: Dados da pesquisa.

Segue a transcricdo de audio, captada pelo Meet, no momento da explicacdo do
professor P5, a todos os presentes.

A questéo fala que tem um reservatdrio maior ligado a outros reservatorios menores,
por meio de canos cilindricos de comprimento igual a 20 metros e didmetro igual a
0,10 metros. Eu optei por fazer o esbogo da questdo no GeoGebra, do que manipular
0 arquivo que foi disponibilizado, por que eu ndo estava conseguindo achar os
controles certos, como eu uso o celular para acessar o arquivo, ndo estava dando
certo para eu encontrar a resposta. Entdo, eu construi aqui um cilindro maior,
representando o reservatorio maior, um cilindro menor, esse do canto direito,
representando os quatro reservatérios menores. Esse daqui, que é um cilindro do
lado esquerdo, representando os quatro canos. No caso, a questdo diz que o
reservatério maior esta cheio, no momento que é aberto os quatro registros que
ligam o reservatorio maior aos quatro menores. Depois de um certo periodo, essa
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agua deixa de escorrer, por que a coluna de agua do reservatorio maior esta igual a
coluna de agua nos outros reservatorios. Ai ele pergunta qual é essa altura. Assim, o
que eu fiz foi, por meio da utilizacdo dos recursos do GeoGebra, eu calculei o
volume do reservatério maior, de altura 3.3 e raio 2. As alturas dos outros
reservatorios eram iguais a 1.5 e o raio também 1.5. E do cano cilindrico que liga os
reservatorios de raio igual a 0.1 e de altura 20 metros, que seria 0 comprimento. Ai o
que eu fiz, foi pedir para calcular o volume e no caso eu retirei os quatro volumes
dos canos do volume total do reservatério e depois calculei a altura real pelo volume
restante, dividido pelo raio do cilindro maior ao quadrado, mais 4 vezes os raios dos
cilindros dos reservatérios menores, multiplicado por m, que deu a altura 0,95, que é
a altura da coluna d’agua. Claro, que se no caso eu aumentasse o raio do cano que
faz essa ligagcdo, eu teria um outro dado. Por exemplo, no caso desse raio 3
(manipula o raio do cilindro maior no GeoGebra), se eu aumentasse esse valor eu
teria um valor diferente para a coluna d’agua. Mas, como esse raio aqui, no caso de
0.1 ele limita a um didmetro de 0.2, que ¢ menor do que essa coluna d’agua que esta
em 0.95. Entdo, eu posso assim dizer que essa aqui é a altura real, depois desse
processo de transferéncia de agua. Sendo, portanto, a alternativa “E”, como resposta.

Observa-se que o grupo utilizou o software GeoGebra para formular a resolucéo; no
entanto, durante essa manipulacdo, o participante cometeu um erro ao estruturar a estratégia
de resolucdo, pois ao realizar o calculo, utilizou na manipulacdo do raio, medidas referentes
ao diametro, enquanto deveria usar a metade desse valor, que é correspondente ao raio. Nesse
momento, a pesquisadora indagou sobre a opcdo correta, numa tentativa de levar o
participante a perceber o equivoco; porém, sem sucesso. Como 0 grupo ainda iria apresentar o
modelo na escrita matematica, achou-se por bem esperar essa exibicdo para, em seguida,
retomar o debate sobre a solucéo do grupo.

Assim, o Grupo 2 ainda apresentou um registro algéebrico de resolu¢do no ambiente do

lapis e papel (Figura 144), na tentativa de validar as estratégias de solucédo do grupo.

Figura 144 - Validacdo do modelo algébrico apresentado pelo Grupo 2

Fonte: Dados da pesquisa.
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Segue a transcrigdo gravada pela ferramenta Google Meet, no momento da explicagdo

da solucéo algébrica do grupo.

A questdo diz que tem um reservatério central e quatro reservatorios auxiliares e
apresenta as seguintes informacdes: ela diz que nosso reservatorio central tem raio
igual a 2 metros e uma altura igual a 3,3 metros. Os nossos reservatorios auxiliares
tém 1,5 metros de raio e 1,5 metros de altura. As informagfes de nossos canos s&o:
gue os raios dos canos sdo 0,05 metros e uma altura ou comprimento de 20 metros.
O que é que a questdo esta pedindo? Ela diz, que o reservatério central esta todo
cheio, e, quando ele fica cheio ele vai esvaziando e preenchendo os reservatorios
auxiliares. Nisso, a questdo pede que agente deixe a altura do reservatdrio central
igualado com a altura dos reservatdrios auxiliares. Para isso, a gente vai calcular o
volume do reservatério central pela formula V. = m.r?.h, que vai dam.22.3,3
=13,2 1, nds vamos deixar o pi para facilitar o calculo. Agora, a gente vai para o
calculo dos reservatdrios auxiliares, fazendo o mesmo esquema 0 reservatorio
central, chegado a 3,375 . Também vamos descobri o volume dos nossos canos, no
nosso caso, vamos fazer o céalculo de um e depois multiplicar por 4, que €
0,2 . Aqui, agente vai fazer o seguinte céalculo: 13, 2 w = 4 m.(1,5)%.h +0,2 7 + 4 mh,
aqui vamos passar esse 0,2 T para o outro lado, ficando assim: 13 = 13h m, corta it
com m, resultando em 13h =13, que vai ser h = 1 metro. Entdo, pelos célculos que a
gente fez aqui, encontramos que a altura que a agua fica nivelada nos reservatérios
auxiliares e o reservatério central é igual a 1 metro. Assim, quando ele chega a 1
metro de altura de &gua, estéo todos nivelados.

Nesse momento, o0 participante P5 percebeu o erro que cometeu em sua resolucéo,

descrevendo do seguinte modo:

Professora, eu descobri agora porque o meu resultado deu diferente da do P8, porque
no caso, na hora que eu fui colocar o raio do cano, eu coloquei o valor do diametro.
Agora, eu fui trocar, substitui por 0,05, que era o valor certo do raio do cano, assim,
eu achei a resposta igual & do P8, que no caso é 1 metro. Essa pequena diferenca que
coloquei na hora, deu um valor alterado.

Constatou-se que os participantes do grupo confrontaram suas resolu¢cdes no momento
da validacdo e perceberam os erros cometidos, buscando comprovar uma nova estratégia de
solugdo no software GeoGebra. Sendo assim, a solu¢do do grupo foi validada por todos os
presentes.

O Grupo 3 ndo realizou a etapa de formulagédo, pois apenas um membro desse grupo
participou da aplicacdo dessa situacdo didatica. Durante o encontro online, exibido pelo
Google Meet, o professor P10 ndo conseguiu se conectar, pois seu provedor de internet ndo
estava enviando sinal para sua residéncia, por isso ele ndo conseguiu apresentar as estratégias
de resolucdo na dialética de validacao.

No entanto, ele enviou para a pesquisadora, via WhatsApp, a solucdo algébrica da

situacdo didatica 10, realizada no ambiente do lapis e papel (Figura 145).
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Figura 145 - Solucdo algebrica da situacdo didatica 10 do Grupo 3
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Fonte: Dados da pesquisa.

Pelo exposto, percebe-se que a solucdo apresenta pelo Grupo 3 assemelha-se as
estratégias de resolucao exibidas pelos grupos 1 e 2. Verifica-se que o representante do grupo
comecou estabelecendo o volume dos quatro canos, procedendo com o célculo da seguinte
expressdo: V¢ = 4.7.(005)2.20 = 0,2m. De modo semelhante, determinou o volume do
reservatorio central, fazendo o célculo Vre = m.22.3,3 = 13,2m. Aplicou a férmula do
volume do cilindro para determinar a capacidade de agua dos quatro reservatérios auxiliares,
encontrando Vrp = 13,5 7, e finalizando com uma expressao que determina a altura de dgua
dos reservatdrios dada por: 13,2r = 4. w.(1,5)2.h + 0,27+ 4.7 . h. Ao resolver essa
expressdo, encontrou como resposta final que a altura da agua seria de 1 metro.

A partir do que foi observado, pode-se constatar que a ndo realizagcdo da etapa da
formulagdo pelos grupos 2 e 3 gerou dificuldades para validar as resolugdes por eles
apresentadas, havendo discordancias na resposta final entre os grupos e, até mesmo, dentro
dos grupos. Isso comprova que para a TSD ser bem-sucedida e constituir uma aprendizagem
significativa, todas as suas fases devem ser postas em préatica pelos participantes.

Considera-se que mesmo com o0s percalgos surgidos no decorrer da aplicacdo dessa

situacdo-problema, 0s grupos conseguiram encontrar mecanismos que possibilitaram
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solucionar o problema, achando como resposta para o fluxo de agua dos reservatorios, a
medida de 1 metro de altura. Portanto, afirma-se que o objetivo dessa situacao foi atingido.

Com relacéo a utilizacao do software GeoGebra como recurso didatico, os professores
em formac&o afirmaram que, no caso desse problema especifico, ele foi importante tanto para
ajudar a construir a resposta, quanto para validar as estratégias de resolucdo apresentadas, pois
mesmo quando houve desencontros de resultados, a manipulacdo da construcdo no GeoGebra,
possibilitou uma rapida visualizagcdo de um novo padrdo de solucdo, propiciando ajustar e
apresentar a resposta correta.

Na institucionalizacdo, de acordo com os pressupostos da andlise a priori, a
pesquisadora utilizou 0 GeoGebra para explorar os conceitos implicitos na questdo, fazendo
uma demonstracdo de vasos comunicantes (Figura 146) e, procedendo a demonstracdo do
Teorema 2.

Figura 146 - Dialética da institucionalizacdo da situacdo didatica 10

Fonte: Dados da pesquisa.

Por fim, retomou as estratégias de resolucdo dos grupos, sintetizando em uma Unica
solucdo, por meio da demonstracdo do registro algébrico, e comprovando sua validacao pela

demonstracdo da manipulacéo da construcdo no recurso tecnolégico do software GeoGebra.

8.4.3 Andlise a posteriori e validacdo da situacao didatica 11

Seguindo os mesmos modos operandi das outras situacdes didaticas, os participantes

dos grupos tiveram acesso aos arquivos do problema e da construgdo no GeoGebra (Figura
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147), leram o problema, manipularam o objeto no software e relacionaram 0s aspectos
numéricos e geomeétricos presentes no enunciado da questdo, conforme expressas na analise a
priori. A seguir, analisa-se mais detalhadamente as a¢fes de cada um dos grupos, haja vista
que ocorreram a¢Oes nao previstas na anélise a priori.

Figura 147 - Construcdo da situacdo didatica 11 no software GeoGebra
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Fonte: Construcgdo da autora.

O Grupo 1, no momento da agdo, movimentou o objeto no software GeoGebra, na
tentativa de estabelecer um padrdo geométrico e algébrico de resolucdo. Segue a transcricao

das ac¢des do grupo, captada pela gravacao no celular, durante a manipulagéo da construcéo.

P3: A questdo 11 tem vérias informacdes, entdo precisa-se ter muita atengéo, mas eu
vou aqui nesse objeto e movimentando a altura da pirdmide eu consigo um valor
aproximado de 4, que é a altura de cada bloco. Nota-se, que é dado a aresta da base
com 6¢cm, numa base quadrangular é 6 por 6 e a aresta da base da piramide menor,
do topo, é 1,5cm. Entdo para saber 0 novo molde, que no caso é sem a piramide do
topo, entdo agente nota que precisa ter um calculo de volume, que no caso, quando
eu marco aqui 0 Viinal, aparece uma dica que é para subtrair o volume maior, que no
caso é da piramide toda, menos o volume menor, que é a piramide do topo. Entéo,
eu vou calcular no caderno o volume dessas pirdmides e vou conseguir saber o
volume do novo molde.

Na dialética da formulagdo, esse grupo trocou informacgOes, via mensagens de
WhatsApp (Figura 148), buscando criar uma estrutura que permitisse solucionar a situacdo

didatica proposta.
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Nesse momento, o grupo estabeleceu um modelo matematico de resolucéo, recorrendo

ao uso do recurso tecnologico do GeoGebra para, a partir dai, formular um registro algébrico

do célculo do volume da piramide (Figura 149) que permitisse determinar a quantidade de

parafina que seria usada na fabrica¢do da nova vela.

Figura 149 - Modelo matematico de resolucéo da situacdo didatica 11 do Grupo
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Pelo exposto, percebe-se que 0 grupo estabeleceu uma estratégia de resolucéo
semelhante ao modelo exibido na analise a priori. Observa-se que eles iniciam determinando
a altura real da piramide, subtraindo os valores correspondentes aos espagamentos entre 0s
blocos, 19 — 3 = 16cm. Em seguida, calculam o volume da piramide maior, pela seguinte

expressao:
Vec=3.Ab.h
Vec=:.(6)°.16
Vee=1.36.16
Vpg = 192cm?®
Depois, de maneira semelhante, foi determinado o volume da pirdmide do topo,
fazendo o calculo de: Vpg= é . (1,5)% . 4 = 3cm®. E, finalizando, uma subtracéo simples entre

0 volume da piramide maior e o volume da piramide menor, como segue: Vawa = Vpg — Vpp =
192cm?® — 3cm?® = 189cm?®.

Na dialética da validacdo, o representante do Grupo 1 expds suas estratégias de
resolucdo (Figura 150) a todos os participantes presentes na plataforma do Google Meet, no
momento da apresentagao.

Figura 150 - Validacdo da resolucdo do Grupo 1
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Fonte: Dados da pesquisa.
A partir do &udio coletado no ambiente de aplicagdo, no momento do relato do
representante do Grupo 1, o participante P3 afirmou que utilizou o GeoGebra para ajudar a

compreender o problema. Ele disse:

P3: Com relacdo ao GeoGebra, eu utilizei para me ajudar a compreender o
problema, depois eu fiz o cdlculo no caderno. Vou mostrar aqui para vocés: Bom, no
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caso a questdo fala que se o dono de uma fabrica de velas resolver diversificar o
modelo retirando a pirdmide da parte superior que tem 1,5cm de aresta da base, mas
mantendo o mesmo molde, quanto ele passaré a gastar de parafina? Bom, utilizando
o0s outros dados eu fui manipular os objetos no GeoGebra. Esse primeiro ponto, é
referente a altura, pois eu consigo por ele, movimentar a altura da pirdmide. Esse
outro controle, me da uma dica para ajudar a compreender a questdo da altura, por
qué? Bem, a questdo diz que a altura da piramide é 19cm, entdo eu vou tentar aqui
mover para que a altura fiqgue em 19cm, pronto, tenho aproximadamente 19,04cm.
No caso, eu percebo que aqui no controle deslizante, eu tenho a medida 4, e ai
analisando os dados da questdo, com calma, ndo podemos esquecer que tém-se 0s
espacamentos de 1cm entre os blocos. Ora, se 0 espagcamento é 1cm, entdo sendo a
altura total 19cm, retirando 1cm de cada espago, que no caso da questdo, sdo 3 a
altura rea sera dada por: 19 — 3 = 16cm. Entdo, observando essa piramide aqui do
lado esquerdo, estd representado ela sem espagcamento. Assim, no caso da
aproximacdo de 19,01cm se tem aqui 4cm, que é a altura de cada sélido. Entdo, dai
eu ja consigo entender que a piramide por si s0, sem 0 espagamento tem 16cm de
altura. Ora, se ele quer que eu retire essa piramide pequena e continuar com o
mesmo molde, ou seja, continuar com os s6lidos restantes, entéo, eu preciso calcular
0 volume total da pirdmide e diminuir pelo volume da pirdmide menor, para eu ficar
com o0 meu novo volume, sem essa piramide aqui, do topo. Entdo, utilizando a

, A 1 . N
formula do volume da pirdmide que 3 da area da base vezes a altura, fazendo o

célculo rapidinho eu encontrei que o volume da pirdmide grande é 192cm? e da
piramide pequena é 3cm?®. Fazendo a diferenca da 189cm?®. Que ¢ a alternativa B.

Assim, verifica-se que o Grupo 1 utilizou o recurso tecnoldégico do GeoGebra como
suporte para criar estratégias de resolucdo, fazendo uma transposicao do registro visual para o
registro algébrico para criar um modelo matematico de resolucdo dessa situacdo didatica,
conforme havia-se previsto na analise a priori.

O Grupo 2 comegou a troca de mensagens pelo WhatsApp, estabelecendo uma
dialética de formulacdo que permitisse promover uma estratégia de resolucéo consistente com
0 objetivo dessa situacdo didatica, conforme se vé na Figura 151.

Figura 151 - Estrategia de resolucdo promovida pelo Grupo 2
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O grupo procura formular estratégias de resolucdo tanto usando a constru¢do no
GeoGebra, quanto pela escrita matematica. No entanto, percebe-se que os participantes desse
grupo sentiram dificuldade em manipular o objeto no software GeoGebra, pois, nessa
construcdo especifica, ndo disponibilizou-se os controles deslizantes para movimentar a
figura; no entanto, haviam pontos escondidos no proprio solido que propiciava tal
movimentacao (Figura 152). Pensou-se que, como o0s participantes disponham de um tempo
maior para resolver a situacdo didatica proposta, eles explorariam a constru¢cdo de modo mais
eficaz.

Figura 152 - Exploracéo da situacdo didatica 11 no recurso tecnologico do GeoGebra
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Fonte: Dados da pesquisa.

Se houvesse a manipulacdo dos pontos especificos presentes no objeto (Figura 142),
eles poderiam te percebido que seria possivel estabelecer a relacdo entre o volume da
piramide original e o volume do sélido, apds a retirada dos espacos da altura, comparando o
volume dos dois modelos, a partir da manipulacédo e alteragcdes da construgdo no software
GeoGebra.

O Grupo 2 estabeleceu um registro algébrico da estratégia de solucdo da situacdo

didatica 11 (Figura 153), semelhante ao modelo apresentado na analise a priori.
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Figura 153 - Solucdo algébrica da situacdo didatica 11, apresentada pelo Grupo 2
Questao 11.
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Pelo exposto, verifica-se que, em um primeiro momento, estabeleceram a altura real
do objeto, eliminando os espacos existente entre os blocos. Em seguida, buscaram estruturar

um modelo matematico, a partir de seus conhecimentos epistémicos e pragmaticos para
. e A . . . . ~ 1
determinar o volume da piramide maior, por meio da seguinte expressao: Vmaior = 3 62.16 =

192 cm®. De modo semelhante, realizaram o célculo do volume da pirdmide do topo (pirdmide
menor), encontrando 3 cm?® como resposta. Enfim, estabeleceram a solucéo final da questéo
X1, fazendo a diferenca entre o volume da pirdmide maior e o volume da pirdmide menor,
assim: Vmaior — Vimenor = 189 cm®.

No momento da validacdo, o Grupo 2 explicou as estratégias de resolucdo, através do
uso do software GeoGebra e, do modelo algébrico da questdo 11 (Figura 154).

Figura 154 - Dialética da validagdo da situacao didatica 11 do Grupo 2
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Segue a explicacdo da estratégia de resolucdo de um dos participantes do Grupo 2,

gravada pelo Meet, no momento da exposi¢do para 0s presentes.

P5: Na questdo ele diz que tem um fabricante de velas de formato piramidal. S6 que
ele faz cortes de mesma altura e coloca em uma arte de metal, espacados a cada 1
cm. No caso, ele afirma que a base é quadrangular de lado 6 e altura da vela sendo
19 cm. A altura da pirdmide tem uma pegadinha, porque no caso ela tem esses
espacos de 1cm entre elas. Entdo, esse valor de 19cm tem de ser subtraido 3cm, que
vai da 16cm de altura da vela. No caso, esse fabricante quer diversificar a produgédo
de velas, tirando essa pirdmide menor que fica no topo, assim, essa piramide menor

- 1 1 A . R , . .
vai terzdo lado ezda altura da piramide maior. Ai no caso, quando é feito esse

calculo e € retirado essa piramide menor, vai se chegar a um volume de parafina que
vai ser economizado, sendo o volume total de parafina que vai ser utilizado que ¢é
189cm?, isso nessas condigOes dada. Essa questdo acho que é mais simples que a
outra.

Fazendo a analise dos dados coletados no momento da formacéo, verificou-se que o
Grupo 2, novamente, realizou sua prépria construcdo no GeoGebra para essa situacao didatica
proposta, enriquecendo ainda mais a formacao dos futuros professores. Também expuseram o
registro algébrico do modelo matematico de resolucédo por eles criados, de acordo com o que
fora previsto na analise a priori.

Segue a transcricdo do audio coletada, no momento da exposicdo da resolucdo
algébrica do Grupo 2:

P6: Vamos apresentar aqui o calculo para especificar melhor o que o participante P5
fez no GeoGebra. Assim, resumindo um pouco 0 enunciado, 0 que nds sabemos da
guestdo é que ele quer saber o volume de parafina que a vela passara a ter. Entdo, a
primeira coisa que a gente precisa saber é qual é a real altura da piramide maior, ou
seja, da vela mesmo, da parte da parafina. Entdo, se cada um daqueles espacamentos
vale 1cm, entdo, agente desconta 3cm, por que nés temos trés espacamentos. Assim:
19cm — 3cm = 16cm. A partir disso, a gente vai encontrar o volume da pirdmide
mesmo, o volume da parafina da vela. No caso, colamos na formula para achar o

A . . 1 . .
volume de pirdmides, que é V, =3 Ab. h. Nesse caso, nés temos aqui uma base

~ . I . 1
quadrangular, entéo, nds fazemos as substituicdes na formula, colocando: V, = 3 62.

16. Realizando o calculo, n6s temos que o volume de parafina da piramide é mesmo
192cmd. E com relagdo a parte que vai ser retirada, que é aquela partezinha de cima,
gue € a pirdmide menor, nés vamos fazer o volume também. Ele informa, que a

, . . A 1
aresta ¢ 1,5cm e a altura é 4cm, assim, tém-se: V, = 3 (1,5)% 4. Fazendo os
calculos, nos encontramos 3cm?®. Ja que ele quer saber quanto vai passar de parafina,

agente realiza a diferenca entre os dois volumes, Vmaor — Vimenor = 192 — 3, €

chegamos & conclusdo que o volume de parafina que sera gasto sera de 189cm?.
No tocante a realizacdo da situacdo didatica 11, o Grupo 2 utilizou o suporte
tecnoldgico do GeoGebra para formular estratégias de resolucdo que servissem de suporte
para a criacdo de um modelo matematico que respondesse ao objetivo do problema, conforme

0s pressupostos da andlise a priori.



227

J& o Grupo 3 ndo realizou a dialética da formulagdo, ndo estabelecendo comunicacgao
para trocas de informagfes no momento da resolucdo. De acordo com o relato de um dos
participantes, ele desenvolveu a solucdo de maneira individual e ndo, registrando suas
estratégias de resolucdo. Entende-se, por tanto, que, nesse momento, houve uma quebra no
acordo firmado entre a pesquisadora e os participantes no momento da aplicagéo.

Convém lembrar que nenhum dos integrantes desse grupo participou do encontro
online, realizado via Google Meet. Quanto a atividade que foi disponibilizada com
antecedéncia, s6 o participante P10 realizou essa situacdo didatica, enviando a solucdo, por
mensagens via WhatsApp, para a pesquisadora.

Analisando os dados enviados pelo representante do Grupo 3, verificou-se semelhanca
nas estratégias de resolucdo utilizadas, com as apresentadas pelos outros grupos. Assim, foi
criado um modelo matematico de resolucdo no ambiente do lapis e papel (Figura 155),
mobilizando os conhecimentos epistémicos e pragmaticos para solucionar a situacao-
problema proposta.

ante P10

Figura 155 - Solucdo da situacdo didatica 11 do partici
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Fonte: Dados da pesquisa.

Verifica-se que esse grupo traz uma solugdo sucinta, partindo da determinacdo da
altura real da pirdmide maior, eliminando os espacos entre os blocos, por meio de uma
subtracdo simples, fazendo: h = 19 — 3 = 16. Num segundo momento, instituiu um registro
algébrico, em que se faz a diferenca entre o volume da pirdmide maior com o volume da
piramide menor, estabelecendo a quantidade necessaria de parafina para 0 novo modelo de

vela, como segue:

Vp=2.6.6.16-3.(L5).(L5).4

T3
Vp =192 -3
Vp =189 cm®,
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Constata-se, pela analise das acbes desse participante, como ele explorou seus
conhecimentos tedricos e pragmaticos sobre o assunto para desenvolver uma estratégia de
resolucéo didatica e de simples compreensdo. A etapa da validagdo ndo ocorreu para o grupo,
uma vez que os membros do seu grupo ndo participaram do encontro virtual.

Visto que todos os grupos conseguiram encontrar 189 como a quantidade de parafina
necessaria para a fabricacdo do novo modelo de vela, afirma-se que o objetivo dessa situacédo
didatica foi atingido. No que concerne a utilizacdo do recurso tecnolégico do GeoGebra, os
grupos manipularam o objeto tanto para ajudar nas estratégias de resolucdo, quanto para
validar a resposta encontrada, sendo considerado importante na visualizacdo e compreensao
das propriedades numéricas e geométricas do problema.

Na institucionalizacdo, a pesquisadora exp0s 0s conceitos presentes no enunciado da
questdo, utilizando o software GeoGebra para fazer uma demonstracéo do Teorema 6 (Figura
156) que, de acordo com Lima (1991), o volume de uma piramide é igual a um terco do
produto da area da base pela altura.

Em seguida, finalizou com um levantamento das formulagdes realizadas pelos grupos,
sintetizando em uma unica solucdo, segundo o modelo apresentado na anéalise a priori.

Figura 156 - Institucionalizagdo do conceito de volume da pirdmide no software
GeoGebra
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Fonte: Dados da pesquisa.

Fazendo uma analise mais detalhada desse encontro, verificou-se que esse modelo de
aplicacdo, colocado em pratica para essa situacao didatica, ndo se apresentou eficaz, visto que,
mesmo a questdo tendo sido disponibilizada com bastante antecedéncia, nem todos 0s grupos
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promoveram a dialética da formulacdo, ndo havendo troca de informagdes que favorecesse a
criacdo de um modelo matematico de resolucdo. Entende-se, por conseguinte, a necessidade
de uma readequacao no contrato didatico para pesquisas futuras.

Diante do que foi coletado na experimentacdo, verificou-se que as situacdes didaticas
utilizadas propiciaram uma melhor compreensdo do conceito de Volume e de outras
grandezas geométricas, permitindo aos futuros professores fazer uma reflexao sobre o ensino
de tais conceitos, valorizando assim a didatica e a pedagogia para a construgdo dos saberes
geométricos. A utilizacdo conjunta da TSD e do software GeoGebra permitiu estruturar
problemas que promovem o raciocinio logico-dedutivo e as demonstracdes, facilitando a
transposicdo da geometria empirica para a geometria dedutiva. Ademais, foi possivel perceber
que os problemas propostos e as intervencGes do professor/pesquisador propiciaram a
evolugdo dos licenciandos, constituindo-se como ferramentas e acfes potencializadoras no
processo de formacgdo docente e na significacdo do ensino do objeto matematico abordado

nessa dissertacao.

8.5 Aplicacéo e analise do questionario C

Nesta etapa foi aplicado um questionario, por meio do Google Forms, sendo
respondido pelos dez participantes da pesquisa, a qual foi acessada por um link
disponibilizado pela pesquisadora, no grupo de WhatsApp. Este questionario teve como
objetivo identificar a postura do futuro professor, mediante as vivéncias praticas das situacdes
didaticas, além de identificar a visdo que eles tém da aplicacdo de tecnologias, no ensino do
conceito de volume.

Esse Questionario de Pesquisa: Avaliacdo Final encontra-se no Apéndice C, era
composto de nove questdes que tratavam da aplicacdo de metodologias e ferramentas
didaticas relacionadas ao ensino de conceitos geométricos e a formacgdo docente, sendo as
quatro primeiras objetivas e as cinco outras, subjetivas.

A primeira questdo referia-se ao uso do Google Meet no ambiente de ensino e se ele
favorecia a aprendizagem. Ao analisar as respostas dos participantes, verificou-se uma
avaliacdo positiva com relacdo a utilizacdo dessa ferramenta tecnoldgica no processo de
ensino e aprendizagem, sendo que cinco (05) deles acham que seu uso favorece plenamente e

cinco (05), parcialmente. Veja Figura 157.
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Figura 157 - Grafico referente as respostas da 12 Questdo

® Sim, plenamente
® Sim, parcialmente
Nao

Fonte: Dados da pesquisa.

Essa informacdo revela que mesmo numa aplicacdo a distancia, os participantes
conseguiram coletar informacGes e compreender conceitos que promoveram a construcao de
novos saberes matematicos e didaticos, no entanto, ocorreram adversidades durante essas
formagdes, como exemplo, as oscilacGes de internet, fato que ocorreu em alguns momentos da
aplicagéo.

A segunda fazia um questionamento se os ambientes a distancia poderiam facilitar o
desenvolvimento de atividades praticas em experimentos presenciais. Dos dez (10)
licenciandos que responderam a questdo (Figura 158), sete (07) deles acham que é plenamente
possivel desenvolver atividades em ambientes a distancia e serem aplicadas com éxito em
ambientes presenciais e trés (03), consideram que elas podem ser parcialmente aplicadas, de
modo que gerem um ambiente de aprendizagem presencial totalmente favoravel.

Figura 158 - Grafico referente as respostas da segunda Questado

® Sim, plenamente
@® sSim, parciaimente
Nao

Fonte: Dados da pesquisa.

Neste questionamento, a intencdo era perceber se os futuros docentes levariam as

experiéncias vivenciadas na pesquisa para uma situacao préatica de sala de aula, ou seja, se 0s
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conhecimentos adquiridos da aplicacdo a distancia possibilitariam serem utilizados na préatica
docente, e diante do exposto pelo grafico, conclui-se que os participantes consideram que essa
possibilidade é viavel.

A questdo trés avalia a orientagdo das atividades praticas desenvolvidas no Google
Meet. Sendo assim, sete (07) participantes acham que essas orienta¢@es sdo adequadas e trés
(03) concordam que elas sdo razoavelmente adequadas, conforme mostra-se no grafico da
Figura 159. Nesse momento, o intuito era simplesmente verificar se as informacGes
proporcionadas pelo ambiente virtual seriam suficientes para uma experimentacédo e coleta de
dados.

Figura 159 - Grafico referente as respostas da terceira questao

® Adequada

® Razoavelmente adequada
Pouco Adequada

® Inadequada.

Fonte: Dados da pesquisa.

Ja a quarta pede para os participantes avaliarem o uso do software GeoGebra para o
ensino de volumes. Assim, oito (08) deles consideram seu uso muito bom e dois (02) acham
sua utilizagdo boa para 0 ensino desses conceitos geométricos (ver Figura 160). Desse modo,
vé-se que os futuros professores consideram o aplicativo uma ferramenta que pode ser
utilizada para a compreensdo do objeto matematico dessa pesquisa.

Figura 160 - Grafico referente as respostas da quarta questao

® Wuito Bom
® Bom

Razoavel
® Ruim

Fonte: Dados da pesquisa.
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A partir desse trecho, comecam as questfes discursivas. Convém ressaltar que, para
garantir o anonimato dos participantes, o questionario foi respondido sigilosamente. Sendo
assim, nesse momento da pesquisa, eles foram nomeados por Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7,
A8, A9 e A10.

Na quinta questdo, abordou-se a utilizagdo do software GeoGebra na preparagéo para
as avaliacOes externas, como as provas do ENEM. Apresenta-se, assim, a reproducdo das

respostas mais relevantes dos futuros professores:

Al: Eu acredito que com o GeoGebra existe a possibilidade de uma interpretacdo
mais visual das atividades, dessa forma ele pode ser muito proveitoso para a
compreensdo de dados dos exercicios e possiveis aplicacoes.

A2: Acredito que sim. O GeoGebra facilita a compreensédo das figuras geométricas,
mostra o lado algébrico, plano e tridimensional, de uma forma pratica e precisa. O
professor tendo um bom preparo e utilizando essa ferramenta, conseguird dispor ao
aluno melhores abordagens dos conceitos do ensino medio.

A3: Sim, pois ao visualizar os sélidos no software, os alunos poderdo assimilar
melhor o entendimento do conteldo, ndo necessariamente, se apegando em
férmulas.

A9: Sim. O software oferece ferramentas que permite o aluno ter um melhor contato
visual e de forma mais direta com o conteddo matemaético, além de possibilitar que
esses assuntos sejam representados de diferentes maneiras, facilitando assim a
compreensdo do aluno, até em questbes mais complexas como as da prova do
ENEM.

Nos comentarios acima, observa-se que 0s participantes consideram o software
GeoGebra um aliado valioso para promover a compreensdo dos conceitos matematicos
implicitos nos enunciados dos problemas, além de contribuir para a formulacao de estratégias
de resolucdo, correspondendo ao que se almejou com o segundo objetivo especifico.

A sexta questdo pede-se que o futuro professor opine e justifique se 0 GeoGebra pode

proporcionar ao aluno apropriacdo de conceitos Geométricos. Seguem as consideracfes dos

futuros docentes:

A2: Sim. O aprendiz terd mais mecanismos para explorar, maior facilidade em
compreender as construcdes geométricas, bem como as propriedades e as formulas
gue virdo em sequéncia.

A9: Sim, pois 0 GeoGebra proporciona uma melhor visualizacdo através das janelas
de visualizagdo 2D e 3D. Além disso tem a possibilidade de movimentar os sélidos
geométricos, fazer a montagem e planificacéo de diferentes figuras, fazendo o aluno
visualizar de forma mais clara 0s conceitos geométricos.

A10: Sim. Pois com o GeoGebra é possivel identificar cada um dos elementos que
compde 0s conceitos geométricos permitindo diferencid-los e trabalha-los em
conjunto.

Nesse momento, verifica-se nos depoimentos dos participantes que o suporte do
GeoGebra propicia a visualizacdo e a identificacdo de elementos e propriedades matematicas
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que proporciona uma maior apropriacdo de novos saberes, sendo considerado um recurso
didatico que permite uma pratica docente mais significativa e um aprendizado mais sélido e
eficaz dos conceitos matematicos.

O sétimo questionamento se referia as experiéncias vivenciadas pelos participantes
nesta pesquisa e como as metodologias e teorias de ensino, como a TSD, usadas na aplicacdo
pratica da pesquisa, podem ajudar a promover a apropria¢do do saber matematico. Seguem as

reproducdes das respostas dos participantes.

Al: Acredito que sim, visto que por meio da TSD os alunos passam a ser partes
mais envolvidas e responsaveis no processo de aprendizagem.

A2: Sim. Acredito que as quatro fases da TSD so importantes para a construcéo do
saber, o cumprimento de cada uma fara uma grande diferenca para a obtengdo de
conhecimento, sendo mais significativo estudar matematica.

A4: Sim, em todo o decorrer da aplicagdo se fez presente todas as etapas: Acéo,
formulacdo, validagdo e institucionalizacdo. Os integrantes agiam diante da situacdo
proposta, formulavam uma solucdo para tal, faziam a exposicdo e por fim, a
professora ministradora fazia o apanhado de tudo e formalizava todo o processo e,
explicava a situacdo e o assunto a qual abordava.

A9: Com certeza. O objetivo dessa metodologia é sair da proposta do ensino
tradicional (bastante mecanizado), e proporcionar ao aluno uma aprendizagem
significativa.

Esse € 0 momento, em que se observa, mesmo em uma aplicagdo remota, todas as
fases da TSD, caracterizada por meio da mediacdo da pesquisadora e pelo protagonismo dos
futuros professores diante de uma situacdo adidatica promovida pelas etapas da acéo,
formulacdo e validacdo. Sendo assim, considera-se que o primeiro objetivo especifico foi
alcancado.

Na oitava pergunta, buscou-se opinido sobre as modalidades virtuais no ensino. Se
através delas seria possivel apropriar-se de conceitos matematicos, metodologias de pesquisa
e teorias de ensino que, posteriormente, pudessem ser aplicadas em ambientes presenciais.

Seguem as opinides dos futuros professores.

A2: Acredito que sim, ndo com a mesma eficacia com relagdo as aulas presenciais,
mas acredito que o ensino a distancia esta revolucionando o ensino, que esta
propiciando momentos de grande valia para a educagdo. Mesmo tendo pros e contras
devemos ter uma mente aberta para essa modalidade e entender a sua importancia
para o ensino atual de matematica.

Ab5: Sim, no nosso grupo foi bastante enriquecedor pois todos participaram
respondendo questdes no caderno ou resolvendo no GeoGebra, acredito que todos
assim como eu tiveram grande aprendizado.

AT: Sim, pois se fosse presencial tinhamos que utilizar os computadores para
resolver as questdes e as discussdes entre a equipe, que a distancia, foram feitas por
grupos de WhatsApp.

A10: Sim. E possivel analisar as praticas presenciais mesmo em ambientes a
distancias e suas teorias, e no momento oportuno coloca-las em pratica nos moldes
necessarios, sem perda de conhecimento.
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Nesse momento, tencionava-se perceber se 0s conceitos e experimentos trabalhados na
modalidade virtual foram compreendidos, de maneira a possibilitar sua aplicabilidade em
aulas presenciais. Diante dos relatos dos participantes, acredita-se que os futuros docentes
adquiriram conhecimentos préaticos e tedricos que possibilite sua aplicacdo em futuras acoes
docentes dos licenciandos.

E finalmente na Gltima questdo, pede-se para o futuro professor avaliar sua participacdo

nesta pesquisa e que contribuicdes ela pode agregar em sua formacéo.

A2: Gostei muito dos momentos que tive participando da pesquisa, com os colegas,
das discussBes, dos conceitos trabalhados e a maneira que o0s encontros foram
acontecendo tiveram contribui¢des positivas para a minha formacao, que espero seja
continuada. Ressalto o uso do GeoGebra, que a todo momento estavamos realizando
tarefas, buscando compreender suas fungdes, a variedade de informagbes que o
mesmo dispde. Pude conhecer mais sobre essa ferramenta, conversar com minha
equipe, trocando informacBes pela rede social, utilizar o Goolge Meet, uma
plataforma de reunifes muito bem elaborada. Enfim, agradeco por todo o
conhecimento obtido, aprendi bastante durante esse processo de ensino e
aprendizagem no grupo de pesquisa de didatica da matematica.

A9: Contribuiu bastante. Essas aulas me proporcionaram expandir minha visdo
sobre os recursos tecnolégicos que é possivel utilizar em sala de aula e a forma
como eles contribuem para a aprendizagem do aluno. Além disso tive mais
intimidade com o software GeoGebra, que oferece ferramentas incriveis para
abordar os contetidos matematicos em sala de aula. Me estimulou também a buscar
mais ferramentas para serem usadas com o objetivo de facilitar e proporcionar uma
aprendizagem significativa ao discente.

A10: Sim. Esses encontros serviram como motivadores para que eu pudesse me
familiarizar com as ferramentas do GeoGebra, e melhor identificar como eu posso
aplicar essa ferramenta em sala de aula. Mesmo que ainda limitado em questdo de
conhecimento, percebo que posso melhorar muito as minhas aulas com o uso do
GeoGebra.

A partir dos depoimentos relacionados acima, pode-se observar que os futuros
docentes consideram novas metodologias e recursos tecnoldgicos ferramentas importantes
para desenvolver um ensino e uma aprendizagem mais significativos, além de contribuir de
modo bastante relevante e promissora para formacao docente dos licenciandos de matematica.
Desse modo, verifica-se que o terceiro objetivo especifico foi alcancado, como também
respondeu-se a questdo norteadora dessa investigacao.

A seqguir, apresenta-se o Ultimo capitulo desta pesquisa, no qual se enfatizam os

resultados mais relevantes e apontam-se perspectivas de pesquisas futuras.
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9 CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa apresentou um estudo exploratorio, tendo como foco as questdes de
ensino e da aprendizagem do contetdo de volume, na formacdo inicial de professores de
matematica. Na pesquisa, buscou-se identificar no¢des e métodos mobilizados pelos futuros
professores, mediante situacdes problemas, envolvendo volume de sélidos geométricos.

A partir de uma revisao bibliografica balizada por analise de artigos e dissertacdes que
tratam do ensino de Volume, pode-se observar algumas caracteristicas que chamam atencao
no processo de ensino e da aprendizagem deste contetddo. Dentre elas, destacam-se duas que
ilustram bem a dimensdo das dificuldades nesse processo: os alunos apresentam dificuldades
relacionadas & compreensdo para o calculo de Areas, na Geometria Plana, refletindo
negativamente no célculo de Volumes, trabalhados na Geometria Espacial, devido as aulas
serem apresentadas aos discentes de modo bastante superficial, sendo restritas somente a lista
de férmulas, denominacfes e resolucdes de exercicios; outro fator importante sdo as
dificuldades conceituais apresentadas pelos préprios professores em conceitos basicos de
Geometria Plana e Geometria Espacial.

Mediante essa revisdo bibliogréfica, observa-se que os cursos de formacdo inicial ndo
incorporam uma reflex&o a respeito do ensino de geometria e as formagdes continuadas nao
atendem aos objetivos esperados em relacdo aos conceitos geométricos. Verificou-se também
que, embora na literatura se encontre uma quantidade razoavel de estudos relacionados a
Geometria, no que tange ao contetdo de volume de sélidos geométricos, eles ainda sdo
escassos. Dessa forma, esta pesquisa teve uma abordagem didatica para trabalhar com
problemas que envolvessem volume, no viés do ENEM e, direcionados a formacao inicial do
professor de matematica, em que se pudessem explorar 0s conhecimentos epistémicos e
pragmaticos referentes a este tema.

Destaca-se, também, a importancia do futuro professor em apropriar-se de recursos
metodologicos que tratem a visualizagdo como meio de compreender esses conceitos
geométricos. Assim, torna-se extremamente relevante que os futuros docentes conhecam as
diversas ferramentas didaticas educacionais, de modo que a acdo de ensinar possa promover
uma aprendizagem mais solida e eficaz, despertando no aluno o gosto e o protagonismo na
busca dos saberes matematicos. Desse modo, apresenta-se um modelo de situacdes didaticas
consubstanciadas pela incursdo do recurso tecnoldgico do software GeoGebra, haja vista ser
este uma ferramenta que potencializa o ensino e a aprendizagem de conceitos matematicos,

tendo sua eficacia comprovada por varias pesquisas na area da educacdo matematica.
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Nesse sentido, estruturaram-se situacdes didaticas amparadas pelo uso do software
GeoGebra, nas quais se destaca que os licenciandos, por meio das situacdes didaticas
propostas nessa pesquisa, apropriaram-se de saberes geométricos, verificados pela
mobilizacdo de tais conceitos nas fases de acdo, formulagéo e validacdo, utilizados durante a
etapa da experimentacdo dessa investigacao.

A manipulacdo do modelo produzido no software GeoGebra possibilitou aos futuros
docentes p6r em pratica nocOes intuitivas do conteddo de volume de sélidos geométricos.
Desse modo, os participantes utilizaram a visualizagdo das construc¢des disponibilizadas no
GeoGebra para despertar seus conhecimentos episttmicos e pragmaticos e, assim,
compreender, estruturar, validar e demonstrar os teoremas aplicados para solucionar 0s
problemas propostos.

Convém salientar que, sobre a questdo da formacdo docente, buscou-se organizar
sessOes didaticas, segundo os pressupostos da EDF aliada a TSD, com o intuito de
fundamentar uma investigacdo com énfase na formacéo inicial do professor de Matematica. E
importante destacar que este trabalho ndo teve a pretensdo de ensinar conceitos Matematicos,
mas, sim, distinguir os conhecimentos epistémicos e pragmaticos surgidos a partir das
situacOes didaticas aplicadas, haja vista que, durante as etapas das acGes, formulacbes e
validagOes por eles implementadas, percebeu-se a mobilizacdo desses conhecimentos para
construir seus proprios saberes, contribuindo assim para a reflexdo e o amadurecimento da
acao docente, uma vez que tais situacdes irdo fazer parte das vivéncias profissionais desses
futuros professores.

A presente dissertacdo teve como objetivo principal compreender aspectos didaticos
relativos ao ensino do conceito de volume alicercada na EDF e aprimorada com o software
GeoGebra. Portanto, apresentam-se as considerac@es finais sobre a fundamentagéo teorica e
metodoldgica utilizada, sobre a parte experimental, os resultados principais e as futuras
expectativas de estudo.

Para fundamentar e dar sustentacdo a esta pesquisa, realizou-se um levantamento
bibliografico do conceito e ensino de volume, seguida da TSD (BROUSSEAU, 1986) e pela
EDF, ambas pertencentes a vertente da didatica francesa. A primeira traz uma investigacao
dos fendmenos de ensino e aprendizagem e a segunda se direciona para a formacéo docente.

Durante o levantamento concernente ao ensino do conceito de Volume, percebeu-se
uma escassez de trabalhos que abordem o referido tema; no entanto, conseguiram-se elencar
alguns trabalhos relevantes como as pesquisas de Vergnaud et al. (1983), Douady e Perrin-
Glorian (1989), Figueiredo, Bellemain e Teles (2012), Vuelma, Garcia e Trevisan (2011).
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Quando se direcionou a busca para o estudo sobre a geometria aplicada com o auxilio do
GeoGebra, embasado pela metodologia de pesquisa da ED e da TSD, encontraram-se autores
como Leivas e Gobbi (2014), Ferreira e Scortegagna (2018), Volpatto, Fortes e Silveira
(2018), Pereira et al. (2017), Santos e Alves (2018), Souza e Bulos (2011), Costa, Bermejo e
Moraes (2009) dentre outros.

Ja nos estudos das dissertacdes, contemplaram-se trabalhos de quatro programas de
Pds-Graduacdo que tratam desse tema, encontrando os que abordam o conceito de volume e
seu ensino, bem como a utilizagdo de recursos tecnoldgicos para seu ensino e aprendizagem,
porém focando mais na aprendizagem dos alunos. Todavia, encontrou-se uma dissertacéo que
apresenta uma proposta de formacéo para professores dos anos iniciais, por meio do ensino de
Geometria Espacial. Assim, os trabalhos selecionados apresentaram certas semelhancas com
esta investigacao, trazendo contribui¢des que direcionaram 0s rumos desta pesquisa.

Para conduzir essa investigacdo, buscou-se a utilizacdo de uma metodologia de
pesquisa que auxiliasse a pesquisadora a compreender os eventos que se desenvolvem na sala
de aula, na andlise dos resultados coletados durante a aplicacdo das situacGes didaticas e no
fortalecimento da formacéo docente. Desse modo, adotou-se a EDF, em suas quatro fases, no
desenvolvimento desta dissertacdo, por tratar-se de uma metodologia que estuda o professor,
0 qual exerce uma importancia fundamental na devolugéo e institucionalizacdo das situacdes
didaticas, além de desempenhar um papel primordial na aprendizagem que se manifesta no
interior da sala de aula.

Na segunda etapa da pesquisa, realizou-se a concepcdo e analise a priori com a
organizacdo das situacGes didaticas com base em problemas selecionados das provas do
ENEM, sendo realizadas suas representacdes, através de um modelo criado no software
GeoGebra. Nesse momento, também identificaram-se as variaveis microdidaticas e previram-
se as possiveis acdes dos participantes para a resolucdo dos problemas propostos.

Em relacdo ao contetdo, as situagOes referem-se ao conceito de volume de solidos
geométricos, sendo necessario conhecimentos prévios de geometria plana, expressdes
algébricas, unidades de capacidade, entre outros. Essas situacGes foram organizadas e
apresentadas, de modo que sua resolucdo ocorresse por meio de estratégias elaboradas pelos
préprios participantes.

Os principais resultados mostram que o0s participantes se envolveram com 0s
problemas propostos nas onze situacdes didaticas; assim, pode-se observar e analisar
detalhadamente todas as acdes e as formulacdes que os futuros professores manifestaram no

momento de interacdo com essas situacdes. Foi possivel verificar que, durante a etapa da
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acdo, os licenciandos utilizaram o software GeoGebra para mobilizarem seus conhecimentos
prévios para instituirem e validarem os novos saberes por eles adquiridos. Ademais,
observou-se que os alunos ndo se restringiram apenas ao trato analitico; foram além, sendo
capazes de elaborar seus proprios progndsticos, na tentativa de solucionar e validar as
situacdes propostas.

Em consonancia com o contexto anterior, verificou-se ainda que os participantes
consideram a utilizacdo do GeoGebra para o0 ensino de volume, um recurso que proporciona
ao aprendiz ampliar o campo de visdo das figuras geométricas e, com isso, uma maior
compreensdo das propriedades e teoremas necessarios para a resolucdo de problemas,
promovendo assim um aluno capaz de apropriar-se de novos saberes, por seu préprio mérito.
Referente a metodologia de ensino da TSD, os futuros professores a consideram importante
na construgdo de um saber matematico mais significativo.

No entanto, verificaram-se também outros resultados que ndo podem ser ignorados.
Durante a aplicacdo das situacdes didaticas, enfrentaram-se algumas dificuldades que
necessitam de maior atencdo em pesquisas futuras. Muito embora a utilizacdo de ferramentas
tecnoldgicas se mostre promissora e inevitavel, durante as formagdes houve alguns
problemas, como a oscilagdo de internet, trazendo algumas dificuldades de acesso aos
participantes. Outro ponto considerado negativo, foi a questdo do contrato didatico,
necessitando ser reavaliado e readequado para trabalhos futuros com a modalidade de
aplicacdo remota. Ademais, nesse modelo de pesquisa ndo é possivel direcionar o olhar da
investigadora para observar o comportamento gestual dos participantes, durante a etapa da
formulacdo, sendo que esse olhar pode se constituir numa ferramenta importante para 0s
resultados da investigacdo, necessitando talvez de uma maior equipe e de outros
equipamentos/aplicativos de coleta de dados.

A validacdo dessa pesquisa foi interna, de acordo com a proposta da ED, resultado da
confrontacdo entre o que foi previsto na analise a priori e os dados coletados na anélise a
posteriori, tendo como énfase os objetivos propostos. Finalizando cada situacdo, os futuros
professores validaram suas formulagbes e, em seguida, a pesquisadora fez a
institucionalizacdo local, ou seja, a partir das resolugdes produzidas pelos participantes. As
producBes foram organizadas por meio de observacfes e analise de propriedades, em que 0s
resultados coletados, no decorrer do desenvolvimento de cada situagdo, propiciassem uma
relacdo entre o que foi produzido pelos licenciandos, o saber matematico e as concepgdes

pragmaticas do conceito de volume presente nas situacGes didaticas.
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Diante do exposto, esta pesquisa traz considera¢Ges importantes que podem ser usadas
para preencher as lacunas identificadas na analise preliminar, como a concep¢do de um
modelo didatico que propicia a visualizagdo e a compreensdo de Geometria Espacial; no caso
especifico do conceito de Volume, a apresentacdo de elementos didatico-pedagogicos que
podem auxiliar no planejamento e na execucdo de praticas docentes, contribuindo, portanto,
para a formacao dos futuros professores.

Tais pressupostos impulsionou e fundamentou algumas sugestdes que podem ser
utilizadas para melhorar o ensino do conteudo de Volume, bem como o de Geometria
Espacial, tais como: Articular conhecimentos entre a matematica e outras disciplinas ou areas
do conhecimento, valorizando as profissdes dos familiares dos alunos ao utiliza-las em sala de
aula, pois muitos deles sdo filhos de pedreiros, cozinheiras, enfermeiras, costureiras, entre
outros; Relacionar a matemética dos anos que antecedem o ensino médio, propondo
exercicios e exemplos que articulem o novo saber com os conhecimentos prévios dos alunos,
a nocao de escala por exemplo é tratada no ensino fundamental e pouco articulada com outros
conhecimentos, quer seja no ambito de outras disciplinas, quer seja com a propria matematica.

Tendo em vista perspectivas futuras, almeja-se que pesquisadores possam promover
novos estudos referentes a analise da acdo docente do professor de Matemaética e fortalecam a
insercdo de tecnologias educacionais no ensino de conceitos geometricos. Para tanto, sugere-
se estudos que possam comparar 0 ensino de Geometria desenvolvido nos anos de 1980, que
sofreu uma forte influéncia da matematica moderna, com outras pesquisas, como por exemplo
do grupo da histéria do ensino da Matematica, entre outros; Pesquisas que mostrem diferentes
meios para atingir as competéncias e habilidades apresentadas na BNCC; Trabalhos
articulados com a ciéncias, para ajudar a compreender a matematica do cotidiano; Uma
analise institucional para auxiliar a compreender o uso exagerado de formulas no ensino de
matematica, uma vez que as macroavaliacdes exigem a utilizacdo dessas férmulas, as
instituicdes (livros didaticos e escolas tendem a seguir essa pratica), em particular as
instituicdes privadas, que colocam em evidéncia o nimero de estudantes que tiveram sucesso
no ENEM e nos vestibulares.

Por fim, acredita-se que o conceito de Volume, aliado as metodologias da EDF e das
vivéncias da TSD, apresentou contribuicdes relevantes ao ensino e a formacéo de professores
de Matemaética, mostrando que elas podem promover mudangas no comportamento da acao
docente, e como consequéncia, provocar impactos diretos nas praticas dos alunos como

sujeitos ativos no exercicio da construcdo dos saberes matematicos.
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APENDICE A - SITUACOES DIDATICA

ATIVIDADE I - PESQUISA DE MESTRADO

Mestranda; Rosalide Carvalho de Sousa
Orientador: Prol. D, Francisco Régis Viera Alves

Coorientadora: Profa. Dra. Francisca Claudia Fernandes Fontenele

Aluno: Dhata:

1 (EMEM-2014): O condominio de um edificio permite que cada propretino de apartamento
construa um anmario em sua vaga de garagem. O projeto da garapem, na escala 1:100, foa
disponibilizado aos interessados ji com as especificagies das dimensdes do armdrio, que deveria ter
o formato de um paralelepipedo retingule reto, com dimensdes, no projeto, igual a 3 em, 1 em e 2
cm.

Cual serd o velume real do amméanio, em centimetros cabicos,

249



250

—q

Y,
10 PPGECM ey

E RA L Programa de Pos graduacso em UNIVERSIDADE ESTADUAL
ea ré Ensino de Cdnclas ¢ Matematica VALE DO ACARAU

ATIVIDADE Il - PESQUISA DE MESTRADO

Mestranda: Rosalide Carvalho de Sousa
Orientador: Prof. Dr. Francisco Régis Vieira Alves

Coorientadora: Profa. Dra. Francisca Claudia Fernandes Fontenele

Aluno: Data:

2) (ENEM-2012): A ceramica possui a propriedade de contragiio, que consiste na evaporagio da agua
existente em um conjunto ou bloco cerimico submetido a uma determinada temperatura elevada: em
seu lugar aparecendo “espagos vazios™ que tendem a se aproximar. No lugar antes ocupado pela dgua
vio ficando lacunas e, consequentemente, o conjunto tende a retirar-se. Considere que no processo

de cozimento a ceramica de argila sofra uma contragio, em dimensdes lineares, de 20%.
Disponivel em: www.arg.ufsc.br. Acesso em: 30 mar. 2012 (adaptado).

Levando em consideragido o processo de cozimento ¢ a contragio sofrida, o volume V de
uma travessa de argila, de forma cabica de aresta a, diminui para um valor que ¢

(A) 20% menor que V, uma vez que o volume do cubo ¢ diretamente proporcional ao comprimento
de seu lado.

(B) 36% menor que V, porque a drea da base diminui de a’ para ((1 ~ 0,2)a’).
(C) 48,8% menor que V, porque o volume diminui de a’ para (0.8a)’.
(D) 51,2% menor que V, porque cada lado diminui para 80% do comprimento original.

(E) 60% menor que V, porque cada lado diminui 20%,
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ATIVIDADE II1 - PESQUISA DE MESTRADO

Mestranda; Rosalide Carvalho de Sousa
Orientador: Prof. Dr. Franciseo Régis Vieira Alves

Coorientadora: Profa. Dra. Francisca Claudia Fernandes Fontenele

Aluno: Drata:

3 (ENEM-20171): Um casal realiza sua mudanga de domicilio e necessita colocar numa caixa de
papelio um objcto cubico, de 80 cm de arcsta, que nido pode ser desmontadoe, Eles tém a disposigio
cinco caixas, com diferentes dimensoes, conforme descrito;

Caixa 1: 86 cm ¥ 86 cim x Bb cm
Caixa 2: 75 cm ¥ 82 cm x 90 cm
Caixa 3; 85 cm x 82 cm x 90 cm
e Caixad 82 cmx 95 cm x 82 cm
e Caixa 5 80 cm x 95 cm x 85 cm

O casal precisa escolher uma caixa na qual o objeto caiba de modo que sobre o menor espago
livre em seu interior. A caixa escolhida pelo casal deve ser a de niimero

(A} L.
(B) 2.
(C) 3.
I ES
(E) 5.
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ATIVIDADE IV - PESQUISA DE MESTRADO

Mestranda: Rosalide Carvalho de Sousa
Orientador: Prof. Dr. Francisco Régis Vieira Alves

Coorientadora: Profa. Dra. Francisca Claudia Ferandes Fontenele

Aluno: Data:

4) (ENEM-2014) Na alimentacio de gado de corte, o processo de cortar a forragem, colocd-la no
solo, compacti-la e protegé-la com uma nova vedagdo denomina-se silagem. Os silos mais comuns
sdo 0s horizontais, cuja forma ¢ a de um prisma reto trapezoidal, conforme mostrado na figura.

Lagoroa:

b lguis o fungo

B \wrgura o opo

C- comprimenic do silo
- st do sl /

Considere um silo de 2 m de altura, 6 m de largura de topo ¢ 20 m de comprimento. Para cada metro
de altura do silo. a largura do topo tem 0,5 m a mais do que a largura do fundo. Apos a silagem, |
tonelada de forragem ocupa 2 m’ desse tipo de silo.

EMBRAPA, Gado de corte. Disponivel emn: wwwoeppge embrapa. br. Acesso em: 1 ago. 2012 (adopeado).
Apods a silagem, a quantidade mixima de forragem que cabe no silo, em toneladas, ¢
(A} 110.
(B) 125,
(C) 130.
(D) 220.
(E) 260.
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ATIVIDADE V - PESQUISA DE MESTRADO

Mestranda: Rosalide Carvalho de Sousa
Orientador: Prof, Dr. Francisco Régis Vicira Alves

Coorientadora: Profa, Dra, Francisca Claudia Fernandes Fontenele

Aluno: Data:

5) (ENEM-2014/Adaptada) Uma empresa farmacéutica produz medicamentos em pilulas, cada uma
na forma de um cilindro com uma semiesfera com o mesmo raio do cilindro em cada uma de suas
extremidades. Essas pilulas sdo moldadas por uma maquina programada para que os cilindros tenham
sempre 10 mm de comprimento, adequando o raio de acordo com o volume descjado,

Um medicamento ¢ produzido em pilulas com 5 mm de raio. Para facilitar a deglutigdo, descja-se
produzir esse medicamento diminuindo o raio para 4 mm, ¢, por consequéncia, seu volume. Isso exige
a reprogramagdo da maquina que produz essas pilulas,

A

Use 3,14 como valor aproximado para 7.

-7

L

A reducdo do volume da pilula. em milimetros cibicos, apds a reprogramacio da maquina, serd
aproximadamente
(A) 168,

(B) 304,
(C) 306.
(D) 378,
(E) 538,
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ATIVIDADE VI - PESQUISA DE MESTRADO

Mestranda: Rosalide Carvalho de Sousa
Orientador: Prof, Dr, Francisco Regis Vicira Alves

Coorientadora: Profa, Dra, Francisca Claudia Fernandes Fontenele

Aluno: Data:

6) (ENEM-2Z011) Uma fibrica produz barras de chocolates no formato de paralelepipedo e de cubos,
com o mesmo volume, As arestas das bamras de chocolate no formato de um paralelepipedo medem
3 ¢m de largura, 18 em de comprimento ¢ 4 ¢m de espessura,

Analisando as caracteristicas das figuras geométrica descritas, @ medida das arestas dos chocolates
que tém o mesmao formato do cubo & 1gual a

(A} 5 em,
(B 6 em.
(C) 12 em.
(¥ 24 cm.
(E)25 cm.
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ATIVIDADE VII1 - PESQUISA DE MESTRADO

Mestranda: Rosalide Carvalho de Sousa
Orientador: Prof. Dr. Francisco Regis Vieira Alves

Coorientadora: Profa. Dra. Francisca Cliudia Fernandes Fontenele

Aluno: Data:

7) (ENEM-2010) Em um casamento, os donos da festa serviam champanhe aos seus convidados em
tagas com formato de um hemisfério (Figura 1), porém um acidente na cozinha culminou na quebra
de grande parte desses recipientes.

Para substituir as tagas quebradas, utilizou-se¢ um outro tipo com formato de cone (Figura 2). No
entanto, os noivos solicitaram que o volume de champanhe nos dois tipos de tagas fosse igual.

Figura 1

Considere:
4 1
Vesten = ; TTR" ¢ Vime= ; ﬂth

Sabendo que a taga com o formato de hemisfério ¢ servida completamente cheia, a altura do volume
de champanhe que deve ser colocado na outra taga, em centimetros, ¢ de

(A) 1,33,
(B) 6,00.
(C) 12,00.
(D) 56,52.
(E) 113.04,
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ATIVIDADE VIII - PESQUISA DE MESTRADO

Mestranda: Rosalide Carvalho de Sousa
Orientador: Prof. . Francisco Régis Vieira Alves

Coorientadora: Profa. Dra. Francisca Claudia Fernandes Fontenele

Aluno: Dhata:

B) (ENEM-2013) Num pargue agquitico existe uma piscing infantil na forma de um
cilindro circular reto, 1 m de profundidade e volume igual a 12 m®, cuja base tem Raio R
e centro 0. Deseja-se construir uma ilha de lazer seca no interior dessa piscina, também
na forma de um cilindre circular reto, cuja base estard no fundo da piscina e com centro
da base comerdindo com o centre do funde da piscina, conforme a figura, O raie da ilha
de lazer sera r. Descja-se que apos a construgio dessa ilha, o cspago destinado 3 agua na
piscina tenha um volume de, no minimo, 4 mt

Considere 3 como valor aproximado para .

Para satisfazer as condighes dadas, o raio maximo da ilha de lazer r, em metros, cstard
mais proximo de

(A) 1,6,
(B) 1,7.
(C) 2,0
(D) 3.0.
(E) 3.8
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TIVIDADE IX - PESQUISA DE MESTRAD
Mestranda: Rosalide Carvalho de Sousa
Orientador: Prof. Dr. Francisco Régis Vieira Alves

Coorientadora: Profa. Dra. Francisca Cliudia Fernandes Fontenele

Aluno: Data:

9) (ENEM-2010) Dona Maria, diarista na casa da familia Teixeira, precisa fazer café para servir as
vinte pessoas que se encontram em uma reunido na sala. Para fazer o café, Dona Maria dispde de uma
leiteira cilindrica ¢ copinhos plasticos, também cilindricos,

8 cm

4 cm

20cm =
8 [aem

Com o objetivo de nio desperdigar café, a diarista deseja colocar a quantidade minima de
agua na leiteira para encher os vinte copinhos pela metade. Para que isso ocorra, dona Maria devera

—_—

(A) encher a leiteira até a metade, pois ela tem um volume 20 vezes maior que o volume do copo.
(B) encher a leiteira toda de dgua, pois ela tem um volume 20 vezes maior que o volume do copo,
(C) encher a leiteira de toda de agua, pois ela tem um volume 10 vezes maior que o volume do copo.
(D) encher duas leiteiras de dgua, pois ela tem um volume 10 vezes maior que o volume do copo.
(E) encher cinco leiteiras de dgua, pois ela tem um volume 10 vezes maior que o volume do copo,
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ATIVIDADE X - PESQUISA DE MESTRADO

Mestranda: Rosalide Carvalho de Sousa
Orientador: Prof. Dr. Francisco Régis Vieira Alves

Coorientadora: Profa. Dra. Francisca Claudia Fernandes Fontenele

Aluno: Data:

11) (ENEM-2019) Uma construtora pretende conectar um reservatorio central (R.) em formato de
um cilindro. com raio interno igual a 2 m e altura interna igual a 3,30 m, a quatro reservatdrios
cilindricos auxiliares (R, R2. Ra. Ry). 0s quais possuem raios internos e alturas intemas medindo 1,5
m.

As ligagdes entre o reservatorio central e os auxiliares sdo feitas por canos cilindricos com
0,10 m de didametro interno ¢ 20 m de comprimento, conectados proximos as bases de cada
reservatorio, Na conexdo de cada um desses canos com o reservatorio central ha registros que liberam
ou interrompem o fluxo de dgua,
No momento em que o reservatorio central esta cheio e os auxiliares estio vazios, abrem-se
08 quatro registros ¢, apds algum tempo, as alturas das colunas de dgua nos reservatorios se igualam,
assim que cessa o fluxo de dgua entre eles, pelo principio dos vasos comunicantes.
A medida, em metros, das alturas das colunas de agua nos reservatorios auxiliares, apos cessar
o fluxo de dgua entre ele, &
(A) 1,44,
(B) 1,16.
(C) 1,10,
(D) 1,00.
(E) 0.95.
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ATIVIDADE XI - PESQUISA DE MESTRADO

Mestranda: Rosalide Carvalho de Sousa
Orientador: Prof. Dr. Francisco Régis Vieira Alves

Coorientadora: Profa. Dra. Francisca Claudia Fernandes Fontencle

Aluno: Data:

11) (ENEM-2009) Uma fabrica produz velas de parafina em forma de pirdmide quadrangular regular
com 19 cm de altura ¢ 6 cm de aresta da base. Essas velas sdo formadas por 4 blocos de mesma altura
- 3 troncos de pirdimide de bases paralelas e 1 pirimide na parte superior -, espacados de I cm entre
eles, sendo que a base superior de cada bloco € igual a base inferior do bloco sobreposto, com uma
haste de ferro passando pelo centro de cada bloco, unindo-os, conforme a figura.

o

6 cm

Se o dono da fabrica resolver diversificar o modelo, retirando a pirimide da parte superior,
que tem 1,5 ecm de aresta da base, mas mantendo o mesmo molde, quanto ¢le passara a gastar com
parafina para fabricar uma vela?

(A) 156 em’.
(B) 189 cm’.
(C) 192 cm’.
(D) 216 cm’.
(E) 540 cm’,



APENDICE B - ATIVIDADES DE PESQUISA - APLICACOES

LINKS DE ATIVIDADE DE PESQUISA — PRIMEIRA APLICACAO
ATIVIDADE 1: https://eqrcode.co/a/syPqBC

ATIVIDADE 2: https://eqrcode.co/a/ta2yq7

LINKS DE ATIVIDADE DO GEOGEBRA - PRIMEIRA APLICACAO
QUESTAO 1: https://eqrcode.co/a/agTnmp

QUESTAO 2: https://eqrcode.co/a/SOKsNu

LINKS DE ATIVIDADE DE PESQUISA — SEGUNDA APLICAQAO
ATIVIDADE 3: http://opn.to/a/MI14GQ

ATIVIDADE 4: http://opn.to/a/HPn9F

ATIVIDADE 5: http://opn.to/a/Hdb28

LINKS DE ATIVIDADE DO GEOGEBRA - SEGUNDA APLICAQAO
QUESTAO 3: https://bit.ly/36ZCrkH

QUESTAO 4: http://opn.to/a/3ySi4

QUESTAO 5: http://opn.to/a/olh6D

LINKS DE ATIVIDADE DE PESQUISA — TERCEIRA APLICAQAO
ATIVIDADE 6: http://opn.to/a/ncOHe

ATIVIDADE 7: http://opn.to/a/BHNRQ

ATIVIDADE 8: http://opn.to/a/7t4W4

LINKS DE ATIVIDADE DO GEOGEBRA - TERCEIRA APLICAC}AO
QUESTAO 6: http://opn.to/a/829mO

QUESTAO 7: http://opn.to/a/ TA3Xz

QUESTAO 8: http://opn.to/a/feals

LINKS DE ATIVIDADE DE PESQUISA - QUARTA APLICAQAO
ATIVIDADE 9: http://opn.to/a/AIG1R

ATIVIDADE 10: http://opn.to/a/aljPe

ATIVIDADE 11: http://opn.to/a/Qrool

LINKS DE ATIVIDADE DO GEOGEBRA - QUARTA APLICACAO
QUESTAO 9: http://opn.to/a/Z3Whbs

QUESTAO 10: http://opn.to/a/3di0x

QUESTAO 11: http://opn.to/a/ GWWj4
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http://opn.to/a/GWWj4
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QR-CODE ATIVIDADE DE PESQUISA — PRIMEIRA APLICACAO

Figura 161 - Cddigos das Atividades 1 e 2, respectivamente

Fonte: Elaboracéo da autora.
QR-CODE ATIVIDADE DO GEOGEBRA - PRIMEIRA APLICA(;AO

Figura 162 - Cddigos das Questdes 1 e 2, respectivamente

Fonte: Elaboracdo da autora.
QR-CODE ATIVIDADE DE PESQUISA - SEGUNDA APLICA(;AO

Figura 163 - Cddigos das Atividades 3, 4 e 5, respectivamente

Fonte: Elaboracéo da autora.
QR-CODE ATIVIDADE DO GEOGEBRA - SEGUNDA APLICACAO

Figura 164 - Cddigos das Questdes 3, 4 e 5, respectivamente

m¥<E[E]  [a]pr (e

]
RCS EEI-"RCS

Fonte: Elaboracéo da autora.
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QR-CODE ATIVIDADE DE PESQUISA —-TERCEIRA APLICACAO
Figura 165 - Cddigos das Atividades 6, 7 e 8, respectivamente

Fonte: Elaboracdo da autora.

QR-CODE ATIVIDADE DO GEOGEBRA — TERCEIRA APLICACAO

Figura 166 - Cddigos das Questdes 6, 7 e 8, respectivamente

Fonte: Elaboracdo da autora.
QR-CODE ATIVIDADE DE PESQUISA — QUARTA APLICACAO
Figura 167 - Cddigos das Atividades 9, 10 e 11, respectivamente

(=] [m]
RCS

Lo el
[=] :

Fonte: Elaboragdo da autora.
QR-CODE ATIVIDADE DO GEOGEBRA - QUARTA APLICAQAO

Figura 168 - Cddigos das Questdes 9, 10 e 11, respectivamente

Fonte: Elaboracéo da autora.



APENDICE C - QUESTIONARIO DE PESQUISA: AVALIACAO FINAL

onn —
1
===
ﬁ-_ it
iINsTiITuUTO PPGECM R
F E D E R-A L Programa de Pds-graduacio em UNIVERSIDADE EST-ﬁ[_}LF&L
Ceara Ensino de Cikncias e Matematica VALE DO ACARAL

APENDICE C - QUESTIONARIO DE PESQUISA: AVALIACAO FINAL
Mestranda: Rosalide Carvalho de Sousa
Orientador: Prof. Dr. Francisco Régis Vieira Alves

Coorientadora: Profa. Dra. Francisca Claudia Fernandes Fontenele

Aluno: Data:

1. Como vocé avalia o uso do Google Meet como ambiente de ensino? Ele favorece
aprendizagem?

(A) Sim, plenamente.

(B) Sim, parcialmente.

(C) Nao.

Justifique:

2. As atividades desenvolvidas em ambientes a distincia, como 0 NEaD/UVA poderao facilitar
a experimentacio em momentos presenciais?

{A) Sim, plenamente.

(B) Sim, parcialmente.

(C) Nao.

Justifique:

3. Como vocé avalia a orientacio das atividades praiticas desenvolvidas no Google Meet?

(A) Adequada.

{B) Razoavelmente adequada.

(C) Pouco Adequada,

{D) Inadequada.

Justifique:
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4, Como vocé avalia a utilizagiio do software GeoGebra para o ensino de volumes?

{A) Muito Bom.

(B) Bom.

(C) Razoavel.

(D) Ruim.

Justifique

5. Vocé acha que o aporte tecnolégico do software GeoGebra pode ser um recurso utilizado

para promover uma melhor prepara¢io para as avaliacoes do ENEM? De que maneira?

6. Em sua opinifio, uma aula ministrada com o suporte tecnolégico do GeoGebra proporciona

ao aprendiz uma maior apropriacio dos conceitos Geométricos? Justifique

7. Do gue vocé vivenciou durante a aplicacio dessa pesquisa, vocé acha possivel promover uma
maior apropriacio do saber matematico por meio das quatro fases da Teoria das Situacoes
Diditicas (TSD)?

(A) Sim, plenamente,

(B) Sim, parcialmente.

(C) Nao.

Justifique:

8. Nas atuais circunstincias, em que as aulas tiveram que ser redirecionadas para as
modalidades virtuais, vocé acha possivel se apropriar dos conceitos matematicos, metodologias

de pesquisa e teorias de ensino que possam ser aplicados em praticas presenciais? Justifique

9. Vocé acha que a participagio nessa pesquisa contribuira em sua formagio docente? De que
maneira? Faca um breve relato sobre sua experiéncia de nossos encontros e do uso dos recursos

tecnolégicos disponibilizados para sua realiza¢io.
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ANEXO A — MATRIZ CURRICULAR DO CURSO DE LICENCIATURA EM

MATEMATICA DA UNIVERSIDADE ESTADUAL VALE DO ACARAU

Universidade Estadual Vale do Acarani
Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia
Curso de Licenciatura em Matematica

Fluxo 2018

Disciplina

Algebra Matricial

Introdugdo as Teorias da
Aprendizagem

Logica e Linguagem dos Conjuntos

Matemdtica Basica I - Relagoes e
Funges

Matematica Basica 11 —
Trigonometria

Geometria Espacial
Geometria Euclidiana

Matematica Basica III - Polindmios
e N. Complexos

Metodologia e Pratica de Ensino
Calculo 1

Didatica Geral e da Matematica
Fundamentos de Programagdo

Geometria Analitica Vetorial
Algebra Linear

Calculo [1
Matematica Discreta

Tendéncias da Educagio
Matematica

Calculo IT1

Estagio Supervisionado 1

Estatistica e Probabilidade 1

60

60

60

60

60

80
80

60

60

80

60
60
80

80

a0
60

a0

80

100

60

Pré-Requisito

Matematica Basica II - Trigonometria

Matematica Basica [ — Relacdes e Functes

Introdugdo as Teorias da Aprendizagem

Matematica Basica | — Relacgoes e Fungbes;
Matematica Basica II - Trigonometria

Metodologia e Pritica de Ensino
Logica e Linguagem dos Conjuntos
Geometria Espacial
Geometria Analitica Vetorial;
Algebra Matricial
Calculo 1

Logica e Linguagem dos Conjuntos
Didatica da Matematica

Calculo 11

Tendéncias da Educagio Matematica; ter
necessariamente cursado o terceiro e quarto
semestres do curso, conforme a resolugéo n®

08/2016 - CEPE.

Matematica Discreta
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Disciplina ! Pré-Requisito

Matematica Basica [11 - Polindmios e Niumeros

5 Historia da Matematica 60
Complexos
Laboratdrio de Ensino de
5 Matematica e Produgdo de Material 60 Tendéncias da Educagdo Matematica
Didatico
6 Calculo Numérico (§11] Calculo 111
6 Equactes Diferenciais Ordinarias 80 Calculo I11
6 Estdgio Supervisionado 11 100 Estagio Supervisionado I
6 Estatistica e Probabilidade [1 (§11] Estatistica e Probabilidade |
Te logias Digitai Ensino d
6 ecnologlas gl ,]S, 1o Bnsine de 60 Laboratorio de Ensino de Matematica
Matematica
7 Desenho Geométrico 60 Geometria Espacial
7 Disciplina Eletiva 1 60 -
7 Estagio Supervisionado 111 100 Estagio Supervisionado 11
7 Etnomatematica 60  Tecnologias Digitais no Ensino de Matematica
7 Fisica Geral 80 Calculo 11

. N Matematica Basica 111 - Polindmios e Numeros
7 Introdugdo a Teoria dos Numeros 80

Complexos
8 Construcio dos Nimeros a0 Cilculo IT1
8 Disciplina Eletiva 2 G0
8 Estagio Supervisionado IV 100 Estagio Supervisionado I11
g Modelagem Matemdtica 60 Tendéncias da Educacdo Matematica;
Equacdes Diferenciais Ordinarias
8  Trabalho de Conclusdo de Curso 1 60 Estagio Supervisionado 111
9 Estruturas Algébricas 80 Introducio a Teoria dos Nimeros
9 Introdugdo a Analise Matematica 60 Construgao dos Numeros
9 Introdugdo a LIBRAS 60 -

.. . . Matematica Basica III - Polindmios e Niumeros
9 Matematica e Educacio Financeiras 60
Complexos

9  Trabalho de Conclusdo de Curso II - 60 Trabalho de Conclusdo de Curso |

ELETIVAS Pré Requisito

Algebra Linear II 60 Algebra Linear

Equagoes Diferenciais Ordinarias [T 60 Equagoes Diferenciais Ordinarias



Disciplina

Estruturas Algebricas 11
Geometria Analitica Plana
Geometria Descritiva

Historia da Matematica Escolar no
Brasil

Introdugdo as Curvas Diferenciaveis

Producdio de Videos Didaticos em
Matematica
Seminarios de Educagio

Semindrios de Educacio
Matematica

Semindrios de Estatistica e
Probabilidade

Semindrios de Matematica Aplicada
Semindrios de Matematica Pura
Semindrios Especiais
Topicos de Educagdo
Tapicos de Educacio Matemitica

Topicos de Estatistica e
Probabilidade

Topicos de Matemadtica Aplicada

60
60
60

60

60

60

60

60

60

60
60
60
60
60

60

s1)]

Pré-Requisito
Estruturas Algébricas
Algebra Matricial

Desenho Geométrico
Didatica da Matematica

Calculo 111
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ANEXO B — PARECER DO COMITE DE ETICA EM PESQUISA

s o i
i UNIVERSIDADE ESTADUAL £ Plabaforma
= VALE DO ACARAU - UVA/CE asil

PARECER CONSUBSTANCIADO DO CEP

Elaborado pela Instituigao Coparticipante
DADOS DO PROJETO DE PESQUISA
Titulo da Pesquisa: Engenhaira Didatica de Formagao (EDF): uma aplicagio do GeoGebra com os alunos
da Universidade Estadual Vale do Acaral no ensino de volumes.
Pesquisador: ROSALIDE CARVALHO DE SOUSA
Area Tematica:
Versdo: 3
CAAE: 29216619.6.3001.5053
Instituigao Proponente: Universidade Estadual Vale do Acarau - UVA
Patrocinador Principal: Financiamento Préprio

DADOS DO PARECER

Numero do Parecer: 4.240.060

Apresentagéio do Projeto:

Emenda de projeto de pesquisa apresentada devido ao isolamento social causado pela pandemia da Covid-
19. Desta torma, o projeto original sofreu alteracdo em sua metodologia, mudando a pesguisa que seria
prensencial para remota.

A pesqguisa apresenta uma Engenharia Didatica de Formacao (EDF) desenvolvida no contexto do ensino de
geometria espacial relacionadas as questdes selecionadas das provas do Exame Macional do Ensino Médio
(ENEM). Serdo propostas situagtes didaticas das guestoes do ENEM, na qual as sessoes serao
organizadas seguindo as quatro fases da Engenharia Didatica (ED): as analises preliminares, a andlise a
pricri, a experimentacdc e a analise a posteriori.

Sera utilizado o software GeoGebra para realizagdo da transposicio didatica de cada questao. com o intuito
de favorecer uma modelagem matematica que promova a visualizagdo, e como conseguéncia a
compreensdo por parte dos aprendizes dos mecanismos essenciais para solucionar os problemas
propostos. O publico alvo da investigagéo desse projeto, serdo alunos do curso de Licenciatura em
Matematica da Universidade Estadual Vale do Acarau - UVA.

Objetivo da Pesquisa:

Objetivo geral:

- Investigar aspectos didaticos relatives ao ensino de calculos de volumes aprimorados com o suporte do
software GeoGebra, fazendo uso da Engenharia Didatica de Formacao.

Enderego: Av Comandante Maurocelio Rocha Ponte, 150

Bairro: Derby GEP: §2,041-040
UF: CE Municipio: SOBRAL
Telefone: [88)3677-4255 Fax: (BB)3677-4242 E-mail: uva comitedeetica@hotmail.com

Pagina 01 da 04

268



269

@ &

E UNIVERSIDADE ESTADUAL £ Plabaforma
L3 VALE DO ACARAU - UVA/CE %ﬂﬂ

Continuagao do Parecer: 4 240,060

Objetivos especificos:

-Investigar problemas de geometria espacial do ENEM para o calculo de volume gue tenha potencial para o
uso do software GeoGebra como suporte na deducio de possiveis solugdes.

- Estruturar uma Situacdo Didatica para o ensino do conceito de volume, fazendo o uso do software
GeoGebra.

- Apresentar uma proposta de Engenharia Didatica de Formagao para os professores de matemaética em
formagao inicial, com énfase na Teoria das Siluagdes Didaticas.

Avaliacao dos Riscos e Beneficios:

Uma discussao sobre os possiveis riscos relacionados & aplicagdo da pesguisa ndo é apresentada.
Entretanto, o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido — TCLE, apresenta informagdes de forma clara e
explicativa sobre a abordagem da pesquisa. Ademais, o projeto a ser desenvolvido possui alto potencial
formador para os participantes da pesquisa (alunos do curso de matematica da Universidade Estadual Vale
do Acaraul) favorecendo oportunidades e sitluagdes didaticas gue proporcione aos discentes da Licenciatura
em Matematica. desenveolver uma concepgao de modelagem didatica através de estudos de uma teoria de
ensino aliada a um software educativo e aplicados ao contetdo de volume.

Comentarios e Consideragoes sobre a Pesquisa:

Pesquisa bem apresentada.

Consideragoes sobre os Termos de apresentagao obrigatoria:

Qs termos foram apresentados e estdo em conformidade.

Recomendagoes:

Encaminhar relatério final da pesquisa a este CEP.

Conclusdes ou Pendéncias e Lista de Inadequagdes:

Emenda sem obices éticos.

Vide recomendagbes.

Consideragdes Finais a critério do CEP:

O Colegiado do CEP/UVA, apos apresentagao e discussao do parecer pelo relator, acatou a relatoria que
classifica como aprovado o protocolo de pesquisa. Ofa) pesquisador(a) devera atentar para as
recomendagoes listadas neste parecer.

Este parecer foi elaborado baseado nos documentos abaixo relacionados:

Enderego: Av Comandante Maurocelio Rocha Ponte, 150

Bairro: Derby CEP: §2.041-040
UF: CE Municipio: SOBRAL
Telefone: [&88)3677-4255 Fax: (B8)3677-4242 E-mail: uva_comitedeatica@hotmail.com
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Continuagio do Parecer: 4. 2400060
Tipo Documento Arguivo Postagem Autor Situagao
Informagdes Basicas| PB_INFORMAGCOES_BASICAS DO P | 25/08/2020 Aceito
do Projeto ROJETO 1591395.pdf 15:59:186
TCLE / Termos de | tcleuva.pdf 25/08/2020 |ROSALIDE Aceito
Assentimento / 15:58:31 |CARVALHO DE
Justificativa de SOUSA
Auséncia
Qutros projetomodificado.pdf 18/06/2020 |ROSALIDE Aceito
18:22:56 |CARVALHO DE
SOUSA
QOutros folhaderosto3.pdf 24/03/2020 |ROSALIDE Aceito
13:22:27 |CARVALHO DE
SOUSA
Qutros declaracaodecompromissocorrigida.pdf | 23/03/2020 |ROSALIDE Aceito
14:09:45 |CARVALHO DE
SOUSA
TCLE /! Termos de  |termocorrigido.pdf 23/03/2020 |ROSALIDE Aceito
Assentimento / 14:04:15 |CARVALHO DE
Justificativa de SOUSA
Auséncia
Projeto Detalhado / | projetocomitedestica. pdf 23/03/2020 |ROSALIDE Aceito
Brochura 13:58:33 |CARVALHO DE
Investigador SOUSA
Qutros img20200218_19431222 pdf 18/02/2020 |ROSALIDE Aceito
20:27:28 |CARVALHO DE
SOUSA
Outros img20200218_19491057_pdf 18/02/2020 |ROSALIDE Aceito
20:24:38 |CARVALHO DE
SOUSA
TCLE / Termos de  |termo.pdf 19/12/2019 |ROSALIDE Aceito
Assentimento / 21:08:10 |CARVALHO DE
Justificativa de SOUSA
Auséncia
Projeto Detalhado / | PROJETO.pdf 1912/2019 |ROSALIDE Aceito
Brochura 20:51:37 |CARVALHO DE
Investigador SOUSA

Situagdo do Parecer:
Aprovado

Necessita Apreciacio da CONEP;

MNao

Enderegco: Av Comandante Maurocélio Rocha Ponte, 150

Bairra: Derby CEP: g2.041-040
UF: CE Municipio: SOBRAL

Telefone: [88)3677-4255 Fax: (B8)3677-4242 E-mail:

uva_comitedeaticai@hotmail.com

Pagina 03 da 04

270



271

o
E UNIVERSIDADE ESTADUAL Plataforma
s VALE DO ACARAU - UVA/CE asil

Continuagao do Parecer: 4 2400060

SOBRAL, 26 de Agosto de 2020

Assinado por:
Maria do Socorro Melo Carneiro
{Coordenador(a))

Enderego: Av Comandante Maurocelio Rocha Ponta, 150

Bairro: Derby CEP: £2.041-040
UF: CE Municipio: SOBRAL
Telefone: (88)3677-4255 Fax: (BB)3GV7-4242 E-mail: uva_comitedeetica@hotmail.com
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- EDUCAGAO, CIENCIA E W
als TECNOLOGIA DO CEARA

PARECER CONSUBSTANCIADO DO CEP

DADOS DA EMENDA

Titulo da Pesquisa: Engenhaira Didatica de Formagao (EDF): uma aplicagao do GeoGebra com os alunos
da Universidade Estadual Vale do Acaratl no ensino de volumes.

Pesquisador: ROSALIDE CARVALHO DE SOUSA

Area Tematica:

Versao: 3

CAAE: 29216619.6.0000.5589

Instituigao Proponente:INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAQ, CIENCIA E TECNOLOGIA DO CEARA
Patrocinador Principal: Financiamento Préprio

DADOS DO PARECER

Numero do Parecer: 4.141.474

Apresentacao do Projeto:
O processo se trata de uma emenda, na qual foi ajustado que o processo de realizacao da pesquisa sera
feita de forma remota, por meio do aplicativo Google Meet.

Resumao:

Esta pesquisa apresenta uma Engenharia Didatica de formagao (EDF) desenvolvida no contexto do ensino
da geometria espacial, mais especificamente do conteddo de Volumes, relacionada a questdes
selecionadas das provas do Exame Nacional do Ensino Medio (ENEM), no periodo que corresponde aos
anos de 2009 a 2018. Sao propostas situagdes didaticas das questdes do ENEM, estruturadas na Teoria
das Situagdes Didaticas (TSD) de Brousseau, as quais foram organizadas seguindo as quatro fases da
Engenharia Didatica (ED): as analises preliminares, a analise a priori, a experimentagao e a analise a
posteriori, que permitam responder a questao do problema: De gue maneira conceber um recurso didatico
que permita melhorar o ensino de volumes, por meio da formagdao inicial de professores? Assim, utilizou-se
o software GeoGebra para realizacao da transposicao didatica de cada questao, com o intuito de favorecer
um modelo matematico gue promovesse a visualizagdo e, como consequéncia, a compreensao por parte
dos aprendizes dos mecanismos essenciais para solucionar os problemas propostes. Este trabalho tem
como objetivo central compreender aspectos didaticos relativos ao ensino do conceito de volumes

alicergcada na Engenharia

Enderego: Rua Jorge Dumar, n* 1703

Bairro: Jardim América CEP: 60.410-425
UF: CE Municiplo: FORTALEZA
Telefone: (85)3401-2332 E-mail: cep@ifce.edu.br

Pagina 01 da 08

272



oum INSTITUTO FEDERAL DE
==l EDUCACAO, CIENCIA E W
oo TECNOLOGIA DO CEARA

Continuagio do Parecer: 4.141.474

Didatica de Formagao e aprimoradas com o suporte do software GeoGebra. Um outro objetivo da pesquisa
& desenvolver uma proposta de Engenharia Didatica de Formacao no contexto do ENEM, com énfase na
Teoria das Situagdes Didaticas (TSD), para o ensino do conceito de

volumes por meio de uma modelagem no software GeoGebra, como também apresentar um recurso
didatico aos professores de matematica em formagao inicial gue possibilite a compreenséo de conceitos
geométricos e a formulagao de estratégias para resolugdo de problemas. Nesta

investigagao, a EDF apresenta-se como uma complementariedade com a Teoria das Situagoes Didaticas —
TSD, de modo que as situagbes didaticas do ENEM apresentadas se consubstanciem como uma alternativa
para aulas gue podem ser direcionadas na preparagac dos alunos para as provas do ENEM; sua estrutura
possibilita descrever os principios da mediagdo didatica aplicadas durante o processo de ensino e
aprendizagem, os quais permitem prever e controlar as agoes realizadas pelos alunos, como também,
resignificar o estudo do conceito de volumes, no contexto das avaliagGes do ENEM. Espera-se com essa
pesquisa, contribuir com a formagao inicial dos professores de matematica, como também apresentar uma
proposta gue possa ser incorporada ao planejamento e execugdo de uma metodologia que desenvolva o
raciocinio geométrico, promovendo o aperfeicoamento e o melhoramento do ensing de geometria espacial
nas escolas.

Metodologia Proposta:

O presente projeto de pesquisa, visa a ulilizagdo da melodologia de pesquisa da EDF e de uma teoria de
ensino a TSD, objetivando o planejamento e a elaboragdo das situagdes didaticas do ENEM, referentes ao
conteldo de volumes, conceito integrante da Geometria Espacial. Por meio da Engenharia Didatica faremos
um estudo relacionado a estes temas como embasamento tedrico para nossa investigagdo, e assim, poder
apresentar aos professores uma modelagem de ensino pautadas em teorias educacionais robustas e
confiaveis. A primeira fase (Andlises prévias), foi realizada com base nas etapas da ED. Assim, esse
processo foi organizado em duas etapas. Na primeira, foi realizada uma revisdo bibliogréfica sobre a
metodologia de pesquisa, a teoria de ensino, geometria espacial, mais especificamente o conteddo de
volumes e do software GeoGebra. Na outra etapa, foi feita uma descrigao da abordagem didética e cognitiva
das questdes de volumes relacionadas ao contexto preterido para aplicagao e desenvolvimento da
pesquisa. Na segunda etapa (Concepcdes e Analises a priori), apresentamos uma descrigdo sobre o
planejamento das situagdes didaticas do ENEM, assim como, a caracterizagdo do local de desenvolvimento
de nossa investigagdo, com também, os sujeitos envolvidos na pesquisa. Foram escolhidos os alunos da
graduagao do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade

Enderego: Rua Jorge Dumar, n® 1703

Bairro: Jardim America CEP: §0.410-426
UF: CE Municipio: FORTALEZA
Telefone: |(85)3401-2332 E-mail: cep@ifce.edu.br
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Estadual Vale do Acarau (UVA), em Sobral-Ce, com um total de doze alunos gue estejam cursando ou que
ja cursaram a disciplina de didatica da matematica, com o intuito de identificar a classe intuitiva e a forma
empirica que alicergardao a agao para a resolugao das situagoes didaticas que envolvem o conceito de
volume. Convém salientar, gue o GeoGebra sera utilizado também como ferramenta gue auxilie na
transposigao didatica de um conhecimento do contexto cientifico para o contexto escolar, pois de acordo
com Chevallard (1981), o professor exerce a fungao de mediagao entre o saber académico para o contexto
escolar, ao planejar a maneira que um conhecimento especifico deve ser apresentado, de modo gue
possam confribuir para uma melhor assimilagdo e fixagdo dos conceitos académicos, transformando esse
saber ensinado em saber aprendido. Portanto, embasados nos pressupostos de Chevallard, utilizaremos o
software GeoGebra para apoiar a visualizagao da Geometria Espacial. A sessao didatica ocorrerd de forma
remota, por meio da ferramenta Google Meet e terd duragéo de aproximadamente 90 minutos. Ma terceira
etapa (Experimentagéo), de acordo com Almouloud & Silva (2012) se constitui na aplicagdo de uma
sequéncia didatica, que se caracleriza pela apresentagio dos objelivos da pesquisa e em quais condigoes
ela sera realizada, este também & o momento em que se efetiva o contrato didatico e se faz o registro do
que se foi observado durante o periodo da experimentagio. Durante a fase da experimentagdo nos
propomos utilizar as fases da TSD para consolidar a validagio das situagdes-problema. Portando,
pretendemos incentivar o aluno a participar das atividades propostas pelo projeto com o intuito de se obter
total colaboragao dos discentes na resolugdo das situagdes-problema, para isso utilizaremos o contrato
didatico para nortear as regras do desenvolvimento da pesquisa. Os discentes trabalhardo com a
manipulagdo do software GeoGebra, para realizar simulages no computador que auxilie a solucionar as
questdes

previamente elaboradas pelo professor. Autores como Gravina e Basso (2012, p. 27), descrevem o potencial
de softwares para o estudo de geometria espacial, especialmente nos problemas de calculos de volume,
“uma das dificuldades que se apresenta para os alunos é guanto ao entendimento de um objeto
tridimensional que esta sendo representado em desenho bidimensional”.

Critérios de inclusao
MNao apresentado.

Critérios de exclusao
Mao apresentado.
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Objetivo da Pesquisa:

Objetivo primario

Compreender aspectos didaticos relativos ao ensino do conceito de volumes alicergada na Engenharia
Didatica de Formagao e aprimoradas com o suporte do software GeoGebra.

Objetivo Secundario:

*Desenvolver uma proposta de Engenharia Didatica de Formacao no contexto do ENEM, com énfase na
Teoria das Situagtes Didaticas.

*Estruturar Situagoes Didaticas para o ensino do conceito de volumes que possam ser visualizadas por meio
de uma modelagem no software GeoGebra.

~Apresentar um recurso didatico aos professores de matematica em formacgao inicial que possibilite a
compreensao de conceitos geométricos e a formulagio de estratégias para resolugao de problemas.

Avaliagao dos Riscos e Beneficios:

Desconfortos e Riscos

Vocé ndo deve participar deste estudo, caso venha sentir-se constrangido com algum dos procedimentos
anteriormente citados, ou entenda que corra riscos financeiros, fisicos ou psicolagicos, tendo a liberdade de

deixar de participar do estudo em qualquer momento, sem haver nenhum prejuizo para a sua conduta.

Cabendo ac pesquisador arcar com guaisguer dnus financeiro, de assisténcia medica ou psicologica caso
seja comprovada tal necessidade.

Beneficios

Os participantes terdo oportunidade de participarem de situagfes didaticas que proporcione aos discentes
da Licenciatura em Matematica desenvolver uma concepgao de um modelo didatica através de estudos de
uma teoria de ensino aliada a um software educativo e aplicados ao conteldo de volumes. Contribuindo
assim, com a formacgao inicial dos professores.

Comentarios e Consideragdes sobre a Pesquisa:

Sem comentarios sobre os aspectos éticos da pesquisa.

Consideragdes sobre os Termos de apresentacao obrigatoria:

Informagbes Basicas do Projeto; Projeto completo; Folha de rosto; Termo de compromisso; Cronograma;

Termo de infraestrutura; TCLE; Termo de apresentagio dos resultados; Garantia de regresso dos
beneficios; Orgamento; Cronograma.
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Recomendagdes:
Recomenda-se gue a nova metodologia adicionada no Projeto Modificado seja adicionado ao documento
TGLE.

Conclusdes ou Pendéncias e Lista de Inadequacgdes:
Sem inadequagdes ou pendéncias.

Consideracdes Finais a critério do CEP:

E importante ressaltar que, caso alguma Instituigio Coparticipante passua Comité de Etica em Pesquisa
(CEP), o projeto, também, devera ser avaliado no CEP da Instituigao Coparticipante, apos a aprovagao no
CEP da Instituigdo Proponente, devendo o pesquisador aguardar, também, a aprovagio na Instituigao
Coparticipante antes de iniciar sua pesquisa. Logo, recomenda-se/solicila-se que o pesquisador efetue essa

verificagao.

Este parecer foi elaborado baseado nos documentos abaixo relacionados:
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Tipo Documento Arguivo Postagem Autor Situagao
Informagdes Basicas| PB_INFORMACOES_BASICAS_157971] 18/06/2020 Aceito
do Projeto 4 E1.pdf 18:29:32
Qutros projetomodificado.pdf 18/06/2020 |ROSALIDE Aceito

18:22:56 |CARVALHO DE
SOUSA
QOutros folhaderostod. pdf 24/03/2020 |ROSALIDE Aceito
13:22:27 |CARVALHO DE
SOUSA
Qutros declaracaodecompromissocorrigida.pdf | 23/03/2020 | ROSALIDE Aceito
14:09:45 |CARVALHO DE
SOUSA
Cronograma cronogramacorrigido. pdf 23/03/2020 |ROSALIDE Aceita
14:07:15 |CARVALHO DE
SOUSA
Declaracao de termodeinfrestruturacorrigido. pdf 23/03/2020 |ROSALIDE Aceito
Instituigao e 14:05:59 |CARVALHO DE
Infraestrutura SOUSA
TCLE / Termos de | termocorrigido. pdf 23/03/2020 |ROSALIDE Aceito
Assentimento / 14:04:15 |CARVALHO DE
Justificativa de SOUSA
Auséncia
Projeto Detalhado /| projetocomitedestica. pdf 23/03/2020 |ROSALIDE Aceito
Brochura 13:58:33 |CARVALHO DE
Investigador SOUSA
Qutros img20200218_19431222.pdf 18/02/2020 |ROSALIDE Aceito
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Outros img20200218_19431222 pdf 20:27:28 |CARVALHO DE Aceito
SOUSA
Outros img20200218_19451057 . pdf 18/02/2020 |ROSALIDE Aceito
20:24:38 |CARVALHO DE
SOUSA
Orgamento img20200218_19473191_pdf 18/02/2020 |ROSALIDE Aceito
20:20:27 |CARVALHO DE
SOUSA
Declaragao de img20200218_19505765. pdf 18/02/2020 |ROSALIDE Aceito
Instituigdo e 201734 |CARVALHO DE
Infraestrutura SOUSA
Cronograma img20200218_19455768. pdf 18/02/2020 |ROSALIDE Aceito
20:14:38 |CARVALHO DE
SOUSA
TCLE / Termos de | termo.pdf 19M12/2019 |ROSALIDE Aceito
Assentimento / 21:08:10 |CARVALHO DE
Justificativa de SOUSA
Auséncia
Folha de Rosto img20191219_20581994 pdf 19/12/2019 |ROSALIDE Aceito
20:59:59 |CARVALHO DE
SOUSA
Projeto Detalhado / |PROJETO.pdf 19/M12/2019 |ROSALIDE Aceito
Brochura 20:51:37 |CARVALHO DE
Investigador SOUSA

Situacao do Parecer:

Aprovado
Necessita Apreciacdo da CONEP:
MNao
FORTALEZA, 08 de Julho de 2020
Assinado por:
Jefté Ferreira da Silva
(Coordenador(a))
Enderego: Rua Jorge Dumar, n® 1703
Bairro: Jardim América CEP: £0.410-426
UF: CE Municipio: FORTALEZA
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ANEXO C — TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

'. INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAQ, CIENCIA E TECNOLOGIA
INSTITUTO FEDERAL DO ESTADO DO CEARA - IFCE
PRO-REITORIA DE PESQUISA, POS-GRADUAGAO E INOVAGAD
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM ENSINO DE CIENCIAS E
MATEMATICA - PGECM

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

“Engenharia Didatica de Formacgéao (EDF): uma aplicagdo do GeoGebra com os
alunos da Universidade Estadual Vale do Acaral no ensino do conceito de
volumes”

Pesquisadora: Rosalide Carvalho de Sousa

Orientador: Dr. Francisco Regis Vieira Alves
1. Identificagao

Vocé esta sendo convidado a participar como voluntario de uma pesquisa de
tema: “Engenharia Didatica de Formacgao (EDF): uma aplicagao do GeoGebra com os
alunos da Universidade Estadual Vale do Acaral no ensino do conceito de volumes”
pesquisado pela aluna Rosalide Carvalho de Sousa. Este documento nominado de
termo de consentimento livre e esclarecido, visa assegurar os seus direitos como
participante, sendo elaborado em duas vias, uma que devera ficar com voce e a outra
com a pesquisadora.

Leia atentamente todo o documento, caso haja duvidas favor comunicar a
pesquisadora para que essas sejam sanadas. Vocé podera leva-lo para casa, a fim de
ler com mais calma e tranquilidade, consultande os seus familiares quando necessario.
NZo havera nenhum tipo de penalidade, caso ndo concorde em participar ou retirar a
sua autorizagao em gualguer momento.

2. Justificativa e objetivos

Justifica-se esta pesquisa no fato de que desenvolver competéncias que
possibilite a transposigcdo de alguns conteldos aos modos operandi de resolugdes
matematicas, apresentam grandes dificuldades no contexto escolar para os estudantes.
Diante de tais pressupostos, esta pesquisa foi norteada pela seguinte questao: como
estruturar situagdes didaticas para modelar problemas matematicos de volumes, que
possam ser solucionados por meio da transposicdo e manipulagéo do soffware
GeoGebra, fazendo uso de uma Engenharia Didatica de Formagé&o?

Objetivo geral:
Compreender aspectos didaticos relativos ao ensino de calculos de volumes
aprimorados com o suporte do software GeoGebra, fazendo uso da Engenharia
Didatica de Formacgéo.

Objetivos Especificos:

a. ldentificar os problemas gue envolvem o ensino e a aprendizagem da
geometria espacial do ENEM para o calculo de volume que tenha
potencial para o uso do software GeoGebra com facilitador na dedugéo
de possiveis solugbes.

b. Estruturar uma Situagdo Didatica para o ensino do conceito de
volumes, fazendo o uso do software GeoGebra.

Rubrica do pesqguisador: Rubrica do participante:
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c. Apresentar uma proposta de Engenharia Didatica de Formacgio para
os professores de matematica em formacao inicial, com énfase na
Teoria das Situagdes Didaticas.

3. Procedimentos

Participando do estudo vocé sera convidado a;

AN

Participar da pesquisa que sera aplicada em forma de aulas com duracgéao
de noventa (90) minutos, na Universidade Estadual Vale do Acarad
(UVA),em Sobral-Ce.

A previsao de inicio das aulas de aplicagdo e de:

As aulas serao registradas através de fotos, gravagbes de audio e
anotagbes das producbes dos participantes. Sendo tais registros
mantidos arquivados por um periodo de 02 (dois) anos, no qual podera
servir de aporte para pesquisa de mestrado, produgtes de artigos e
encontros cientificos.

Serao aplicados questionarios, com situacoes-problema propostos de
forma de lista de exercicios, com tempo de noventa (90) minutos para as
respostas.

Os dados coletados serdo utilizados somente para a pesquisa e os
resultados serdo mostrados através de revistas especializadas na area de
investigagdo efou encontros cientificos e na dissertagao do Programa de
Pés-Graduacdo em Ensino de Ciéncias e Matematica, promovido pelo
Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceara
(PGECM/IFCE) no campus Fortaleza, sem expor a identificacdo dos
participantes.

4, Desconfortos e Riscos

Vocé ndo deve participar deste estudo, caso venha sentir-se constrangido com
algum dos procedimentos anteriormente citados, ou entenda que corra riscos
financeiros, fisicos ou psicoldgicos, tendo a liberdade de deixar de participar do estudo
em qualguer momento, sem haver nenhum prejuizo para a sua conduta. Cabendo ao
pesquisador arcar com quaisquer 6nus financeiro, de assisténcia medica ou psicologica
caso seja comprovada tal necessidade.

5. Beneficios

Os participantes terdo oportunidade de participarem de situacGes didaticas que
proporcione aos discentes da Licenciatura em Matematica desenvolver uma
concepcao de um modelo didatica através de estudos de uma teoria de ensino
aliada a um software educativo e aplicados ao conteudo de wvolumes.
Contribuindo assim, com a formacao inicial dos professores.

6. Acompanhamento e Assisténcia

Rubrica do pesquisador: Rubrica do participante:
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O participante tem a garantia ao acesso, em gualquer etapa do estudo para
esclarecimentos de eventuais ddvidas na instituicdo em que vocé estuda. Para maiores
informacdes nosso contato & (88) 9 94210612, e-mail: rosalidecarvalho@hotmail.com.
Cabendo ao pesquisador encaminhar o participante para assisténcia médica hospitalar,
arcando com quaisquer despesas necessarias, caso seja comprovada tal necessidade.

7. Sigilo e Privacidade

Vocé tem a garantia de que a sua identidade sera mantida em sigilo e nenhuma
informacgao sera dada a terceiros que nao faga parte da equipe de pesquisadores.
Durante a divulgacdo dos resultados desse estudo, o seu nome ndo sera revelado.

8. Ressarcimento e Indenizagao

Nao existirdo despesas para o participante em qualquer fase da pesquisa e
também o mesmo ndo recebera nenhuma remuneragio para participar do estudo. Vocé
tera garantia ao direito de indenizacdo caso algum dos itens anteriores seja viclado.
Bem como, o ressarcimento de quaisquer despesas provocadas pela realizagao da
pesquisa, caso seja comprovada tal necessidade.

9, Contato

Em caso de duvidas sobre a pesquisa, vocé podera entrar em contato com a
pesquisadora Rosalide Carvalho de Sousa pelo celular (88) 9 94210612 ou pelo e-mail:
rosalidecarvalho@hotmail.com. Em caso de duvidas e reclamagdes sobre a sua
participacéo, alem de questdes de éticas do estudo, vocé devera entrar em contato com
a secretaria do Comité de Etica e Pesquisa (CEP) do IFCE, das 8h as 12h e das 13h
as 17h, localizada na Rua Jorge Dumar, n® 1703, Jardim América, no IFCE Reitoria,
Fortaleza-CE, 60410-426, fone: (85) 34012332, e-mail: cep@ifce.edu.br

10. Observacgoes Finais

Ao assinar este termo, o participante concorda voluntariamente em participar
desta pesquisa e permite o registro de fotos, audios e anotagbes de suas producdes
durante a aplicagao da pesquisa, desde que possa retirar seu consentimento a qualquer
momento sem penalidade ou prejuizos de qualquer natureza.

11.Consentimento Livre e Esclarecido

Apos ter recebido esclarecimentos sobre a natureza da pesquisa, seus objetivos,
meétodos, beneficios previstos, potenciais de riscos e o incomodo gue esta possa
acarretar, aceito participar e declaro estar recebendo uma via original deste documento
assinada pelo pesquisador & por mim, tendo todas as folhas por nds rubricadas:

Mome do(a) participante:

e-mail (opcional):

Rubrica do pesquisador: Rubrica do participante:
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(Assinatura do participante ou nome e assinatura do seu RESPONSAVEL LEGAL)

Data: / {

Responsabilidade do Pesquisador:

Asseguro ter cumprido as exigéncias da resolugdo 510/2016 CNS/MS e
complementares na elaboragio do protocolo e na obtengdo deste Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido. Asseguro também, ter explicado e fornecido uma
via deste documento ao participante. Informo que o estudo foi aprovade pelo CEP
perante o qual o projeto foi apresentado e pela CONEP, quando pertinente.
Comprometo-me a utilizar o material e os dados obtidos nesta pesquisa exclusivamente
para as finalidades previstas neste documento ou conforme o consentimento dado pelo
participante.

Pesquisadora,

Rosalide Carvalho de Sousa

Sobral, de de

Rubrica do pesqguisador: Rubrica do participante:
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