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RESUMO

Sequéncias Numéricas Recorrentes ganharam maior notoriedade a partir da década de 1960,
consolidando-se, na literatura contemporanea, como um campo proficuo de estudos. Nesse
contexto, emerge o interesse em aprofundar os estudos acerca da Familia dos Numeros
Metalicos, representada por sequéncias recorrentes de segunda ordem, que se configura como
um objeto epistémico de elevada ubiquidade, embora ainda pouco estudada e explorada no
ambito da Educacdo Basica. Outrossim, esta pesquisa justifica-se por propor estratégias
didatico-pedagogicas capazes de favorecer a visualizagdo, a interpretagdo, a generalizagdo ¢ a
formalizagdo das propriedades fundamentais e recursivas dessa familia de sequéncias,
contribuindo para a ampliacao das possibilidades no ensino da Matematica. Nessa perspectiva,
a investigacdo foi orientada pela seguinte questdo: como ocorre o processo de ensino-
aprendizagem das propriedades fundamentais e recursivas dos Numeros Metalicos (NM) a
partir de um Curso de Extensdo estruturado a luz da Engenharia Didatica (ED) e mediado pelas
barras de Cuisenaire, pelo tabuleiro 1 X n e pelos ladrilhos? Diante disso, objetiva-se analisar
o ensino-aprendizagem das propriedades fundamentais e recursivas dos NM por meio das
contribuigdes de um Curso de Extensao fundamentado na Engenharia Didética e mediado pelas
barras de Cuisenaire, pelo tabuleiro 1 X n e pelos ladrilhos. O estudo fundamenta-se na Teoria
dos Registros de Representacdo Semidtica (TRRS), cujos pressupostos subsidiaram a analise e
a interpretagdo dos dados produzidos ao longo da dissertacdo. Metodologicamente, trata-se de
uma pesquisa de natureza bdsica, com abordagem qualitativa e delineada como pesquisa
participante, estruturada nas quatro fases da Engenharia Didatica: Analises Preliminares,
Concepcao e Analise a Priori, Experimentagdo e Analise a Posteriori, e Validacao. Na primeira
etapa foi realizado um levantamento bibliografico em produgdes disponiveis no Portal de
Periddicos da CAPES e uma analise documental da Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
identificando lacunas relacionadas ao ensino-aprendizagem dessas estruturas e de suas
representacdes apoiadas em materiais manipulaveis. Na fase de Concepcao e Analise a Priori
foi elaborado um Curso de Extensdao com seis tarefas didaticas progressivas, que permitiu
antecipar possiveis estratégias de resolucdo e dificuldades passiveis de emergir durante a
Experimentacdo, subsidiando a organizacdo e as andlises das vivéncias pedagdgicas. A
Experimentacdo contou com a participacdo de 15 professores que ensinam matematica na
Educagdao Bésica. A producdo dos dados contemplou observacdes, registros escritos e
gravacdes audiovisuais realizadas durante o desenvolvimento das seis tarefas didaticas,

mediante aprovagio do Comité de Etica em Pesquisa do Instituto Federal de Educagio, Ciéncia



e Tecnologia do Cearad (IFCE). As Analises a Posteriori ¢ a Validacdo elucidaram que a
articulagdo entre a Engenharia Didatica, a TRRS e o uso das barras de Cuisenaire, do tabuleiro
1 Xn e dos ladrilhos potencializou a coordenacdo e as conversdes entre registros de
representacdo semiotica, favorecendo a compreensdao das propriedades fundamentais e
recursivas dos Numeros Metélicos e evidenciando as potencialidades didatico-pedagdgicas
desses artefatos para o ensino-aprendizagem dessas estruturas matemadticas abstratas. Os
resultados alcangados evidenciaram que as vivéncias progressivas do Curso de Extensao
contribuiram para a compreensao das propriedades fundamentais e recursivas dos NM,
ampliando as possibilidades de investigacdo nesse campo conceitual e apontando perspectivas

promissoras para a continuidade desta pesquisa em estudos futuros.

Palavras-chave: Numeros Metalicos. Engenharia Didatica. Barras de Cuisenaire. Tabuleiro.

Ladrilhos.



ABSTRACT

Recurrent Numerical Sequences gained greater prominence from the 1960s onward, becoming
established in contemporary literature as a fruitful field of study. In this context, there is a
growing interest in deepening studies on the Family of Metallic Numbers, represented by
second-order recurrent sequences, which constitutes an epistemic object of considerable
ubiquity, although it remains relatively underexplored in Basic Education. Furthermore, this
research is justified by proposing didactic-pedagogical strategies capable of fostering the
visualization, interpretation, generalization, and formalization of the fundamental and recursive
properties of this family of sequences, thereby broadening possibilities for Mathematics
teaching. From this perspective, the investigation was guided by the following question: how
does the teaching-learning process of the fundamental and recursive properties of Metallic
Numbers (MN) occur through an Extension Course structured according to Didactical
Engineering (DE) and mediated by Cuisenaire rods, a 1 X n board, and tiles? Accordingly, the
objective is to analyze the teaching-learning process of the fundamental and recursive properties
of MN through the contributions of an Extension Course grounded in Didactical Engineering
and mediated by Cuisenaire rods, a 1 X n board, and tiles. The study is theoretically grounded
in the Theory of Registers of Semiotic Representation (TRSR), whose assumptions supported
the analysis and interpretation of the data produced throughout the dissertation.
Methodologically, this is basic research with a qualitative approach, designed as participatory
research and structured according to the four phases of Didactical Engineering: Preliminary
Analyses, Design and A4 Priori Analysis, Experimentation, and 4 Posteriori Analysis and
Validation. In the first phase, a bibliographic survey of studies available in the CAPES Journal
Portal and a documentary analysis of the Brazilian National Common Core Curriculum (BNCC)
were conducted, identifying gaps related to the teaching and learning of these structures and
their representations supported by manipulatives. During the Design and 4 Priori Analysis
phase, an Extension Course consisting of six progressive didactic tasks was developed, which
made it possible to anticipate potential solution strategies and difficulties that could emerge
during the Experimentation phase, thereby supporting the organization and analysis of the
pedagogical experiences. The Experimentation phase involved 15 teachers who teach
Mathematics in Basic Education. Data production included observations, written records, and
audiovisual recordings made throughout the six didactic tasks, following approval by the
Research Ethics Committee of the Federal Institute of Education, Science and Technology of

Ceara (IFCE). The 4 Posteriori Analyses and Validation revealed that the articulation between



Didactical Engineering, TRSR, and the use of Cuisenaire rods, the 1 X n board, and tiles
enhanced the coordination and conversion between registers of semiotic representation,
fostering an understanding of the fundamental and recursive properties of Metallic Numbers
and highlighting the didactic-pedagogical potential of these artifacts for the teaching and
learning of such abstract mathematical structures. The results showed that the progressive
experiences developed throughout the Extension Course contributed to the understanding of the
fundamental and recursive properties of MN, broadening the possibilities for research in this
conceptual field and pointing to promising perspectives for the continuation of this research in

future studies.

Keywords: Metallic means. Didactic Engineering. Cuisenaire Rods. Game Board. Tiles.
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1 INTRODUCAO

“A renda de bilro nos leva a pensar em muitas outras artes
que podem e devem ser exploradas pela escola, no intuito
de dar significado a Matematica” (Santos, 2012, p. 172).

Essa reflexdo de Santos (2012) elucida a relevancia de aproximar o conhecimento
matematico dos contextos culturais e das experiéncias vivenciadas pelos estudantes,
favorecendo a construcao de significados matematicos e a atribui¢cdo de sentido aos conceitos
abordados em sala de aula. Vale salientar que o ensino-aprendizagem de Matematica ainda
enfrenta desafios importantes decorrentes do distanciamento entre os avancos das teorias
educacionais contemporaneas e sua efetiva incorporacgdo as praticas pedagogicas.

Esse cenario, frequentemente marcado por metodologias centradas na reproducdo de
procedimentos, na execucao de tarefas prescritas e descontextualizadas da realidade do aluno,
limita a compreensdo de certos conteudos abstratos. Tais aspectos refletem fragilidades e
necessidades de estratégias didatica-metodoldgicas que promovam um ensino-aprendizagem
mais acessivel, questdes que serdo discutidas ao longo desta dissertacdo (Silva; Alves; Menezes,
2021).

Dito isso, ¢ importante inferir acerca de alguns conceitos abstratos, tais como as
sequéncias numéricas recorrentes, em particular, a Familia dos Numeros Metélicos, que
constitui um proficuo campo de investigacdo. Em razdo de sua elevada complexidade
conceitual, torna-se relevante propor arquiteturas didaticas que auxiliem na visualizagdo,
compreensdo, generalizacao e formalizacdo dessas estruturas. Nessa perspectiva, este estudo
alinha-se as demandas do cenério educacional brasileiro e ¢ corroborada pelas orientagcdes da
Base Nacional Comum Curricular (Brasil, 2018) e pela literatura especializada contemporanea.

Cumpre destacar que o documento normativo supracitado, homologado em sua versao
para a Educacdo Infantil e Ensino Fundamental em 2017 e expandido para o Ensino Médio em
2018, prescreve dimensdes acerca de regularidades, razdo e generalizacdo de padrdes que
representam a génese desta investigacdo. Essas diretrizes refletem a centralidade da unidade
tematica Algebra como eixo integrador da Matematica Basica (Brasil, 2017).

Nesse interim, emergem como premissa os desafios da introdu¢do de conceitos e
métodos matematicos considerados avancados para estudantes em idades escolares iniciais,
especialmente no ambito das discussdes sobre a denominada algebra precoce. Acerca da
abordagem da Early Algebra, destaca-se que nao se trata de antecipar, de forma premente, os

conteudos formais da Algebra. Antes, busca-se promover modos de pensar algebricamente,
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respeitando o desenvolvimento cognitivo dos estudantes e fortalecendo sua base conceitual,
oferecendo, assim, um suporte solido para aprendizagens posteriores. Essa perspectiva reforca
a pertinéncia da investigagao nas sequéncias recorrentes (Kaput; Carraher; Blanton, 2008).

E importante ainda inferir que o ensino-aprendizagem desta unidade tematica para os
Anos Finais da Educagdo Bésica configura-se como outro grande desafio didatico,
principalmente em razdo do carater abstrato dos conceitos envolvidos, que demandam a
transi¢do do pensamento aritmético para o pensamento algébrico. Em torno disso, resgata-se a
importancia de que os estudantes precisam ser estimulados a desenvolver competéncias
relacionadas a generalizagdo de propriedades, a investigacdo de regularidades em sequéncias
numéricas ¢ ao estabelecimento de relagdes de variagdo entre grandezas, conforme orienta a
BNCC (Brasil, 2017).

De modo complementar as referéncias dos excertos anteriores, faz-se necessario
reportar que a compreensao historica, didatica e matematica dos Numeros Metalicos (NM)
(Vieira, 2024; Alves; Catarino; Spreafico, 2023; Spinadel, 1997), objeto epist€émico e
matematico desta dissertagdo académica, surge como um exemplar de sequéncias numéricas
recorrentes de segunda ordem, configurando um campo interessante de estudo.

De modo estrutural, fundamentou-se nas etapas interdependentes da Engenharia
Didatica (ED): Andlises Preliminares, Concepgao e Analise a Priori, Experimentagdao, Analise
a Posteriori e Validagdo, articulando os conhecimentos prévios dos participantes a constru¢ao
e a representacdo do conhecimento matematico por meio de tarefas progressivas, reflexivas e
dialogicas, mediado por materiais concretos.

A 1investigacdo caracterizou-se de natureza basica, abordagem qualitativa e delineada
como pesquisa participante. Os dados foram derivados a partir de um Curso de Extensdo
promovido pela Universidade Federal do Ceara (UFC) e o Grupo de Estudo Tecendo Redes
Cognitivas de Aprendizagem (G-TERCOA/CNPq/UFC), com foco no ensino-aprendizagem
das propriedades fundamentais e recursivas dessas estruturas € na promocao de espacos
colaborativos com docentes licenciados em Matematica e/ou em Pedagogia que lecionam
matematica.

De modo complementar, vale relembrar que o tratamento desses topicos na formagao
docente de modo corriqueiro ocorre de forma incipiente, ndo evidenciando a evolugao
conceitual necessaria (Alves, 2022). Postula-se, ainda, que a discussdo de casos como a

Sequéncia de Fibonacci (SF) e suas generalizagdes tende a ocorrer sob uma 6tica de curiosidade
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basilar, negligenciando o rigor da Matematica implicado e as aplica¢des praticas, validando,
assim, sua relevancia para pesquisas futuras.

Na perspectiva de ampliar os canones desta investigagdo, apresenta-se a Razio Aurea
@ = 1,618, reconhecida por sua presenca em fendmenos naturais, estruturas arquitetonicas,
produgdes artisticas e diferentes formas de representagdo matematica. Tal ubiquidade evidencia
relagdes de harmonia, proporcionalidade e interconectividade frequentemente associadas a
compreensdo estética e estrutural do universo.

A densidade dessa discussao revela, contudo, que a Razao Aurea ndo constitui um caso
isolado entre os niimeros irracionais notaveis. A investigacdo demonstra que ¢ integra uma
familia mais ampla denominada Familia dos Nimeros Metalicos (FNM), definida pelas raizes

positivas da equagdo quadratica:

x? —px—q = 0comp,q € N (Spinadel, 1997) (1)

Nessas condigdes, destacam-se, além da Razao Aurea, a Razdo de Prata A g=24l4e
a Razdo de Bronze Br = 3,303, entre outras constantes irracionais associadas a generaliza¢ao
da Sequéncia de Fibonacci e as propriedades recursivas que estruturam a Familia dos Numeros
Metalicos, categoria matematica que serd evidenciada durante as linhas desta dissertagdo de
Mestrado Académico.

No campo tedrico-metodologico, esta investigagdo fundamenta-se, principalmente, na
Engenharia Didatica (Artigue et al, 1995) e na Teoria dos Registros de Representagdo
Semiotica (Duval, 1995), referenciais que subsidiaram a Experimentacao, a Analise a posteriori
e a interpretacdo dos dados produzidos ao longo da pesquisa. Esses aportes dialogam com a
Didatica da Matematica e a Educacdo Matematica, reconhecendo que a constru¢cdo do
conhecimento matematico ocorre mediante a mobilizacao de diferentes linguagens, registros de
representacao e artefatos semioticos.

Diante desse cendrio, a problematica central de pesquisa consubstancia-se em elucidar:
como ocorre o0 processo de ensino-aprendizagem das propriedades fundamentais e recursivas
dos Numeros Metalicos a partir de um Curso de Extensdo estruturado a luz da Engenharia
Didatica e auxiliado pelas barras de Cuisenaire, tabuleiro 1xn e ladrilhos, em um /dcus
académico? Parte-se da hipdtese de que este Curso de Extensdo, delineado segundo os

pressupostos desses referenciais e articulado via materiais manipuldveis propostos, favorece o
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processo de ensino-aprendizagem das propriedades algébricas e recursivas dos Numeros
Metalicos em contexto académico.

Define-se, nesse enquadramento investigativo, como variavel independente a utilizagao
de um curso de extensdo fundamentado na Engenharia Didatica e mediado por materiais
manipulaveis. Em contrapartida, a variavel dependente refere-se aos processos de visualizacao,
compreensdo e aprendizagem das propriedades fundamentais, algébricas e recursivas dos
Numeros Metalicos.

Em consonancia com a questao orientadora, estabelece-se como objetivo geral: analisar
o processo de ensino-aprendizagem das propriedades fundamentais e recursivas dos NM a partir
das contribui¢des de um Curso de Extensdo, fundamentado na ED e auxiliado pelas barras de
Cuisenaire, tabuleiro e ladrilhos em locus académico. Para alcangar este objetivo geral e

responder ao problema de pesquisa asseverado, define-se os seguintes objetivos especificos:

a) Analisar as categorias matematicas, historicas e epistemologicas da Familia dos
Numeros Metélicos, contemplando suas propriedades fundamentais e os
teoremas associados as sequéncias recorrentes;

b) Desenvolver um Curso de Extensao, estruturado a luz da Engenharia Didatica,
composto por seis tarefas progressivas auxiliadas pelos materiais
manipulativos, as barras de Cuisenaire, ladrilhos e tabuleiro 1xn;

c¢) Discutir a importancia das seis vivéncias para o processo de ensino-
aprendizagem das propriedades fundamentais e recursivas dos Numeros

Metalicos em contexto académico.

Desse modo, a investigagdo assume referenciais que serdo apresentados nas segoes que
seguem como pilares estruturantes de seu percurso analitico e metodologico. Esses
pressupostos orientaram a organizagao e o desenvolvimento da pesquisa, delineado da seguinte
forma:

Na Secdo 1, intitulada Introducdo, fazem parte da primeira fase da ED, as Analises
Preliminares de pesquisa, que compreendem: o objeto de estudo, a relevancia da investigagao,
a hipotese norteadora, as variaveis consideradas, bem como os objetivos geral e especificos e a
problematica que orienta o percurso de pesquisa.

A Sec¢ao 2, nomeada “Delineamento Metodologico e Procedimentos da Pesquisa: a

Orquestracao dos Aspectos Teorico-Praticos”, apresenta-se como a fase destinada a descrigao
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dos procedimentos e ao delineamento da pesquisa que antecedem os resultados da
Experimentacdo. Nesse capitulo, explicitam-se o método, os sujeitos participantes, 0s
instrumentos de coleta de dados, o locus da investigagdo, bem como outros elementos
constitutivos. Ainda se discutem as abordagens didaticas e a natureza da pesquisa, bem como
se apresentam as previsoes e discussdes prévias.

Na Secdo 3, nomeada “Categorias Epistemoldgicas, Historicas, Didaticas e Matematicas
dos Numeros Metélicos: Analises Preliminares da Pesquisa”, apresentam-se as concepgdes € 0
arcabouco tedrico que fundamentaram o estudo, constituido pelo delineamento estrutural da
Engenharia Didatica (ED) e por teorias que proporcionaram o entendimento acerca das
potencialidades dos meios semioticos como facilitadores do ensino e da aprendizagem dessas
construcdes. Alguns conceitos, como 0s meios semioticos, artefatos e registros de representacao
semidtica, generaliza¢do de padrdes e recursividade, fizeram jus aos preceitos substanciais das
linhas desta dissertacao.

Esses referenciais foram auxiliados por meio de um levantamento bibliografico que
possibilitou uma abordagem didéatica, epistemologica e matematica voltada a identificacdo e
descricdo dos Numeros Metalicos, destacando suas propriedades fundamentais e sua relevancia
no contexto académico. Tal etapa configurou-se como a fase de Analises Preliminares, segundo
os pressupostos da Engenharia Didatica.

Na Secao 4, apresenta-se a segunda fase da pesquisa que, conforme os pressupostos da
Engenharia Didatica, corresponde a etapa de Concepcdo e Andlise a Priori: Observagdes a
partir das Tarefas Didaticas. Com base nos excertos discutidos nas Anélises Preliminares, foi
planejado um curso de extensdo composto por seis tarefas didaticas progressivas, mediadas por
materiais manipulaveis e estruturadas com o propdsito de favorecer processos investigativos,
reflexivos e colaborativos no ensino-aprendizagem dos Numeros Metalicos, sendo fiel ao
segundo objetivo especifico da pesquisa.

Nessa etapa, foram delineadas as estratégias de ensino, antecipadas as possiveis acoes €
manifestagdes dos participantes, bem como identificadas as variaveis didaticas envolvidas no
desenvolvimento das atividades. As tarefas favoreceram o entendimento acerca da articulagao
entre representacdes concretas e abstratas, possibilitando que os participantes mobilizassem
diferentes recursos semidticos na construcgao e significagdo dos conhecimentos matematicos.

Na Secdo 5, apresenta-se a etapa de Experimentagdo, momento em que se ratifica a
necessidade da implementacdo do curso de extensdo em /ocus académico. Nessa fase, ocorreu

a etapa empirica propriamente dita, bem como a coleta de dados provenientes das vivéncias a
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partir de alguns instrumentos, tais como: registros audiovisuais e escritos, questionario do
professor, artefatos semioticos e manifestagdes discursivas dos participantes durante o
desenvolvimento das atividades.

As seis tarefas didaticas foram aplicadas no ambito do Curso de Extensdo intitulado
Sequéncias Numéricas para Educagdo Basica, realizado na Universidade Federal do Ceara
(UFC), com inscricdo inicial e participacdo de 15 professores que lecionam matematica. O
curso possibilitou a compreensdo de representagdes matematicas por meio da utilizagdo dos
artefatos semioticos, como barras de Cuisenaire, tabuleiro 1 X n e ladrilhos, contribuindo para
a apropriacao de conceitos relacionados as propriedades fundamentais e recorrentes dos
Numeros Metalicos e suas potencialidades em contextos de investigagdo académica.

A etapa experimental possibilitou observar os processos de ensino-aprendizagem
mobilizados ao longo das tarefas didaticas progressivas, evidenciando as estratégias construidas
coletivamente, os processos de significacdo matematica, além das relagdes estabelecidas entre
0s participantes e os artefatos semioticos utilizados.

Outrossim, essa fase permitiu analisar como as vivéncias favoreceram a visualizagdo de
padroes, a formulagdo de conjecturas, a validacdo de estratégias e a compreensido das
propriedades recursivas e algébricas dos Numeros Metalicos em um ambiente investigativo,
colaborativo e reflexivo, validando o terceiro objetivo especifico da pesquisa.

De modo similar, a Secdo 6 corresponde aos resultados da Experimentacao, conforme
os pressupostos da Engenharia Didatica. Compreende a Andlise a Posteriori e Validagao:
Confronto dos Dados Empiricos, obtidos na experimentagdo, com as previsdes formuladas na
Andlise a Priori, possibilitando a validacdo interna e externa das escolhas didaticas e
metodoldgicas adotadas na pesquisa. Nesse capitulo, os dados provenientes desses momentos
foram organizados e analisados a luz do referencial tedrico adotado.

Ao articular os pressupostos da Engenharia Didatica ao referencial tedrico-
metodoldgico adotado, a pesquisa contribui para o desenvolvimento de um percurso formativo
que integra acdo, visualizacdo e formalizacdo matematica, favorecendo a apropriagao
conceitual dos Numeros Metalicos e o desenvolvimento de uma postura investigativa por parte
dos docentes, por meio da manipulagdo progressiva de ferramentas didaticas concretas, as
barras de Cuisenaire e os ladrilhos metalicos, em um curso de extensdao promovido em ambiente
de pesquisa com professores que lecionam Matematica.

As Consideragdes Finais, na Secao 7, salientam a necessidade de pesquisas futuras,

reafirmando o compromisso com uma trajetoria investigativa planejada, metodologicamente
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estruturada e sustentada pelo rigor cientifico no campo da Didatica da Matematica e da
Educacdo Matematica.

Na sequéncia, apresenta-se a arquitetura da pesquisa, de modo a explicitar o desenho
investigativo, os procedimentos metodoldgicos e as etapas que orientaram o desenvolvimento

deste estudo.



26

2 DELINEAMENTO METODOLOGICO E PROCEDIMENTOS DA PESQUISA: A
ORQUESTRACAO DOS ASPECTOS TEORICO-PRATICOS

"A Engenharia Didatica constitui um ambiente
privilegiado para a articulagdo entre pesquisa, ensino e
formagdo docente"(Alves, 2021).

Ademais, a investigacao avanga para o delineamento metodologico e os procedimentos
da pesquisa, evidenciando sua relevdncia e os aspectos tedrico-praticos ancorados na
Engenharia Didatica. Nesse sentido, compreender a orquestragdo metodologica proposta
implica reconhecer um espaco privilegiado de articulagdo entre pesquisa, ensino e atualiza¢ao

docente, no qual teoria e pratica se integram na ressignificagdo dos conhecimentos.

2.1 A Engenharia Didatica como suporte metodologico da investigacio

A Engenharia Didéatica (ED) teve sua génese no inicio da década de 1980, na Franca, e
se expandiu como campo importante da Didatica da Matematica, configurando-se como uma
metodologia de pesquisa inspirada na praxis do engenheiro. Segundo Artigue et al. (1995), essa
abordagem compara o trabalho do professor ao de um pesquisador que arquiteta e desenvolve
um projeto, fundamentando-se em conhecimentos cientificos consolidados de sua area e
aceitando submeter sua producdo a um controle de natureza cientifica.

Além disso, a Engenharia Didatica destaca-se por constituir um método orientado a
consecugdo de objetivos previamente definidos, indicando, durante o desenvolvimento da
pesquisa, os obstaculos epistemologicos, didaticos e metodoldgicos que necessitam ser
dirimidos. Neste viés, a ED assume a fun¢do de um guia tedrico-metodologico que auxilia o
professor-pesquisador na organizagdo, sistematiza¢ao e conducgdo de praticas investigativas
(Pommer, 2013).

Vale salientar que a Engenharia Didatica também se articula ao que Sampieri, Collado
e Lucio (2013) denominam de orquestragdo da pesquisa, entendida como a estruturagdo
sistematica dos procedimentos que orientaram a producao e a andlise dos dados investigados.
Outrossim, este processo foi desenvolvido em consonancia com tais pressupostos, respeitando
suas quatro fases constitutivas e interdependentes, articuladas a teoria, pratica e validacdo
empirica ao longo de toda a dissertagdo. De modo simplificado, a ED estrutura esta pesquisa a

partir de suas fases, a saber:
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Na etapa de Anélises Preliminares, realizou-se a delimita¢do do contexto investigativo,
a revisdo da literatura pertinente, a identificagdo dos desafios epistemoldgicos, didaticos e
matematicos relacionados ao objeto de estudo, bem como a fundamentacgdo da investigagao nos
referenciais tedricos adotados.

Em seguida, na fase de Concepcao e Analise a Priori, foi elaborado o curso de extensao
composto por seis tarefas didaticas, contemplando a definicdo das estratégias de ensino-
aprendizagem, a antecipacao das possiveis agdes dos participantes, a formulagdo das hipoteses
investigativas e a identificacao das variaveis envolvidas na pesquisa.

A Experimentacdo consistiu na implementagdo do curso de extensdo em um /dcus
académico de formagao docente, mediante a aplicacdo das tarefas didaticas e a coleta de dados
provenientes das interacdes, dos registros e das producdes dos participantes. Por fim, na fase
de Analise a Posteriori ¢ Validacao, realizou-se o confronto entre os dados empiricos obtidos
durante a experimentacdo e as previsoes formuladas na Analise a Priori, possibilitando a
validagdo interna e externa das escolhas didaticas e metodoldgicas que orientaram esta
investigacgao.

No que concerne a tradicdo investigativa que fundamenta este estudo, ¢ importante
destacar que suas bases nao emergiram de forma isolada, mas se inserem em uma trajetéria
académica consolidada no campo da Didatica da Matematica, especialmente no estudo das
Sequéncias Numéricas Recorrentes e de suas generalizagdes. Essa perspectiva ancorou-se, de
modo particular, nos trabalhos de Alves (2016, 2017, 2018, 2019, 2021, 2024), que, ao longo
de mais de uma década, vém consolidando uma vertente de investigacdo sistematica
fundamentada na Engenharia Didatica (ED) e na Engenharia Didatica de Formagao (EDF),
pertencente a segunda geracdo da ED, tendo como objeto epistémico o estudo das Sequéncias
Numéricas Recorrentes Generalizadas.

Sendo assim, a pesquisa contribuiu significativamente para a compreensdo das tarefas
didaticas progressivas e da ac¢do conjunta entre o professor-pesquisador e os professores
participantes ao longo do percurso investigativo. Nessa perspectiva, a Engenharia Didatica
configura-se como um campo proficuo para a elaboragdo, andlise e valida¢do de percursos
didaticos, bem como para o aprimoramento das condigdes de ensino-aprendizagem dessas
estruturas, conforme destacam Almouloud e Silva (2012).

Desse modo, esses materiais deixam de assumir apenas uma fun¢do meramente
instrumental, passando a constituir-se como articuladores semioticos capazes de potencializar

transformagoes didaticas, favorecer e ampliar as possibilidades de produgdo de significados
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matematicos em contexto académico. Outrossim, as teorias mobilizadas transcendem uma
perspectiva exclusivamente epistemologica, incorporando também dimensdes sociais, culturais
e éticas, aspectos que as tornam adequadas para sustentar essas praticas pedagogicas voltadas

aos professores que lecionam matematica.

2.2 Natureza da pesquisa

Metodologicamente, a investigacdo caracteriza-se como uma pesquisa de natureza
basica, de abordagem qualitativa e delineada como pesquisa participante. Justifica-se pelo
propoésito de aprofundar bases tedricas existentes relacionadas ao ensino-aprendizagem das
propriedades fundamentais e recursivas da Familia dos Numeros Metélicos. A abordagem
qualitativa possibilita compreender os fendmenos investigados a partir da interpretacdo dos
significados, atitudes e das vivéncias apresentadas durante o desenvolvimento das tarefas
didaticas progressivas, privilegiando as narrativas, os registros de representagdes semioticas e
as producdes em detrimento de dados exclusivamente numéricos (Prodanov; Freitas, 2013).

Por sua vez, a pesquisa participante fundamenta-se no envolvimento ativo dos sujeitos
ao longo de todas as etapas da investigacdo, valorizando a coletividade, o didlogo ¢ o
compartilhamento do conhecimento entre professora-pesquisadora e participantes, conforme
defende Brandao (2006). Considerando a natureza qualitativa do estudo, as variaveis
investigativas ndo sdo compreendidas sob uma perspectiva estritamente quantitativa ou
numérica, mas interpretadas como categorias analiticas que surgiram das experiéncias, dos
discursos, das produgdes e das praticas desenvolvidas ao longo dos momentos empiricos.

Nesse vi€s, a variavel independente corresponde ao curso de extensdo, concebido como
um dispositivo didatico estruturado a luz da Engenharia Didatica e mediado por materiais
manipulaveis e/ou artefatos semioticos. Por sua vez, a varidvel dependente refere-se aos
processos de ensino-aprendizagem das propriedades fundamentais, algébricas e recursivas dos
Numeros Metalicos, analisados a partir das manifestagdes de visualizagdo, compreensao,
generalizacdo, significagdo e mobilizagdo conceitual evidenciadas pelos participantes durante
o desenvolvimento da pesquisa.

A professora-pesquisadora atuou como agente didatico responsavel pelo planejamento,
elaboragdo, implementagdo, experimentacao e analise critica das situagdes propostas ao longo

da investigacdo. Sua atuacdo compreendeu a organizacdo dos momentos empiricos e a
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observagao participante no processo de ensino-aprendizagem das propriedades fundamentais e
recursivas dos NM, desenvolvidas com os participantes durante o curso de extensao.

Vale salientar que, conforme Gil (2008), tanto a pesquisa participante quanto a pesquisa-
acdo conferem o envolvimento ativo entre pesquisadores e participantes no processo
investigativo, distinguindo-se, sobretudo, pelas formas de cooperagao, interacao e participagao
estabelecidas entre os sujeitos envolvidos. Neste viés, o estudo fundamentou-se em uma
dinamica colaborativa, na qual os participantes nao atuaram apenas como sujeitos observados,
mas como agentes ativos na produc¢ao, discussao e significagdo dos conhecimentos matematicos
mobilizados ao longo das tarefas desenvolvidas.

A coleta de dados ocorreu por meio de gravagdes em dudio e video, registros
fotograficos, observacdes sistemadticas, producdes escritas dos participantes e aplicagdo de um
formulario, todos realizados mediante autorizagdo prévia dos envolvidos, em conformidade
com os principios éticos da pesquisa cientifica. Ressalta-se que o acesso aos dados coletados
ficou restrito a professora-pesquisadora e aos participantes da investigacao, sendo utilizados
exclusivamente para fins académicos e analiticos.

Na subsecao seguinte, apresentam-se o /ocus da pesquisa e os critérios adotados para a

selecdo dos participantes envolvidos na investigacao.

2.3 Participantes da pesquisa

As seis tarefas didaticas progressivas foram desenvolvidas em /ocus académico, no
ambito de um Curso de Extensao intitulado Sequéncias Numéricas Recorrentes para a Educacao
Basica, que fez parte do projeto de pesquisa submetido ao Comité de Etica em Pesquisa do
Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Ceard (CEP/IFCE) e aprovado sob o
CAAE n°94119125.2.0000.5589.

O Curso de Extensdo foi validado pelo Edital n® 01/2026 UFC/FACED, Campus
Fortaleza—CE, cujo documento encontra-se depositado no Anexo A desta dissertagao, e contou
com a inscrigdo e participagao de 15 professores que lecionam matematica na Educacao Bésica.
Sua estrutura contemplou o planejamento e a elaboracdo de seis tarefas fundamentadas nos
conceitos de recursividade e generalizacdo de padrdes, explorados por meio de artefatos
semioticos, como as barras de Cuisenaire, os ladrilhos e o tabuleiro 1 X n. Tais recursos foram

utilizados como instrumentos auxiliadores da aprendizagem, favorecendo a transposi¢dao
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didatica de conceitos matematicos abstratos e promovendo processos de visualizagdo,
investigacdo e formalizagdo do conhecimento matematico.

Os critérios de inclusao e exclusao dos sujeitos de pesquisa encontram-se delineados no
Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE) e estabeleceram-se a partir de cada
momento empirico. Nos critérios de exclusdo, foram observados os aspectos da voluntariedade
e o enquadramento, por exemplo, se o0 sujeito pertence ao universo ao qual a pesquisa esta
focada, a saber, se ¢ professor de Matematica e/ou pedagogo que leciona Matematica na
Educacao Basica.

De modo preliminar, ocorreu a solicitacdo do preenchimento de um formulario online
para caracterizagdo dos sujeitos de pesquisa; logo em seguida, foram proporcionadas seis
vivéncias progressivas a partir de um curso de extensdo com validagdo ao final de cada
momento empirico, contendo aspectos subjetivos relacionados as experiéncias oriundas da
pesquisa. Ressalta-se, contudo, que todas as informagdes coletadas foram tratadas com absoluto
sigilo ético e cientifico, garantindo-se, em todas as etapas, a preservacdo da identidade dos
participantes e a confidencialidade dos dados produzidos.

As vivéncias formativas vinculadas ao curso de extensdo do Edital 01/2026 da
Universidade Federal do Ceara (UFC) foram planejadas em duas modalidades complementares:
presencial e assincrona, no periodo compreendido entre 14 de marco de 2026 e 06 de junho de
2026. Os encontros presenciais foram realizados quinzenalmente, aos sabados, no horario das
8h as 12h, constituindo espagos de discussdo, experimentagdo e desenvolvimento das tarefas
didaticas propostas.

Nos periodos intercalados entre os encontros presenciais, as atividades ocorreram de
forma assincrona por meio do Ambiente Virtual de Aprendizagem (AVA) do G-TERCOA.
Nesse espaco virtual, os participantes desenvolveram féruns de discussdo, reflexdes
colaborativas, registros das atividades e tarefas complementares, contribuindo para a
continuidade do processo formativo, para as movimentagdes manifestadas entre os participantes
e para a ampliagdo das discussoes teoricas e metodoldgicas relacionadas ao objeto investigado.

Cada momento presencial teve duracao de quatro horas, as quais, complementadas pelos
momentos assincronos, totalizaram 60 horas, no geral. Os dados coletados foram armazenados
pela professora-pesquisadora por um prazo maximo de cinco anos, conforme orientagdes do
Comité de Etica em Pesquisa (CEP) do Instituto Federal de Educagéo, Ciéncia e Tecnologia do

Ceara (IFCE). O questionario do professor foi proposto via grupo de mensagens instantaneas
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administrado pelo grupo de pesquisa Tecendo Redes Cognitivas de Aprendizagem (G-
TERCOA) e encontra-se depositado no Apéndice B desta dissertagao.

O objetivo do questionario foi conhecer melhor o perfil dos sujeitos da pesquisa. Muito
embora ndo exista uma regra exclusiva para a sua aplicacdo dentro do contexto empirico,
buscou-se garantir que a amostra estivesse totalmente em conformidade com as especificagdes
necessarias para o estudo proposto, a saber: esperavam-se professores voluntarios que atuassem
diretamente com a disciplina de Matematica na Educagao Bésica e que tivessem interesse na
manipulagdo concreta de materiais para representar e visualizar propriedades fundamentais e

recursivas dos NM.

2.4 Locus da pesquisa

O estudo foi realizado na Universidade Federal do Ceara (UFC), especificamente no
Nucleo de Estudos e Pesquisas Regionais (NUPER), localizado na Faculdade de Educagao
(FACED), Rua Waldery Uchoa, 01 - Benfica, Fortaleza - CE, 60020-110. O edital do Curso de
Extensdo sugerido para esta investigagdo, bem como o Termo de Consentimento e Livre
Esclarecimento (TCLE) e outros documento utilizados nesta investigagdo, seguem anexos a
esta dissertagdao académica.

Com a finalidade de ilustrar a proposta da pesquisa e evidenciar a articulagdo entre as
etapas investigativas, a seguir na Figura 1, hd um desenho representativo da organizagdo da
Engenharia Didatica auxiliada pelas categorias de ordem epistemologicas, historicas, didaticas
€ matematicas que serdo tratadas nas se¢des subsequentes.

Esta figura configura-se como o desenho metodologico da pesquisa estruturado a luz da
Engenharia Didatica (ED), evidenciando a articulacdo entre os referenciais tedricos, os
processos de ensino-aprendizagem e as etapas investigativas desenvolvidas ao longo do estudo.
O esquema demonstra uma organizagdo sistemadtica e ciclica da investigagcdo, destacando a

interdependéncia entre teoria, pratica e validagdo dos resultados obtidos.
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Figura 1 — Desenho da pesquisa
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Fonte: elaborado pela autora.

A Andlise Preliminar contemplou as categorias epistemologicas, historicas, didaticas e
matematicas dos Numeros Metalicos, bem como a revisao de literatura ¢ a fundamentagao
teorica da pesquisa. Essa etapa constituiu a base cientifica da investigagdo, permitindo que a
professora-pesquisadora identificasse os principais obsticulos epistémicos, os referenciais
conceituais e as potencialidades didaticas relacionadas ao objeto de estudo. Observou-se, ainda,
a presenca da Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica (Duval, 1995), a qual
evidenciou as manipulagdes e transformagdes de registro em outros dentro do mesmo objeto de
pesquisa, aproximando os conhecimentos matematicos abstratos e formais de apresentacdes
mais acessiveis e tangiveis dentro das vivéncias progressivas propostas no curso de extensao.

Na sequéncia, a Concepgao e Analise a Priori evidenciou o planejamento das tarefas
didaticas e a elaboragdo do curso de extensao promovido pela UFC em parceria com o Grupo
de Pesquisa Tecendo Redes Cognitivas de Aprendizagem (G-TERCOA/CNPq/UFC), campus
Fortaleza. Nessa etapa, foram observadas previsdes e discussdes preliminares acerca das
possiveis estratégias, dificuldades e manifestagdes dos participantes durante a aplicagdo das
tarefas. Esta etapa permite antecipar comportamentos didaticos e matematicos, funcionando
como um mecanismo de organizagdo e valida¢do prévia das atividades investigativas.

No centro do esquema, constata-se uma dindmica em formato de espiral entre os
conceitos de ensino-aprendizagem em articulagdo com os diferentes registros de representacao
semiodtica. Essa representacdo adverte que o conhecimento matematico ndo ¢ concebido como

um mero elemento estanque ou linear, mas como uma movimentacdo dindmica, coletiva e
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evolutiva, permeada pelos momentos empiricos com os participantes, artefatos semidticos e
observagdes pedagodgicas.

A penualtima fase, a Experimentagdo, corresponde ao momento das vivéncias
progressivas do curso de extensdo. Essa etapa envolveu a utilizagao de diferentes instrumentos
de producdo de dados, tais como questionarios, gravacdes em video, registros em audio,
fotografias e artefatos. Trata-se da etapa empirica da pesquisa, na qual os professores
participantes, em momentos colaborativos com a professora-pesquisadora e auxiliados pelos
materiais manipulaveis, desenvolvem as seis tarefas didaticas propostas.

A Analise a Posteriori e Validagdo representa o momento de andlise critica dos dados
produzidos durante a experimentacdo. Nessa etapa, realizou-se o confronto entre o que foi
previsto na Andalise a Priori e os resultados obtidos empiricamente na Experimentagdo. A figura
destaca, ainda, a relevancia da analise de representacdo semidtica e a importancia dos materiais
concretos como auxiliadores do processo de ensino-aprendizagem, indicando que a
investigagcdo pretende compreender ndo apenas aspectos cognitivos da aprendizagem, mas
também processos de significacdo e mobilizacdo conceitual, fomentando transformacdes das
praticas docentes.

De maneira geral, este desenho elucida a coeréncia estrutural e a articulagdo entre os
fundamentos teoricos, as etapas metodoldgicas e os objetivos investigativos. A representagao
refor¢a a natureza dindmica, reflexiva e dialdgica da Engenharia Didatica, demonstrando que o
processo de ensino-aprendizagem ¢ concebido como uma manifestacao coletiva mediada por
artefatos e praticas investigativas.

Enquanto metodologia de investigacdo, a ED valoriza as produgdes do professor-
pesquisador, reconhecendo-o como sujeito ativo no processo. Nessa perspectiva, possibilita que
o docente mobilize suas concepgdes e produgdes matematicas “em pesquisas que estudam os
processos de ensino e aprendizagem de um dado objeto matematico e, em particular, a
elaboragdo de génesis artificiais para um dado conceito” (Almouloud, 2007, p. 171).

Ainda, conforme enfatizam Artigue et al. (1995), a ED lida com objetos
consideravelmente mais complexos do que aqueles tradicionalmente tratados pelas ciéncias
naturais, o que exige enfrentar, de maneira pratica e com multiplos recursos, problemas que a
ciéncia classica “nao deseja ou ndo pode assumir” (Artigue et al., 1995, p. 33-34).

Para que tal abordagem assinalada se concretize, torna-se imprescindivel a defini¢do de
variaveis didaticas relevantes, capazes de orientar o processo de ensino-aprendizagem,

estimular a criatividade e a formulagdo de estratégias proprias de resolucdo, a partir de
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conhecimentos prévios e intuitivos. Na fase de Andlise a Posteriori, realizou-se a comparagao
entre os objetivos inicialmente definidos e o desempenho efetivamente observado no curso de
extensdo, apds a aprovacao pelo Comité de Etica em Pesquisa, com o intuito de validar a

hipotese didatica estabelecida neste percurso.

Figura 2 — Saber e conhecimento
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Fonte: adaptado de Margollinas (2012, p. 8), elaborado pela autora com auxilio da Gemini IA.

De modo complementar, a Figura 2 representa a movimentacao do saber em dire¢do ao
conhecimento. E na fase de experimentacdo, sustentada pelos pressupostos tedricos, que se
fundamenta a interpretagdo dos dados, ao considerar os processos mobilizados pelos
participantes durante o curso de extensdo, fomentados pelos artefatos semioticos (barras de

Cuisenaire, Tabuleiro 1xn e Ladrilhos).

2.5 Instrumentos de pesquisa

A coleta de dados ocorreu por meio de diferentes fontes, buscando contemplar a

complexidade dos processos de objetivacdo e significagdo emergentes durante o
desenvolvimento das atividades. Para tanto, foram utilizados os seguintes instrumentos de

producdo de dados:

a) Videogravacoées: utilizadas para registrar as contribui¢des verbais, gestuais € a
manipulagdo dos artefatos semidticos pelos participantes, possibilitando a
andlise detalhada dos processos de aprendizagem, das estratégias mobilizadas e
das formas de comunica¢ao matematica evidenciadas durante as atividades.

b) Registros fotograficos: consistiram na coleta e no registro fotografico das

mobilizagdes produzidas pelos participantes, incluindo representagdes com

barras de Cuisenaire, ladrilhos, tabuleiro 1 X n, desenhos, esquemas, anotagdes
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e demais producdes matematicas desenvolvidas ao longo do Curso de Extensao.

c) Gravacdes em audio: utilizadas para registrar didlogos, argumentagdes e
discussdes coletivas consideradas significativas para a investigacao. Apos
transcricdo, esses registros possibilitaram analisar indicios de aprendizagem
colaborativa, processos de generalizacdo e o fortalecimento de praticas
matematicas mais reflexivas e significativas.

d) Questionarios via formulario eletronico: aplicados com o objetivo de
caracterizar os sujeitos participantes da pesquisa, bem como coletar percepgdes,
avaliacoes e feedbacks relacionados ao desenvolvimento e as contribui¢des do

Curso de Extensao.

Em atendimento ao primeiro objetivo especifico desta dissertacdo, apresenta-se, a
seguir, as analises das categorias historicas, epistemologicas, didaticas e matematicas da
Familia dos Numeros Metalicos, contemplando a apresentacdo das propriedades fundamentais
e o0s principais teoremas associados as sequéncias recorrentes, de modo a fundamentar

teoricamente a investigagdo e assegurar a compreensao do objeto matematico proposto.
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3 CATEGORIAS EPISTEMOLOGICAS, HISTORICAS, DIDATICAS E
MATEMATICAS DOS NUMEROS METALICOS: ANALISES PRELIMINARES DA
PESQUISA

Apresentam-se, nesta se¢do, os fundamentos epistemolédgicos, historicos, didaticos e
matematicos que embasaram a investigagcdo acerca das sequéncias dos Numeros Metalicos
(NM) e de suas propriedades. Ademais, evidenciam-se limitagdes relacionadas aos processos
de abstracdo dessas estruturas, bem como desafios identificados em estudos bibliograficos,
produgoes académicas e revisdes de literatura sobre a tematica.

Nesse interim, a Engenharia Didatica (ED) assumiu um papel estrutural na orquestragdo
e condugdo da pesquisa, delineando um percurso metodoldgico consistente, articulado para a
implementa¢do das etapas investigativas. Além disso, apresentaram-se os aspectos do
arcabougo tedrico e a sua importancia para as observacdes empiricas, como a Teoria dos
Registros de Representagdo Semiotica (Duval, 1995), dentre outras.

De maneira preliminar, evidenciou-se a revisao de literatura que envolveu uma visita ao
documento normativo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Brasil, 2017),
considerando suas competéncias e habilidades para o ensino-aprendizagem da Matematica, no

tocante a unidade temética Algebra.

3.1 Sequéncias numéricas recorrentes via tabuleiro 1xn e ladrilhos: um estudo a luz da

BNCC

A etapa inicia-se com uma revisao de literatura desenvolvida com o propdsito de
fundamentar e justificar a relevancia da investigagao proposta. O estudo foi elaborado por meio
de uma abordagem de natureza qualitativa, bibliografica e interpretativa, utilizando como
corpus de andlise artigos e produgdes publicados no intersticio entre 2015 e 2025, localizados
no Portal de Periodicos CAPES, além de uma analise do documento norteador, a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) (Brasil, 2017).

A interpretacdo dos dados textuais fundamentou-se na Anélise de Conteudo, segundo o
modelo proposto por Bardin (2016). Esse procedimento metodolégico compreende trés etapas
interdependentes: pré-analise, exploracdo do material e tratamento dos resultados com posterior

interpretacao.
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Na fase de pré-analise, concebeu-se o levantamento do arcabougo tedrico da revisdo
mediante a utilizacdo dos seguintes descritores: “SNR e BNCC”, destinados a primeira
categorizagao; seguidos pelos descritores “SNR”, “Ladrilhos” e “Tabuleiros”, articulados ao
objeto central da investigagao.

Na etapa subsequente, as produgdes selecionadas foram submetidas a analise dos titulos,
resumos e consideracdes finais, permitindo a aplicacdo dos critérios de inclusdo e exclusao
previamente estabelecidos. Esse procedimento possibilitou a selecdo dos estudos mais
consistentes em relagdo ao objeto investigativo e aos objetivos da pesquisa.

Por fim, os dados textuais extraidos das produgdes selecionadas foram dispostos nos
Quadros 2 e 3, apresentados a seguir, tomando como referéncia o objeto de investigagdo e a
questao norteadora desta revisao de literatura. Essa sistematiza¢do favoreceu a realizacao de
analises comparativas entre os estudos revisados, bem como a identificagdo de possiveis
lacunas, especialmente quanto a representatividade das Sequéncias Numéricas Recorrentes em
contextos de ensino mediados por tabuleiros e ladrilhos, tanto nos pressupostos da Base
Nacional Comum Curricular (Brasil, 2017) quanto nas produgdes cientificas da area.

A revisdo de literatura evidenciou a relevancia da investigacdo e a necessidade de
ampliar os estudos sobre as Sequéncias Numéricas Recorrentes (SNR) na Educagdo
Matematica, com base em critérios metodologicos que garantiram rigor na sele¢do, organizagao

e analise dos dados.

Quadro 1 — Resumo metodolégico segundo Bardin (2016)

ELEMENTOS METODOLOGICOS | DESCRICAO/ESPECIFICACAO

Natureza Investigativa Qualitativa, bibliografica e interpretativa

Intersticio Compreendido entre 2015 e 2025

Fonte de dados Artigos cientificos (periodo 2015-2025) do Portal
Capes (2025) e BNCC (Brasil, 2017)

Recurso Metodologico Analise de Contetdo, segundo Bardin (2016)

Fases da Analise de Contetido 1. Pré-andlise; 2. Exploragdo do Material; 3.
Tratamento dos Resultados e Interpretacao

Descritores (Pré-analise) Primeira Categorizag¢do: "SNR e BNCC". Segunda
Categorizacgdo: "SNR, Ladrilhos e Tabuleiros".

Critérios de Selegao (Exploragao) Andlise dos resumos, titulos e consideragdes finais
para inclusdo/exclusdo de artigos.

Organizagao dos Resultados Quadros 2 e 3, estruturados no objeto investigativo e
na pergunta central.

Estrutura da Interpretagao Agrupamentos tematicos, orientados pela aplicacao
das palavras-chave definidas anteriormente.

Objetivo da Organizagdo Andlise e identificagdo de lacuna acerca da
representacdo de sequéncias numéricas via tabuleiro
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\ | e ladrilhos na BNCC \

Fonte: elaborado pela autora, a partir de dados da pesquisa.

A abordagem adotada conferiu consisténcia as conclusdes da investigagao, ao assegurar
rigor metodoldgico no levantamento, na sele¢do e na andlise das produgdes cientificas. Os
Quadros 2 e 3 apresentam os estudos identificados a partir dos descritores “BNCC” (Brasil,
2018) e “SNR”, publicados entre 2015 e 2025 e classificados segundo o Portal de periddicos da
CAPES. As produgcdes concentraram-se, predominantemente, nas dareas de Educacao

Matematica e Ensino, evidenciando a relevdncia e a qualidade cientifica das pesquisas

analisadas.
Quadro 2 — Artigos sobre BNCC e Sequéncias Numéricas/Padrdes
Titulo do artigo Autores Periodicos Qualis | Ano
O estudo de sequéncias na | Adriana Jungblut, | Educagio A2 2019
Educagdo Algébrica nos | Everaldo Silveira, Regina | Matematica
Anos Iniciais do Ensino | Célia Grado Pesquisa (EMP)
Fundamental
O estudo de sequéncias | Renata Passos Machado | Revista A3 2023

numéricas para o ensino de | Vieira, Francisco Regis | Contrapontos
matematica: publica¢des em | Vieira Alves, Paula Maria
periddicos de 2017 a 2022 Machado Cruz Catarino

Organizagdao Curricular de | Thaynara Pereira da Silva | Educagao A3 2025
Matematica no Novo Ensino | Isidoro, Helena | Matematica em
Meédio: aspectos da BNCC e | Alessandra Scavazza | Revista (EMR)

do Curriculo de Referéncia | Leme
de Mato Grosso do Sul

Fonte: elaborado pela autora, a partir de dados da pesquisa.

O Quadro 2 mostra a investigagdo das produgdes cientificas a partir de descritores que
correlacionam as Sequéncias Numéricas Recorrentes (SNR) as representagdes por meio de
tabuleiros e ladrilhos, considerando o mesmo recorte temporal. Os estudos selecionados foram
organizados e classificados de acordo com os critérios definidos pela CAPES.

A identificacdo dos seis artigos foi contemplada no Quadro 3, a seguir, e ocorreu por
meio da leitura e da andlise das palavras-chave previamente definidas para esta revisao.
Contudo, a categorizagdo das produgdes, constituidas por artigos publicados em periddicos
Qualis A e B no periodo de 2015 a 2025, ndo evidenciou estudos que articulassem, de forma
explicita, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) as representagdes das Sequéncias

Numéricas Recorrentes (SNR) por meio de tabuleiros e ladrilhos.
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Quadro 3 — Artigos sobre representacdes de SNR via ladrilhos e tabuleiros

Titulo do artigo Autores Periodicos Qualis | Ano
Histéria da Matematica e | Francisco Regis Vieira | Revista do | A2 2024
Tecnologia: visualizagdo de | Alves Instituto
sequéncias recorrentes, GeoGebra
algumas propriedades e a Internacional de
no¢ao de tabuleiro 2D/3D Sao Paulo
Propriedades Combinatérias | Francisco Regis Vieira | Revista Cearense | Bl 2022
sobre a sequéncia de | Alves de Educacao
Jacobsthal, a nocdao de Matematica
tabuleiro e alguns
apontamentos historicos
Combinatorial approach on | Francisco Regis Vieira | International Al 2024
the recurrence sequences: An | Alves, Paula Maria | Electronic Journal
evolutionary historical | Machado Cruz | of Mathematics
discussion about numerical | Catarino, Renata | Education
sequences and the notion of | Passos Machado
the board Vieira, Eleonora Viana
Pinto Spreafico

Fonte: elaborado pela autora, a partir de dados da pesquisa.

Os resultados da revisdo de literatura confirmaram a existéncia de uma lacuna quanto
as representagdes visuais das Sequéncias Numéricas Recorrentes por meio de tabuleiros e
ladrilhos, tanto nas produgdes cientificas analisadas quanto no documento curricular. Desse
modo, a investigacdo aponta para a necessidade de ampliar os estudos que integrem essas
representacdes ao contexto curricular, favorecendo o aprofundamento conceitual e o
aprimoramento das praticas de ensino e aprendizagem da Matematica e no campo da Educagado

Matematica.

3.1.1 Analise documental a luz da BNCC

Ainda acerca do ensino-aprendizagem da unidade tematica Algebra, é importante
refletir sobre a implementagdo dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), em 1997. O
ensino passou por uma reorganizac¢ao curricular, sendo incorporado ao bloco tematico Numeros
e Operagoes (Brasil, 1997). A partir dessa movimentagao, o desenvolvimento algébrico passou
a ser enfatizado, com vistas a proporcionar que os estudantes mobilizem processos de abstragao
e generalizagdo na resolucdo de diferentes situagdes-problema (Scremin; Righi, 2020; Bezerra,
2023).

Posteriormente, com a homologagdo da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), em

2017, novas diretrizes foram introduzidas no debate sobre curriculo, ensino e formagao de
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professores no ambito da Educacdo Bdasica. No que se refere a Matematica, o documento
estrutura o conhecimento em cinco unidades tematicas: Numeros, Algebra, Geometria,
Grandezas e Medidas, e Probabilidade e Estatistica, as quais, embora recebam diferentes
énfases ao longo dos anos do Ensino Fundamental, articulam-se com o objetivo de promover o
desenvolvimento progressivo de habilidades matematicas (Brasil, 2017; Bezerra, 2023).

E importante considerar que a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), documento
normativo fundamental aprovado pelo Conselho Nacional de Educagdao (CNE) e homologado
pelo Ministério da Educagdao (MEC), teve sua versao referente a Educacao Infantil e ao Ensino
Fundamental homologada em 20 de dezembro de 2017, sendo complementada pela etapa do
Ensino Médio, homologada em 14 de dezembro de 2018, consolidando, assim, o documento
que orienta toda a Educagao Basica.

Em diferentes trechos, a BNCC enfatiza que o estudo das regularidades e da
generalizacdo de padrdes deve ser introduzido desde os Anos Iniciais, conferindo centralidade
a essa dimensdo do conhecimento no curriculo de Matematica (Brasil, 2018). Nesse contexto,
as sequéncias numéricas recorrentes configuram-se como um campo proficuo para essa
exploragdo, uma vez que favorecem o desenvolvimento do pensamento algébrico de forma
intuitiva, gradual e significativa, possibilitando aos estudantes a constru¢do de uma base
conceitual sélida para a compreensdo de contetidos matematicos mais complexos.

Diversas pesquisas vém sendo desenvolvidas em torno do estudo de padrdes e dos
processos de generalizacio no ensino-aprendizagem da unidade tematica Algebra na Educacio
Bésica. Emergem, entdo, questionamentos relacionados a introducdo de conceitos e métodos
matematicos considerados avangados para estudantes em idades escolares iniciais,
especialmente no ambito das discussdes sobre a denominada dlgebra precoce.

No ambito da abordagem da Early Algebra, destaca-se a premissa de que ndo se trata
de antecipar, de forma prematura, os contetidos formais da Algebra. Antes, busca-se promover,
desde os primeiros anos de escolarizacdo, modos de pensar algebricamente, respeitando o
desenvolvimento cognitivo dos estudantes e fortalecendo sua base conceitual. Essa perspectiva
visa oferecer um suporte solido para aprendizagens posteriores ao longo das etapas
subsequentes da trajetoria escolar (Carraher; Schliemann; Schwarz, 2008).

A esse respeito, investigagoes t€ém se concentrado na compreensao das capacidades de
criancas e adolescentes para lidar com construgdes algébricas e com processos de abstracao a
elas conferidas, sendo evidenciados avancos substanciais nesse campo de estudo (Kaput;

Carraher; Blanton, 2008).
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E sabido que o trabalho com essa unidade tematica, conforme orienta a BNCC (Brasil,
2017) para os Anos Finais da Educagdo Basica, configura-se como um dos maiores desafios
pedagogicos da area de Matematica. Tal complexidade decorre, sobretudo, do carater abstrato
dos conceitos algébricos, que exigem dos estudantes a transi¢ao do pensamento aritmético —
centrado em procedimentos operatérios — para o pensamento algébrico, marcado pela
generalizagdo, pela simbolizagdo e pela analise de relagdes (analiticidade).

Nesse movimento de reorganizagdo do pensamento, os estudantes sdo convocados a
desenvolver competéncias que envolvem a investigagdo de regularidades em sequéncias
numéricas e o estabelecimento de relagdes de variagdo entre grandezas. Tais competéncias,
previstas na BNCC (Brasil, 2017), demandam ndo apenas o dominio de técnicas operatdrias,
mas a constru¢do de significados que possibilitem compreender padrdes, expressar relagdes por
meio de diferentes representacdes e argumentar matematicamente de forma coerente e
fundamentada.

Analisando sob um modus operandi mais conciso, tem-se que, para os Anos Iniciais do
Ensino Fundamental, a relevancia do ensino dessas estruturas curriculares engloba objetivos de
conhecimento direcionados ao desenvolvimento da compreensao de regularidades, a constru¢ao
de sequéncias e a identificacdo de padroes. Todavia, a aplica¢do de variaveis literais nesta etapa
pedagogica é considerada inadequada, em funcdo do processo ontogenético! da construcio do
conhecimento algébrico (Brasil, 2017).

De modo complementar, nos Anos Finais do Ensino Fundamental, o estudo algébrico ¢
retomado, aprofundado e expandido em relacdo ao estdgio precedente. Postula-se que os
discentes nesta fase devem desenvolver a capacidade de discernir os significados das variaveis
numéricas em uma expressao algébrica, formular generalizagdes de propriedades fundamentais,
investigar a regularidade de sequéncias numéricas, identificar valores desconhecidos em
sentencas algébricas e estabelecer as relagdes de covariancia entre duas grandezas (Brasil,
2017).

Considera-se fulcral, no contexto da Educacdo Basica, que os estudantes sejam
incentivados a compreender os conceitos introdutorios relacionados a essa tematica.
Corroborando essa perspectiva, torna-se relevante analisar o Quadro 4, no qual se evidenciam

as habilidades explicitamente contempladas na Base Nacional Comum Curricular (Brasil,

"o processo ontogenético refere-se ao desenvolvimento do individuo ao longo de sua vida, desde as fases iniciais

até a maturidade, envolvendo transformagdes bioldgicas, cognitivas, sociais e culturais, (Vygotsky, 2007; Radford,
2021).
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2017), favorecendo a compreensdao das competéncias matematicas associadas ao objeto de

estudo.

Quadro 4 — Objetivos de conhecimento e habilidades sobre sequéncias na BNCC

UNIDADE OBJETIVOS DE CONHECIMENTO HABILIDADES
Algebra - Padroes figurais numéricos: investigagao de (EFOIMATO08)
1°Ano EF | regularidades ou padrdes em sequéncias. Sequéncias (EFOIMAT10)

recursivas: observagao de regras utilizadas em seriagoes
numéricas (mais 1, mais 2, menos 1, menos 2, ...)

Algebra Constmgﬁo de sgquéncias repetitiVE}s e de sequéncia§ (EF02MA09)

20 Ano EF | Fecursivas. Identificagdo de regularidade de sequéncias e | (EFO2MAT10)
determinagdo de elementos ausentes na sequéncia. (EFO2MATI11)

Algebra Identificagdo e descricao de regularidades em (EFO3MAT10)

3°Ano EF | sequéncias numéricas recursivas
Sequéncia numérica recursiva formada por multiplos de

« um numero natural. Sequéncia numeérica recursiva (EFO4MATO08)

Algebra , .

4°Ano EF fgrmgda por nimeros que deixam o mesmo resto ao ser | (EFO4MATI11)
dividido por um mesmo niimero natural diferente de (EFO4MAT12)
Zero

Algebra Equivaléncia de expressoes algébricas: identificacdo da | (EFO7TMAT14)

7°Ano EF | regularidade de uma sequéncia numérica (EFO7TMATI15)

Algebra Sequéncias recursivas e nao recursivas (EFOSMATI0)

8°Ano EF q UIsty ISty (EFOSMATI1)

Fonte: BNCC (Brasil, 2017, p. 278-290), elaborada pela autora.

O quadro apresentado evidencia aspectos relevantes para o desenvolvimento dos
processos de ensino-aprendizagem, ao destacar possibilidades para a abordagem de diferentes
conteudos matematicos. Em consonancia com a BNCC (Brasil, 2017), observa-se que a unidade
tematica Algebra enfatiza o reconhecimento de padrdes, regularidades e sequéncias como
elementos essenciais para o desenvolvimento do pensamento algébrico.

A partir dessa analise preliminar do documento curricular vigente, constatou-se que a
BNCC (Brasil, 2017) contempla explicitamente o estudo de sequéncias numéricas, padroes e
regularidades. Entretanto, ndo apresenta orientacdes especificas acerca da utilizacdo de
representacdes visuais concretas ou de artefatos didatico-pedagogicos que potencializem a
constru¢do desses conhecimentos. Da mesma forma, ndo explicita o papel dos diferentes
registros de representagdo e de outros meios semidticos no processo de apropriagao dos
conceitos matematicos. Nesse contexto, recursos como as barras de Cuisenaire, o tabuleiro
1 X n e os ladrilhos configuram-se como importantes instrumentos didaticos para fortalecer a
visualizagdo, a compreensao e a generalizacdo das propriedades das Sequéncias Numéricas

Recorrentes.
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Essa lacuna curricular constitui um importante ponto de partida para a presente
investigacao, que busca ampliar as possibilidades de ensino-aprendizagem dessas estruturas por
meio da articulagdao entre materiais manipulaveis, representagdes semidticas € 0s pressupostos
da Engenharia Didatica e da Teoria dos Registros de Representacao Semidtica.

A seguir se fara presente o delinear de um dos arcabougos tedricos relevantes que

fundamentaram as linhas desta escrita e fortaleceram o didlogo acerca do assunto matematico.

3.2 Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica (TRSS): categoria de ordem tedrica

didatica

A ideia desta secdo ¢ identificar possiveis contribuicdes da TRRS para a compreensdo
de conceitos matematicos abstratos como os NM, de modo especifico aqueles que demandam
resolugdo de problemas, neste caso, para professores que lecionam Matematica na Educacao
Basica. Deriva-se o entendimento de como as representagdes semioticas (nimeros, barras de
Cuisenaire, ladrilhos, tabuleiro e a lingua materna) sdo tratadas e convertidas para auxiliar na
resolucao das situacdes didaticas propostas nesta dissertacao.

A TRRS foi desenvolvida por Raymond Duval (1995), que realizou trabalhos no campo
de investigacao referente a aprendizagem matematica focando na compreensao dos conceitos
matematicos a partir das representagdes semioticas em sua obra Sémiosis et pensée humaine:
Registres sémiotiques et aprendizagens intellectuels.

Essas representacdes constituem elementos fundamentais para favorecer a compreensao
das propriedades fundamentais e recursivas dos Numeros Metalicos (NM) em espagos
dialogicos de aprendizagem. Nessa perspectiva, os fundamentos apresentados coadunam-se
com a secdo anterior ao reforcarem a relevancia dos registros e dos meios semidticos na
construcdo e na significagdo de conceitos matematicos abstratos. Assim, esta se¢do busca
compreender os aspectos tedricos e praticos que sustentam a investigagdo, fundamentando-se
nos pressupostos da Teoria dos Registros de Representagdo Semiodtica (TRRS), de Duval
(1995), segundo a qual a aprendizagem matematica ocorre por meio da articulacao,
coordenacdo e conversdo entre diferentes registros de representagdo semidtica, tais como os
registros numérico, figural, concreto e discursivo.

Convém destacar que, segundo o autor, o acesso ao objeto matematico nao ocorre de
forma direta, mas por meio de suas representacdes em diferentes registros semidticos. Nessa

perspectiva, o estudo dessas representagdes torna-se essencial para explicitar os processos de
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compreensdo ¢ aprendizagem das construgdes matematicas relacionadas aos NM,
especialmente aquelas mediadas pelas barras de Cuisenaire, tabuleiros e ladrilhos enquanto
artefatos manipulaveis e recursos de visualizagdo matematica.

De modo complementar, a Teoria dos Registros de Representagdo Semiotica (TRRS)
parte do pressuposto de que os objetos matemdticos ndo sdo diretamente acessiveis ao
pensamento humano, sendo apreendidos apenas por meio de suas representagcdes. Nesse
sentido, graficos, expressoes algébricas, tabelas, figuras geométricas, textos ¢ demais formas
de representagdo constituem registros semiodticos que possibilitam a constru¢do e a
comunica¢do do conhecimento matematico. Para Duval (1995), a compreensao efetiva de um
conceito depende da capacidade do sujeito de realizar tratamentos, entendidos como
transformagoes efetuadas no interior de um mesmo registro, e conversdes, caracterizadas pela
passagem de um registro de representacdo para outro.

Nessa perspectiva, os artefatos semioticos configuraram-se como recursos fundamentais
para a aprendizagem dessas estruturas, abrangendo desde a linguagem natural e os sistemas de
escrita até materiais manipulaveis, tais como as barras de Cuisenaire, tabuleiro e ladrilhos,
dentre outros dispositivos de mediagao.

Esses artefatos — barras de Cuisenaire, ladrilhos e tabuleiro — ndo apenas tornaram as
representacdes mais visiveis e acessiveis, como também favoreceram a coordenagdo entre
diferentes registros de representacdo semidtica, ampliando as possibilidades de compreensao
efetiva do conceito matemadtico, ou seja, da constru¢do do conhecimento acerca do objeto
representado, neste estudo, as sequéncias dos NM.

Ainda sobre o assunto, Duval afirma que "Nao existe noésis sem semidsis; € a semiosis
que determina as condi¢des de possibilidade e de exercicio da noésis" (Duval, 1995, p. 4). Isso
significa que a compreensdo dos objetos matematicos depende da mobilizacdo e da articulagdo
de diferentes sistemas de representacdo, uma vez que tais objetos ndo sdo diretamente acessiveis
a percepgao.

Desse modo, ao evidenciarem aspectos complementares de um mesmo conceito, as
barras de Cuisenaire, o tabuleiro e os ladrilhos auxiliam na conversao e na coordenagdo entre
os diferentes registros, evitando a identificacdo equivocada entre o objeto matematico e suas
representacoes. Nessa perspectiva, as vivéncias € os materiais atuaram como mediadores
semioticos e suportes cognitivos fundamentais para a construgdo de significados, a

generalizacdo de regularidades e a consolidacdo do pensamento algébrico (Duval, 1995).
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O excerto evidencia que, para que ocorra a compreensdo do objeto matematico
investigado nesta disserta¢do, torna-se necessaria a articulacdo e a correspondéncia entre
diferentes registros de representacdo semiotica, contexto analisado de forma empirica nas
secoes de Experimentagdo e Analise a Posteriori. Sendo assim, as barras de Cuisenaire € 0s
ladrilhos metalicos, embora constituam representagdes distintas, remetem a mesma categoria
de ordem matematica: as propriedades fundamentais e recursivas dos Numeros Metalicos

(NM).

3.3 Do “Saber Sabio” ao “Saber Ensinado” de Chevallard (1986)

O “saber sabio” no ensino dos Numeros Metalicos estd fundamentado na compreensao

das propriedades das equagdes quadraticas da forma:

x2 —px —q =0 2)

Nesse interim, a transposi¢ao didatica opera por meio de suportes de representacao que
convertem processos abstratos em modelos de ladrilhamento fisicos. Outrossim, o conceito de
recorréncia ¢ deslocado para o dominio das combinagdes numéricas que seguem um padrao,
em que se determina o numero de maneiras de preencher um $n$-tabuleiro, ou de se trabalhar
com as barras de Cuisenaire para identificar padrdes, tornando o ensino dessas estruturas
particularmente instigante.

Neste estudo, o ponto de partida recai precisamente sobre essas duas formas de
representacdo dos Numeros Metalicos. Além disso, diante das tarefas progressivas que serdo
apresentadas na Secdo 5, mostraram-se relevantes as abordagens tedricas que serviram de
arcabouco para esta escrita dissertativa, sustentando a andlise das praticas e dos recursos

mobilizados para auxiliar a formagao de professores.

3.4 Estudos emergentes das Sequéncias Numéricas Recorrentes: categoria de ordem

matematica

O estudo das Sequéncias Numéricas Recorrentes (SNR), em especial da familia dos
Numeros Metalicos, consolidou-se como um campo proficuo de investigagao a partir da década

de 1960, impulsionado pelos trabalhos de Brousseau (1965, 1971), Hoggatt (1969) e Bicknell
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e Hoggatt (1971), e ampliado por estudos contemporaneos, como os de Alves et al. (2024),
Alves e Catarino (2022), Gullberg (1997), Alves (2017) e Alves, Catarino e Spreafico (2023).
Essas investigagdes favoreceram o desenvolvimento de propostas didaticas voltadas ao
ensino-aprendizagem dessas estruturas, cuja génese remonta ao classico problema da
reproducdo de coelhos associado a sequéncia de Fibonacci. Mais recentemente, novas
sequéncias, como as de Leonardo, ampliaram esse campo de investigagdo ao evidenciarem
relagdes matematicas com as sequéncias de Lucas e Fibonacci (Catarino; Borges, 2020).

A seguir, alguns exemplares de SNR.

Quadro 5 — Quadro representativo de SNR definidas por valores iniciais

| SEQUENCIA NUMERICA RELACAO DE RECORRENCIA ALGEBRICA
Fibonacci F,=F_j+F_,comE,=0F=1
Padovan ou Coordonner Chsi =G+ G, comp=1,0;=0
Peel P =2B,+P,_,com Fy=0F =1
Lucas Lysyj=Lp+ L, jcomlyp=1L;=3
Perrin Qn+1 = Qn-1+ Qn-z.com @p=3,Q;=0
Oreste Opes = Opsj— (j-;) 0,, com 05=0, 0,=2
Narayanna N..; =N, + N, _;, com Ny=1, N;=1
Jacobsthal Jasi =Jn+ 2Jn_p, com Jp=0 [;=1
Mersenne My, = 3M,; — 2M,, com My=0, M ;=1

Fonte: Alves (2024), adaptado pela autora.

O Quadro 5 retine exemplos representativos dessas sequéncias matematicas, destacando
suas leis de formacdo e valores iniciais. Essa organizacdo evidenciou as relagdes estruturais
entre as Sequéncias Numéricas Recorrentes (SNR), ampliando o campo de investigacdo dessas
sequéncias e oferecendo subsidios para o desenvolvimento de propostas didatico-pedagdgicas

voltadas ao ensino-aprendizagem dessas estruturas.

3.4.1 A Sequéncia de Fibonacci e a Sequéncia dos Numeros Metdlicos

O matematico Leonardo de Pisa, o Fibonacci (1170 — 1250), nasceu em Pisa, um grande
centro comercial italiano. Por ser filho de um comerciante com negdcios no norte da Africa,
viajou por vdarias regides do Mediterraneo, como Egito, Siria e Grécia. Nessas viagens,
Fibonacci aglutinou inimeros conceitos, dentre eles: a algebra arabe e o sistema de numeracao
indo-arabico. Ao retornar a Italia, reuniu e divulgou esses conhecimentos orientais em sua obra

mais famosa, o Liber Abaci ("Livro do Abaco"), publicada em 1202.
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Figura 3 — Leonardo de Pisa

Fonte: Zahan (2011, p. 9).

Muito além de um manual sobre calculos, o Liber Abaci (1202) consolidou-se como um
marco historico ao introduzir métodos algébricos e defender o sistema numérico indo-ardbico
na Europa. A obra ¢ considerada célebre por apresentar a Sequéncia de Fibonacci, uma sucessao
ubiqua de segunda ordem com profundas aplica¢des na natureza e na ciéncia.

Essa sequéncia surge a partir de um problema cldssico que descreve o crescimento
populacional de coelhos sob condi¢des ideais, segue o problema: “Quantas ninhadas de coelhos
podem ser produzidas em um ano a partir de uma tinica ninhada, se cada ninhada gera uma nova
ninhada a cada més, cada nova ninhada se reproduz a partir de um més de idade e os coelhos
nunca morrem?” (Sigler, 2002, p. 404-405). A solucdo matematica possivel para esta questdo
gira em torno da série com termos 1, 1,2, 3,5, 8, 11, ..., expressada pelarecursao F,, = F,,_q +
Fo,paraFy=1eF; =1.

O excerto anterior configura-se com uma tradugdo livre da famosa questdo sobre os
coelhos imortais, idealizado por Leonardo de Pisa (1170 - 1217). Desse modo, ¢ possivel
perceber a recursividade presente nesta sequéncia onde a partir do terceiro més, o numero de
casais de coelhos, num certo més, ¢ exatamente igual a soma do niimero de casais dos dois

meses anteriores (Sigler, 2002).

Definicao 1: "Chama-se de sequéncia de Fibonacci a sequéncia definida por: (1, 1, 2, 3,
5, 8, 13, 21, 34, ...) onde os termos presentes na sequéncia denominam-se ntimeros de

Fibonacci" (Zahn, 2011, p. 6).

Apesar de sua relevancia cientifica e cultural, Alves (2022) adverte que essas estruturas,
os Numeros Metalicos, sdo frequentemente negligenciados nos curriculos de Matematica, o que

limita o entendimento de suas propriedades recursivas e conexdes interdisciplinares.
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3.4.2 Os Numeros Metdlicos (NM): categorias de ordem matemadtica

A Matematica, enquanto linguagem universal e ferramenta necessaria para a
compreensdo das questdes naturais e culturais, revela uma diversidade de conceitos de elevada
sofisticacdo e significancia. Dentre essas, destaca-se a Familia dos Numeros Metalicos (FNM),
que incluem a Razdo Aurea (¢), a Razdo de Prata (5S) e a Razdo de Bronze (3B), dentre outros.
Os conceitos supracitados emergem de estruturas algébricas e geométricos fascinantes, e
manifestam-se em caracteristicas da natureza, nas artes, na musica e na arquitetura, refletindo
uma harmonia intrinseca a natureza (Livio, 2003; Posamentier; Lehmann, 2007).

Nesse cenario, a Historia da Matematica (HM) desempenha um papel importante, pois
sua inser¢do no ensino transcende a mera contextualizagdo cronoldgica e proporciona uma
compreensdo profunda da génese, do desenvolvimento e da evolucdo dos conceitos
matematicos, revelando desafios, intui¢des e paradigmas que configuraram essas construgdes
ao longo do tempo (Miguel; Fiorentini; Miorim, 2017).

A Familia dos Numeros Metalicos (FNM), iniciada pela Dra. Spinadel em 1997,
consubstanciou o estudo de um conjunto infinito de nimeros irracionais quadraticos positivos.
O membro mais relevante dessa familia ¢ o Numero de Ouro (@), dentre outros, tais como: o
Numero de Prata, o de Bronze, o de Cobre, o de Niquel (Spinadel, 1997). Essa nomenclatura
de “familia” discorre pelo fato que todos compartilham propriedades matematicas e fisicas
relevantes e essenciais para pesquisas que investigam sistemas de origem micro e macro-fisicos,
que vao desde a estrutura interna do DNA até a organizagdo de galdxias no universo (Spinadel,
2011).

Toma-se como ponto de partida o estudo do Nimero de Ouro, representado por:

9="2" ~1618(phi)  (3)

De modo peculiar, amplamente reconhecido por sua presenga em fendmenos naturais,
produgdes artisticas e construgdes arquitetonicas. Essa ubiquidade foi, durante muito tempo,
compreendida como um niimero Unico e singular devido as suas propriedades matematicas e
estéticas. Entretanto, Vera W. de Spinadel (1995) demonstrou que o Numero de Ouro integra
uma familia mais ampla denominada Familia dos Numeros Metalicos, composta pelas raizes

positivas da equacdo quadratica:
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x2—px—q=0 com p,g eEN 4)

Outrossim, esse valor foi utilizado ao longo do desenvolvimento da cultura humana até
o nosso atual século XXI. Dentro de nossa cultura, constatou-se que, segundo Spinadel (2011,
p. 14) “o sistema de propor¢des musicais utilizado durante o Renascimento italiano, assim como
0 Modulor criado pelo famoso arquiteto suigo Le Corbusier, basearam-se no Numero de Ouro,”

revelando sua ubiquidade representada nas artes e em contextos gerais.

Figura 4 - o Modulor de Le Corbusier (1948)
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Fonte: Curtis (1986).

Em 1948, o arquiteto Charles-Edouard Jeanneret-Gris, mundialmente conhecido como
Le Corbusier, publicou uma de suas obras mais influentes, O Modulor, complementada, em
1953, por O Modulor 2. Nessas duas publicagdes, o autor sistematizou sua proposta de um
sistema de propor¢des baseado na figura humana, retomando e ampliando investigagdes
iniciadas por Vitruvius, Leonardo da Vinci e Leon Battista Alberti. Seu objetivo consistia em
estabelecer intrinsecas relacdes matematicas entre as proporgdes do corpo humano e as formas
presentes na natureza, oferecendo um referencial para a arquitetura, o design e outras
manifestagdes artisticas (Curtis, 1986).

Ao longo da historia, alguns nomes importantes como Pitagoras, Euclides, Leonardo de
Pisa (Fibonacci), e outros destacados estudiosos contemporaneos, dedicaram-se a elucidacao
da Razdo Aurea (¢) e a sistematizagio dos principios que regem suas propriedades matematicas
(Livio, 2002).

Historicamente, a razao de Ouro era representada pela letra grega Tau (). No entanto,

conforme aponta Livio (2002), o matematico Mark Barr prop6s, no inicio do século XX, a
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adocdo da letra Phi (¢ ou ¢) para simbolizar essa propor¢do. Essa nomenclatura ¢ uma
homenagem ao célebre escultor grego Fidias (Phidias), que teria aplicado a proporg¢ao durea na

constru¢do do Partenon em Atenas (447 - 432 a.C.). Assim, o numero de ouro ¢

. 1+/5 . , . \ " Lo
aproximadamente ¢ = — (phi), carrega em seu simbolo o reconhecimento a estética classica

da Grécia Antiga, Livio (2002).
Ainda segundo esses conceitos, tem-se que esta proporcao segue definigdes e

propriedades:
Definicao 4: Dizemos que um ponto C divide um segmento AB na razdo 4urea se:

Figura 5 - Segmento Aureo

A C B

Fonte: elaborado pela autora.

Segundo Zahn (2011, p. 6), Figura 7, “A razdo da medida do segmento AB para a medida
AC ¢ denominada de razdo extrema e a medida do segmento AC para a medida do segmento
CB. E denominada razido média.” Desse modo, AB = a ¢ AC = x, tem-se que CB = a — x,

logo, pode-se obter o nlimero a proporg¢ao:

) exp = a2 (5)

AB AC _a x 1+/5.
===o-=—ox?tax—a’=0> x; = —a(
AC CB x a—x 2

Consideram-se raizes desta equacdo. Observa-se que como X € um valor positivo,

—1+3
r=a ) (6)
€ que a razao aurea ¢:
a_ 2 205+n 2(5+D) S+l 7
x -1 (B-DEG5+DH T 4 2 (7)

este nimero obtido ¢ considerado o niumero de ouro representado pela letra grega

@(phi).
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Apesar desse vasto potencial formativo, o ensino de sequéncias nos cursos de formagao
inicial de professores costuma restringir-se quase exclusivamente a sequéncia de Fibonacci
(SF), muitas vezes apresentada apenas em fun¢ao de sua origem historica e de sua relagdo com
personagens classicos da matematica (Vieira; Alves; Catarino, 2020). Essa abordagem, embora
relevante, limita a compreensao de propriedades algébricas mais gerais e reduz a possibilidade
de explorar sobre as estruturas numéricas relacionadas as sequéncias numéricas, dentre elas os
Numeros Metalicos.

Doravante, reveste-se de relevancia o estudo proposto, pois aponta que autores como
Grimaldi (2012) e Stillwell (2010) destacam que os livros de historia da matematica
frequentemente relegam a um segundo plano as generalizagdes e os aprofundamentos
conceituais das sequéncias. Nessa direcao, Alves (2018) observa que nao ¢ suficiente tratar tais
numeros como simples curiosidades historicas, sendo necessario fundamenta-los
matematicamente.

Esse cendrio reforga a pertinéncia de pesquisas contemporaneas voltadas ao estudo de
sequéncias numéricas, que ndo apenas ampliam o conhecimento teérico em matematica pura,
mas também oferecem subsidios para suprir lacunas presentes neste campo investigativo,
conforme postulam Alves (2017; 2022) Alves e Catarino (2020); Alves, Catarino e Vieira
(2023) e Alves e Catarino (2022).

Ainda no contexto da Familia dos Numeros Metdlicos (FNM), considerando a
nomenclatura contemporanea, Vieira (2024) acrescenta que a sequéncia associada ao Numero

de Ouro apresenta uma lei de recorréncia da forma:

M‘l’l = kMTl—l + Mn_z, com MO =0 6M1 =1 (8)

Essas relacdes estabelecem vinculos diretos entre as propriedades recursivas e
algébricas que caracterizam os elementos pertencentes a Familia dos Numeros Metalicos. Sob
a perspectiva da notacdo matematica contemporanea, pode-se considerar a seguinte defini¢ao

como representagao formal das propriedades aritméticas associadas aos Numeros Metalicos:

Definicdo 5: Para todo inteiro,n = 0e k > 1 o conjunto dos NM, {M, }n € X fica
determinado pela seguinte recorréncia homogénea e de 2* ordem, M,, = kM,,,; + M, ,, com
valores inicial My = 0e M; = 1. Podemos determinar a seguinte equacdo caracteristica

associada com a recorréncia anterior, da forma x? = kx + 1 e que ¢ possivel determinar as
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k+Vk?+4 2 k—VKk?+4 . .
— ert=—7r. Com os valores correspondentes com a seguinte raiz

raizes rl =

positiva, passamos a descrever certas razoes associadas aos nimeros metalicos. Considerado

k =1 « x% = kx + 1, apartir da defini¢do 1, estabelece-se a seguinte razio de ouro:

lim =" 1 =0 L 1618 (9)

X—>00 n

Segundo Spinadel (1995), essa manifestagdo constitui um campo de estudo instigante,
ao evidenciar uma conexdo profunda entre a Matematica ¢ o meio fisico-natural. Em
continuidade, Spinadel (1997), no artigo La Familia de Numeros Metalicos y el Diserio (A
Familia dos Numeros Metdlicos e o Design), destaca a relevancia dessa familia numérica em
diferentes contextos de investigacdo, especialmente nas relacdes entre proporcdo, forma e
design. Essa articulacdo pode ser observada no Quadro 6, apresentado a seguir.

Quadro 6 — Sequéncias Metalicas definidas por seus valores iniciais

O Objeto Matematico: A Familia Metalica

I | Lei de F 30 | Sequéncia de N s
Meta]l (Constantel Lei de Formagdo equéncia de Numeros e
w0 ) (Mo to Me) J

k=1 |M,=1Mp_1+ M, > 1l 92 33656 o (1++5)/2~1,618

k=2 |M,=2M, 1+ M, | 0,1,2,5,12,29,70... 1+v2~2414
‘ Bronze | k= M, = 3M,_; + M, | 0,1,3,10,33,109,360... | (3 + v13)/2 = 3,303

LY
Cobze™ k=4 |M,=4M, ;+ M, |0,1,4,17,72,305,1292.. ‘ 2+ /5 ~ 4,236

_ Niqu;m k=5 |M, =5M, , + M, 5|0,1,5,26,135,701,3640...| (5 + v/29)/2 ~ 5,192

“Valores lniciais para todos: M =U: My=1. 3 T| ‘
Familia iniciada pela Dra. Spinadel (1997). /
| Limites corrigidos de acordo com a formulagac geral: w

Fonte: Vieira (2024) e Spiadel (2011), elaborada pela autora com auxilio da IA Gemini (2026).

Nesse contexto, observa-se que algumas das razdes mais representativas da Familia dos

, (1 , 1+v/5 3+/13 o
Numeros Metalicos, como o numero de ouro = — prata =1+ V2, bronze= . estdao

presentes em diferentes manifestagdes artisticas e arquitetonicas. Tais razdes, caracterizadas
por propriedades aditivas, multiplicativas e recursivas, encontram aplicagdes em sistemas
proporcionais, composi¢des geométricas e construcdes desenvolvidas ao longo da historia,

desde a Antiguidade até os dias atuais. Essa presenca refor¢a a importancia dos Numeros
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Metalicos como um elo entre a Matematica e as Artes, evidenciando a riqueza de suas

aplicagdes e interpretagdes (Spinadel, 1998).

3.4.3 Propriedades fundamentais dos Numeros Metdlicos

Nesta secdo apresenta-se algumas propriedades fundamentais da sequéncia de Ouro e a
formula de Binet ou formula do termo geral. Pode-se associa ainda a relagao da sequéncia de
Ouro e a de Fibonacci como amplia¢ao do conceito dentro do mesmo constructo.

Ramos (2013) salienta a relagdo entre os quadrados de ¢ com sua parte decimal. Sabe-
se que:

_1+/5

= 1,6180339887...  (10)

g1 =100 g 1B 2 o1 6180339887 (11)

Segue que:

2 _ (1-4-2\/3) (1-4-2\/3) _ 1+2\i§ +5 _ 3+2\/§ _ 1+ 22+\/§ _ 1+2\/§ + % — o+1 =2, 6180339887... (12)

1 _ 2 1=v5_  2(1-/5) _2-2v5_V5-1_
W5 145 1-V5  (1+/5)(1-/5) -4 2
2

AS)

@ —1=0,6180339887... (13)

S|

~ . 1 .
Nio obstante, conclui-se que @, @2 e - tem os mesmos resultados na sua parte decimal.
Assim ¢ tem a propriedade de produzir seu quadrado apenas adicionando 1 e seu inverso apenas
subtraindo 1.
Propriedade 2: "Somando-se duas poténcias inteiras consecutivas de ¢ tem-se a poténcia
de ¢ seguinte".

Ph+ "l = "2 vneZ (14)
Demonstracao: A referida prova sera feita por indugdo sobre n. considerando n > 0
(i) Fazendo n = 0, tem-se: ¢’ + @’ = ¢’ © 1 +¢ = ¢? estando de acordo com a base de

indugdo conforme propriedade 2;

(i) Deseja-se mostrar que ¢ valida para n + /. Multiplicando por ¢, tem-se:@™. ¢ +
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n+2 n+3

e = "o "+ =g conforme se queria demonstrar.

Outras propriedades que se pretende observar em contexto das situagdes didaticas sao
as propriedades fundamentais da adi¢ao e multiplicagdo, bem como a estabilidade da somatoria
dos resultados das razdes consecutivas das sequéncias metalicas, essas construgdes poderao
fortalecer o ensino-aprendizagem de matematica relativos as generalizagdes de padrdes e
recursividade.

Segundo Ramos (2013, p. 35), encontra-se definida a formula de Binet:

Proposi¢do 1: “A férmula de Binet pode ser escrita em fungio do nimero de ouro ¢.'

1

fo==lo"— (@)™ (19)

Demonstracao: A Formula de Binet ¢ dada por:

f=2i(25) (25 ae

Sendo:

_1+5
T2

(17)

1+V5 2-1—-5 1-/5
l—gp=1-—2=2 = — (18)

Substituindo, tem-se:

fa==le" — (A —p)"] (19)

Bl

Importante lembrar que
p—1= i, vale dizer que 1 — ¢ = —i (20)

Desta forma, tem-se que:
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fi=gle" =M= fi=gle" - o)™ @D

A Foérmula de Binet permite calcular o n-ésimo termo de uma sequéncia de recursdo
linear, sendo mais famosa por encontrar numeros de Fibonacci/Ouro de forma direta, sem
precisar somar os anteriores.

Ela ¢ expressa por:

_ pn-pn _ 1+V5 15
=z onde ¢ = > e:,/j’——2 (22)

Fy

Vale salientar que com a Formula de Binet é possivel encontrar qualquer termo da
sequéncia de Ouro.

Em se tratando de recursividade, algumas tarefas didaticas propostas foram
desenvolvidas com o intuito de compreender a estabilidade das razdes consecutivas da
sequéncia de Ouro, favorecendo o fortalecimento da compreensdo dos padrdes recursivos e das
relacdes algébricas presentes na sequéncia.

Doravante, torna-se necessaria a introducdo de algumas propriedades matematicas

fundamentais para o desenvolvimento da investigacao.

Teorema 1: Sejam m, n e p nimeros naturais arbitrarios. Sdo verdadeiras as afirmagdes

(Ferreira, 2013, p. 29):

e m + (n+p)=(m+n)+p (Propriedade associativa da adig@o);

e n+m =m+ n (Propriedade comutativa da adi¢ao).

A formalizagdo desse processo se dé através do Principio de Indugdo e acrescenta que a
soma m + n estd definida para m, n dos naturais. Um comentario importante acerca do teorema
anterior € que outras defini¢des podem ser aplicadas de forma recursiva, como a multiplicagao
de naturais, dentre outras (Ferreira, 2013).

Definiciao 6: A multiplicagdo de dois numeros naturais, m e n, ¢ designado por m.n e

definida recursivamente da seguinte maneira (Ferreira, 2013, p. 31):
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e m.0 = 0 (Propriedade elemento neutro);

e m.(n+ 1) = m.n + m (Propriedade distributiva da multiplica¢do).

Tem-se que esta defini¢do fornece a multiplicagdo de um niimero m arbitrario por 0.
Através do qual percebe-se as demais propriedades da multiplicacdo que se deseja elucidar
através do teorema abaixo:

Teorema 2: Para m,n e p € N, valem as seguintes proposi¢des abaixo (Ferreira, 2013,

ps. 31 e 32):

e mn € N, dar-se-a que a multiplicagao ¢ de fato uma operagao em N;

e QOcorre a existéncia do elemento neutro multiplicativo: 1.n =n.1 =n;
e Distributividade: m(n + p) = mn+ mp e (m + n)p = mp + np;

e Associatividade: m(np) = (mn)p;

e mn=0=>m=0o0oun=0;

e Comutatividade: nm = mn.

Nesse contexto, as propriedades acima foram visualizadas pelos os participantes na hora
da experimentacao formativa e pelas ferramentas manipulaveis, como as barras de Cuisenaire
e o Tabuleiro Metélico, os quais atuaram como instrumentos potencializadores coletiva do
conhecimento acerca do objeto matematico em estudo. Esta analise preliminar contribuida pelo
referencial tedrico preocupou-se na concretizagdo do texto e foi fulcral para que ocorresse o
link inicial com as abordagens tedricas manifestadas acerca da historicidade entre as SF e dos
NM.

Segue-se nas linhas desta investigag@o a proxima se¢ao que contribuiu, apresentando os
materiais manipulativos que fortaleceram os momentos formativos entre professores

participantes e professora pesquisadora.

3.5 Os artefatos semioticos: categorias de ordem didatica

As ferramentas manipulativas consideradas para esta dissertagdo fazem parte das
representacdes semiodticas (Duval, 1995) e configuram-se como recursos pedagogicos que
potencializaram a visualizacdo, a exploracdo e a compreensao de propriedades matematicas na

hora da experimentacdo. Ao possibilitarem experimentagdo direta entre os participantes e a



57

pesquisadora os conceitos, promoveram a articulagdo entre dimensdes tateis e visuais do
conhecimento, ressignificando o processo de ensino e aprendizagem.

Além disso, esse tipo de experiéncia ocorreu em contexto de um Curso de Extensao cuja
a organizacao, significado e aplicacao contribuiu para a efetivagdo da transposicao didatica,
conforme proposto por Chevallard (1996), ao tornar latente saberes matematicos abstratos por
meio de representagdes concretas, sob uma perspectiva tedrico-pratico, nas se¢des

subsequentes.

3.5.1 As barras de Emile-Georges Cuisenaire (1891-1980)

A evolugao dos materiais didaticos no que concerne ao ensino de Matematica repercute,
na contemporaneidade, como elemento fundamental para a transformacgdo das praticas
pedagogicas e para a ressignificagdo dos processos de constru¢do do conhecimento abstrato.
Nesse contexto, destaca-se a criacdo das barras de Cuisenaire, desenvolvidas pelo professor
belga Emile-Georges Cuisenaire (1891-1980), cuja génese est4 associada as dificuldades de
aprendizagem apresentadas por um de seus alunos.

Tal episodio constituiu-se como elemento catalisador para a busca de uma abordagem
pedagogica que transcendesse os limites da abstracdo puramente formal, favorecendo processos
de visualizagdo, manipulagdo e significagdo dos conceitos matemadticos (Abreu; Santos;
Rodrigues, 2018).

Esse marco historico reforga a relevancia dos artefatos semidticos no ensino de
Matematica, evidenciando a necessidade de estratégias didaticas que articulem experiéncias
concretas e construgdes conceituais abstratas. Nessa perspectiva, Cuisenaire foi sensibilizado
pela anglstia de um estudante diante da incompreensdo de conceitos matematicos, fato que
impulsionou o desenvolvimento de materiais manipulaveis voltados a media¢ao do pensamento
matematico ¢ a ampliagdo das possibilidades de aprendizagem (Abreu; Santos; Rodrigues,
2018).

Esse material didatico — as barras de Cuisenaire — visa a corroborar a visualizacio e
a manipulacdo de conceitos numéricos fundamentais, como adi¢ao, subtragdo, fragdes e razoes.
Conforme Abreu, Santos e Rodrigues (2018), os materiais manipulativos sdo essenciais para a
compreensdo do conhecimento matematico, ao promoverem a objetivacao de conceitos € uma
apreensdo mais profunda. Nesse sentido, torna-se imperativo considerar cada "signo e artefato"

(Radford, 2021) que contribui para a materializacdo do pensamento abstrato.
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Segundo Gattegno (1974), os materiais manipuldveis ndo devem ser compreendidos
apenas como instrumentos de demonstragdo, mas como elementos constitutivos do pensamento
matematico. Essa perspectiva alinha-se com Radford (2021), ao afirmar que os signos e
artefatos integram a propria atividade cognitiva. Nesse diapasdo, as barras de Cuisenaire,
conforme descritas por Hare e Chinn (1996), constituem um sistema padronizado de cores e
comprimentos que favorece a compreensdo intuitiva de diversos conceitos matematicos ao
longo da escolaridade.

Diante desse potencial didatico, a manipulacdo concreta ¢ adotada como artefato
semidtico central no processo de ensino e aprendizagem dos conceitos relacionados aos
Numeros Metalicos, contribuindo para a materializacdo do pensamento abstrato. Com base
nesse referencial tedrico, a pesquisa avancga para a descri¢do dos procedimentos metodologicos,
visando explicitar o método adotado e os processos de objetivagdo esperados.

A invengdo desse recurso didatico exemplifica uma resposta pragmatica a um desafio
pedagogico, transformando uma experiéncia de dificuldade em um artefato que promove a
concretizacdo do pensamento abstrato (Abreu; Santos; Rodrigues, 2018).

Dessa forma, a visualizagdo em Matemadtica, que abrange desde o uso de graficos até a
manipulacdo de objetos concretos, torna-se um instrumento cognitivo fundamental. Configura-
se, assim, como um exemplo dessa evolugao, ilustrando uma mudanca de paradigma no ensino-
aprendizagem da Matematica, ao oferecer uma abordagem mais concreta e acessivel para o

ensino dessas estruturas, ver Figura 6:

Figura 6 — Barras de Cuisenaire ou Barras “C”

1 2 3 4 5 Z 8 9 10

g
Fonte: baseada na obra de Abreu, Santos e Rodrigues (2018, p. 286), adaptado pela autora.

A utilizacdo desses artefatos estd em profunda sintonia com as diretrizes da BNCC
(Brasil, 2018). Embora o documento ndo as mencione especificamente, preconiza um ensino

de Matematica mais contextualizado e menos intimidante, em que os estudantes possam
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desenvolver habilidades de raciocinio, comunicagdo e resolucao de problemas. A Base ainda
enfatiza que a aprendizagem deve ser construida por meio da exploracdo, investigacdo e
descoberta (Brasil, 2017).

Segundo Gattegno (1974), a manipulagao de materiais concretos favorece a passagem
do nivel intuitivo para o abstrato, contribuindo para a consolidagdo da compreensdo dos
conceitos matematicos. Essa interagdo com os objetos possibilita que os estudantes expressem
seus raciocinios, argumentem sobre suas estratégias e justifiquem as descobertas realizadas
durante o processo de aprendizagem.

Nessa dire¢do, Hare e Chinn (1996) destacam que as barras de Cuisenaire foram
amplamente utilizadas desde a Educagdo Infantil até o 8° ano do Ensino Fundamental,
auxiliando os alunos no desenvolvimento de uma compreensdao intuitiva de conceitos
matematicos, tais como numeros inteiros, fragcdes, padrdes e fungdes, entre outros conteudos
fundamentais.

Procurar entender como a movimentagdo dessas ferramentas pode possibilitar a
aprendizagem de padrdes recursivos e outras definicdes constitui tarefa sine qua non, nao
apenas na descri¢ao de sua eficacia, mas também na fundamentagado tedrica do processo pelo
qual elas atuam como mediadoras na constru¢do do conhecimento matematico (Radford, 2021;
Duval, 1995).

Decerto que, a partir de um estudo bibliografico e de aplicagdes praticas por meio das
atividades do itinerario metodologico proposto, as relacdes proporcionais puderam ser
visualizadas mediante o estudo de combinagdes especificas de objetos, ferramentas e
dispositivos linguisticos, relatados no decorrer do texto. Esses elementos fomentaram a

transformagao do saber em conhecimento.

3.5.2 Tabuleiro 1xn, ladrilhos e ladrilhamento

De modo complementar, esta pesquisa fundamentou-se na exploragdo de um campo
conceitual e material relevante para a Matematica contemporanea. Os estudos de Benjamin e
Quinn (2003) evidenciaram o potencial dos tabuleiros unidimensionais (1 X n) na investigacao
combinatoria de propriedades aritméticas e recursivas, enquanto Spreafico (2014) amplia essa
perspectiva ao discutir o uso de tabuleiros e ladrilhos como representagdes visuais dessas
estruturas.

Tais referenciais, alicercados pela Figura 7 abaixo, coadunam com a presente
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investigacdo ao reconhecer esses artefatos aliados a vivéncias colaborativas favorecem a
visualizacdo, a coordenacgdo entre diferentes registros de representacdo e a compreensdo das
Sequéncias Numéricas Recorrentes, em consonadncia com os pressupostos da Engenharia

Didatica e da Teoria dos Registros de Representacao Semidtica.

Figura 7 — A no¢do de n — tabuleiro e a Sequéncia de Fibonacci

|

Fonte: Benjamin; Quinn (2003b, p. 12).

O~

De modo complementar, tem-se que, em estudos atuais, o Tabuleiro Concreto
caracterizado como um n-tabuleiro com dimensdo 1xn, onde um conjunto £
{Ly,Ly,Ls,...L;} (1 <k <n), denominado ladrilhamento, corresponde as composigdes dos
conjuntos de ladrilhos organizados conforme o preenchimento do tabuleiro em ordem crescente

das células (Alves et al., 2024).

Vale salientar que por defini¢do, as formagdes quadraticas denominados por casas ou
células sdo enumeradas e descrevem a posi¢do das composi¢des ou combinagdes de ladrilhos

utilizando um quadrado de dimensao |:|1x1 e um domino (coringa) de dimensdo| | 1x2,
(Spreafico, 2014).

Figura 8 — Representacdo primdria da Sequéncia de Ouro via tabuleirolxn

n=1 i |

n=2 | 2 |

n=3 | ' =] 3

n=e LU0l L0 e e L
: 7

- o BT B

Fonte: dados da pesquisa, idealizacdo da autora com o aperfeicoamento da [A Gemini

Dessa forma, seja pela atribuicdo de cores ao preenchimento das células, seja pela
marcacao das posigdes correspondentes aos termos da sequéncia, favorece-se a identificagao de
padrdes visuais e a constru¢do de uma compreensdo mais concreta das propriedades e da

estrutura das sequéncias numéricas.
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A escolha desses materiais especificos para esta dissertagcdo sera detalhada nas Secdes
4 e 5, mas a premissa ¢ que estes possam configurar uma extensdo na representagdo dos NM,
haja vista que, por sua simplicidade e versatilidade, promovem adaptagdes para uma ampla
gama de propriedades dessas estruturas, desde suas definigdes algébricas até suas manifestacdes
em padrdes de crescimento e propor¢des passiveis de replicagdo em outros ambientes de
aprendizagem.

Diante do contexto histérico e do pressuposto de ordem didatica, ¢ fundamental
incorporar teorias que expliquem o comportamento de sequéncias recorrentes, cujo interesse
inicial restringia-se ao estudo de sequéncias generalizadas de Fibonacci, Lucas, Pell, Jacobsthal
e Narayana, conforme destacam Alves et al. (2024). Esses autores evidenciaram a evolugao e o
reconhecimento de novas abordagens das relagdes entre tabuleiros que passaram a interpretar

propriedades sequenciais por meio de conceitos abstratos (Benjamin; Quinn, 2003).

Figura 9 — Representacao didatica da relagao entre os tabuleiros
Tabuleiro Abstrato (Benjamin &

Quinn, 2003)

Transposigdo Didatica Transposigao Didatica
CHEVALLARD, 1991) (CHEVALLARD, 1991)

Tabuleiro GeoGebra

Tabuleiro Concreto

(Viera, 2024) (Alves, 2022)

Fonte: Alves; Catarino (2026), adaptado pela autora.

Esta abordagem contemporanea, orquestrada por pesquisadores de diversos paises,
ampliou o estudo, utilizando noc¢des de Tabuleiros para entender, através da Transposicao
Didatica (Chevallard, 1986), a relagdo entre eles. Outrossim, para esta investigagdo o tabuleiro
concretolxn foi amplamente apresentado desde de sua compreensdo até sua manipulagdao
didatica, alinham-se as propostas de Benjamin e Quinn (2003) e de outros destacados na
literatura.

A trajetoria de triangulagdo entre os tabuleiros fundamenta os mecanismos de
Transposicao Didatica (Chevallard, 1986) operando na conversdo do “saber académico” em
“saber ensinado” por meio de diferentes registros representacionais. Observa-se no Quadro 7
na representacdo em tabuleiro abstrato a sequéncia de Fibonacci, com os mesmos artefatos

sugeridos para esta pesquisa.
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Quadro 7 — Representacdo em Tabuleiro Abstrato da SF
LADRILHOS | TAMANHO POSSIEBEILIDADES LADRILHAMENTO
N=0 E fo=1=F,

I:l N=1 I_‘ fA=1=F;
— [ pe2er,
v=s L T 3 L ]| #-3-=

U | I I e | fi=5=F

| [ ]
L ] | | |

Fonte: Formiga (2025, p. 6); Alves, Catarino e Vieira (2024), elaborado pela autora

Neste interim, o Quadro 7 caracteriza-se por {fn} n > 0 e representa o nimero de
ladrilhos que cobrem um tabuleiro 1xn, utilizando um quadrado de dimensao 1x1 e um dominé
(coringa) de dimensdo 1x2. Ciente destas consideragdes, o estudo das produgdes académicas
encontradas em estudos recentes que postularam o modelo Combinatério da SF, definida por
fn = Fn+ 1, (Spivey, 2019).

Observa-se que esse modelo de ladrilhamento abstrato, proposto por Alves et al. (2024),
apresenta desafios inerentes a representagao concreta, figura 7, especialmente no que se refere
ao uso de cores como categoria de distin¢do e as dificuldades de visualiza¢do dessas estruturas
no contexto do ensino de Matematica.

Vale salientar que a similaridade entre a Sequéncia de Fibonacci e a sequéncia de Ouro,
especialmente em contextos de ladrilhamento no Tabuleiro 1 X n, reside no fato de ambas
serem geradas por relagdes de recorréncia lineares de segunda ordem. Considerando a lei de

formag¢ao da Sequéncia de Fibonacci:

F,=F, 1+F,_,comF,=0,F =1 (24)

De maneira complementar, pode-se interpretar combinatoriamente o numero de
maneiras de ladrilhar um tabuleiro 1 X n. Se a Gltima peca utilizada for um quadrado 1 X 1,
restara um tabuleiro 1 X (n — 1), o qual pode ser preenchido de F,,_; maneiras. Por outro lado,
se a ultima peca utilizada for um dominé 1 X 2, restara um tabuleiro 1 X (n — 2), que podera
ser ladrilhado de F,_,maneiras. Assim, pelo Principio Fundamental da Contagem, a soma
dessas possibilidades conduz naturalmente a recorréncia da Sequéncia de Fibonacci (Benjamin;

Quinn, 2003b).
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De maneira andloga, a representacdo dos Numeros Metéalicos também pode ser
interpretada por meio de recorréncias associadas a processos de ladrilhamento, considerando-
se a lei:

MTl = kM‘l’l—l + M‘l’l—Z’ MO = 0, Ml = 1 (25)

em que krepresenta o parametro de recorréncia. Desse modo, por meio de
procedimentos dedutivos e argumentativos semelhantes aos utilizados na Sequéncia de
Fibonacci, torna-se possivel estabelecer analogias entre as representagdes combinatorias e
algébricas dos Numeros Metalicos, aspecto que serd aprofundado nas tarefas didaticas

apresentadas posteriormente.

3.5.3 O Tabuleiro fisico

Atua no estagio inicial permitindo a apropriacdo do conceito de sucessdo. A
manipulagdo fisica de quadrados de dimensodes (1x1) e dominds (1x2) ou como nomeamos
para esta investigag¢do, os coringas, em um tabuleiro 1xn fomentou que o participante pudesse
desenvolver uma percepcao sensorial combinatdria da estrutura recursiva.

Sendo assim, o Curso de Extensdo com esses artefatos semidticos tornou-se uma
experiéncia inovadora e consolidou-se na promoc¢do de habilidades no que tange o
desenvolvimento pensamento abstrato por parte dos professores participantes, a medida que,
fomentaram novas abordagens replicaveis em sala de aula.

Nesse sentido, o material manipulével, Figura 10, atua como um ponto de observacao
privilegiado para a identificagdo de lacunas conceituais, configurando-se como ferramenta
importante para atenuar fragilidades. Ao fortalecer a compreensao dos aspectos estruturais e
algébricos dos Niimeros Metalicos, esses suportes tém o potencial de mitigar dificuldades, e o
“erro” na hora da manipulacdo configurou-se um elemento norteador do processo ensino-

aprendizagem.
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Figura 10 — Os Ladrilhos do tabuleiro fisico

Fonte: baseado em Alves et al. (2024), idealizacdo da autora.

Nessa perspectiva, as categorias estudadas na Se¢do 3 coadunam com o primeiro
objetivo especifico anunciado no inicio deste texto dissertativo: analisar as categorias
epistemologicas, historicas, didaticas e matematicas dos Numeros Metalicos. Para tanto, a
investigagcdo ancorou-se em teorias e producdes existentes nas bases de dados consolidadas,
como o Portal CAPES, Google Académico e demais repositorios cientificos.

De modo geral, esta se¢do evidenciou uma abordagem integrada, na qual as Analises
Preliminares transcendem a perspectiva de um simples levantamento bibliografico e
documental, configurando-se como um processo investigativo fundamental para a construgao
do percurso metodologico da pesquisa, salienta-se que os demais objetivos especificos serao

atendidos nas se¢des que seguem.
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4 CONCEPCOES E ANALISE 4 PRIORI: OBSERVACOES A PARTIR DAS TAREFAS
DIDATICAS

"A Analise a Priori representa 0 momento em que o
pesquisador antecipa, fundamentado teoricamente, os
possiveis caminhos de aprendizagem, as dificuldades e as
estratégias que poderdo emergir durante a
experimentacao didatica" (Artigue, 1996).

A pesquisa foi conduzida em consonancia com as quatro fases da Engenharia Didatica,
tomando como arcabougo metodologico os pressupostos apresentados nas segdes anteriores. O
processo investigativo desenvolveu-se por meio da aplicacao de seis mddulos, os quais foram
observados a partir de diferentes manifestacdes de apropriacdo conceitual, estratégias de
resolugdo e processos de abstragdo relacionados as propriedades fundamentais e recursivas dos
Numeros Metalicos.

As subsegoes apresentam, de maneira sistematizada, o percurso metodolédgico trilhado
e os resultados produzidos a partir do curso de extensao desenvolvido em locus académico com
professores que lecionam Matematica. Com base nas Analises Preliminares, formularam-se as
Analises a Priori, que anteciparam possiveis lacunas, "erros" ou dificuldades de manipulacao
dos materiais, equivocos conceituais e obstaculos epistemologicos relacionados a compreensao
das propriedades fundamentais e recursivas dos Nimeros Metalicos.

Tal antecipagdo possibilitou prever desafios que foram confrontados nas Andlises a
Posteriori e validados mddulo a modulo durante a manipulacdo concreta dos artefatos
semioticos, fortalecendo o processo de ensino-aprendizagem dessas manifestagdes e elucidando
a potencialidade dos materiais utilizados.

Diante desse contexto, constatou-se que a Professora-Pesquisadora desempenhou papel
importante na criacao e organizagao das tarefas didaticas que compuseram o curso de extensao.
Tal atuagdo possibilitou investigar as dificuldades apresentadas pelos professores participantes
na compreensdo dos processos de transposicdo didatica entre o conhecimento matematico
abstrato e suas representagdes concretas, conforme discutido por Chevallard (1986).

Nesse sentido, as subsegdes coadunam com os trés objetivos especificos delineados a
partir das Andlises Preliminares da pesquisa, dentre os quais se tém: analisar as categorias
matematicas, historicas e epistemologicas da familia dos Numeros Metélicos, contemplando
suas propriedades fundamentais e os teoremas associados as sequéncias recorrentes;
desenvolver um curso de extensdo, estruturado a luz da Engenharia Didatica, composto por seis
tarefas progressivas auxiliadas pelos materiais manipulativos — as barras de Cuisenaire,

ladrilhos e tabuleiro 1xn; Discutir a importancia das seis vivéncias para o processo de ensino-
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aprendizagem das propriedades fundamentais e recursivas dos Numeros Metéalicos em contexto
académico.

Além disso, as tarefas contribuiram para a troca de saberes inerente aos processos de
ensino-aprendizagem, utilizando-se de signos, artefatos e outras representagcdes semioticas que,
neste caso, configuraram-se como: a linguagem, os gestos, o tabuleiro 1xn, os ladrilhos e as
barras de Cuisenaire, possibilitando o confronto de formagdes e a observagdo de possiveis
lacunas existentes em relacao as propriedades dos NM (Duval, 1995).

Com base nas Analises a Priori, foram introduzidos materiais manipuléveis especificos,
dentre eles as barras de Cuisenaire, disponiveis comercialmente, e os ladrilhos, confeccionados
pelos pesquisadores para subsidiar as vivéncias empiricas do curso de extensdo. A utilizacao
desses artefatos teve como finalidade materializar conceitos matematicos abstratos por meio de
representacdes concretas, favorecendo a aproximacdo dos professores que lecionam
Matematica na Educagdo Basica com conhecimentos pouco explorados, especialmente aqueles
relacionados as propriedades fundamentais dos Numeros Metalicos (NM). Nesse sentido, o
curso de extensdo constituiu a etapa experimental da pesquisa, integrando a fase empirica da
Engenharia Didatica e possibilitando a analise dos processos de ensino e aprendizagem
desenvolvidos ao longo da investigacao.

E importante destacar que o planejamento detalhado do curso de extensdo encontra-se
no Anexo A, localizado na ultima se¢do desta dissertacdo. Nesse documento, estdao explicitados
0s pressupostos teorico-metodologicos que orientaram a proposta formativa, bem como as
atividades presenciais e assincronas desenvolvidas ao longo do percurso investigativo. Também
constam os periodos de realizacdo das etapas empiricas. Ademais, observou-se, ao longo da
estruturacdo do curso, uma intencionalidade voltada a transposi¢do didatica dos saberes
algébricos relacionados aos Numeros Metalicos.

Tal estrutura foi concebida para favorecer a constru¢do gradual dos conhecimentos
relativos as Sequéncias Numeéricas Recorrentes, com énfase nos Numeros Metalicos, mediante
a mobilizacdo de diferentes artefatos semiodticos. Desse modo, o percurso formativo buscou
promover a visualizagdo, a interpretacdo e a formalizagdo de propriedades matematicas,
contribuindo para a compreensao conceitual dessas estruturas em locus académico.

Os seis modulos organizaram-se em tarefas formativas estruturadas por niveis
crescentes de complexidade. O primeiro introduziu os fundamentos tedricos € promoveu as

primeiras interagdes com as barras de Cuisenaire. Nesse momento, buscou-se observar de modo
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progressivo a manifestagdo dos saberes relacionada ao ensino de sequéncias numéricas
recorrentes favorecidas pela sua conversdo em objeto de aprendizagem (Chevallard, 1986).

No segundo, elucidou-se um avango em dire¢ao as propriedades operatorias, com énfase
na adi¢do e na recursividade, incorporando a razao limite das sequéncias recursivas de segunda
ordem. Tal amplia¢do dos diversos registros de representacao contribuird para a consolidagao
de regularidades, ao passo que o saber se transforma gradativamente, tornando-se mais
"sensivel" e "tangivel".

O terceiro encontro constituiu um ponto de inflexao no percurso formativo, ao introduzir
o ladrilhamento associado a sequéncia de Fibonacci, concebido como base epistemologica e
didatica para a compreensao da Sequéncia de Ouro. Nesse contexto, articulou-se a relagao entre
diferentes registros de representagdo e a explicitagdo de regras, elementos fundamentais para a
emergéncia e a movimentacao de saberes algébricos por meio dos ladrilhos e do tabuleiro 1xn.

A partir do quarto e do quinto encontros, a proposta avanga para um nivel mais abstrato,
ao explorar o modelo combinatoério das sequéncias de Ouro, Prata e Bronze com o apoio dos
ladrilhos e das barras de Cuisenaire. As a¢des dos professores participantes tornaram-se mais
reflexivas e dialdgicas, ao mesmo tempo em que lacunas conceituais emergiram, segundo as
Andlises a Priori, sinalizando um movimento em dire¢do a generalizacdo. Nesse momento,
observou-se um breve comentario acerca de um possivel itinerario de transi¢do entre materiais
concretos a partir das diversas manipulacgdes, observagdes importantes sujeitas a verificagdes
futuras.

Os moddulos entrelagaram-se e ampliaram o escopo do processo de ensino-aprendizagem
ao possibilitar uma retomada de conceitos, verificagdes e feedbacks que potencializaram a
producdo, a ressignificagdo, a reproducdo e a expansao dos saberes abstratos dos NM em
diferentes contextos de formagao de professores.

No tocante ao ultimo encontro, assume-se um carater avaliativo e reflexivo, orientado
para a tomada de consciéncia dos conceitos mobilizados ao longo do curso de extensdo. Por
meio de feedbacks, da aplicacdo do questionario online e da retomada das tarefas didaticas,
busca-se a validacdo do percurso e a coleta de andlises criticas para fins de auxiliar no

desenvolvimento profissional do professor que ensina Matematica.
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4.1 O Curso de extensiao: Sequéncias Numéricas Recorrentes para Educaciao Basica

Segue-se, doravante, com as tarefas do Curso de Extensdo que fizeram jus as
manipulagdes vindouras nas se¢des conseguintes, delineadas a partir dos preceitos da ED. Vale
salientar que cada tarefa foi organizada e idealizada pela professora-pesquisadora (PP) em

consonancia com o arcabougo tedrico-metodologico de pesquisa.

4.1.1 Tarefa diddtica 1: construindo a recursividade de segunda ordem com Barras de

Cuisenaire

Os participantes desta proposta devem ser organizados em grupos de no maximo 5, para
realizar a experimentagdo. De posse dos artefatos semidticos, as barras de Cuisenaire, ou
Barras “C” (Hare & Chinn, 1996), manipulem-nas a fim de poder encontrar as combinagdes
possiveis ¢ a lei de formagdo da recursividade F,,, sabendo que a sequéncia deve ser
caracterizada de segunda ordem? Observagdo: uma recursividade de segunda ordem ¢
caracterizada pelo fato que cada termo ¢ resultado da soma dos dois termos que o antecedem,
imediatamente.

Comentarios da tarefa 1: Considerando as barras de Cuisenaire, Figura 11, localizada
na pagina 68 deste manuscrito, cujos comprimentos inteiros variam de 1 a 10, observa-se que,
a partir do terceiro termo, cada elemento poderd ser construido pela soma dos dois
imediatamente anteriores, em consonancia com a definicdo recursiva da sequéncia de
Fibonacci, caso particular da Sequéncia de Ouro.

As combinagdes possiveis das barras podem refletir composicdes aditivas
correspondentes aos valores da sequéncia, evidenciando a recorréncia subjacente. Ressalta-se,
contudo, que tais combinagdes ndo representam uma contagem do numero de decomposicoes
aditivas de um inteiro, mas sim a materializagdao das propriedades combinatdrias associadas a
definicdo recursiva inerente a sequéncia. Dessa forma, poderd haver articulacdo entre a
manipulacdo concreta dos artefatos e a estrutura matematica dos Numeros Metélicos.

No desenvolvimento da Tarefa Didatica 1, podem emergir diferentes obstaculos
didaticos, epistemoldgicos e cognitivos relacionados a compreensdo da recursividade de
segunda ordem e a articulagdo entre as representacdes concretas e simbolicas da sequéncia de
Fibonacci. Esses constituiram elementos relevantes para a Andlise a Priori, uma vez que
evidenciaram os processos de mobilizacdo, reorganizagao e significagdo do conhecimento

matematico arquitetado pelos participantes.
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Um dos primeiros obstaculos refere-se a compreensao imediata da propria nogdo de
recorréncia de segunda ordem. Embora a tarefa explicite que cada termo € o resultado da soma
dos dois termos imediatamente anteriores, alguns participantes podem apresentar elementos de
dificuldades ao se depararem com a regularidade estrutural da sequéncia, concentrando-se
apenas na obten¢do de resultados isolados, sem identificar a ldgica recursiva que organiza a

formacao de todos os termos. A compreensdo da relagdo recorrente:

E,=F,_1+F,, (26)

Fato este que pode exigir processos mais elaborados de abstracdo e generalizacao,
especialmente para participantes que ainda estabelecem forte dependéncia da manipulagdo
concreta. Outro obstaculo possivel relaciona-se a manipulagdo das barras de Cuisenaire
enquanto artefatos semioticos. Alguns grupos de participantes podem limitar-se a combinagdes
empiricas e tentativas sucessivas sem conseguir estabelecer relagdes matematicas diretas entre
as representagdes concretas ¢ a estrutura algébrica da sequéncia. Nesse caso, o material
manipuldvel pode ser compreendido apenas como recurso visual ou ludico, dificultando a
transposi¢do do concreto para o pensamento abstrato e generalizante.

Sob a perspectiva da TRRS, também podem surgir dificuldades na coordenagdo entre
diferentes registros de representacdo (Duval, 1995). Os participantes podem conseguir
visualizar determinadas combinagdes com as barras, mas apresentar limitacdes na conversao
dessas representacdes para registros numéricos, algébricos ou discursivos. Tal evidéncia
dificulta o tratamento e conversdao semiotica, fundamentais para a compreensao conceitual do
objeto matematico.

Nao obstante, podem ocorrer situagdes relacionadas a percepcdo das multiplas
possibilidades combinatorias. Alguns docentes podem apresentar interpretacdes diferentes a
partir das organizagdes espaciais das barras como estruturas matematicamente distintas, sem
compreender que determinadas configuragdes representam o mesmo valor numérico (Hare;
Chinn, 1996). Esse aspecto pode gerar conflitos relacionados as propriedades da adigdo,
especialmente a comutatividade e a equivaléncia entre diferentes composicgoes.

Outro elemento relevante refere-se as dificuldades de generalizagdo da lei de formacao.
Os participantes podem conseguir construir os primeiros termos da sequéncia empiricamente,

porém, podem apresentar limitacdes ao tentar formular verbalmente ou simbolicamente a
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regularidade observada. Nesse contexto, o auxilio da professora-pesquisadora torna-se
fundamental para fortalecer vinculos didaticos com os participantes da manipula¢do concreta.

A seguir, como a génese de representacdo concreta, ha a ilustragdo na Figura 11, que
expressa de modo preliminar o artefato que foi utilizado nas primeiras tarefas didaticas

apresentadas mais adiante.

Fonte: dados da pesquisa.

Dos pressupostos conceituais encontrados, vale salientar que o possivel elo e a
representacdo concreta das possibilidades de combinagdo reside na habilidade de visualizar e
construir os termos. Tanto as Barras “C”, Hare e Chinn (1996) quanto os ladrilhos e o tabuleiro
1xn, Benjamin e Quinn (2003), corroborando para que os professores materializem o processo
recursivo que define essas estruturas. A mera manipulacdo de recursos, por si s, € insuficiente.
Ela deve ser acompanhada por discussdes estruturadas, reflexdes e, principalmente, pela

explicitagdo das correlagdes desses objetos com os conceitos matematicos formais.

4.1.2 Tarefa diddgtica 2: explorando a Razdo Aurea por meio das Barras de Cuisenaire

Observando a constru¢do da sequéncia de barras (1, 2, 3, 5, 8, 13...), tarefa 1, por exemplo,
estes podem ser comparados de forma direta. Verifica-se, pois, que, o bastdo de 5 unidades e

o de 3 unidades, ¢ visivel que 5 € "quase o dobro" de 3, ou que 8 ¢ "quase o dobro e um pouco
Fn

mais" de 5. Essa comparagdo visual ajuda a formar uma intuicao sobre = que, no caso da

n-1
sequéncia de Ouro ou Fibonacci, aproxima-se da razdo aurea ¢ =~ 1,614. Manipule os
artefatos semiodticos (barras de Cuisenaire) para verificar essas possibilidades.

Comentarios da tarefa 2: Visualizar a razdo aurea como um numero irracional e

limitante da sequéncia pode ser abstrato para quem estd acostumado apenas com inteiros e
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fragdes exatas, dificultando a intuicdo da convergéncia da razdo dos termos. Dificuldade em
relacionar a manipulag@o concreta (barras) com conceitos simboélicos € matematicos avangados,
como limites e irracionalidade do ntimero de ouro.

A seguir, configura-se como premissa preliminar a observacao da figura 12, que delineia
a estabilidade da razdo de Ouro inferida acerca da tarefa 2.

Figura 12 — Estabilidade da Razdo de Ouro da Sequéncia de Fibonacci

=y -

%
=

Fonte: dados da pesquisa.

No Ambito desse movimento didatico podem surgir diversos obstaculos relacionados a
compreensdo da razdo entre termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci e a aproximacao
da Razdo Aurea. A tarefa exige que os participantes transcendam a percep¢do empirica imediata
das barras de Cuisenaire para alcangar um nivel mais abstrato de interpretacdo das
regularidades numéricas e das relagdes proporcionais presentes na sequéncia.

Inicialmente, um dos principais obstaculos refere-se a tendéncia de interpretar as
relagdes entre os termos apenas de forma intuitiva e visual. Ao observar que “5 € quase o dobro
de 3” ou que “8 € quase o dobro e um pouco mais de 5, os participantes podem restringir-se a
percepcdes aproximativas, sem compreender que existe uma regularidade matematica
associada ao comportamento limite das razdes sucessivas da sequéncia. Tal dificuldade
evidencia um obstaculo ligado a passagem da percepg¢do concreta para a formalizagdo
conceitual da proporcionalidade recorrente.

A relagdo investigada na tarefa envolve a analise da razao entre termos consecutivos da

sequéncia de Fibonacci:

- (27)

Fpn—1
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bem como a aproximac¢do da Razdo Aurea:

¢ ~ 1,618 (28)

Nessa perspectiva, podem surgir algumas dificuldades em compreender o conceito de
convergéncia. Alguns professores que ensinam matematica podem interpretar os valores
obtidos como aproximagdes ocasionais ou inconsistentes, sem perceber que a sequéncia das
razoes tende progressivamente a um valor constante. Tal limitacdo estd relacionada a
compreensio de processos infinitos e do comportamento assintotico? das sequéncias numeéricas.

Outras dificuldades referem-se a compreensdo da propria nog¢do de razdo. Muitos
participantes podem associar a ideia de “dobro” apenas a relagdes inteiras ou exatas,
apresentando dificuldades em compreender relagdes proporcionais nio inteiras. Assim, a
interpretacdo da razdo durea como um numero irracional e ndo exato pode gerar conflitos
conceituais, especialmente quando os participantes tentam validar empiricamente os resultados
apenas pela manipulagao visual das barras.

Além disso, podem emergir dificuldades na articulacdo entre diferentes registros de
representacdo semidtica. Embora os participantes consigam visualizar diferencas de tamanho
entre as barras, podem aparecer limitagdes ao converter essas percepcdes em relagdes
numéricas, fragdes, razdes ou expressoes algébricas. Sob a perspectiva da TRRS de Duval, tal
obstaculo evidencia dificuldades de conversdo entre registros visuais, numéricos e simbolicos.
Outro aspecto relevante refere-se ao risco de uma interpretagdo exclusivamente empirica do
conceito matematico.

Portanto, a Tarefa didatica 2 apresenta elevado potencial investigativo, pois possibilita
a articulagdo entre percepcao visual, experimentacdo concreta e abstragdo matematica, ao
mesmo tempo em que apresenta obsticulos epistemologicos fundamentais relacionados a
compreensdo de razdo e proporcionalidade, convergéncia e generalizagdo algébrica no estudo
da sequéncia de Fibonacci e da Razdo Aurea.

Nesse mesmo contexto de aplicagdo pratica que compde o Curso de Extensdo, e em
consonancia com a progressao das tarefas didaticas propostas, adotou-se, na etapa subsequente,
a utilizagdo do tabuleiro 1 X n e dos ladrilhos metalicos como recursos didatico-pedagdgicos

para a exploracdo das propriedades fundamentais e recursivas dos Nimeros Metalicos.

2 O comportamento assintdtico, no &mbito académico, descreve a tendéncia de uma fungao, sistema ou algoritmo
quando suas variaveis independentes ou o tamanho de sua entrada se aproximam de um limite extremo (geralmente
o infinito), (Bachmann, 1894; Landau, 1909).
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4.1.3 Tarefa didatica 3: explorando a Sequéncia de Ouro por meio de ladrilhos e tabuleiro

1Xxn

Com base nos principios epistemologicos da formacao recursiva da Sequéncia de Fibonacci,
caso particular da Sequéncia de Ouro que segue delineado na Tarefa 1, apresenta-se de modo
similar com a lei de formacdo M,, = kM,,_; + M,,_,, para valores iniciais My = 0e M; = 1.
Os grupos procederdo a manipulacido sistematica de artefatos semioticos, conforme o
referencial tedrico de Ferreira (2013), a fim de visualizar e validar empiricamente as
propriedades da adicdo (comutatividade, associatividade) por meio de experimentagdo

concreta com os ladrilhos e tabuleiro 1xn.

Comentarios da Tarefa 3: Ao propor que os professores construam a sequéncia de
Fibonacci ou de Ouro por meio dos ladrilhos 1x1 e 1x2 e tabuleiro 1xn, ¢ fulcral orientar que
ao manipular cada termo seja observado a soma dos dois imediatamente anteriores, em
conformidade com a lei de recorréncia.

Esta possibilidade de representagao deriva um mesmo valor por diferentes composi¢des
aditivas, fortalecendo, assim, a visualizagdo ¢ a experimentagao das propriedades comutativa e
associativa da adicdo, ao utilizar esses materiais representativos, configurando-se, desse modo,
um possivel recurso didatico importante para a compreensdo das propriedades fundamentais da
adi¢do e da recorréncia, ponto alto da proposta que seguird como premissa de aplicacdo em
l6cus académico.

Esses artefatos, conforme vistos na figura 13, foram mobilizados para fundamentar e
ampliar as trés tarefas subsequentes, possibilitando a andlise das transi¢des conceituais e

semidticas entre os materiais e a consolidacdo das propriedades investigadas.

Figura 13 — Manipulagdes prévias dos ladrilhos no tabuleiro 1xn
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Fonte: baseada em Alves, Catarino, Vieira & Spreafico (2024), idealizacdo da autora.
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No desenvolvimento da Tarefa 3, alguns obsticulos podem surgir durante a
manipula¢do com estes artefatos e na compreensdo da formagdo recursiva da Sequéncia de
Ouro. Tais obstaculos relacionam-se tanto a abstragdo inerente as sequéncias recorrentes quanto
as dificuldades de transposicao didatica, do “saber sabio” para o “saber ensinavel” (Chevallard,
1986, p. 32) entre as representacdes concretas e o modelo algébrico generalizado.

Inicialmente, um dos principais obstaculos refere-se a compreensdo da propria lei de

formacao recursiva:

My = kMy_1 + My, (29)

Os participantes podem apresentar dificuldades em compreender que cada termo da
sequéncia depende simultaneamente de dois termos anteriores ¢ de um parametro variavel k,
diferentemente da Sequéncia de Fibonacci tradicional, na qual o coeficiente multiplicativo ¢
unitario. Essa ampliacdo conceitual pode gerar conflitos cognitivos relacionados a
generalizacdo algébrica e a percep¢do das regularidades estruturais da sequéncia.

Outro obstaculo didatico refere-se a transi¢ao entre o concreto e o abstrato. Embora as
barras de Cuisenaire tenham favorecido a compreensao inicial das propriedades dos Numeros
Metélicos, esse artefato apresentou limitagcdes para representar termos mais elevados das
sequéncias. Em contrapartida, o tabuleiro 1 Xne os ladrilhos metdlicos ampliaram as
possibilidades de visualizacdo e representacdo das composi¢cdes numéricas, favorecendo a
generalizacdo das propriedades fundamentais e recursivas dessas sequéncias.

Ademais, alguns participantes podem realizar manipulacdo empirica das pegas, sem
conseguir estabelecer relagdes entre as construgdes concretas e a formalizacdo simbolica da
recorréncia. Nesse caso, existe o risco de que o material manipulavel seja percebido apenas
como recurso ilustrativo, sem promover efetivamente a compreensdo conceitual das
propriedades recursivas e algébricas envolvidas.

Outro aspecto relevante refere-se a visualizagdo das regularidades e padrdes da
sequéncia. Alguns participantes podem concentrar-se apenas na obtengdo de termos isolados,
sem conseguir perceber a estrutura recursiva global que organiza a sequéncia. Esse obstaculo
compromete processos de generalizacdo matematica e dificulta a formula¢do de conjecturas
sobre o comportamento da sequéncia para valores maiores de n.

Outrossim, também podem emergir obstaculos epistémicos relacionados a interpretacao

do pardmetro k. Os participantes podem correlacionar de forma equivocada que a variagdo



75

desse coeficiente modifica estruturalmente o comportamento da sequéncia, produzindo
diferentes familias metalicas. Nesse contexto, a abstracdo algébrica necessaria para
compreender o papel do parametro pode exigir intervencdes didaticas mais direcionadas por
parte da professora-pesquisadora.

Dessa forma, a mediacdo didatica da professora-pesquisadora torna-se essencial para
favorecer processos de argumentagdo, comparagdo, validagdo e institucionalizacdo do
conhecimento, conduzindo os participantes da experimentacdo concreta a compreensao das
propriedades estruturais da Sequéncia de Ouro e das demais sequéncias associadas a Familia
dos Numeros Metalicos.

Doravante, segue-se a apresentacdo de mais duas tarefas didaticas que ambientam a
investigacdo servindo como base observatorio primaria acerca de um possivel itinerario de
transicdo entre as barras de Cuisenaire e os ladrilhos 1x1 e 1x2 do tabuleiro 1xn, fato ja

sinalizada nos excertos anteriores.

4.1.4 Tarefa didatica 4: revestimento de tabuleiros 1 X n e recursividade dos Numeros

Metalicos

Qual ¢ o nimero de formas possiveis de cobrir um tabuleiro de dimensao 1xn utilizando dois

tipos de pegas de encaixe: um quadrado de dimensao I:I 1x1 de cor dourada e uma peca de

domino (coringa) de dimensao 1x2 cor amarela, considerando que a quantidade de
pecas segue a lei de formagao recursiva M, = kM,,_; + M,,_, para valores iniciais My = 0
eM; = 1?

Comentarios da tarefa 4: a proposta de experimentacdo fundamentada utiliza o

tabuleiro de dimensdo 1xn como um artefato facilitador que converte o saber empirico em
consciéncia algébrica. Ao manipularem quadrados I:I 1x1 (dourados) e dominds (coringa)

I:leZ (amarelos), os participantes precisaram realizar percep¢ao visual, detectando
padrdes estruturais. A contagem das formas de cobrir o tabuleiro revela a lei de formacgao
recursiva M, = kM,,_, + M,,_, para valores iniciais M, = 0 e M; = 1. Onde o coeficiente k
representa as variantes de cores dos quadrados e o termo M,,_, materializa a ocupagao de duas
unidades pelo domind.

No desenvolvimento da Tarefa didatica 4, podem aparecer alguns obstaculos didaticos
e conceituais relacionados a compreensdo da recorréncia, a contagem combinatéria e a

articulacdo entre representacdes concretas e generalizagdes de padrdes. A tarefa consubstancia
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que os participantes mobilizem simultaneamente raciocinio visual, pensamento recursivo e
interpretagdo matematica das possibilidades de ladrilhamento do tabuleiro, o que pode gerar
conflitos conceituais importantes para o processo investigativo.

Um dos principais obstaculos refere-se a compreensao da relagdo entre o problema

combinatorio e a lei de formagao recursiva (Spinadel, 1997):

My = kM1 + My (30)

Em muitos casos, tende-se a realizar apenas contagens empiricas ou enumerativas, sem
elucidar que a quantidade de possibilidades pode ser obtida recursivamente a partir das
construgdes anteriores do preenchimento do tabuleiro 1xn. Também podem surgir dificuldades
relacionadas a visualizagdo espacial e ao raciocinio combinatério. Alguns grupos podem nao
conseguir identificar todas as possibilidades de cobertura do tabuleiro unidimensional,
especialmente para valores maiores de n. Esse obstaculo pode levar a omissdo de combinagdes
validas, a repeticdo indevida de configuracdes equivalentes ou a incapacidade de sistematizar
as construgdes realizadas. Nesse contexto, a organizacdo espacial das pecas torna-se um
elemento central para o desenvolvimento da tarefa.

Sob a logica da TRRS, podem ser observados obstaculos na conversao entre os registros
manipulativos, visuais e algébricos (Duval, 1995). Embora os participantes consigam construir
fisicamente os ladrilhamentos, podem apresentar limitagdes na formalizagdo simbdlica da
regularidade observada.

Outro aspecto importante refere-se a tendéncia de interpretar o problema apenas como
uma atividade pratica de encaixe das pecas, sem perceber sua dimensdo estrutural e algébrica
promotora da aprendizagem utilizando o ludico. Nesse caso, os materiais manipulaveis podem
ser utilizados apenas de forma operacional, dificultando a compreensao de que cada nova
configuragdo decorre logicamente das anteriores. Tal situagdo pode comprometer os processos
de generalizagao e institucionaliza¢do do conhecimento matematico.

As duvidas, os conflitos cognitivos, as tentativas de reorganizacdo das estratégias e as
discussdes entre os participantes favoreceram os processos de significagdo dos conceitos
matematicos envolvidos. Assim, a professora-pesquisadora tornou-se essencial para colaborar
com os participantes na hora da manipulacdo e de maneira ativa fomentar momentos concretos
com pegas a compreensdo das propriedades combinatérias e recursivas das sequéncias

sugeridas.
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Segue-se, assim, para a penultima proposta didatica de manipulagdo com ladrilhos e
tabuleiro unidimensional das propriedades fundamentais e recursivas dos NM, onde a evolugao

conceitual descreve pode refletir ampliagdo das dificuldades inerentes a este constructo.

4.1.5 Tarefa didatica 5: explorando as propriedades fundamentais da recorréncia M,, =

2Iwn—l + Mn—Z

Quais as possiveis possibilidades de cobrir um tabuleiro 1xn com pecas quadradas douradas

(1x1) e prateadas I:I (1x1) e fichas de domin6 (Coringas) (1x2), e como essas
construcdes levam a relagdo recursiva M,, = 2M,,_; + M,,_, para valores iniciais My, = 0 e
M; = 1. Discutam a partir das visualizagcdes as propriedades aditivas (comutatividade e
associatividade).

Comentarios da tarefa 5: Entender o impacto do fator de recursdo 2 na estrutura da
sequéncia e seu crescimento acelerado, especialmente comparado a sequéncia de Fibonacci
mais conhecida, pode gerar dificuldades em relacionar manipulagdes concretas do problema
(colocar ladrilhos e combinar ladrilhos diversos) com a expressdo algébrica da relagdo
recursiva. Compreender a convergéncia das razdes para o numero de prata e seu significado
matematico, conceito abstrato para o ensino basico.

No desenvolvimento dessa tarefa didatica, considerou-se algumas dificuldades de
natureza estrutural, especialmente relacionadas a compreensdo da recorréncia, bem como a
interpretagdo combinatoria das construcdes e a articulacao entre os registros concreto, visual e
algébrico (Duval, 1995). A complexidade da atividade ampliou-se pelo fato de envolver dois
tipos de pegas unitarias de formato quadrangular douradas e prateadas, além de um retangulo
que foi nomeado de coringa, devido sua versatilidade de completar as possibilidades
combinatorias dessas construgdes, exigindo dos professores que lecionam matematica maior
capacidade de organizagdo, sistematizagdo e observagdo das possibilidades de cobertura do
tabuleiro 1xn.

Um dos primeiros obstaculos didaticos a ser considerado foi a compreensao da relagao

recursiva;

My, =2My_1 + My, (31)

Os participantes podem apresentar dificuldades em perceber por que o termo

2M,,_, aparece na recorréncia. Pode ser notério, tendenciar o problema as construcdes classicas
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da sequéncia de Fibonacci, sem compreender que a existéncia de duas pecas unitarias distintas
(dourada e prateada) que de modo indutivo duplica as possibilidades de preenchimento
associadas ao caso anterior.

Assim, uma dificuldade importante consiste em compreender que cada cobertura do
tabuleiro 1 X (n — 1) pode ser ampliada de duas maneiras distintas utilizando as pegas
unitarias. Outra situagdo discorre relacionada a visualizacdo combinatdria. Alguns professores
podem ndo conseguir identificar todas as possibilidades de cobertura do tabuleiro 1xn,
sobretudo para valores maiores de n. Isso pode gerar vacuidade de pegas, repetigdes
inadequadas ocorridas por combinagdes ndo observadas, e ainda dificuldades em organizar
sistematicamente as construgdes produzidas. A auséncia de estratégias organizacionais pode
comprometer a percep¢do das regularidades e dificultar a generalizagdo da lei de formagao.

Além disso, podem surgir dificuldades relacionadas a interpretacdo das propriedades
aditivas da comutatividade ¢ associatividade durante as constru¢des. Embora diferentes
disposicdes das pecas possam representar a mesma soma ou O mesmo comprimento do
tabuleiro, alguns participantes podem interpretar configuracdes espacialmente distintas como
resultados matematicamente distintos. Tal observagdo limita na compreensdo da equivaléncia
matematica entre diferentes arranjos combinatdrios.

Sob a otica da TRSS, vale salientar que também podem ocorrer dificuldades na
conversao dos diferentes registros (Duval, 1995). Os participantes podem apresentar limitagdes
ao expressar simbolicamente a regularidade observada ou justificar matematicamente a
recorréncia obtida. Assim, a transposicao didatica (Chevallard, 1986), entre a experimentagao
concreta e a formalizagdo algébrica pode ndo ocorrer de forma imediata.

No mais, a escrita avanga para a Analise a Priori da Ultima tarefa didética, concebida
com o proposito de promover inferéncias acerca dos conhecimentos matematicos mobilizados
ao longo das seis vivéncias concebidas. Essa etapa buscou realizar uma sintese integradora das
discussdes desenvolvidas nos modulos anteriores, retomando e articulando os principais
conceitos explorados durante o Curso de Extensao.

Assim, consubstanciou consolidar a compreensdo das propriedades fundamentais e
recursivas dos Numeros Metalicos, evidenciando as contribui¢oes das vivéncias e dos materiais
manipuldveis para os processos de visualizacdo, compreensdo, generalizacdo e formalizagdo
com professores que lecionam matematica.

Desse modo, a analise da ultima vivéncia possibilitou identificar indicios de um

itinerario de transi¢do entre os diferentes artefatos semioticos mobilizados ao longo do Curso
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de Extensao, revelando potencialidades didatico-pedagdgicas para a construgdo progressiva dos
conceitos abordados. Tal constatagcdo abre perspectivas para futuras investigagoes,
especialmente no que se tange a compreensao dos processos de passagem entre representacdoes

concretas e limitagdes inerentes as esses ladrilhamentos.

4.1.6 Tarefa didatica 6: sequéncias numéricas e configuracoes de ladrilhamentos coloridos

Considerem os elementos disponiveis: quadrados dourados I:I e prateados \_1 de tamanho

(1x1) e fichas de domino (coringa) amarelas de tamanho 1x2. Nestas condigdes,
determine quantas configuragdes diferentes de pegas podem ser formadas para tabuleiro 1xn
de tamanhos n =1, 2, 3, 4, 5 e 6, considerando que, para n=0, o valor ¢ igual a 1. Esses
nameros seguem alguma sequéncia numérica? A coloragdo das pecas influencia nesse
sentido? Qual a possibilidade de ladrilhar usando as barras de Cuisenaire, seguindo a lei de
recorréncia encontrada?

Comentario da tarefa 6: no que se refere as possiveis solugdes, espera-se que o0s
participantes reconhecam inicialmente a materializagdo concreta dos ladrilhamentos para
pequenos valores de n, organizando contagens sistematicas (por listagem, esquemas ou uso do
tabuleiro). A partir dessas construgdes, ¢ provavel que identifiquem um padrio de crescimento
e formulem uma relagdo recursiva do tipo M,, = 2M,,_; + M,,_,, ao reconhecer que cada
configuracdo pode ser obtida pela adicdo de um ladrilho 1x 1,1 X 2 ao final de um
ladrilhamento menor.

Alguns participantes podem ainda avancar para generalizagdes, comparando com a
sequéncia de Ouro e percebendo o aumento do nimero de termos na recorréncia, o que se
configura maior complexidade estrutural. Também podem emergir representagdes tabulares,
diagramas ou expressdes algébricas como formas de sistematizacdo.

Quanto aos possiveis “erros” e dificuldades, podem surgir equivocos na contagem dos
ladrilhamentos, especialmente por duplicagdo ou omissdo de casos, revelando fragilidades no
raciocinio combinatorio. Outra dificuldade recorrente pode ser a nao identificacao da relagdo
recursiva completa, limitando-se a padrdes incompletos (por exemplo, considerar apenas M,, =
M, _, + M,,_,, desconsiderando o fato metalico k).

Desse modo, as dificuldades sinalizadas com a categoria cores, bastdes e
posicionamentos estabelece um eixo de investigagdo essencial para otimizar as estratégias de

ensino que utilizam a combinatoria com barras e com ladrilhos para introduzir o conceito de



80

recursividade e possivelmente encontrar o itinerdrio de transicdo entre as duas categorias de
materiais manipulativos utilizados, nesse constructo.

Segue, na proxima se¢do, a terceira fase da Engenharia Didatica (ED), denominada
Experimentacao, etapa em que as hipoteses e conjecturas formuladas nas fases anteriores sao
confrontadas com a realidade empirica. Trata-se do momento em que o planejamento didatico
se materializa por meio das vivéncias desenvolvidas junto aos participantes, possibilitando a
producao de dados e a observagao dos fendmenos investigados. Assim, a Experimentagdo
constitui o espago destinado a realizacao das atividades propostas, tornando concretas as

previsdes inicialmente estabelecidas e fornecendo subsidios para as analises subsequentes.
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5 EXPERIMENTACAO: A VISUALIZACAO CONCRETA DAS SEQUENCIAS
METALICAS

“A  experimentacdo ndo se limita a aplicacdo de
atividades, mas representa um espago de observagdo
sistematica dos fendmenos de ensino e aprendizagem
produzidos" (Artigue, 1996).

Nessa perspectiva, a fase de experimentacao da Engenharia Didatica proposta para esta
investigacao considerou as variaveis didaticas que poderiam interferir, direta ou indiretamente,
na aplicacdo dos modulos. Além disso, buscou analisar as escolhas relacionadas a essas
variaveis, possibilitando observar os participantes em suas manifestacdes cognitivas,
discursivas € comportamentais, bem como interpretar os sentidos produzidos durante o
desenvolvimento das tarefas propostas.

De acordo com Artigue (1995), cabe ao professor-pesquisador definir variaveis
didaticas em niveis distintos, descrevendo detalhadamente cada tarefa proposta. Nesse
contexto, essas variaveis foram organizadas de modo a provocar desequilibrios cognitivos e
epistemologicos nos participantes, impulsionando-os a mobilizacdo de estratégias, a
formulagdo de conjecturas e a materializagcao de conhecimentos matematicos mais “acessiveis”
e “tangiveis”. Assim, os seis modulos do Curso de Extensdo foram concebidos para fomentar
processos investigativos, reflexivos e colaborativos, mediados pelas barras de Cuisenaire, pelo
tabuleiro 1 X n e pelos ladrilhos.

A abordagem qualitativa adotada possibilitou compreender os processos de
experimentacdo e significagdo produzidos ao longo da investigacdo. Conforme Lakatos e
Marconi (2017), o método qualitativo permitiu compreender os fendmenos em sua
complexidade, considerando os sentidos atribuidos pelos sujeitos as experiéncias vivenciadas.
De maneira complementar, Gil (2002) destaca que a analise qualitativa depende de multiplos
fatores, tais como a natureza dos dados coletados, a extensdo da amostra, os instrumentos

utilizados e os referenciais tedricos que orientam a investigacgao.
5.1 Contexto empirico da pesquisa: tratamento dos dados
Os momentos empiricos e a coleta de dados ocorreram entre os meses de margo a junho

de 2026, na sala de Seminario 01 do Nucleo de Pesquisa e Estudos Regionais (NUPER), situado

na Faculdade de Educacdo pertencente a Universidade Federal do Ceara (UFC), localizada na
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cidade de Fortaleza. A investigacdo esteve vinculada a um grupo de docentes inscritos
voluntariamente no Curso de Extensdo “Sequéncias Numéricas Recorrentes para a Educagdo
Basica”, os quais se comprometeram com a participacao nas atividades propostas ao longo dos
seis mddulos formativos.

O curso teve como premissa a participagdo de professores que lecionam matematica na
Educacdo Basica, promovendo um envolvimento produtivo de pedagogos e licenciados em
Matematica em um espago colaborativo, reflexivo e dialogicos, voltado ao aprimoramento das
praticas pedagogicas em sala de aula. Neste interim, buscou-se analisar as contribui¢des de um
Curso de Extensao estruturado a luz da Engenharia Didatica e mediado por artefatos semidticos,
como barras de Cuisenaire, tabuleiro 1 X n e ladrilhos metalicos, para a compreensdo dos
processos de ensino e aprendizagem relacionados as propriedades algébricas e recursivas dos
Numeros Metalicos.

Os participantes da pesquisa assinaram o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido
(TCLE), no qual foram explicitados os objetivos, os métodos, os beneficios e os aspectos éticos
da investigacdo, assegurando-se o anonimato dos sujeitos envolvidos. O documento também
autorizou a utiliza¢do das informagdes provenientes da andlise dos dados em publicagdes
académicas e eventos cientificos, conforme apresentado no Apéndice A desta dissertagao.

De maneira complementar, o tratamento dos dados ocorreu a luz dos pressupostos
tedrico-metodoldgicos adotados, considerando as categorias epistémicas, historicas, didaticas e
matematicas dos Numeros Metalicos (NM), bem como os discursos, as producdes matematicas
e o processo de ensino-aprendizagem evidenciados pelos participantes ao longo das vivéncias
desenvolvidas.

Nesta fase da investigagdo, o Curso de Extensdo, composto por seis moédulos
progressivos, contou com a participagdo da Professora-Pesquisadora e uma média de 15
participantes por encontro. Os sujeitos atuaram ativamente na constru¢do de conhecimentos
relacionados as propriedades fundamentais e recursivas dos NM, mobilizando estratégias,
levantando conjecturas e compartilhando significados matematicos durante as atividades

colaborativas.

5.1.1 Sistematizacdo e andlise dos dados do questiondrio eletronico

De modo subsequente, apresenta-se o Quadro 8, que sistematiza os dados provenientes

do questiondrio aplicado aos professores, contemplando a caracterizagdo dos participantes da
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pesquisa, bem como algumas inferéncias decorrentes das questdes subjetivas relacionadas as

suas percepgoes sobre o Curso de Extensdo e as limita¢des prévias identificadas

Quadro 8 — Questionario do professor participante da pesquisa

1. Vocé tem interesse em participar como
voluntario nesta pesquisa? Caso sua
resposta seja sim, prossiga.

Os 15 professores inicialmente inscritos responderam
que “‘sim”

2. Qual sua formacao Inicial?

Em média cerca de 42% dos professores inscritos eram
licenciados em Matematica ¢ os demais formados em
Pedagogia e lecionavam matemdtica na Educagdo
Basica.

3. Em sua formagdo (educagdo basica,
ensino superior e/ou formagao continuada)
vocé ja estudou conteudos envolvendo
sequéncias numéricas recorrentes (por
exemplo, sequéncia de Fibonacci,
progressodes, relagdes de recorréncia)?

Em relagdo ao assunto Sequéncias Numericas
Recorrentes cerca de 14% disseram nunca ter estudado

4. Se sim, quais sequéncias numéricas vocé
estudou?

“Progressdes Aritmética e Geométrica, Sequéncia de
Fibonacci e séries infinitas”.

“Fibonacci e suas generaliza¢des, Padovan, Perrin e
Numeros figurados”.

“Que eu me lembre agora: sequéncia de Fibonacci,
progressdo aritmética (PA) e progressdao geométrica
(PG)”.

“Progressdo Geométrica e Progressdo Aritmética”.

“Sequéncias naturais, pares, impares, Fibonacci...”.

5. Cite materiais concretos que ja utilizou
ou viu serem utilizados em aulas de
Matematica e para quais contetidos:

“Material dourado e so6lidos concretos, para fragdes e
sistema de numeragdo decimal”.

“Ladrilhamentos e pegas modulares para investigar
padroes figurais, recorréncias e processos de
generalizagdo algébrica e também jogos estratégicos de
domino, Tangran e atividades de origami matematico”.

“Na graduag@o ndo. Mas com os alunos ja usei material
dourado, Cuisenaire, domind, cartas de baralho, jogos
de tabuleiro”.

6. Com que frequéncia vocé utiliza ou ja
utilizou materiais concretos (como barras
de Cuisenaire, tabuleiros, ladrilhos, jogos)
para trabalhar conceitos matematicos?

Neste quesito as repsotas foram bem peculiares, cerca
de 43% disseram que raramente utilizaram materiais
concretos em suas aulas de matematica. Outros, 29%
relataram que utilizaram algumas vezes e uma média de
7% usa com freqeuncia, as barras, ladrilhos, tabuleiros
€ jogos.

7. Como vocé avalia o potencial dos
materiais concretos para auxiliar na
compreensao de propriedades
fundamentais de sequéncias numéricas?

Todos os participantes afirmaram que os materiais
apresentados contribuem para a compreensdo das
propriedades fundamentais e recursivas das sequéncias
numeéricas recorrentes.
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Justificar resposta

“O uso de artefatos semidticos potencializa tanto o
ensino quanto a aprendizagem de objetos matematicos
usualmente abordados de forma abstrata, como € o caso
das sequéncias Numéricas Recorrentes”.

“O uso de materiais concretos no ensino favorece a
construcdo gradual e auténoma dos conceitos
matematicos, permitindo que o estudante explore,
visualize e compreenda relagdes e propriedades por
meio da experimentacdo e da investigacdo”.

“O recurso visual ¢ bem mais eficiente do que a
abstracao”.

“Acredito, até mesmo por causa do curso que acabei de
fazer, que os materiais concretos podem auxiliar os
estudantes na visualizagdo ¢ compreensao de padrdes e
regularidades presentes nas sequéncias numéricas”.

“Bem, pelo método Singapura (Concreto - Pictorico -
Abstrato), os alunos precisam, antes de tudo, ter contato
visual (aplicagdo tangivel) do conceito. Depois deve-se
trabalhar com imagens que representam o conceito. E
finalmente, [...] puramente abstrato o conceito
matematico, para que haja a concretizagdo do objetivo
de aprendizagem com sucesso. Com isso, podemos
perceber a grande importancia de comecgar pelo
concreto. O concreto € o fundamento”.

8. Em que medida o Curso de Extensdo,
composta por seis tarefas progressivas,
contribuiu para que vocé visualizasse e
compreendesse as propriedades recursivas
dos Numeros Metalicos?

Cerca de 93% dos participantes afirmaram que o Curso
de Extensdo contrbuiu para a visualizacdo e
compreensdo das propriedades recursivas dos NM.

Contextualize:

“Uma visdo logica da matematica nos materiais, nos
jogos e games”.

“Foi uma oportunidade maravilhosa de aprender,
revisar e ter novas ideias metodologicas que facilitem o
ensino e possibilitem a aprendizagem”.

“Ajudou a perceber os padrdes das sequéncias, entender
como os termos se relacionavam entre si e identificar
como cada termo era construido a partir dos anteriores.
Além disso, o uso dos materiais e das representagoes
facilitou muito a compreensdo das regularidades
presentes nas sequéncias”.

“Ainda ndo tinha visualizado as sequéncias sobre a
perspectiva do ladrilhamento, foi muito rico para
fortalecer os conhecimentos prévios que eu ja tinha
sobre as sequéncias”.

“O curso contribuiu muito para minha compreensdo
sobre as propriedades recursivas dos Numeros
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Metalicos. Antes dele, eu nunca tinha estudado esse
tema. [...]Jos padrdes, as regularidades e as relacdes
presentes nas sequéncias numeéricas”.

9. Entre os materiais utilizados (tabuleiro
1xn, ladrilhos e barras de Cuisenaire), qual
ou quais mais ajudaram na sua
compreensao? Por qué?

“Todos eles ajudaram bastante. Sequéncia de ouro,
prata e bronze eram desconhecidas pra mim até o
momento do curso. Os materiais ajudaram ndo s6 a
montar as sequéncias como ver dentro delas as
propriedades da adi¢do acontecendo”.

“trabalhdo com as barras foi interessante, porém o
trabalho com ladrilhos aumentou as possibilidades e
facilitou o manuseio”.

“Barras de Cuisenaire na visualizacdo dos termos da
sequéncia de Fibonacci. Nao ha ndo had noesis sem
semioses”.

“Tanto os ladrilhos quanto as barras de Cuisenaire me
ajudaram bastante. O que mais gostei ¢ que sdo
coloridos, entdo fica mais facil de perceber os padrdes”.

“Apesar da dificuldade inicial com os ladrilhos, depois
eu entendi bem as propriedades das sequéncias: a
construcdo dos primeiros dos seus primeiros termos ¢ a
generalizag@o da formula de recorréncia”.

“Acredito que todos os materiais foram importantes. As
barras foram fundamentais para a compreensdo das
propriedades da razdo. Mas o tabuleiro e os ladrilhos,
como ¢ o conjunto que melhor materializa sequéncia”.

10. Houve algum momento em que vocé
percebeu mudanca na forma como
entendia as propriedades fundamentais e
recursivas (por exemplo, passou de uma
vis@o mais aritmética para uma visdo mais
algébrica?)? Descreva esse momento.

“O momento em que a formula foi apresentada no
material que estava sendo manipulado”.

“Sim, principalmente na possibilidade de perceber as
propriedades comutativa e distributivas”.

“Sim, quando pude verificar a recursividade da
sequéncia visualmente pelo uso dos artefatos semidticos
¢ a transposi¢do para o modelo algébrico”.

“Sim. No inicio eu observava as sequéncias mais pelos
calculos e pelos valores numéricos dos termos, com o
desenvolvimento das tarefas e o uso dos materiais,
comecei a perceber os padroes de formacao e as relagdes
entre os termos. Esse momento aconteceu
principalmente quando consegui identificar a
regularidade das constru¢cdes nos ladrilhamentos e
representar essas relagdes de maneira mais geral,
passando a enxergar a sequéncia de forma mais
algébrica e recursiva”.

“No meu caso, como eu ja tinha conhecimentos sobre as
sequéncias, entdo foi uma maneira diferente de olhar o
que eu ja compreendia”.
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11. Quais foram os maiores obstaculos ou
dificuldades que vocé encontrou ao tentar
representar € compreender as propriedades
dos Numeros Metalicos durante o Curso de
Extensao?

Os participantes apresentaram diferentes percepcdes
acerca das dificuldades vivenciadas durante as
vivéncias. As maiores incidéncias concentraram-se nas
dificuldades conceituais relacionadas a compreensao da
definicdo e da recorréncia (28,6%) e na interagdo entre
o material concreto e sua expressdo algébrica (28,6%),
revelando desafios na transi¢do. Além disso, 14,3%
apresentaram dificuldades em explicar o raciocinio para
outra  pessoa, enquanto outros  participantes
mencionaram aspectos relacionados a quantidade de
elementos, a socializagdo ¢ a dificuldades pontuais.

Detalhe sua experiéncia:

“No inicio do curso houve uma dificuldade de
compreensdo visual e de transi¢do para o modelo
algébrico, mas no decorrer do curso essa dificuldade foi
superada nos dialogos entre os colegas cursistas”.

“A dificuldade maior foi encontrar uma logica para
representar os elementos da sequéncia sem esquecer 0s
que faltavam”.

12. Vocé identificou um  possivel
itinerario de transi¢do entre os materiais
concretos utilizados durante a aplicacdo
dos seis modulos progressivos do Curso de

“Inicialmente, os ladrilhos e as barras de Cuisenaire
ajudaram na visualizacdo e constru¢do dos padroes. Em
seguida, com a repeti¢ao das configuragdes e analise das
regularidades, tornou-se possivel identificar relagdes de

Extensao? Descreva. recorréncia e formular generalizagdes”.
“Acredito que de alguma forma a resposta que escrevi
na pergunta 9 responde essa também”.

“Vimos a sequéncia de ouro e de prata utilizando a
escala Cuisenaire. Depois passamos a ver as
possibilidades em cada sequéncia com os ladrilhos de
1x1 e os dominds; com 2 ladrilhos 1x1 diferentes os
dominds. Logo depois veio a escala de bronze e o
tabuleiro 1xn. ndo identifiquei”.

“Nao consigo, infelizmente, recordar. Eu s6 tenho uma
memoria mais clara da atividade com as barras. Ndao me
recordo do exercicio com os ladrilhos”.

Fonte: dados de pesquisa.

Nesse contexto, o questiondrio eletronico, quadro 8, retrata de maneira importante uma
analise dos resultados obtidos de pesquisa, pois garantiu a caracterizacdo dos participantes de
forma subjetiva. Os registros audiovisuais, fotografias, produgdes escritas e os didlogos
desenvolvidos nos grupos constituiram elementos fundamentais para a interpretacdo do
processo de ensino-aprendizagem observados durante o Curso de Extensao.

Tais dados permitiram o entendimento de regularidades, estratégias e atribuiram

significados as formas de apresentacdo das propriedades dos Numeros Metalicos. As barras de
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Cuisenaire, os ladrilhos metalicos e o tabuleiro 1 X n configuraram-se elementos facilitadores
desta representacdo e relevantes para o ensino-aprendizagem de sequéncias recorrentes.

Por conseguinte, a Analise a Posteriori da Engenharia Didatica permitiu ndo apenas
validar as hipoteses construidas nas analises a Priori, mas também elucidar o potencial didatico-
pedagogico das vivéncias. Os resultados indicaram que a articulagao entre Engenharia Didatica,
artefatos semioticos e praticas colaborativas favoreceu ambientes investigativos mais
dindmicos e reflexivos, ampliando as possibilidades de compreensdo conceitual dos

participantes acerca das estruturas matematicas abstratas.

5.2 Planejamento do curso de extensio: sequéncias numéricas recorrentes para educacio

basica

Nesta subsecdo evidencia-se o Curso de Extensdo composto por seis tarefas didaticas,
aplicadas em l6cus académico com professores que lecionam matemadtica. Observou-se uma
preocupagdo perene, a Transposi¢ao Didatica de saberes a serem ensinados em sala de aula que,
de maneira concisa, contribuiram para concretizagdo dos entendimentos das propriedades

fundamentais e recursivas dos NM via materiais concretos.

5.2.1 Experimentacdo do curso de extensdo: sequéncias numéricas para educacgdo bdsica

Ocorrido no intersticio compreendido entre 14/03/2026 e 06/06/2026 e fundamentado
nos pressupostos de TRSS (Duval, 1995) e delineado pela ED (Artigue et al., 1995, Alves,
2018, 2021, 2023), dentre outros que subsidiaram esta experimentacao. Contemplou processos
de significacdo, generalizacdo e formalizacdo matematica, analisados a partir de seis modulos
progressivos, compostos por seis tarefas didaticas e outras possibilidades de materializacao dos
saberes, com um viés investigativo baseado nas linguagens, gestos e agdes coletivas com os
materiais manipulativos ou artefatos semioticos, as barras de Cuisenaire, tabuleiro e ladrilhos.

Esta experimentacdo desenvolvida na Faculdade de Educacdo da Universidade Federal
do Ceara (UFC/FACED), na cidade de Fortaleza, compreendeu 15 professores que lecionam
matematica e a Professora-Pesquisadora (PP) para o Curso de Extensao intitulado: Sequéncias
Numéricas para Educagdo Basica. Os docentes aderiram voluntariamente, mediante assinatura
do Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE).

Os docentes (P1, P2, P3, P4, ...) assim nomeados organizaram-se de forma aleatdria em

grupos menores nomeados (G1, G2, G3, ...), sendo preservado o anonimato dos participantes,
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incluindo a Professora-Pesquisadora (PP). Nesse sentido, a PP planejou e implementou os
modulos e as tarefas didaticas para estes momentos empiricos com o objetivo de responder a
pergunta norteadora de pesquisa e validar cada objetivo especifico assinalado para esta escrita
académica, ndo deixando de explicitar sua intencionalidade pedagogica.

Vale salientar que o planejamento, o TCLE, o Edital 01/2026 e o Questionario: professor
em Formacdo Continuada utilizados encontram-se assentados nos apéndices e anexos desta
dissertacao.

Sendo assim, as proximas linhas elucidaram as observagdes inferidas a partir das
vivéncias. As analises a Posteriori confrontaram o que se foi previsto nas analises a Priori € 0
que foi constatado na hora das experimentagdes, fato que corrobora para desencadear a

Validacao desta dissertacao académica.
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6 ANALISE 4 POSTERIORI E VALIDACAO: DADOS DE PESQUISA

"O objetivo da Validagdo ¢ verificar a coeréncia entre os
comportamentos efetivamente observados e aqueles
previstos na fase de concepgdo” (Artigue, 1988).

As fases de Analise a Posteriori ¢ Valida¢ao sao consideradas centrais no ambito da
Engenharia Didatica (ED), uma vez que constituem o momento em que os dados produzidos
durante a experimentacdo sdo confrontados com as hipoteses e previsdes formuladas na Analise
a Priori. Esse processo possibilita examinar a coeréncia entre o planejamento inicial e os
resultados efetivamente observados, permitindo identificar convergéncias, divergéncias e
reformulagdes necessarias a compreensdo do fendmeno investigado.

Nesse sentido, a validagdo segundo a ED desenvolveu-se de forma articulada ao longo
das subsecdes desta se¢do, compondo a etapa analitica. Dessa forma, tomou como referéncia
os dados empiricos coletados, os artefatos semioticos utilizados e os pressupostos teoricos que
fundamentaram a pesquisa. A partir desse movimento interpretativo, foram estabelecidas
categorias analiticas que orientaram a leitura, a organizagdo ¢ a discussdo dos resultados
apresentados a seguir:

Analise Semidtica das tarefas: as videogravagdes foram analisadas em detalhes, com
foco na identificagdo de "momentos de compreensdo" observados no contexto da aplicagdo,
coordenacdo de falas, gestos e manipulagdo dos ladrilhos para contribuir com um entendimento
compartilhado das propriedades fundamentais dos Numeros Metélicos.

Analise Tematica e Visual: o questionario eletronico auxiliou na caracterizagdo dos
participantes da pesquisa e fomentou as andlises temdticas com relacdo as concepgdes dos
participantes, suas percepg¢oes sobre a eficacia dos materiais e as reflexdes sobre o aprendizado.
As fotografias das construgdes elucidaram identificagdes de padrodes, estratégias e a evolucao
das representagdes a partir de um itinerario progressivo entre os participantes € os materiais ao
longo das experimentacdes.

Validacao: ao final de cada modulo ocorreram as Analises a Posteriori e as validagdes
orquestradas pela ED. A adequagao das tarefas, os momentos empiricos (vivéncias) e a eficacia
dos materiais corroboraram para coerentes abordagens teoricas, contribuindo para fortalecer o

conhecimento didatico tangivel e em constante evolugao.
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6.1 Analise a Posteriori e validacao do médulo 1

O modulo 1 foi organizado em trés momentos progressivos. Inicialmente, ocorreu a
apresentacao do material e a introducao de algumas teorias que o fundamentaram; em seguida,
ocorreu a experimentagdo com as barras de Cuisenaire, voltada a exploragdo de padrdes e
regularidades em sequéncias numéricas recorrentes; por fim, destacou-se as expressivas
discussoes coletivas, destacando as analises semidticas, tematicas e visuais na explicitacao do
raciocinio l6gico e na articulagdo de diferentes registros de representacdo semiotica, conforme
Duval (1995).

Baseado no Quadro 9 a seguir, ocorreu de forma sistematica o Modulo 1, ancorado no
curso de Extensdo e alojado no ambiente (AVA/G-TERCOA) e na se¢do dos Anexos desta

dissertagao:

Quadro 9 — Mddulo 1 do curso de extensdao (AVA/G-TERCOA)
1 Introducio as Sequéncias Recorrentes (14/03/26) (4 h/a)

1.1 Dinamica do curso de extensao e assinatura dos termos de consentimento (TCLE)

1.2 Apresentagdo dos conceitos fundamentais de sequéncias numéricas recorrentes € a

importancia postulada na BNCC (ex: sequéncia de Fibonacci, dentre outras);

1.3 Exploracgao inicial da relagdo entre pensamento aritmético em relagdo ao algébrico e

TO e a TRSS;

1.4 Atividade Presencial: Tarefa 1 com manipulacao livre de artefatos semidticos

basicos (barras de Cuisenaire);

1.5 Atividade Assincrona: Forum de discussado coletivo para que os participantes
compartilhem exemplos familiares de sequéncias numéricas no cotidiano, promovendo
reconhecimento prévio do tema. (6h/a).

Fonte: dados de pesquisa.

A vivéncia ocorreu com professores que lecionam matematica na Educagdo Basica
(Pedagogos e Matematicos), organizados em dois G1 e G2 de trabalho. Vale salientar que os
seis modulos, a seguir, foram conduzidos em um ambiente comum, sendo video e gravagoes,
autorizados pelo Termo de Livre Consentimento (TLC) aprovado no Comité de Etica, para
capturar a riqueza das transformagdes dos saberes.

Além disso, o Modulo 1, organizado em dois momentos distintos, teve inicio com a
apresentacdo da Tarefa 1, “Tarefa Didatica 1: Construindo a Recursividade de Segunda Ordem
com Barras de Cuisenaire”, cujo proposito consistiu em favorecer a percepgao e a reflexao
acerca da importancia dos recursos semioticos, especialmente das barras de Cuisenaire, na

mobilizacao dos saberes matematicos.
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Tal proposta possibilitou ampliar a compreensdo dos participantes sobre praticas
pedagogicas fundamentadas no didlogo, na colaboracdo e na materializacdo do conhecimento
matematico por meio dessas ferramentas.

Segue na figura 14 a primeira vivéncia com professores que lecionam matematica, em
que esse artefato constituiu um excelente material manipulativo para fomentar alguns registros

de representacdes semioticos.

Figura 14 — Vivéncia com professores que lecionam matematica
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Fonte: dados da pesquisa

As andlises semiodticas, tematicas e visuais foram realizadas a partir dos registros
fotograficos, das manipulacdes dos materiais e das falas produzidas pelos professores durante
as vivéncias do curso de extensdo. Nesse processo, os participantes mobilizaram diferentes
registros de representagdo semiotica, por meio da linguagem oral, dos gestos, das expressoes
simbolicas e da manipulagdo das barras de Cuisenaire, estabelecendo relagdes entre as cores €
os comprimentos das pecas.

A coordenagdo e a conversdo entre esses registros favoreceram a exploragao gradual
das relagdes estruturais presentes nas sequéncias estudadas, contribuindo para a construgao
coletiva de significados, para a generalizagdo de padrdes e para o desenvolvimento do
pensamento algébrico, conforme preconiza a BNCC (Brasil, 2018).

Sob a perspectiva da TRRS, observou-se que os participantes passaram a reconhecer
regularidades, formular conjecturas e comunicar estratégias de resolugdo de maneira
colaborativa, evidenciando a articulacdo entre agdes concretas e processos abstratos de

pensamento matematico.
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PP: “Vocé conseguiria representar a sequéncia usando essas duas barras?

P1: “Nao, ndo da. Ndo.”

PP: “Sera? Lembrando que eu posso juntar as barras.”

P3: “Mas s6 com esses dois tipos de barra, né? Entendi.”

P2: “E ai, como ¢ que fica ai?

P5: “Té aqui, 6. Pronto.”

PP: “Vamos comegar, né? Eu quero representar Fibonacci. 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21. S6
usando... Falta o 2. Quantas possibilidades eu posso ter? Ai eu vou... Ai duas... Nao,
bota embaixo 14 com 2. Embaixo com 2. Bota agora... O que td aqui no meio, viu,
gente? E 05, né? E 0 3. Nio, agora... Agora ¢ o 3. Sim, 3. Foi 1, 2. Sim.”

P1: “E, acho que ¢ bom manter o padrio.”

P2: “Mas tudo bem. Pra seguir o padrdo. Esse ai também, pronto.”

(Dialogos entre os sujeitos da pesquisa e a professora pesquisadora, 2026).

O episodio evidenciou um momento significativo de construgdo coletiva do
conhecimento matematico que coaduna com os pressupostos fundantes ora consolidados nas
secoes anteriores. A fala da Professora-Pesquisadora (PP) atuou como mediagdo pedagdgica ao
provocar os participantes, solicitando-lhes a representacao da sequéncia de Fibonacci utilizando
apenas dois tipos de barras, incentivando a exploragdo, a formulagao de hipdteses e a busca por
regularidades.

Inicialmente, foi observado um momento de estranhamento e duvida por parte dos
participantes, especialmente quando P1 afirma: "Nao, ndo da. Nao." Tal manifestacdo revela
um obstaculo epistemoldgico (Bachelard, 1938) inicial relacionado a compreensdo das
possibilidades combinatérias do material, evidenciado na Analise a Priori na secdo anterior,
quando se analisou que: "os participantes podem conseguir visualizar determinadas
combinagdes com as barras, mas apresentar limitacdes na conversao dessas representagdes para
registros numeéricos, algébricos ou discursivos." Entretanto, a medida que a PP reformula a
proposta e orienta os participantes sobre a possibilidade de combinar as barras, inicia-se um
processo de reorganizacdo cognitiva e de ressignificagdo da tarefa.

A Anédlise a Posteriori do episdédio evidencia elementos que corroboram as hipoteses
formuladas nas Analises a Priori desta dissertacdo, especialmente no que se refere ao potencial
das vivéncias do Modulo 1 e dos artefatos semidticos para fortalecer processos de generalizagao
e construgdo colaborativa do conhecimento matematico. Conforme previsto nas Analises
Preliminares, atende-se a um dos objetivos especificos que salienta a funcionalidade das barras
de Cuisenaire para mobilizar diferentes formas de representacdo e explorar relagdes recursivas
presentes na sequéncia de Fibonacci (Duval, 1995).

Inicialmente, a fala da PP "Vocé conseguiria representar a sequéncia usando essas duas
barras?" caracteriza-se de modo intencional, voltando-se a criagdo de um desequilibrio

cognitivo e epistemoldgico, conforme pressupoe a Engenharia Didatica (Artigue, 1995). Tal
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fala buscou deslocar os participantes de uma percepgao imediata e operacional, relacionada ao
pensamento aritmético, para uma reflexdo mais investigativa e analitica, presente nas
possibilidades combinatorias e estruturais do material manipulativo, o pensamento algébrico.

A resposta de P1 "Nao, ndo da. Nao." revela uma limitagdo na percep¢ao das
potencialidades recursivas das barras, evidenciando um estagio inicial de compreensdo ainda
vinculado a representagdo isolada das pecas. Entretanto, a intervencdo subsequente da PP
"Lembrando que eu posso juntar as barras." atua como elemento promotor capaz de ampliar o
horizonte conceitual dos participantes, conduzindo-os a percep¢ao de que diferentes
composicdes podem representar um mesmo termo da sequéncia.

Doravante, a fala de P3 "Mas s6 com esses dois tipos de barra, né?" traz a tona um
refinamento da compreensao das condigdes impostas pela Tarefa 1, demonstrando que os
participantes passaram a reconhecer as restricdes estruturais da atividade como parte do
processo investigativo.

Ao afirmar "T4 aqui, 6. Pronto", P5 materializa uma solu¢ao construida coletivamente,
indicando a passagem de um conhecimento inicialmente implicito para uma representagdao
concreta e compartilhada. Esse momento valida uma das hipdteses presentes nas Analises a
Priori: a de que a manipulagdo das barras de Cuisenaire poderia favorecer a exteriorizagao do
pensamento matematico e a construcao de significados por meio da acdo colaborativa. Essa
hipotese, identificada nos excertos anteriores, refere-se ao potencial dos artefatos semidticos
para favorecer a compreensao da recursividade de segunda ordem.

Valida-se que a manipulagdo concreta das barras de Cuisenaire corrobora a visualizacao
de que cada termo da sequéncia pode ser elucidado a partir da soma dos dois termos
imediatamente anteriores, favorecendo a percepcao da relacdo de recorréncia de segunda

ordem:

B, =F 1+ F; (32)

Nesse sentido, constatou-se que os participantes desenvolveram processos de
generalizagdo matematica a partir da articulacdo entre acdes concretas e diversas representagoes
simbolicas (Duval, 1995).

Em outro episodio, as intervenc¢des da PP ao organizar os termos "1, 2, 3, 5, 8, 13, 21"

e questionar "Quantas possibilidades eu posso ter?" estimularam os participantes a reconhecer
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padrdes e regularidades recursivas, conduzindo-os a percep¢do das relacdes estruturais da
sequéncia de Fibonacci.

Tal movimento elucida a relevancia da compreensao dos processos de generalizagao e
do reconhecimento das sequéncias recorrentes mediados por esses artefatos, pela lingua
materna proferida no momento e pelos gestos observados. Outrossim, previu-se e validou-se
que alguns participantes pudessem concentrar-se apenas em resultados isolados ou em
combinagdes empiricas das barras, sem reconhecer de forma imediata que a regularidade
estrutural organiza a formagao dos termos.

As falas de P1 e P2 "E, acho que é bom manter o padrdo" e "Pra seguir o padrio"
demonstram que os participantes passaram, de modo preliminar, a identificar regularidades e
critérios organizacionais presentes na sequéncia, validando a hipotese formulada nas Andlises
a Priori.

Neste contexto, esperou-se que os participantes avancassem gradativamente da
observagao empirica das combinagdes para a explicitacdo verbal e simbolica da regularidade
presente na sequéncia, reconhecendo padrdes, formulando conjecturas e validando estratégias
coletivamente (Duval, 1995).

Além disso, o episddio confirma que o ambiente colaborativo favoreceu a negociacao
de sentidos e a producao compartilhada do conhecimento matematico. As movimentagdes
empiricas entre os participantes e a PP corroboraram indicadores da noésis, segundo Duval
(1995), a qual n3o ocorreu de maneira individualizada, mas por meio de discussdes e
estratégias, em consondncia com o0s pressupostos tedricos adotados.

Portanto, o confronto entre as Analises a Priori € a Posteriori validou as previsoes
estabelecidas para este Mddulo 1, ao evidenciar que a articulagdo a partir das representagdes
semioticas, dos artefatos e das praticas colaborativas fortaleceu os processos de generalizagdo
e formalizagdo matematica. O episddio analisado demonstrou que as barras de Cuisenaire
atuaram como mediadoras relevantes para a compreensdo das propriedades recursivas da
sequéncia de Fibonacci, contribuindo para a emergéncia de praticas investigativas e reflexivas

no ambito deste curso de extensdo.
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Figura 15 — Experimentagdo com barras de Cuisenaire (Modulo 1)

Fonte: dados da pesquisa.

Observa-se acima outra vivéncia repleta de significados relativo ao Mddulo 1 do Curso
de Extensdo. Sob a perspectiva da TRRS, percebeu-se que os participantes transitaram entre
diferentes formas de representacdo oral, visual, manipulativa e simbodlica mobilizando
processos de tratamento e conversdes. A utilizagdo das barras de Cuisenaire fortaleceu a
visualizagdo das composi¢des e das recorréncias, enquanto os questionamentos da PP
conduziram a formalizagdo algébrica da sequéncia.

Além disso, o didlogo evidenciou o papel facilitador da professora-pesquisadora, que
atuou ndo como transmissora de conhecimento, mas como agente provocador de reflexdes,
incentivando argumentacdes, a formulacdes de hipoteses e materializagdo coletiva de

significados matematicos.

PP: Vocés podem até substituir agora por outras cores que ja... Que substituindo os
valores. Aqui tem quanto?

P1: E que a gente queria representar so alguns... Ah, entendi. Também seguindo um
padrio. Queria poder visualizar que esse ¢ de fato a soma desses dois também...

PP: Pergunta. Sera que eu consigo fazer nimeros maiores?

P1: Se vocé tiver material suficiente que € praticamente inviavel quando esses
numeros forem tdo grandes...

P2: Isso daqui esse salto daqui para ca ja ¢ muito dificil...

P2: A primeira vez eu nunca tinha visto esse material. T6 vendo agora e t6 entendendo.
Agora qual seria a proxima? Sera que seguindo aqui?

PP: A gente trabalhou as duas situacdes de forma intuitiva. A primeira na
manipulacdo. E a segunda na detecc¢ao.

P1: Exatamente que esse aqui, seguindo o padrdo ¢ a soma dos outros dois usando a
comutatividade...

(Dialogos entre os sujeitos da pesquisa e a professora pesquisadora, 2026)

O excerto anterior reverbera importantes processos de materializacdo coletiva do
conhecimento matematico, revelando manifestagdes de visualizagdo, generalizagdo e percepgao
das propriedades fundamentais da adi¢do nos conceitos envolvidos na Tarefa 1 com as barras

de Cuisenaire. As falas dos participantes demonstraram que o processo de ensino-aprendizagem
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da propriedade recursiva ocorreu de maneira gradativa, colaborada pela manipulagdo concreta
e pelas discussdes estabelecidas no grupo.

Inicialmente, observou-se na fala de P1, "Queria para poder visualizar que esse ¢ de fato
a soma desses dois também...", uma tentativa de validar empiricamente a propriedade recursiva
da sequéncia por meio da representacdo concreta. Essa manifestacdo revela uma articulacao
entre o registro manipulativo e o pensamento algébrico (Duval, 1995), no qual os participantes
buscaram transitar no mesmo registro para identificar a recorréncia nao apenas simbolicamente,
mas também visualmente. Sob essa 1dgica, percebe-se um processo de tratamento, validando a
epistemologia proposta.

A PP, ao questionar: "Sera que eu consigo fazer numeros maiores?", introduziu um
conflito conceitual importante, conduzindo os participantes a refletirem acerca dos limites
fisicos do material manipulavel frente ao crescimento da sequéncia. A resposta de P1, "Se vocé
tiver material suficiente, que € praticamente invidvel quando esses numeros forem tao
grandes...", evidenciou, assim, um obstaculo empirico relacionado a representacio concreta de
termos elevados da sequéncia. Esse momento revelou um avango epistemoldgico significativo,
pois os participantes comegaram a compreender que o material concreto possui limitagdes
operacionais, exigindo processos de abstracdo mais apurados.

A fala de P2, "Isso daqui, esse salto daqui para c4, ja ¢ muito dificil...", evidencia a
percepcao do crescimento acelerado dos termos da sequéncia e sugere o surgimento de um
pensamento recursivo mais elaborado. Nesse contexto, P2 reconhece que a regularidade
observada nos primeiros termos se mantém estruturalmente, ainda que sua representacao
concreta se torne progressivamente mais complexa. Tal percep¢ao aproxima os sujeitos de uma
compreensdo formal das propriedades das sequéncias recorrentes.

Outro aspecto relevante surge quando P2 afirma: "A primeira vez eu nunca tinha visto
esse material. TO vendo agora e t0 entendendo". Essa fala reflete o potencial formativo
observado na vivéncia, auxiliado pelas barras para o ensino-aprendizagem dessas estruturas.
Assim, o participante explicita que a compreensdo do conceito foi favorecida pela experiéncia
concreta e coletiva proporcionada pelo momento empirico.

A intervencao da PP, "A gente trabalhou as duas situa¢des de forma intuitiva. A primeira
na manipulacdo. E a segunda na deteccdo", demonstra um movimento de validacdo do
conhecimento produzido durante a Tarefa 1. A fala sintetiza duas dimensdes importantes do
processo investigativo: inicialmente, a exploracdo empirica e intuitiva dos materiais;

posteriormente, a identificacdo consciente das regularidades matemadticas presentes na
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sequéncia. Esse movimento evidencia a transicao do pensamento concreto para processos mais
abstratos de generalizagdo.

No entanto, a fala de P1, "seguindo o padrao ¢ a soma dos outros dois usando a
comutatividade", revela um avango conceitual significativo, pois o participante ndo apenas
reconhece a lei de formacao recursiva da sequéncia, mas também associa essa constru¢ao as
propriedades aditivas, especialmente a comutatividade. Essa manifestacdo demonstra que os
sujeitos comecaram a perceber que diferentes arranjos das barras podem produzir o mesmo
resultado matematico, fortalecendo processos de equivaléncia, reorganizacao e generalizagao
algébrica.

Portanto, o episddio analisado demonstra que a utilizacdo desses materiais
manipulaveis, associada a praticas investigativas e dialdgicas, potencializou os processos de
visualizacdo, compreensdo e generalizacdo de algumas propriedades recorrentes da sequéncia
de Fibonacci via barras de Cuisenaire. Ademais, evidenciou uma validagdo preliminar de como
essa vivéncia auxiliada pelos artefatos pode contribuir para o processo de ensino-aprendizagem

das propriedades fundamentais e recursivas dos NM em /ocus académico.

6.2 Analise a Posteriori e validacao do médulo 11

O moddulo 2 seguiu de maneira andloga ao primeiro, com planejamento prévio e
analisando os contextos e as categorias observadas no decorrer da experimentagdo. Vale
salientar que o quadro abaixo delineou-se de forma simplificada de acordo com a proposta
didatica. A aplicacdo se deu entre os dias 21/03/2026 e 28/03/2026 com a temadtica:

“Construc¢ao e Identificagao de Padroes com barras de Cuisenaire”.

Quadro 10 — Modulo 2 do curso de extensdo (AVA/G-TERCOA)
2 Construcio e Identificacdo de Padroes com barras de Cuisenaire (21/03/2026) (4 h/a)
2.1 Tarefa didatica 2 colaborativa para reconhecer padroes numéricos recorrentes;
2.2 Uso de barras de Cuisenaire para representar os primeiros termos das sequéncias;
2.3 Discussao coletiva dialdgicas para identificagdo de regras e regularidades;
2.4 Registro e anotagdo dos padrdes observados;
2.5 Atividade Presencial: uso das barras de Cuisenaire para construir os primeiros termos
da sequéncia e observar a recursividade de algumas sequéncias numéricas recorrentes.
2.6 Atividade Assincrona: Forum de discussdo coletivo para que os participantes
compartilhem exemplos familiares de sequéncias numéricas no cotidiano, promovendo
reconhecimento prévio da tematica. (6h/a).
Fonte: dados da pesquisa.
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A vivéncia contou com a participagdo de 12 professores, entre Pedagogos e

Matematicos, organizados em trés pequenos grupos de trabalho (G1, G2 e G3).

Figura 16 — Momentos empiricos evidenciados no médulo 2

Manipulagao tatil )
validando a Teste de hipiteses # 4
" teoria matemética em tempo real = Construgdo coletiva e ética

e emergéncia da 4 referenciando cores f | comunitéria através da
forma visual, B . € comprimentos. proximidade e didlogo.

Fonte: dados da pesquisa.

A Figura 16 retrata, de forma preliminar, a movimentacdo das barras de Cuisenaire
durante as atividades desenvolvidas no curso de extensdao. Nesse primeiro momento, observou-
se a mobilizacdo de diferentes registros de representacdo semidtica, evidenciada pelos
momentos de experimentagdo com o material manipulavel sugerido. Durante as vivéncias, os
professores compararam os comprimentos € as cores das barras, estabeleceram relacdes entre
as diferentes representacdes €, em um momento subsequente, passaram a formular hipdteses e
conjecturas com o intuito de validar as propriedades observadas. Esse movimento evidenciou
um processo gradual no qual a manipulacdo fortaleceu a visualizagdo, a argumentacdo e a
generalizacdo dos conceitos matematicos explorados, em consonancia com os pressupostos da
TRRS (Duval, 1995).

Acerca dos pressupostos fundantes da pesquisa, seguiu-se a experimentacao modelando
os primeiros representantes da sequéncia de Fibonacci. Os participantes utilizaram os diversos
recursos de representacdo para assimilar e conseguir entender a recursividade e algumas regras
sobre essas estruturas via manipulagao direta com as barras de Cuisenaire. Doravante, de modo

consecutivo, serdo explicitados os dialogos no momento da realizagao da tarefa didatica 2:

PP: O que ¢ que a gente pede como tarefa 2? O material € este, as barras de Cuisenaire.
Vocés viram os cartdes? Vocé pega as barras e os cartdes. E a sequéncia? Quantas
combinagdes. Podem ser formadas com as pegas? Combinando as pegas. Ai vocés vao
usar como se fosse uma composi¢do. Lembrando que as pegas. Tem por tras delas.
Vocés vao perceber essas propriedades fundamentais...

P1: [...] ai como ¢ que a gente construiria uma sequéncia? Tipo essa dos cartdes.
Pronto. Aqui a gente colocaria um. O segundo termo seria um de novo. O terceiro
termo seria dois. Entdo um. Um mais um. Dois. Mas s6 existe essa combinagao? Qual
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o proximo? Cinco?

P2: Ai a gente tem que ver qual que equivale ao cinco. Vamos ver se ndo tem uma
barra que ja equivale ao cinco. Eu acho que essa amarela. Qual € o oito? Ai a gente
tem que estar sempre voltando e contando. E medindo...

P4: E ai? Nao, 14 na sequéncia vai até 144. Mas as barrinhas, se eu ndo me engano, a
gente tem até 10...

P8: “Esse aqui tem o quanto? Esse é o maximo? Dez. E o maximo, né? E, aqui tem
como? Treze. Aqui tem dois, né? Esta faltando um ainda. Aqui tem dois, né? E, aqui
¢ dois. Vermelho. Coloca aqui o vermelho. Vermelho ¢ dois. Dois. O vermelho vale
dois. O vermelho vale dois. O verde, quatro, trés. Trés. O amarelo, cinco. O verde
escuro ¢ seis. O verde escuro vale seis. Trés. O azul. O azul. O verde claro vale trés.
O amarelo vale cinco. O azul vale nove. Né? Aqui deu doze, viu? S6 nove, porque ele
ndo tem aqui. Um, dois, trés. Cinco. Cinco.”

P6: “Cinco aqui ndo ¢ seis, né? Qito e cinco ¢ oito. Aqui ¢ seis, né? Entdo aqui é seis.
O verde escuro ¢ seis. Esse daqui € nove, 6. Esse € nove, 6. Era nove, entdo falta mais.
Nove com... Nove com dois. Quanto é o dez?”

(Dialogos entre os sujeitos da pesquisa e a professora pesquisadora, 2026).

Os didlogos revelaram um processo dindmico e colaborativo de movimentagdo do
conhecimento matematico. As manifestagdes observadas corroboraram aspectos relevantes a
luz da Teoria dos Registros de Representagdo Semiotica (TRRS), especialmente no que se
refere a mobilizagdo e a coordenacdo de diferentes registros de representagao.

A problematizacdo realizada pela PP — "O material € este, as barras de Cuisenaire.
Vocés viram os cartdes? Vocé pega as barras e os cartdes. E a sequéncia? Quantas
combinagdes" — evidencia uma estratégia didatica voltada a desconstrucdo da ideia de que uma
sequéncia se caracteriza apenas pela ordenacdo numérica. Ao questionar: "Combinando as
pecas. Ai vocés vao usar como se fosse uma composicao”, a PP conduz os participantes a
percepcao de que uma sequéncia matematica pressupde uma regularidade ou lei de formacao
que possibilite sua continuidade. Esse movimento coloca-os na dire¢do do pensamento
recursivo e da necessidade de identificar relagdes estruturais entre os termos.

Na sequéncia, a fala de P1: "[...] ai como € que a gente construiria uma sequéncia? Tipo
essa dos cartdes" indica que o participante deixa de observar apenas a composi¢do concreta e
passa a questionar a unicidade das representagdes possiveis para um mesmo termo da sequéncia.
Tal indicio confirma uma das hipdteses formuladas na Analise a Priori: a possibilidade de os
participantes reconhecerem multiplas composi¢des aditivas associadas aos termos da sequéncia
recursiva.

A fala de P2, "Ai a gente tem que estar sempre voltando e contando. E medindo...",
evidencia a for¢a do suporte concreto para o amadurecimento cognitivo acerca dessas
construcdes abstratas. O participante P2 mobilizou, comparou e contou as barras, validando as

equivaléncias entre os materiais e os valores da sequéncia. Esse episddio ainda demonstra a
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importancia dos artefatos manipuldveis como auxiliares da materializacdo do pensamento
algébrico, especialmente no processo de transi¢do entre representagdes concretas e abstratas.

Outro aspecto significativo emerge na fala de P4, "La na sequéncia vai até¢ 144. Mas as
barrinhas [...] a gente tem até 10...", que resgata a percep¢ao de uma limitagao material do
recurso manipulativo. Tal observacdo constata um avango conceitual, pois o participante
reconheceu a limitacdo para compor termos maiores da sequéncia, compreendendo
implicitamente a l6gica recursiva e aditiva inerente a atividade.

As falas de P8 revelam um intenso processo de coordenagao entre diferentes registros
de representagdo semiotica, conforme os pressupostos da TRRS. Ao relacionar cores, valores
numéricos e comprimentos das barras, "O vermelho vale dois. O verde claro vale trés. O
amarelo vale cinco...", o participante estabelece conexdes entre o registro visual, o registro
verbal e o registro numérico (Duval, 1995).

Além disso, observa-se que o grupo comegou a negociar coletivamente significados
matematicos, validando hipéteses e corrigindo interpretagdes durante o didlogo. A fala de P6,
"Cinco aqui ndo ¢ seis, né?", evidencia um momento de conflito cognitivo e reorganizacio
conceitual, no qual o participante revisita suas interpretagdes a partir da interagdo com os
demais colegas.

Outro elemento refere-se a emergéncia do pensamento algébrico e recursivo. Ao tentar
representar termos maiores da sequéncia utilizando combinagdes de barras menores, os
participantes comecaram a perceber regularidades estruturais e relagdes de composi¢ao aditiva.
Tal situagdo evidenciou um processo gradual de abstragdo, no qual o concreto atuou como

suporte para conceitos mais generalizados.

Fi

O registro numérico
(Duval, 1995)

Representagdao Semiotica
(Duval 1995)
F

Fonte: dados de pesquisa.
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Vale reportar que outra observagdo a ser dita a respeito da Figura 17 refere-se a
conversao da representacdo em lingua materna. Ocorreu, ainda, a movimentagdo entre os
diferentes registros semidticos: por exemplo, o registro numérico, utilizado pelo participante
como apoio na reorganizacao da representacdo do raciocinio, desempenha o que ¢ denominado
por Duval como a fung¢do de objetivacio que a representacao semiodtica explicita (Duval, 1995).

Tem-se, ainda, voltando a Tarefa 2, a PP apresentando o artefato semidtico e, de forma

intencional, formulando perguntas norteadoras:

PP: Quando vocés substituiram as pegas, essa troca de pegas, sdo as propriedades
comutativas e associativas?

PP: Na sequéncia de Fibonacci, existe uma razio dentro dela? E percebida uma
estabilidade?

(Dialogos entre os sujeitos da pesquisa e a professora pesquisadora, 2026).

Logo em seguida, derivaram-se inimeros questionamentos, € as manifestagdes abstratas
puderam ser gradativamente transformadas em contetidos matematicos tangiveis. O didlogo

fluiu de forma perene durante toda a manha; eis alguns trechos:

P1: 5 ¢é quase o dobro do 3. Entdo, o 3 é a metade, mais um pouquinho do 5. Ai, se eu
pegar esse 5, que ¢ quase o dobro do anterior, e dividir por o 3, eu encontro o qué?
P3: 1,6666. 5 dividido por 3. Que so vizinhos, né? Sim. Entdo, o 8 se dividir pelo 5
vai dar a mesma razao.

PP: Agora, vamos representar isso aqui. O 8 dividido por 5 também vai dar a mesma
razao?

P2: O que é que 0 8 é desse 52 O dobro? E quase o dobro de 5. O 13, quem tem aqui
0 8. Cadé o 8? Mas o 5 dividido pelo 3 da 1,6, né?

P5: Beleza, entdo anota quanto ¢ que da? O 8 dividido por 5 ¢ 1,6...

P8: E o 13 dividido por 8? Da 1,6125...

(Dialogos entre os sujeitos da pesquisa e a professora pesquisadora, 2026).

Este fato inicial refere-se a estabilidade da Razdo de Ouro encontrada na sequéncia de
Ouro/Fibonacci, quando se divide o termo posterior pelo anterior. O trecho do didlogo
evidenciou um movimento importante de vivéncia coletiva. Sob a perspectiva da TRRS,
observou-se que o conhecimento matematico emerge das discussdes, das argumentacdes
coletivas e das agcdes compartilhadas entre os participantes.

Inicialmente, a fala de P1, "5 ¢ quase o dobro do 3", revela uma tentativa de estabelecer
relagdes proporcionais intuitivas entre termos consecutivos da sequéncia. Embora o participante
utilize uma linguagem informal, percebe-se um movimento inicial de aproximac¢ao conceitual
da ideia de razdo entre termos vizinhos. Ao questionar: "se eu pegar esse 5 [...] e dividir pelo 3,
eu encontro o qué?", o participante desloca o foco da simples composi¢do aditiva para uma

analise multiplicativa e relacional da sequéncia.
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Na sequéncia, P3 afirma: "1,6666. 5 dividido por 3. Que sdo vizinhos, né? Sim. Entao,
o 8 se dividir pelo 5 vai dar a mesma razao", demonstrando um avango conceitual, pois o
participante passa a identificar uma estabilidade nas razdes entre termos consecutivos da
sequéncia de Fibonacci. Ainda que os valores obtidos sejam aproximagdes, ha indicios claros
de percepcao da convergéncia para uma constante numérica associada a razio aurea.

O questionamento da Professora-Pesquisadora (PP), "Agora, vamos representar isso
aqui", atua como mediacao didatica voltada a apropriagdo do conceito matematico emergente.
A interven¢dao buscou conduzir os participantes da mera observacdo intuitiva para uma
representacao sistematizada e consciente das relagdes numéricas percebidas durante a tarefa.

As falas de P2 e P5 reforgaram esse processo de validagdo coletiva do conhecimento.
Ao afirmarem "O 8 dividido por 5 ¢ 1,6", os participantes passaram a comparar os resultados
encontrados, reconhecendo a manutengao aproximada da razao entre termos consecutivos. Esse
movimento elucidou processos de tratamento numérico € comparacao de resultados,
fundamentais para a constru¢do matematica relacionada a proporcionalidade da sequéncia.

A fala de P8, "E o 13 dividido por 8? D4 1,6125", representa um momento relevante de
refinamento conceitual. O participante amplia a investigag@o para termos maiores da sequéncia
e percebe que os valores encontrados permanecem proximos, indicando a estabilidade limite da

razao aurea:

) ~ 1,618 (33)

1+V5
-2
Os didlogos também conferiram momentos de conflito cognitivo, especialmente quando
os participantes apresentavam dificuldades para associar corretamente os valores as barras ou
para representar termos maiores da sequéncia. Tais conflitos, & luz de Bachelard (1938),
constituem obstaculos epistemologicos inerentes ao processo de constru¢do do conhecimento
cientifico. Assim, os erros, as hesitacdes e as retomadas observados nao representam falhas no
processo de ensino-aprendizagem, mas momentos fundamentais de reorganizacdo conceitual e
producdo de novos significados matematicos.
Desse modo, as analises frasais advindas da transcri¢do dos dudios demonstraram que a
atividade favoreceu processos de visualizagdo, argumentacao e experimentacdo, possibilitando
aos participantes a compreensao gradativa dos conhecimentos inerentes a esses constructos. A

mediagdo da PP mostrou-se essencial para orientar os processos investigativos e provocar
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reflexdes, conduzindo os participantes a compreensao das estruturas matematicas subjacentes

as sequéncias recorrentes.

6.3 Analise a Posteriori e validacao do médulo 111

O modulo 3 seguiu conforme planejado na analise a Priori, que evidenciou de forma
similar, porém progressiva, analoga ao primeiro, com organizacao prévia e analisando os
contextos e as categorias observadas no decorrer da experimentagdo. Vale dizer que o excerto
a seguir delineia a proposta didatica. A vivéncia ocorreu entre os dias 11/04/2026 ¢ 18/04/2026

com a tematica: “Introducao a Recursividade com Ladrilhos e Tabuleiro Concreto”.

Quadro 11 — Moédulo 3 do curso de extensao (AVA/G-TERCOA)

3 Introducdo a Recursividade com Ladrilhos e Tabuleiro Concreto (11/04/2026) (4 h/a)
3.1 Apresentacao dos ladrilhos e tabuleiros como outros artefatos semiodticos para
visualizar processos recursivos;

3.2 Atividades de montagem de sequéncias através da combinag¢do dos ladrilhos ou pecas
do tabuleiro concreto unidimensional;

3.3 Comparagdo entre representacdes concretas e registros numeéricos;

3.4 Reflexao sobre transigdes do concreto ao abstrato;

3.5 Atividade Presencial: montagem de sequéncias com ladrilhos e tabuleiros concretos;
3.6 Atividade Assincrono: Forum de discussdo coletivo. (6h/a).

Fonte: dados da pesquisa.

A mobilizagdo com o tabuleiro concreto 1 X n e dos ladrilhos com cores pré-definidas,
fundamentada nas proposi¢des de Benjamin e Quinn (2003), foi desenvolvida com oito
participantes entre pedagogos e professores de Matematica organizados em grupos menores de
trabalho (G1 e G2).

A atividade concentrou-se na representacdao da Sequéncia de Ouro/Fibonacci por meio
da manipulacdo concreta dos ladrilhos e do tabuleiro, favorecendo um ambiente investigativo,
criativo e colaborativo. Durante o desenvolvimento da vivéncia, observou-se intensa
mobilizacdo de diferentes meios semioticos, tais como gestos: linguagem oral, expressoes
simbolicas, argumentacdes coletivas e reorganizagdes espaciais dos ladrilhos, elementos que
passaram a delinear o movimento metodolégico dos momentos empiricos.

Nesse contexto, a nova artefato possibilitou aos sujeitos estabelecerem relagdes entre
composigdes concretas e estruturas matematicas abstratas, o que favoreceu a visualizacao de

padrdes, a percepcao de regularidades na constru¢do compartilhada de significados
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matematicos. Sob a perspectiva da TRSS, o uso do tabuleiro e dos ladrilhos configurou-se como
importante farol semidtico, permitindo que o conhecimento emergisse das acdes coletivas, dos
espacos dialogicos e da manipulacao concreta desses artefatos.

Essas observagdes, retratadas anteriormente, evidenciaram a necessidade de ampliagao
das pesquisas acerca das manifestagdes cognitivas, discursivas e semiodticas mobilizadas
durante atividades investigativas envolvendo ladrilhos e tabuleiro. O momento empirico
revelou intensa mobiliza¢dao coletiva dos participantes durante a manipulacdo do tabuleiro
1 X n e dos ladrilhos metélicos, fundamentados nas proposi¢coes de Benjamin e Quinn (2003),
utilizados para representar e explorar, de maneira concreta, propriedades da sequéncia de
Fibonacci e dos Numeros Metalicos.

Além disso, os participantes organizaram os ladrilhos em diferentes composicdes
espaciais, analises combinatdrias, retomando a defini¢do de ladrilhamento apresentada por
Vieira (2024), segundo a qual os espacos ou casas do tabuleiro devem ser preenchidos sem
deixar lacunas vazias. A partir dessas construgdes, figura 18, os sujeitos estabeleceram relagdes
entre quantidade, posi¢do, equivaléncia e recorréncia, enquanto interagiam continuamente por
meio de gestos, apontamentos, didlogos, reorganizagdes espaciais € manipulagao dos artefatos

semioticos.

Figura 18 — Momentos empiricos evidenciados no mddulo 3
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Fonte: dados da pesquisa.

De modo complementar, a luz da TRSS, percebe-se a coordenacao entre diferentes

registros de representagdo, como o figural, o verbal, o numérico e o gestual. Essa articulacao
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possibilitou aos participantes converter representacdes concretas em interpretagdes
matematicas mais abstratas (Duval, 1995).

Os gestos de apontar, reorganizar € comparar as pecas demonstram evolugao cognitiva
nos quais os participantes tornaram explicitas as regularidades presentes na sequéncia
trabalhada. Nesse contexto, os ladrilhos e o tabuleiro 1xn deixou de atuar apenas como
materiais concretos € passou a se comportar como meio semidtico para o ensino-aprendizagem
das propriedades fundamentais e recursivas dos NM.

A vivéncia observada sugeriu que os participantes compartilhassem estratégias,
validando conjecturas e negociando sentidos coletivamente, reforcando, desse modo, a
concep¢do de que a aprendizagem matematica ocorre em um movimento dialdgico e
colaborativo. A postura corporal inclinada sobre o tabuleiro, os apontamentos simultaneos e a
reorganizacgdo conjunta das pegas indicam um forte engajamento colaborativo e dialogico.

A seguir ha trechos desse engajamento e evidéncias da progressdo conceitual aqui

inferidas.

P1: Quando ele ¢ igual a 1 a gente tem 4 possibilidades ou s6 1,né? 1, 2, 3,4, 5... 1,
2,3,4,5... Essa ¢ propria. 2... O 2 mais 1 faz 3. O 3 mais 2 faz 5 possibilidades. 5
mais 8 faz 5. Sera? Quantas possibilidades do 1 iguala 5? 8, 1, 2,3,4,5,6, 7, 8. Vai
ser 3 agora.

P3: Sera? Sera? Sera? Sera? Sera? Sera? Pegou aquele ‘invisivel’, né? Vou usar esse
aqui. Vai falar pra la. Eu acho que eu ja estou agoniada. Bota aqui no meio. Fora. 2,
3..2,3...2prala. 1,2,3,4,5,6,7, 8. Vai ter 5 possibilidades. S6 um desse e os
outros de... Sim, também. Esse mais esse que esta faltando.

P3: E uma forma aqui. 4. E sempre 5 mais 4. D4 pra cortar melhor? Nio, ndo. E
possibilidade. 2, 3, 4, 5. 3. Esse ndo. Nao, ndo. Entdo ndo faz o contrario desse.

P5: Mas a duvida dela... Pode gerar... Esse 6 somado com esse 5... Eu entendi. Até
aqui. 1, 2, 3, 4. S6 um. 4 formas. S6 um. Af vocés estdo dizendo que é 4 mais 3. 4
mais3da7.2,3,4,5,6,7, 8. Por que deu 8?

P6: Corta o raciocinio do aluno ai. 2 para um lado, 2 para o outro. Foi? A gente usou
2 baterias diferentes.

PP: Gente, ai a representagdo da sequéncia de forma diferente. Isso aqui é como se
fosse o tamanho... O tamanho dos blocos a serem preenchidos. E as possibilidades é
0 que a gente esta fazendo. A gente vai contar as possibilidades.

P1: Foram 13. 13, fechou? 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12. Eu ndo vou saber fazer a
préxima.

P3: Vocé ja entendeu até aqui. Mas o outro era 21. E porque bem aqui eu ndo tinha
visto esse aqui. Nao tinha contado com esse aqui. Gente, que bacana isso aqui. Aqui
tem 13.

P5: Aqui tem quantos? 3, 8, 5, 6, 3, 2, 1. E a sequéncia? Ali, olha. E a simetria
equivalente? Ah, a mesma coisa. Entéo ai a gente vai fazer outras sequéncias.
(Dialogos entre os sujeitos da pesquisa e a professora pesquisadora, 2026)

O trecho do didlogo apresentado constata um movimento intenso de investigacao
matematica, negociacdo e processo colaborativo, revelando importantes generalizagdes e

coordenacdes de diversas representagdes semidticas. As falas dos participantes demonstraram
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que a atividade ultrapassou a simples manipulacdo de pegas de encaixe, conduzindo-os a
percepg¢do mais apurada de regularidades estruturais associadas as sequéncias recorrentes e as
possibilidades combinatorias no tabuleiro 1 X n.

Inicialmente, a fala de P1 “O 2 mais 1 faz 3. O 3 mais 2 faz 5 possibilidades” —
evidenciando a emergéncia da percepcao da relacionada a recursivo presente na sequéncia de
Fibonacci. O participante comecou a reconhecer que o nimero de possibilidades preenchimento
do tabuleiro pode ser obtido a partir da soma das quantidades anteriores, inferindo

intuitivamente a recorréncia da sequéncia de Ouro/Fibonacci:

M, = My_1 + M,_, (32)

As falas recorrentes de P3, "Sera? Sera?", revelam momentos de duvida, conflito
cognitivo e reorganizagdo do pensamento matematico. Esses episddios evidenciam que a
aprendizagem ocorre por meio de tensdes, negociagdes e reformulacdes coletivas de
significado. Ao afirmar "E possivel", P3 demonstra uma mudanga de compreensio: o foco deixa
de ser apenas o preenchimento concreto do tabuleiro e passa a considerar o niumero de
representacdes ou combinagdes possiveis, aproximando-se de um raciocinio abstrato.

A intervencdo de PS5 evidencia um processo de validagdo coletiva das estratégias
utilizadas pelo grupo. Ao questionar "Vocés estdo dizendo que ¢ 4 mais 3. 4 mais 3 da 7. [...]
Por que deu 8?", o participante busca confrontar os resultados obtidos e compreender as
divergéncias presentes nas contagens realizadas.

A fala de P6, "A gente usou 2 baterias diferentes", sugere a percepcao de que diferentes
estratégias ou organizagdes espaciais podem gerar contagens distintas. Esse aspecto apresenta
um obstaculo cognitivo relacionado a equivaléncia entre representacdes e a necessidade de
controle sistematico das possibilidades combinatdrias. Tal situacao dialoga diretamente com a
TRRS, uma vez que os participantes demonstram dificuldades momentaneas na coordenacgao
entre o registro figural (organizacao espacial dos ladrilhos), o registro numérico (quantidade de
possibilidades) e o registro discursivo (explicagao verbal das estratégias) (Duval, 1995).

A PP assume papel fundamental na reorganiza¢do conceitual da atividade ao afirmar:
"Isso aqui € como se fosse o tamanho dos blocos a serem preenchidos. E as possibilidades ¢ o
que a gente esta fazendo". Essa fala direcionou os participantes a distingao entre o objeto fisico
representado no tabuleiro e o conceito matematico abstrato — o nimero de possibilidades

combinatorias associadas ao preenchimento.
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As falas finais de P1 e P3, "Foram 13" e "Gente, que bacana isso aqui", evidenciam
momentos de reconhecimento da regularidade matematica e de satisfacao intelectual decorrente
da descoberta coletiva. Observou-se, ainda, que os participantes passaram a perceber que as
quantidades obtidas seguem a Sequéncia de Ouro, estabelecendo relagdes entre os resultados
encontrados empiricamente e a estrutura recursiva subjacente.

Outro aspecto relevante emerge na fala de PS5 ao mencionar "a simetria equivalente".
Essa observacao demonstra indicios de percep¢ao de equivaléncias estruturais entre diferentes
configuracdes espaciais dos ladrilhos, sugerindo avangos na compreensdo das propriedades
combinatorias e das relagcdes de simetria presentes na atividade. Doravante, apresenta-se outro
momento empirico significativo, que revela as inimeras formas de representacdo de um mesmo

objeto:

Fonte: dados da pesquisa.

A imagem apresentada elucida um momento significativo de sistematizagdo coletiva do
conhecimento matematico produzido durante as atividades com o tabuleiro 1 X n e os ladrilhos
metalicos. Observa-se, no primeiro quadro, a organiza¢do espacial dos ladrilhos sobre o
tabuleiro 1xn, representando diferentes possibilidades combinatdrias associadas as sequéncias
recorrentes, enquanto, no segundo quadro, ocorre a formalizacdo das regularidades
identificadas pelos participantes no quadro branco.

A luz da TRRS, observa-se a articulagio entre diferentes registros de representagdo: o
registro figural, representado pela disposicao espacial dos ladrilhos no tabuleiro; o registro

numérico, evidenciado pelos valores associados as sequéncias; o registro algébrico, presente
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nas expressoes e relacdes formalizadas no quadro e o registro discursivo, mobilizado durante
as argumentacdes coletivas (Duval, 1995).

A imagem também revela forte engajamento colaborativo entre os participantes. A
disposi¢do coletiva em torno do tabuleiro indicou processos de negociacdo de sentidos,
validagdo de estratégias e materializacdo das solugdes. A P3 posicionou-se junto ao quadro
branco elucidando um momento de sintese e formalizagdo matematica, no qual os resultados
observados empiricamente passaram a ser representados simbolicamente. Tal movimento
confirma um dos objetivos da investigacdo: a de que as vivéncias e os artefatos semioticos
podem favorecer a transi¢@o entre representagdes concretas e abstratas.

A coordenagdo entre esses registros favoreceu processos de conversdo e tratamento
semiotico, fundamentais para a compreensdo conceitual das propriedades recursivas da
sequéncia de Fibonacci e dos Numeros Metalicos. A escrita no quadro demonstra que os
participantes passaram a reconhecer regularidades e relagdes estruturais entre os termos da
sequéncia, deslocando-se de uma percepcdo empirica para uma compreensao mais abstrata e
generalizante.

Portanto, as inferéncias realizadas a partir dos didlogos, acdes e manipulacdes
permitiram compreender que: os participantes desenvolveram progressivamente a percepgao da
recorréncia de segunda ordem através do ladrilhamento da sequéncia de Ouro; os artefatos
manipulativos favoreceram a visualizagdo de padrdes e regularidades desta sequéncia; os
conflitos cognitivos impulsionaram processos de reorganizagao conceitual; houve coordenagao
entre diferentes registros semidticos fortalecendo os processos cognitivos importantes e a
generalizagdo de padrdes (Brasil, 2017; Duval, 1995).

Sendo assim, o episddio validou as hipoteses formuladas na andlise a Priori da tarefa 3,
evidenciando uma experiéncia progressiva entre os ladrilhos metalicos, tabuleiro e observacgdes
de limitagdes em relacdo ao uso dos materiais. Os arcabougos tedricos favoreceram ambientes
investigativos capazes de promover a construcao compartilhada relacionadas as propriedades

recursivas dos Numeros Metalicos.

6.4 Analise a Posteriori e validacio do médulo IV

O Moddulo 4 avangou em consonancia com o planejamento previamente estabelecido,

considerando a organizacdo das tarefas progressivas, os objetivos propostos e as situagdes

previstas na Analise a Priori. Durante seu desenvolvimento, buscou-se observar os diferentes
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contextos e as categorias que emergiram das interagdes, dos discursos e das produgdes
matematicas dos participantes, atentando-se, especialmente, para as estratégias mobilizadas na
identificacao de regularidades e na construgao de generalizagdes.

A atividade ocorreu entre os dias 25/04/2026 e¢ 30/04/2026, tendo como tematica
“Generalizacdo de Regras e Expressdes Algébricas”, com é&nfase na passagem das
regularidades observadas nas representacdes concretas e numéricas para a elaboragdo e

formalizagdo de expressoes algébricas.

Quadro 12 — Modulo 4 do curso de extensdo (AVA/G-TERCOA)

04 Generalizacio de Regras e Expressoes Algébricas (25/04/2026) (4h/a)
4.1 Exploragao da generalizagdo das propriedades das sequéncias recorrentes;
4.2 Introdugao a formulagdo algébrica da recursividade, utilizando os artefatos como
apoio semiotico;
4.3 Tarefas Didaticas Colaborativas entre os professores para ajudar na objetivacdo da
regra F, = F,,_ + F,,_,, e outras com a mesma recursividade;
4.4 Debate e resolucdo coletiva de problemas relacionados a sequéncias numéricas
recorrentes;
4.5 Atividade Presencial: vivéncia para formular leis de formag¢ao dos NM.
4.6 Atividade Assincrona: Videoaula postada no ambiente AVA com quiz interativo
para identificar e generalizar padrdes de sequéncia, refor¢gando os conceitos algébricos
ensinados. (6 h/a)

Fonte: dados da pesquisa.

A partir da mobilizagdo com o tabuleiro concreto 1 X n e dos ladrilhos com cores pré-
definidas, avangou-se para uma compreensao mais espacial e estrutural do posicionamento dos
ladrilhos na representacdo de outras Sequéncias Metalicas, fundamentando-se nas proposi¢des
de Benjamin e Quinn (2003). A atividade foi desenvolvida com doze participantes entre
Pedagogos e professores de Matematica, organizados em grupos menores de trabalho (G1 e
G2), favorecendo um ambiente colaborativo e investigativo.

A proposta concentrou-se inicialmente na validagdo das representagdes anteriormente
construidas e, posteriormente, na introdu¢do da Sequéncia de Prata como ampliacao conceitual
das discussoes desenvolvidas ao longo do Curso de Extensdo. Por meio da manipulagdo
concreta dos ladrilhos e do tabuleiro, os participantes passaram a explorar novas possibilidades
de composicdo, recorréncia e organizagdo espacial, favorecendo processos de investigagdo
matematica e construgdo coletiva de significados.

Durante o desenvolvimento das tarefas, observou-se intensa mobilizagao de diferentes

recursos semidticos, tais como gestos, linguagem oral, expressdes simbdlicas, argumentagdes
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coletivas e reorganizagdes espaciais dos ladrilhos. Esses elementos delinearam o movimento
metodologico do momento empirico e evidenciaram a constituicio de um ambiente de
aprendizagem pautado no didlogo, na problematizacio e na colaboragdo entre os sujeitos.

As mobilizagdes produzidas pelos participantes revelaram processos de exploracao,
formulagdo de conjecturas, validagdo de estratégias e reconhecimento de regularidades
relacionadas as propriedades recursivas das sequéncias investigadas. Nesse contexto, a nova
representacdo semidtica possibilitou aos sujeitos estabelecer relagdes entre composigdes
concretas e estruturas matematicas abstratas, favorecendo a visualizagdo de padroes, a
percepgao de invariantes e o desenvolvimento de processos de generalizagdo matematica.

De modo complementar, a luz da TRRS, percebeu-se a articulacdo entre diferentes
registros de representacdo, como o figural, o numérico, o verbal e o algébrico. Essa coordenacao
favoreceu a conversdo entre representagdes concretas e abstratas, ampliando o escopo das
possibilidades de compreensdo conceitual das propriedades fundamentais e recursivas das
Sequéncias Metalicas.

A Figura 20 retrata momentos significativos, evidenciando didlogos, duvidas,
reorganizagdes e construgdes coletivas que emergiram ao longo do processo investigativo.
Esses episodios demonstram que os saberes matematicos foram sendo gradativamente
materializados a partir das tensdes cognitivas, das argumentagdes e dos processos de abstragao

mobilizados pelos participantes durante a manipulagdo empirica.

Figura 20 — Momento empirico do moédulo 4

Fonte: dados da pesquisa.

Percebeu-se que, a medida que se avanga nas manipulagdes com os artefatos, ora nos

excertos anteriores com as barras de Cuisenaire, agora com os ladrilhos metélicos e tabuleiro
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1xn, uma apropriagdo mais latente e uma transposicao de um pensamento puramente aritmético
comega a se transformar em pensamento algébrico.

A Figura 21 evidenciou momentos significativos da mobilizagdo coletiva dos
participantes durante a exploracdo das Sequéncias Metalicas por meio do tabuleiro concreto
1 X n e dos ladrilhos manipulativos. As imagens revelaram que os sujeitos organizaram o0s
ladrilhos em diferentes composi¢des espaciais, buscando representar possibilidades

combinatorias, recorréncias e regularidades estruturais associadas as sequéncias investigadas.

Fonte: dados da pesquisa.

Nas imagens, observou-se intensa utilizacdo dos meios semioticos entre os participantes
em torno da mesa de trabalho, evidenciada pelos gestos de apontamento, pelas reorganizagdes
constantes dos ladrilhos e pelos didlogos estabelecidos. As imagens também permitem inferir
que os participantes passaram a reconhecer propriedades fundamentais e recursivas dos NM a
partir das diferentes configuragdes espaciais dos ladrilhos.

A organizagdo linear das pecas e a comparagdo entre distintas composigdes sugeriram a
emergéncia de processos relacionados as propriedades comutativa e associativa da Sequéncia
de Ouro. Esses episddios também validam uma das hipoteses formuladas na Andlise a Priori
da investigacdo: a de que as vivéncias favorecem a visualizagdo das estruturas matematicas
abstratas, permitindo aos participantes estabelecer relagdes entre representagdes concretas e
propriedades algébricas das sequéncias recorrentes.

De modo complementar, as figuras posteriores evidenciaram um avango no processo de

formalizagdo matematica. Enquanto os participantes manipulavam os ladrilhos sobre o
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tabuleiro, observou-se simultaneamente a sistematizagdo das regularidades identificadas no
quadro-branco, no qual apareceram registros numéricos, relagdes recursivas e representacoes
simbolicas produzidas coletivamente durante a atividade.

Tomando-se outro trecho dos didlogos entre a PP e os participantes da investigacgao, faz-
se necessario relatar o desenvolvimento de processos investigativos, argumentativos e

generalizantes, reportados nos excertos a seguir:

PP: A gente trabalhou a adi¢@o, isso aqui ¢é a adi¢@o, vocé ta vendo? O vinte e um ¢é a
soma dos dois ultimos. Trabalhamos a razdo, que ¢ uma divisdo. Encontramos aqui as
razdes, ¢ elas encontraram a subtrag@o. A gente estava sempre compondo na adigao.
Qual ¢ o préoximo niimero? O proximo numero ¢ a soma. O que falta é a subtracdo,
né? E a sequéncia.

(Diélogos entre os sujeitos da pesquisa e a professora pesquisadora, 2026).

Essa coordenacdo entre registros, segundo a TRSS, favoreceu processos de tratamento
e conversdo semiotica, fundamentais para a compreensdo conceitual das propriedades
recursivas € combinatérias dessas estruturas. A PP pode inferir a respeito dos achados de
pesquisa, as propriedades fundamentais dos NM. Os participantes ndo apenas manipularam os
objetos concretos, mas passaram gradativamente a atribuiram significados matematicos as
representacdes produzidas, reconhecendo padrdes, formulando conjecturas e validando

estratégias de resolugdo.

P2: 1, 2, 4. Espera ai. E ele no meio também. Aqui... Aqui... 1, 2, 3... No meio, no
fundo do meio. No meio. E ta faltando as duas pontas. Ou sé cabe numa ponta?

P1: Aqui, uma ponta. 5, 5, 5. Esse aqui ta repetido. Esse aqui ta repetido. Bota pra ca.
T4 repetido? Tava repetido.

P3: Duas antes. Antes. E duas depois, ndo? Pode ser. Duas depois também. Pode ser.
Duas antes.

P4: Cadé? Ta. Porque é proximo da sequéncia. Ta espelhado direito. Esse aqui é o
espelhado desse, né? Isso. Vocé pode fazer uma nova filazinha aqui embaixo.
(Diélogos entre os sujeitos da pesquisa e a professora pesquisadora, 2026).

As falas anteriores revelaram processos de percepcdo de simetria, equivaléncia
estrutural, validagdo de estratégias e coordenacdo entre representacdes espaciais € numéricas,
aspectos fundamentais para a compreensdo das propriedades recursivas das Sequéncias
Metélicas.

Inicialmente, a fala de P2, "1, 2, 4. Espera ai. E ele no meio também", demonstra um
movimento de contagem, reorganizacdo e verificagdo das possibilidades construidas no

tabuleiro. O participante parece buscar sistematizar as configuragdes ja encontradas, elucidando
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preocupacdo com a completude das representagdes ¢ com a identificacdo de novas
possibilidades ainda ndo consideradas.

A continuacao da fala, "Ta faltando as duas pontas. Ou sé cabe numa ponta?", evidencia
um processo de analise das posi¢des possiveis dos ladrilhos no tabuleiro. Sob a perspectiva da
TO, tal manifestacdo indica que o conhecimento matematico foi produzido a partir da
manipulacdo concreta dos artefatos e dos espacos dialdgicos estabelecidos entre os participantes
com a PP.

A fala de P1, "Esse aqui ta repetido", revela um avango importante relacionado ao
"erro", traduzindo a maturidade cognitiva no didlogo. Esse momento auxiliou no processo de
abstracdo e generalizag¢do de padroes (Brasil, 2017), pois os sujeitos comegaram a distinguir a
configuracdo matematica da simples aparéncia visual da construgao.

De modo complementar, a fala de P3, "Duas antes. E duas depois também", sugere a
percep¢ao combinatoria e as relagdes de simetria entre as composi¢des construidas. O
participante pareceu reconhecer padrdes espaciais recorrentes no posicionamento dos ladrilhos,
indicando a emergéncia de um pensamento estrutural associado as propriedades combinatorias
da Sequéncia de Ouro.

A intervenc¢do de P4, "T4 espelhado direito. Esse aqui ¢ o espelhado desse, né?",
constitui um dos momentos mais relevantes do didlogo, pois explicita a percep¢ao de simetria
entre as proje¢oes combinatodrias. Tal manifestacdo demonstra que os participantes passaram a
reconhecer equivaléncias estruturais entre representacdes aparentemente distintas, mobilizando
nogdes importantes para o desenvolvimento do pensamento algébrico.

Essa articulagdo entre registros favorece processos de tratamento e conversao semiotica,
fundamentais para a compreensdo das relagdes matematicas presentes na atividade. Os
participantes ndo apenas manipularam os ladrilhos, mas passaram gradativamente a interpretar
as construcdes em termos de equivaléncia, repeti¢ao, simetria e regularidade estrutural.

Portanto, as evidéncias percebidas até aqui demonstram que as tarefas possibilitaram
ndo apenas a manipulacdo concreta, mas também o desenvolvimento de processos
investigativos e argumentativos, bem como a ampliagdo do espectro de compreensdo dos
participantes acerca das propriedades fundamentais, combinatdrias e simétricas das Sequéncias

Metalicas.
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6.5 Analise a Posteriori e validacao do médulo V

O moédulo 5, penultimo moddulo destas evidéncias empiricas, avangou segundo o
planejamento inicial, com organizacdo prévia e analisando os contextos e as categorias
observadas no decorrer do momento vivenciado por todos. Importante dizer que o trecho a
seguir delineia a proposta didatica que ocorreu no intersticio compreendido entre 09/05/2026 e

16/05/2026 com a tematica: Explorando a Relacdo Recursiva M,, = kM,,_; + M,,_,.

Quadro 13 — Modulo 5 do curso de extensdo (AVA/G-TERCOA)

5 Explorando a Relacdo Recursiva M, = kM, {1+ M,,_» (09/05/2026) (4h/a)
5.1 Atividades para expandir as sequéncias e explorar propriedades fundamentais da soma,
multiplicagdo, razdes e proporgdes;
5.2 Uso simultaneo de diferentes artefatos (barras, ladrilhos e tabuleiros) para abordar a
sequéncias;
5.3 Avaliacdo formativa por meio da observagdo e registro dos processos de ensino e
aprendizagem;
5.4 Atividade Presencial: uso simultineo de barras, ladrilhos e tabuleiros para ampliar a
objetivacdo de sequéncias e encontrar o itinerario de transicdo entre os materiais;
ladrilhamento de Prata e Bronze...
5.5 Atividade Presencial: Férum de discussdo coletivo. (6h/a).

Fonte: dados da pesquisa.

A partir da ampliacdo contextual relacionada as manipulagdes realizadas com o
tabuleiro concreto 1 X ne com os ladrilhos de cores pré-definidas, avangou-se para uma
compreensdo mais espacial, estrutural e recursiva das representacdes associadas as Sequéncias
Metaélicas, especialmente as Sequéncias de Prata e Bronze, em consonancia com os
pressupostos de Benjamin e Quinn (2003). A tarefa didatica 05 foi desenvolvida com dez
participantes, entre pedagogos e professores que lecionam matematica, organizados em grupos
menores de trabalho (G1 e G2), favorecendo um ambiente colaborativo, investigativo e
dialogico.

Inicialmente, a proposta concentrou-se na observacdo e validacdo das representagdes
anteriormente construidas para a Sequéncia de Ouro, utilizando os materiais manipuldveis ja
explorados nas atividades precedentes. Posteriormente, ocorreu a introdugdo da Sequéncia de
Prata como ampliagdo conceitual das discussdes desenvolvidas ao longo do Curso de Extensao.
Por meio da manipulagdo concreta dos ladrilhos, do tabuleiro e das barras de Cuisenaire, os
participantes passaram a explorar novas possibilidades de composi¢do, recorréncia e

organizacao espacial.
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Durante o desenvolvimento da vivéncia, os sujeitos conseguiram identificar limites e
potencialidades de determinados materiais em relacdo as representacdes propostas,
evidenciando momentos de inflexdo metodoldgica que impulsionaram processos de transi¢ao
entre os diferentes artefatos semidticos. Esse movimento favoreceu a investigacdo matematica,
a problematizagao e a construcao coletiva de significados em torno das propriedades recursivas

das Sequéncias Metalicas.

Figura 22— Momentos de inflexdes acerca das representa¢des diversas

Ry "

Fonte: dados da pesquisa.

Observou-se na Figura 22 intensa mobilizacao de recursos semidticos, tais como gestos,
linguagem oral, expressdes simbolicas, argumentacdes coletivas e reorganizacdes espaciais dos
ladrilhos. Tais elementos evidenciaram a constituigdo de um ambiente de aprendizagem
fundamentado na colabora¢do, na experimentagdo e na significacdo dos conceitos matematicos
envolvidos.

Nesse contexto, as novas representagdes possibilitaram aos participantes estabelecer
relacdes entre composi¢des concretas e estruturas matematicas abstratas, favorecendo a
visualizacdo de padrdes, a percepcdao de invariantes e o desenvolvimento de processos de
generalizagdo matematica. Destacou-se, ainda, o movimento de inflexdo ocorrido durante a
composicao das Sequéncias de Prata e Bronze com as barras de Cuisenaire, momento em que
0s participantes precisaram reorganizar estratégias, validar hipoteses e reinterpretar as relagdes

recursivas construidas anteriormente.

PP: Estou perguntando se... Com este material... Vocé vai determinar o uso de todas
as pecas?
P1: Nao. Ele ¢ limitado. Ele ¢ limitado...
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P2: Ele faria aquela outra forma. Que vocé deu s6 o dourado junto.

Naio, para a outra cor. Aquela outra que a gente fez. Que era s6 o dourado.

P3: Para Fibonacci, da. D4, mas para a sequéncia de prata... JA muda? Para a sequéncia
de ouro, da. Porque o fundamental... Na sequéncia... Para vocé chegar nessa
sequéncia... Vocé precisa... De duas pegas de mesma dimensao.

P1: De cores diferentes. Mas a pega... Ndo necessariamente tem que ser... Ouro e
prata. Pode ser vermelho e azul.

P6: Aqui ¢ a dimensdo. Por isso que o proprio material... Se apresenta com essas
outras cores. Por conta das diversas... Sequéncias que existe.

(Dialogos entre os sujeitos da pesquisa e a professora pesquisadora, 2026).

O dialogo evidenciou um movimento coletivo de reflexdo, problematizagdo e
significacdo matematica mediado pelos materiais utilizados durante a atividade. As falas dos
participantes demonstraram que o processo de manipulacao concreta fortaleceu ndo apenas a
construcdo de representagdes das Sequéncias Metalicas, mas também a percepcao dos limites,
potencialidades e adaptacdes necessarias aos materiais empregados.

Inicialmente, observa-se que P1 reconhece a limitacdo do material ao afirmar que "ele
¢ limitado", indicando uma percepcao critica acerca das possibilidades de representagdo
oferecidas pelas barras utilizadas. Essa compreensdo evidenciou um avango cognitivo no
processo de abstragdo, pois os participantes deixaram de apenas manipular os materiais e
passaram a analisar suas propriedades estruturais em relagao as sequéncias investigadas.

Na continuidade do didlogo, P2 e P3 estabelecem relagdes entre as representacdes
anteriormente construidas para a Sequéncia de Ouro e as novas tentativas de composicao da
Sequéncia de Prata. Ao afirmar que "para Fibonacci, d4", mas que "para a sequéncia de prata ja
muda", P3 compreendeu que diferentes sequéncias recorrentes exigem reorganizacoes
estruturais especificas nos materiais manipulaveis. Tal percep¢do demonstrou um movimento
de transicdo entre a representacdo concreta e a abstracdo, favorecendo a compreensdo das
diferencgas algébricas e recursivas entre as Sequéncias Metalicas.

Outro aspecto relevante emerge quando P3 destaca que, "para chegar nessa sequéncia",
sdo necessarias "duas pegas de mesma dimensao". Nesse momento, os participantes passaram
a compreender que a regularidade recursiva ndo esta necessariamente associada a cor das pecas,
mas as relagdes dimensionais e estruturais estabelecidas entre elas. Essa compreensdo ¢
reforgada por P1 ao afirmar que "ndo necessariamente tem que ser ouro e¢ prata. Pode ser
vermelho e azul", deslocando o foco da caracteristica visual para a fun¢do matematica
desempenhada pelos elementos na composi¢ao da sequéncia.

A fala de P6 aprofundou essa percepgao ao destacar que "aqui ¢ a dimensao", indicando
que as cores assumem um papel secundario diante das propriedades matematicas mobilizadas.

Além disso, ao mencionar que o material "se apresenta com essas outras cores por conta das
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diversas sequéncias que existem", o participante evidenciou um processo de generalizacao,
reconhecendo que diferentes configuragdes cromaticas podem representar distintas estruturas
recursivas.

A Figura 23 elucidou um contexto de aprendizagem colaborativa no qual os
participantes encontram-se organizados em torno da manipula¢do concreta de ladrilhos e

tabuleiro 1xn utilizados na representacao das Sequéncias de Prata.

Fonte: dados da pesquisa.

Observou-se a disposi¢cdo sequencial das pecas sobre o tabuleiro 1 X n, sugerindo um
movimento investigativo voltado a identificacio de padrdes recursivos, regularidades
numeéricas e possibilidades de composi¢cdo matematica.

No primeiro plano da imagem, percebeu-se intensa interagdo entre os participantes
durante a organizagdo espacial dos ladrilhos, a distribui¢do das pecas em diferentes
agrupamentos sugerindo tentativas de representagdo de recorréncias matematicas associadas as
Sequéncias de Ouro e Prata, favorecendo a visualizagdo concreta das relagdes aditivas e
combinatorias presentes nas tarefas didaticas propostas.

Na segunda parte da imagem, destaca-se um participante realizando registros escritos
simultaneamente a manipulacdo dos materiais, evidenciando a articulacao entre representagao
concreta, linguagem matematica e sistematizagdo simbolica. Esse movimento revela um
processo de conversdo entre diferentes registros de representagdo, (Duval, 1995) no qual as
construgdes realizadas com os ladrilhos passando a ser reinterpretadas por meio de registros

matematicos.
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Além disso, a presenca de pecas de diferentes cores e dimensdes reforgou a
intencionalidade didatica da tarefa, permitindo aos participantes explorarem propriedades
recursivas, equivaléncias estruturais e possibilidades combinatorias associadas as Sequéncias
Metélicas.

A vivéncia evidenciou que esses artefatos semidticos constituem importantes recursos
didatico-pedagdgicos para o desenvolvimento do pensamento algébrico e recursivo,
favorecendo a compreensao das propriedades estruturais das Sequéncias de Ouro, Prata, Bronze
e demais sequéncias da Familia dos Numeros Metalicos.

Embora as barras de Cuisenaire tenham apresentado limitagdes para representar
sequéncias mais complexas, a articulagdo com o tabuleiro 1 X ne os ladrilhos metalicos
ampliou as possibilidades de visualizacdo, coordenagdo e conversdo entre representacdes

concretas e abstratas, potencializando a construgdo de significados matematicos.
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Fonte: dados da pesquisa.

A Figura 24 acima chancela a identifica¢do de uma lei recursiva associada as Sequéncias
Metalicas, na qual cada termo ¢ construido a partir da combinagdo de termos anteriores. A
anotacdo da relagdo de recorréncia demonstra que os participantes passaram a compreender a
estrutura algébrica subjacente as composi¢des realizadas com os ladrilhos e tabuleiros,
avangando da simples manipulacdo material para a generalizagdo e formalizacdo matematica

mais elevada.
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6.6 Analise a Posteriori e validacao do médulo VI

O ultimo moédulo correspondeu ao momento de fechamento das discussdes e
sistematizacdo dos feedbacks relacionados as percepgoes, analises semioticas, tematicas e
visuais produzidas ao longo das vivéncias. Essa etapa configurou-se como momento de
validagdo da pesquisa, uma vez que possibilitou verificar os desdobramentos de cada modulo,
suas implicagdes diante das manipulagdes empiricas e as contribui¢cdes para os processos de
ensino-aprendizagem desenvolvidos durante o Curso de Extensao.

Nessa perspectiva, buscou analisar se as agdes planejadas inicialmente avangaram
conforme a organizagdo previamente estruturada, considerando os contextos, as categorias
analiticas e os fendmenos observados ao longo das experiéncias vivenciadas coletivamente
pelos participantes. Desse modo, a etapa final possibilitou compreender os impactos positivos
decorrentes das vivéncias colaborativas ¢ da mobilizacao dos artefatos semioticos utilizados.

Importa considerar que o trecho, compreendido entre os dias 16/05/2026 e 23/05/2026,
foi desenvolvido sob a tematica: “Reflexdo Metodoldgica e Formagao Docente” e delineou-se

como proposta didatica correspondente a esse momento conclusivo da investigagao.

Quadro 14 - Mo6dulo 6 do curso de extensdo (AVA/G-TERCOA)

6 Reflexiao Metodologica e Formacdo Docente (23/05/2026) (4/h/a)
6.1 Revisao dos processos de ensino-aprendizagem encontrados durante os modulos
anteriores;
6.2 Discussao no planejamento de aulas, a posteriori;
6.3 Observagoes acerca das tarefas didaticas aplicadas em contexto académico;
6.4 Feedback e avaliacdo final, enfatizando a constru¢do coletiva do conhecimento
docente;
6.5 Atividade Presencial: planejamento coletivo e avaliagdo formativa
6.6 Atividade Online: sugestdo de planos de aula, seguido ideias e inserindo a proposta
de materiais manipulativos. (6 h/a)

Fonte: dados da pesquisa.

O planejamento do modulo “Reflexdo Metodologica e Formacdo Docente” elucidou
uma proposta formativa de carater reflexivo e colaborativo, voltada a consolida¢do dos
conhecimentos construidos ao longo de todo o Curso de Extensdo. A organizagao das atividades
demonstrou uma preocupac¢ao ndo apenas com a retomada dos conteudos desenvolvidos nos
modulos anteriores, mas também com a analise critica vivenciadas pelos participantes durante

0 Processo.
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Inicialmente, a revisdo do processo de ensino-aprendizagem possibilitou aos sujeitos
revisitar as experiéncias desenvolvidas ao longo do curso, favorecendo movimentos de reflexao
e autorreflexdo sobre as dificuldades e potencialidades desenvolvidas por meio das tarefas
didaticas progressivas mediadas pelos artefatos semioticos, as barras de Cuisenaire, tabuleiro
1xn e ladrilhos 1x1 e 1x2. Esse modulo contribuiu para a sistematizagdo das compreensdes
relacionadas as propriedades fundamentais, algébricas e recursivas das Sequéncias Metélicas.

A discussdo sobre o planejamento de aulas, realizada a Posteriori, evidenciou a
preocupacdo em promover a articulagdo entre os conhecimentos evidenciados em contexto
investigativo e a melhoria da pratica docente dos participantes. Tal encaminhamento favoreceu
processos de transposicao didatica, permitindo que os professores refletissem sobre
possibilidades metodologicas de aplicagdao dos contetidos em diferentes contextos educacionais.

As observagdes provenientes das tarefas didaticas desenvolvidas em contexto
académico evidenciaram aspectos semidticos, tematicos e visuais relevantes para a analise dos
processos de ensino e aprendizagem. Durante as vivéncias, os participantes foram convidados
a refletir sobre os impactos das tarefas propostas, as potencialidades e os limites dos materiais
manipulaveis empregados, bem como sobre as contribuicdes desta investigacdo para os
processos de visualizagcdo, compreensdo, coordenacao de registros e generalizagao de padrdes.
Essas reflexdes favoreceram a construcdo coletiva de significados acerca das propriedades
fundamentais e recursivas das Sequéncias Metalicas, subsidiando a andlise a posteriori e a
validacao da pesquisa.

O momento destinado ao feedback e a revisita aos mddulos anteriores refor¢ando a
dimensao colaborativa da formacao, enfatizando o desenvolvimento coletiva do conhecimento
docente e a valorizacdo das experiéncias compartilhadas entre pares. Nesse contexto, a
avaliagdo assume carater formativo e reflexivo, ultrapassando perspectivas meramente
classificatorias e priorizando a andlise das aprendizagens construidas ao longo do percurso
investigativo.

As tarefas assincronas desempenharam papel fundamental na constituicdo do percurso
formativo do curso de extensdo, articulando planejamento, acompanhamento e avaliagdo
formativa. Integradas as atividades presenciais, favoreceram a argumentacao, a reflexao critica
e a elaboracdo de estratégias didatico-pedagogicas, consolidando um ambiente virtual de

aprendizagem voltado a construcdo colaborativa do conhecimento matematico.
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Fonte: dados de pesquisa.

Complementarmente, a elaboracgdo coletiva de planos de aula possibilitou a socializagdo
das experiéncias docentes, a validagdo compartilhada de propostas metodologicas e a troca de
feedbacks entre os participantes. Sob a perspectiva da Engenharia Didatica, essa dindmica
contribuiu para a continuidade do processo investigativo, enquanto, a luz da Teoria dos
Registros de Representagdo Semiotica, favoreceu a explicitagdo, a comunicagdo ¢ a
coordenacao de diferentes formas de representagdo mobilizadas durante as atividades,
fortalecendo a compreensdo dos conceitos matematicos explorados ao longo do curso de
extensao.

A Figura 25 evidenciou o momento de validagdo dos encontros empiricos desenvolvidos
ao longo do curso de extensado, revelando um ambiente formativo pautado na colaboragdo, na
reflexdo metodologica e na socializagdo coletiva das experiéncias vivenciadas pelos
participantes.

Seguem, a partir de entdo, as observagdes dos modulos por meio de algumas transcrigcdes

dos didlogos entre a PP e os participantes deste Giltimo momento empirico:

PP: Pronto, entdo, o que a gente esta propondo a validagdo desta pesquisa, uma
pesquisa de mestrado académico do IFCE, Programa de Pds-graduagao em Ensino de
Ciéncias e Matematica. Vamos analisar, modulo a modulo, tarefa a tarefa, que foi
aplicada, porque ¢ muito subjetivo, lapidar a fala, na hora da tomada de consciéncia...
na hora da aprendizagem... algo muito subjetivo e individual, cada um aprende de um
jeito...

P1: Esse curso prop6s uma abordagem totalmente diferenciada, essa abordagem na
perspectiva do ladrilhamento, a gente manipulou materiais concretos para
compreender conceitos abstratos, isso traz uma nova perspectiva, tanto para o ensino
quanto para a aprendizagem...

P1: Quem estava aqui no dia que a gente fez um dos moddulos, a gente comecou
utilizando um material, e ai 4 medida que... Que foi a escala, né? E, a gente comegou
utilizando as barras de Cuisenaire, e a gente representou a sequéncia até um
determinado momento, e ai a gente percebeu que a partir de um determinado
momento, ela comegava a ficar inviavel prosseguir...e ai a gente foi feito uma nova
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proposta para fazer o numero de ouro, para fazer o nimero de ouro, ndo, para fazer o
numero de prata. Ai trocamos o material?...

P2: Isso, quando foi para fazer o nimero de prata, a gente percebeu que o material ndo
alcancava aquela representagdo, né?

P4: Bem, a gente chama assim, os ladrilhos, né? Principalmente quando ia representar
a questdo que dava fragdes, né? A escala de ... foi um pouco mais facil para quem
estava no inicio, s6 que chegou um ponto em que o tipo de trabalho mental que estava
sendo feito, ele foi aumentando a propor¢do e chegou um ponto em que a escala ndo
dava mais conta e quando a gente tinha que representar ali as variagdes, daquele
numero de possibilidades, os ladrilhos foram mais eficientes do que a
escala...Principalmente por uma questdo da visualizagdo, pela quantidade de
elementos que tinham os ladrilhos...

P6: Nisso o ladrilho foi mais eficiente, mas os dois materiais s3o bem interessantes,
porque eu ndo sou de matematica, como algumas pessoas ja sabem. E eu estava
pensando em pintar o material dourado para fazer essa representacdo, mas ai com a
escala de Cuisenaire essa representacdo fica mais facil.

(Dialogos entre os sujeitos da pesquisa e a professora pesquisadora, 2026).

A validag¢ao dos Modulos 1, 2 e 3 apresentados no excerto acima evidenciou um rico
movimento de reflexdo coletiva acerca dos processos de ensino-aprendizagem desenvolvidos
ao longo do curso de extensdo, especialmente no que se refere a utilizacdo dos dois materiais
— as barras de Cuisenaire e os ladrilhos metélicos — como auxiliares da compreensao de
conceitos matematicos abstratos. As falas dos participantes revelaram um ambiente formativo
pautado na problematizagdo, na investigagdo colaborativa e na validagdo critica das
experiéncias empiricas vivenciadas durante os médulos da pesquisa.

Inicialmente, a fala da PP destaca a complexidade inerente aos processos investigativos,
ao reconhecer que as percepgdes acerca dos fendmenos encontrados durante as vivéncias
constituem-se de maneira subjetiva e individual. Tal posicionamento evidenciou uma
compreensdo de que as aprendizagens sdao inerentes as singularidades dos sujeitos,
reconhecendo que os processos de significagdo matemadtica ocorrem de formas distintas entre
o0s participantes.

Na continuidade do didlogo, P1 enfatiza o carater inovador da proposta metodologica
ao afirmar que o curso proporcionou "uma abordagem totalmente diferenciada", baseada na
manipulacdo de materiais concretos para compreender conceitos abstratos. Essa percepcao
evidenciou que os materiais auxiliaram os processos de representacdo concreta e formalizagdo
matematica.

As falas seguintes revelam um importante movimento de inflexdo metodologica
ocorrido durante as atividades. Ao relatarem que as barras de Cuisenaire possibilitaram
inicialmente a representag¢do da Sequéncia de Ouro, mas se tornaram invidveis em determinado

momento da construcdo da Sequéncia de Prata, os participantes perceberam os limites
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estruturais e o itinerario de transi¢cdo entre os dois artefatos em relagdo as demandas cognitivas
e representacionais da tarefa.

P2 reforca essa percepcdo ao afirmar que o material "ndo alcangava aquela
representacao”, indicando que os participantes passaram a compreender que diferentes
Sequéncias Metalicas exigem distintos modos de representagdo e organizagao espacial. Nesse
sentido, a substituicdo das barras pelos ladrilhos n3o ocorreu apenas como mudanca
instrumental, mas como necessidade epistemologica vinculada a compreensao das propriedades
recursivas investigadas.

A fala de P4 aprofundou essa analise ao destacar que os ladrilhos foram mais eficientes
especialmente nas representacdes envolvendo fragdes e multiplas possibilidades combinatorias.
Observa-se que o participante associou a eficiéncia do material a ampliagcdo das possibilidades
de visualizagcdo e manipulagdo espacial, reconhecendo o terceiro objetivo especifico do inicio
desta dissertagdo, quando se propde a discutir a importancia das seis vivéncias para o processo
de ensino-aprendizagem das propriedades fundamentais e recursivas dos Nimeros Metalicos
em contexto académico. Tal expressdo exigiu maior suporte visual e estrutural para a
organizagdo do pensamento.

Além disso, quando P4 menciona que "o tipo de trabalho mental foi aumentando a
propor¢ao”, evidencia-se um movimento gradual de complexificagdo cognitiva, no qual os
participantes passaram da manipulagdo concreta inicial para niveis mais elevados de abstracao,
generalizacdo e raciocinio recursivo, segundo a BNCC (Brasil, 2017).

Por fim, a fala de P6 revela um aspecto relevante relacionado a acessibilidade e a
democratizagdo do conhecimento matematico. Mesmo nao sendo formado em Matematica, o
participante reconhece que as vivéncias € os materiais empregados ajudaram na compreensao
das representacdes propostas, especialmente as barras de Cuisenaire. Essa percepcao
evidenciou o potencial inclusivo dos artefatos semidticos no favorecimento da visualizagdo
matematica e da construcao conceitual em contextos formativos heterogéneos.

Faz-se saber que ocorreram outras valida¢des durante este espaco dialdégico do tltimo

modulo; segue trecho das falas:

P5: A gente trabalhou... Estdo vendo aqui a forma, né? A recursividade, entendendo
exatamente que Fibonacci...Essa sequéncia, ela era construida a partir do terceiro,
somando os dois anteriores, imediatamente anteriores. As propriedades aditivas, a
gente trabalhou a comutatividade, a associatividade. Nos visualizamos as
propriedades quando ladrilhamos.

P3: Tanto com as barras, a gente visualizou, como também com os ladrilhos. Vocés
puderam perceber que 3 mais 2, que dava 5, poderia também ser o contrario. E era
mesmo o resultado. E era mais uma combinagao diferente. Entdo, a gente percebeu as
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propriedades aditivas fundamentais. E a gente percebeu a recursividade da propria lei
de formagdo da sequéncia de Fibonacci.

P1: A sequéncia de ouro ¢ a sequéncia de Fibonacci sdo a mesma recursividade, a
mesma regra, vamos dizer assim.

P5: E foi tudo percebido. Ai, trabalhamos na tarefa 3. Eu acho que vocés lembram.
Eu quero que vocés também comentem um pouquinho sobre.

(Dialogos entre os sujeitos da pesquisa e a professora pesquisadora, 2026).

Inicialmente, P5 relembra a recursividade da sequéncia de Fibonacci ao perceber que
cada termo era construido "a partir do terceiro, somando os dois anteriores". Essa fala
evidenciou que os sujeitos conseguiram identificar a estrutura da lei de formacao recursiva da
sequéncia, avangando da experimentagdo concreta para a compreensao de regularidades
matematicas mais abstratas.

Além disso, P5 destacou que as propriedades aditivas, como a comutatividade e a
associatividade, foram trabalhadas e visualizadas durante o processo de ladrilhamento. Essa
observacdo demonstra que os participantes ndo apenas executaram constru¢des concretas, mas
conseguiram reconhecer propriedades algébricas fundamentais presentes nas composi¢cdes
realizadas com os materiais manipulaveis.

Na sequéncia, P3 refor¢ou a importancia dos artefatos semioticos ao afirmar que tanto
as barras de Cuisenaire quanto os ladrilhos possibilitaram visualizar que "3 mais 2 dava 5" e
que "poderia também ser o contrario". Tal percep¢do evidencia a compreensao da propriedade
comutativa da adi¢do a partir da manipulagdo concreta dos materiais, favorecendo processos de
objetivacdo e significagdo matematica. Ao reconhecer que diferentes combinagdes conduziam
ao mesmo resultado, os participantes ampliaram sua percepg¢ao acerca das relagdes estruturais
presentes na formagdo da sequéncia.

Quando P1 afirma que "a sequéncia de ouro e a sequéncia de Fibonacci sdo a mesma
recursividade", observou-se um movimento importante de generalizagdo matematica. O
participante percebeu que ambas as sequéncias compartilham a mesma estrutura recursiva,
diferenciando-se apenas pelas representagdes simbolicas e pelas adaptagdes algébricas
utilizadas. Essa compreensdo evidenciou um desenvolvimento da abstracdo e comparacao
estrutural entre diferentes Sequéncias Metélicas.

Os espagos dialdgicos e a validacdo dos modulos prosseguem, com novas inferéncias

importantes:

PP: Isso ai é outra representagdo. O apontar, o erro, assim, olha o que esta faltando.
Quando vocés perceberam que estava faltando representacdo, estd entendendo?
Dificuldades, isso tudo faz parte.

P3: Engracado que a gente tenta até descobrir por que que ndo, né? E. Ai até a gente
voltar para a primeira barrinha so, para o primeiro cubinho, até a gente perceber que
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sO tem uma cor. Porque até entdo vocé acha que pode.

P5: E engracado. Onde ha o momento de esclarecimento. O que mexe com as questdes
cerebrais da gente, que a gente bota realmente para funcionar, né? E. Esse negocio de
arrumar essas sequéncias mexe demais com a cabeca da gente.

P5: Mas a questdo é que o material que esta sendo colocado, os dois materiais, ¢ as
sequéncias que foram colocadas, a gente chegou, se eu nio me engano, no
ladrilhamento de bronze, ndo foi? No ultimo sabado, né? O que foi colocado ndo
inviabilizou o porqué vocé é pedagogo. Até acredito que, pelo fato de a gente trabalhar
com crianc¢a e com muito material, a gente tinha aquela facilidade de manipulacdo, de
ndo ter vergonha de ousar, de ousar e errar...

(Dialogos entre os sujeitos da pesquisa e a professora pesquisadora, 2026).

Inicialmente, a fala da Professora-Pesquisadora (PP) destacou que "o erro" e a percepcao
da auséncia de determinadas representagdes fazem parte do proprio processo investigativo. Tal
posicionamento evidenciou uma concep¢do de ensino centrado na aprendizagem reflexiva, na
qual as limita¢des encontradas durante a manipulacao dos materiais favorecem movimentos de
revisdo, reorganizacao de estratégias e tomada de consciéncia matematica.

Na continuidade do didlogo, P3 demonstrou um importante movimento de investigacao
conceitual ao afirmar que os participantes tentavam "descobrir por que que nao". Essa fala
evidenciou que as dificuldades encontradas impulsionaram processos de analise, validacao e
busca por justificativas matematicas para as limitagdes observadas nas representacdes. Quando
o0 participante mencionou a necessidade de "voltar para a primeira barrinha" e percebeu que "so6
tem uma cor", evidenciou-se um movimento de retorno as estruturas fundamentais da
sequéncia, favorecendo o processo de amadurecimento algébrico.

A fala de P5 aprofundou essa percepgao ao associar o momento de esclarecimento a um
intenso movimento cognitivo, destacando que a organizacdo das sequéncias "mexe demais com
a cabega da gente". Tal observacdo evidenciou que as tarefas propostas mobilizaram
significativamente os processos de raciocinio, visualizagcdo, generalizacdo e resolugdo de
problemas, exigindo dos participantes constante reorganizacdo mental diante das situacdes
investigadas.

Além disso, P5 ressalta que os materiais e as sequéncias trabalhadas, incluindo o
ladrilhamento de Bronze, nao inviabilizaram a participacao dos pedagogos no desenvolvimento
das tarefas. Essa observacgao revelou o potencial inclusivo da proposta metodoldgica, uma vez
que os artefatos semioticos favoreceram a participacdo de sujeitos com diferentes formagdes
académicas e experiéncias profissionais.

Ao afirmar que os pedagogos possuiam maior "facilidade de manipulagdo” e menos
"vergonha de ousar e errar", o participante evidenciou que o ambiente colaborativo construido

durante o curso de extensdo favoreceu a experimentacdo, a criatividade e a liberdade
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investigativa. Nesse contexto, o "erro" deixa de ser entendido como falha e passa a constituir-
se como elemento formativo essencial.

A validagao dos objetivos especificos ocorreu conforme apresentado nos excertos
anteriores e posteriores, evidenciando um rico movimento coletivo acerca do processo de
ensino-aprendizagem consubstanciado pelos momentos empiricos. As falas dos participantes
revelaram um ambiente constitutivo de saberes pautado na problematizagdo, na investigacao
colaborativa e na validagdo critica das experiéncias empiricas vivenciadas durante toda a
pesquisa.

As interagdes demonstram que a manipulacdo concreta, associada a problematizacao
coletiva, favoreceu a elaboragdo de um ambiente investigativo pautado na reflexdo
metodoldgica, na validacdo de hipoteses da Andlise a Priori e na ressignificacdo das praticas
de ensino-aprendizagem das propriedades fundamentais e recursivas dos NM com professores

que lecionam matematica em locus académico.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Foi desenvolvida uma investigacdo acerca da Familia dos Numeros Metalicos,
articulando a exploracdo de suas propriedades fundamentais e recursivas aos pressupostos
teorico-didaticos da Engenharia Didatica (ED) e da Teoria dos Registros de Representacao
Semiodtica (TRRS), bem como a outros referenciais que contribuiram para as Analises a Priori
e a Posteriori. Esses aportes permitiram ressignificar conhecimentos matematicos e didaticos
produzidos ao longo da investigagdo, corroborando com a coordenagdo e a conversdo entre
diferentes registros de representacdo semiotica.

A Engenharia Didatica constituiu o eixo estruturante desta pesquisa, orientando o
percurso investigativo desde as Analises Preliminares até a Analise a Posteriori e Validagao.
Sua orquestragdo possibilitou articular fundamentag¢do tedrica, planejamento das tarefas
didaticas, identificagdo de lacunas, experimentagdo e analise critica dos fenomenos observados.
Nesse percurso, as barras de Cuisenaire, o tabuleiro 1 X n e os ladrilhos configuraram-se como
artefatos semidticos auxiliadores na compreensdo de conceitos abstratos, possibilitando sua
visualizagao, representagao ¢ formalizagao.

Ao longo dos seis modulos vivenciados no curso de extensdo, observou-se que os
participantes mobilizaram diferentes registros de representagdo semiotica, articulando
discursos, representagdes concretas, numéricas e simbolicas e avancando em dire¢do as
formalizagdes algébricas durante a resolugdo das tarefas propostas. Os didlogos e as produgdes
dos participantes elucidaram processos de significagdo matematica, permitindo reconhecer
regularidades, compreender propriedades fundamentais e recursivas das sequéncias
investigadas e estabelecer relacdes entre o concreto € o abstrato.

As andlises revelaram, ainda, que os momentos empiricos, auxiliados pela manipulacio
dos materiais, favoreceram a compreensao de propriedades aditivas, como a comutatividade e
a associatividade, evidenciando que diferentes composi¢cdes podem conduzir aos mesmos
resultados matematicos. Os participantes também identificaram que as Sequéncias de Ouro,
Prata e Bronze compartilham uma estrutura recursiva, embora demandem reorganizagdes
especificas dos materiais para suas respectivas representacdes concretas.

Um dos resultados mais significativos emergiu quando os proprios participantes
reconheceram os limites representacionais de determinados materiais. Longe de constituirem
apenas obstéaculos, essas limitagcdes desencadearam processos de reorganizacdo das estratégias,
transicao entre artefatos semidticos e reformulagdo dos procedimentos adotados, fomentando a

compreensdo das estruturas abstratas e sua posterior formalizacdo.
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Nesse interim, o erro, as dividas e a necessidade de rever procedimentos assumiram
papel peculiar durante as vivéncias, desencadeando inimeros questionamentos, evidenciados
na Se¢do 6 desta dissertagdo. Esses momentos impulsionaram a investigacao, a argumentacao
e a validagdo coletiva das ideias matematicas produzidas ao longo das tarefas progressivas.

A pesquisa contou com 15 professores que lecionam Matematica na Educacao Bésica,
entre pedagogos e licenciados em Matematica, que aceitaram participar da investigacdo e
assinaram o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE), conforme aprovagao do
Comité de Etica em Pesquisa do IFCE (CEP/IFCE). As vivéncias desenvolvidas fortaleceram
processos relacionados a visualizagdo, a compreensdo, a argumentacdo e a formalizagdo das
propriedades dos Numeros Metdlicos, evidenciando tanto a construcdo coletiva do
conhecimento quanto possibilidades de desenvolvimento profissional dos docentes.

No que concerne aos objetivos especificos da pesquisa, sua retomada nas Consideracdes
Finais permite confronta-los com os resultados produzidos e evidenciar em que medida foram
alcangados. O primeiro objetivo “analisar as categorias matematicas, histéricas e
epistemologicas da Familia dos Numeros Metélicos”, contemplando suas propriedades
fundamentais e os teoremas associados as sequéncias recorrentes foi contemplado, sobretudo,
nas Analises Preliminares.

A revisao da literatura e os estudos historicos, epistemoldgicos e matematicos
permitiram situar a Familia dos Numeros Metdlicos no contexto do ensino da Matematica,
evidenciando suas propriedades e estruturas recorrentes, bem como lacunas relacionadas a sua
presenca nos curriculos prescritos e nas pesquisas direcionadas a Educagdo Bésica. Tais lacunas
tedrico-metodoldgicas reforcaram a relevancia e justificaram o desenvolvimento desta
investigacao.

O segundo objetivo “desenvolver um curso de extensao, estruturado a luz da Engenharia
Didatica”, composto por seis tarefas progressivas auxiliadas pelos materiais manipulativos
(barras de Cuisenaire, ladrilhos e tabuleiro) concretizou-se por meio do Curso de Extensao
"Sequéncias Numéricas Recorrentes para a Educacdo Basica". Estruturadas a luz da ED e
subsidiadas por outros pressupostos tedricos que contribuiram para analisar e validar as
vivéncias, as seis tarefas constituiram ambientes investigativos, colaborativos e reflexivos, nos
quais a Professora-Pesquisadora (PP) e os 15 professores participantes desenvolveram
coletivamente representacdes concretas, numéricas e algébricas, favorecendo a compreensao

das propriedades fundamentais e recursivas das Sequéncias de Ouro, Prata e Bronze.
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Quanto ao terceiro objetivo “discutir a importancia das seis vivéncias para o processo
de ensino-aprendizagem das propriedades fundamentais e recursivas dos Numeros Metalicos
em contexto académico”, as analises das produgdes, dos discursos e das estratégias mobilizadas
durante as tarefas permitiram compreender as contribui¢des e também os limites das situagdes
desenvolvidas. As vivéncias favoreceram a articulacdo entre os materiais manipulaveis e
diferentes registros de representacgdo, possibilitando aos participantes reconhecer regularidades,
formular conjecturas, rever procedimentos e¢ avangar na compreensao ¢ formalizagdo das
propriedades investigadas.

Desse modo, a retomada dos objetivos especificos evidencia sua articulagdo com as
diferentes fases da Engenharia Didatica e permite compreender como cada etapa contribuiu
para o desenvolvimento da investigacdo. As Analises Preliminares subsidiaram a compreensao
historica, epistemologica, matematica e didatica dos Numeros Metdlicos; a Concepgdo e
Analise a Priori orientou a elaboragdo e a antecipagdo das seis tarefas; a Experimentacao
possibilitou vivenciar as situagdes didaticas e produzir os dados; e a Analise a Posteriori ¢
Validagao permitiu confrontar o previsto com o observado durante o processo de ensino-
aprendizagem das propriedades fundamentais e recursivas dos NM.

A validagdo da investigagdo ocorreu, portanto, de forma processual, mediante o
confronto entre as Analises a Priori € a Posteriori, conforme preconiza a ED. Esse movimento,
elucidado modulo a mddulo, evidenciou como os participantes mobilizaram diferentes registros
de representagdo semiotica, desenvolveram estratégias e estabeleceram relagdes entre conceitos
abstratos e suas representacdes concretas. Os resultados encontrados dialogaram com os
pressupostos da TRRS e forneceram elementos sustentaveis para o alcance dos objetivos
propostos na pesquisa.

Nesse sentido, pode-se inferir que o Curso de Extensao, estruturado a luz da Engenharia
Didatica e mediado pelas barras de Cuisenaire, pelo tabuleiro 1xn e pelos ladrilhos, favoreceu
o processo de ensino-aprendizagem das propriedades fundamentais e recursivas dos Numeros
Metalicos. A articulagdo entre os materiais e os diferentes registros de representacdo semiotica
possibilitou ampliar as formas de visualizar, representar, interpretar e formalizar as estruturas
matematicas investigadas, aproximando gradativamente as representagdes concretas das
generalizagdes algébricas.

No mais, este estudo ndo se encerra em Si mesmo; ao contrario, abre novas
possibilidades de investigacdo acerca da utilizacdo de artefatos semioticos no ensino de

Matematica. Os resultados obtidos reforgam a relevancia de praticas fundamentadas na
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colaborac¢do, na problematizacdo e na investigagdo matematica, contribuindo para ampliar as
discussdoes acerca da Familia dos Numeros Metélicos, de suas propriedades e das

potencialidades pedagdgicas dos materiais manipulaveis no ensino da Matematica.
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APENDICE A - TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO (TCLE)

PGECM

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO (TCLE)
NUMEROS METALICOS: VISUALIZACAO E PROPRIEDADES ATRAVES DAS
BARRAS DE CUISENAIRE, TABULEIRO E LADRILHOS COM APOIO DA
TEORIA DA OBJETIVACAO

Pesquisadora: Profa. Franciliane Albuquerque Formiga
Orientador: Prof. Dra. Francisca Helena de Oliveira Holanda
Coorientadora: Maria José Costa dos Santos

Identificacao

Vocé esta sendo convidado a participar como voluntario de uma pesquisa relacionada ao
Mestrado Académico com o seguinte tema: VISUALIZACOES E PROPRIEDADES
FUNDAMENTAIS E RECURSIVAS DOS NUMEROS METALICOS: USO DAS
BARRAS DE CUISENAIRE, TABULEIRO E LADRILHOS, tendo como responsavel

pela investigagdo a aluna Franciliane Albuquerque Formiga.

Este documento nomeado de Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE), visa
assegurar os seus direitos como participante, sendo elaborado em duas vias, uma que devera
ficar com vocé e a outra com a pesquisadora. Leia atentamente todo o documento, caso haja
davidas favor comunicar a pesquisadora para que essas sejam sanadas. Vocé podera leva-lo
para casa, a fim de ler com mais calma e tranquilidade, consultando os seus familiares quando
necessario. Ndo havera nenhum tipo de penalidade, caso ndo concorde em participar ou retirar

a sua autorizacdo em qualquer momento.
Justificativa e Objetivos

Este estudo justifica-se pela necessidade de aprofundar o ensino dessas estruturas
matematicas que transcendem a tradicional razio Aurea, ampliando o escopo para a familia
dos Numeros Metalicos (NM). A abordagem pedagdgica propde-se a fomentar ideias que

possam mitigar dificuldades inerentes a este conteudo didatico. Para tanto, fundamentou-se
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em alguns pressupostos de ordem teorico-didaticos, tais como: a Teoria dos Objetos (TO), a
Teoria dos Registro de Representacdo Semiotica (TRRS) que concebem suas géneses nos
conhecimentos observados a partir de praticas sociais mediadas pelos meios semioticos € na
Engenharia Didatica (ED), a qual possibilita o planejamento estruturado e articulado em fases
interdependentes, facilitando a condu¢do do percurso epistemologico proposto. Diante dos
pressupostos esta pesquisa foi norteada pela seguinte questao norteadora: de que modo o
processo de ensino e aprendizagem das propriedades fundamentais e recursivas dos Numeros
Metélicos podem ser favorecidos a partir de Curso de Extensdo, estruturado a luz da
Engenharia Didatica e mediado pelas barras de Cuisenaire, tabuleiro 1xn e ladrilhos, em um

l6cus académico de formagao de professores que lecionam matematica?

Objetivo geral

Em consonincia com a questdo orientadora, estabelece-se como objetivo geral:
Analisar as contribui¢gdes de um Curso de Extensdo, estruturado a luz da Engenharia Didatica
e mediado por barras de Cuisenaire, tabuleiros e ladrilho 1xn, para os processos de ensino e
aprendizagem das propriedades fundamentais, algébricas e recursivas dos Numeros Metalicos
em contextos de formagao de professores que lecionam matematica.

Para alcancar esse objetivo geral e responder a problematica delineada, definem-se os

seguintes objetivos especificos:

e Investigar as categorias matematicas, historicas e epistemoldgicas da Familia dos
Numeros Metalicos, contemplando propriedades fundamentais e teoremas associados
as sequéncias recorrentes;

e Desenvolver um Curso de Extensdo, estruturado a luz da Engenharia Didatica,
composto por seis tarefas didaticas mediadas por artefatos semioticos,
especificamente barras de Cuisenaire, ladrilhos e tabuleiro 1xn;

e Analisar as contribui¢cdes dos materiais manipuldveis (artefatos semidticos) para os
processos de visualizagdo, compreensdo, generalizagdo e significagdo das
propriedades fundamentais, algébricas e recursivas dos Numeros Metdlicos em

contextos de formacao de professores que lecionam matematica.




141

3 Procedimentos

3.1 Critérios de Inclusao e Exclusao

Para este projeto de pesquisa, os critérios devem focar em professores de formagao inicial

e/ou continua que possam vivenciar a Atividade Formativa com tabuleiros, ladrilhos e barras

de Cuisenaire e refletir sobre as propriedades fundamentais e recursivas dos Numeros

Metalicos.

3.1.1 Critérios de inclusao:

1.

Ser professor formado em (licenciatura em Matematica ou Pedagogia com énfase em
Matematica).

Ter cursado, no minimo, os componentes curriculares que abordam numeros,
sequéncias e/ou equagdes do segundo grau (ou contetidos equivalentes), para
possibilitar a compreensao das propriedades recursivas e dos Numeros Metélicos.
Ter disponibilidade para participar integralmente da Atividade Formativa (seis tarefas
progressivas), em encontros presenciais ou remotos, conforme planejamento do
estudo.

Manifestar concordancia em participar da pesquisa, assinando o Termo de

Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE).

3.1.2 Critérios de exclusao:

Apresentar dificuldade significativa de comunicagdo oral ou escrita em portugués que
inviabilize a participagdo nas discussoes, registros reflexivos ou entrevistas previstas
no estudo, sem que o protocolo preveja recursos adequados de acessibilidade.

Nao conclui todas as etapas da Atividade Formativa (por exemplo, auséncia em parte
significativa das cinco tarefas, impossibilitando a analise dos processos de objetivacao

e subjetivacao).
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e Recusar o uso de registros (anotagdes, produgdes escritas, entrevistas, gravagdes em
audio ou video) para fins de pesquisa, quando estes forem dispositivos centrais para
analisar o itinerario de transi¢do entre 0s materiais concretos € 0s processos

formativos.

3.2 Participando do estudo vocé sera convidado a:

e Responder a um questiondrio e/ou participar de uma entrevista, nos quais serao
abordadas questdes sobre (obsticulos epistemologicos, historicas e didaticas
existentes no ensino das propriedades fundamentais e recursivas dos Numeros
Metalicos) com duragao aproximada de 15 minutos.

e Participar da Atividade Formativa composta por seis tarefas, com duragdo de noventa
(90) minutos, com professores em formagdo ou formados em (licenciatura em
Matematica ou Pedagogia com énfase em Matematica) matriculados em disciplina,
estagio ou programa de formagao relacionado ao ensino de Matematica.

e A previsao de inicio dos encontros (vivéncias) de aplicagdo ¢ de margo de 2026, apos
aprovagao do CEP.

e Os encontros serdo registrados através de fotos, gravagdes de dudio, anotagdes das
producdes dos participantes e entrevistas com os participantes.

e Sera aplicada uma Atividade Formativa, propostas de forma de listas de tarefas, com
tempo maximo de noventa (90) minutos.

e Os dados coletados serdo utilizados somente para a pesquisa e os resultados serdo
mostrados através de revistas especializadas na area de investiga¢do e/ou encontros
cientificos e na dissertacdo do Programa de P6s-Graduagdo em Ensino Matematica,
promovido pelo programa de Pos-graduacdo em Ensino de Ciéncias e Matematica
(PGECM) — IFCE CAMPUS FORTALEZA — Polo IFCE no campus Fortaleza, sem

expor a identificacdo dos participantes.

4. Desconfortos e Riscos
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Vocé ndo deve participar deste estudo, caso venha sentir-se constrangido com algum dos
procedimentos anteriormente citados, tendo a liberdade de deixar de participar do estudo em

qualquer momento, sem haver nenhum prejuizo para a sua conduta.

4.1 Os riscos da pesquisa podem ser:

4.2 Com isso, é possivel tomar algumas medidas para evitar tais riscos, sejam elas:

5. Beneficios

Ansiedade e Estresse: Alunos ou professores podem sentir-se ansiosos ou estressados
ao serem observados, avaliados ou ao participarem de atividades nao rotineiras
(Gradagao de Risco: Médio);

Frustracdo ou Baixa Autoestima: Se os participantes ndo conseguirem realizar as
tarefas propostas, especialmente em atividades desafiadoras, isso pode afetar sua
autoestima ou levar a frustragdo (Gradagao de Risco: Médio);

Interrup¢do do Processo de Ensino-Aprendizagem: Atividades de pesquisa podem
interromper ou modificar o fluxo normal das aulas, o que pode impactar

negativamente o aprendizado dos alunos (Gradacao de Risco: Médio).

Preparacdo dos participantes, explicando claramente o propdsito da pesquisa e o que
se espera deles. Garantir que entendam que ndo ha "respostas certas ou erradas" pode
ajudar a reduzir a pressao.

Descaracterizagdo da Avaliagdo: Ressaltar que a pesquisa ndo tem como objetivo
avaliar ou julgar os participantes, mas sim compreender processos de ensino e
aprendizagem. Enfatizar que a participa¢do ndo afetard suas notas ou desempenho
profissional, fornecendo um suporte emocional.

Planejamento Flexivel: Realizar a pesquisa em horarios que causem o minimo de
interrupcao, como durante aulas menos intensivas ou em periodos especificos

designados para atividades extracurriculares.
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Os participantes terdo oportunidade de participarem da Atividade Formativa possibilitando
aos discentes da Licenciatura em Matematica desenvolver uma concepg¢ao epistemologica da
Historia da Matematica através de estudos de definigdes, teoremas e propriedades
matematicas inerentes aos Numeros Metalicos. Contribuindo assim, com a formacao inicial

dos professores.

6. Armazenamento e uso dos dados

Todos os dados coletados nesta pesquisa (como respostas a questionarios, entrevistas,
gravagdes, producdes escritas e demais registros) serdo armazenados em arquivo fisico e/ou
digital, sob guarda e responsabilidade do(a) pesquisador(a) responsavel. Esses dados serdo
mantidos em local seguro, com acesso restrito a equipe de pesquisa, por um periodo minimo
de 5 (cinco) anos apos o término da pesquisa, conforme a (Resolugdo CNS n° 510/2016, Art.
28, inciso IV).

Apos esse periodo, os dados poderdo ser destruidos ou anonimizados para uso em novas
analises ou pesquisas, sempre preservando seu sigilo e sua privacidade. Sua decisdo de
participar ¢ livre, e vocé pode avaliar, com base nessas informagdes, se concorda com o

armazenamento e o uso atual e futuro de seus dados.

7. Acompanhamento e Assisténcia

O participante tem a garantia ao acesso, em qualquer etapa do estudo, para esclarecimentos

de eventuais davidas na instituicdo em que vocé estuda. Para maiores informagdes nosso

contato ¢ (85) 988609943, (85) 31015084 e-mail: francifor2015@gmail.com.

8. Sigilo e Privacidade

8.1 Uso de imagem e/ou voz

Durante a realizacdo desta pesquisa, poderdo ser realizadas fotografias, filmagens e/ou
gravagoes de audio, que poderdo registrar sua imagem e/ou sua voz durante as atividades da
pesquisa. Esses registros tém como objetivo documentar as atividades e interagdes realizadas,

servindo para andlise dos dados da pesquisa e, caso vocé autorize, para divulgagdo cientifica
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dos resultados em trabalhos académicos, apresentagdes em eventos e publicagdes, sempre
preservando sua identidade, conforme as normas éticas vigentes e as orientagdes do CEP-
IFCE. Sua autorizacdo para uso de imagem e/ou voz ¢ voluntaria e independente da sua
participacao na pesquisa; a recusa nao trard qualquer prejuizo a vocé€, nem afetara seu vinculo

com o IFCE ou com os pesquisadores.

8.2 Opcoes de autorizacio (marcar apenas uma)

e () Sim, autorizo a grava¢dao da minha imagem e/ou voz para registro da pesquisa e
autorizo também sua utilizagdo em apresentagdes e publicagdes cientificas,
preservando-se minha identificagao pessoal, conforme descrito acima.

e () Autorizo apenas a gravacdo da minha imagem e/ou voz para fins de registro e
analise interna da pesquisa, mas ndo autorizo sua divulgacdo em apresentagdes ou
publicagdes.

e () Nao autorizo a grava¢do nem a divulgacdo da minha imagem e/ou voz, estando
ciente de que essa decisdo ndo afetard minha participa¢dao na pesquisa nem me trara
qualquer prejuizo.

Deixo explicito que a autorizacao € opcional e independente do consentimento para participar
da pesquisa, evitando qualquer forma de coercao, conforme os preceitos €ticos da Resolugao

(CNS n° 510/2016, art. 3°, inciso VII).

9. Ressarcimento e Indenizacio

Nao existirdo despesas para o participante em qualquer fase da pesquisa e também o mesmo
ndo receberd nenhuma remuneragdo para participar do estudo. Vocé terd garantia ao direito
de indenizacdo caso algum dos itens anteriores seja violado. Caso ocorra qualquer dano
decorrente de sua participacao nesta pesquisa, voce tera direito a assisténcia e a ser indenizado
pelo dano decorrente da pesquisa, nos termos da lei e conforme a Resolugdo (CNS n°

510/2016, art. 19, paragrafo 2).

10. Contato
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Em caso de duvidas sobre a pesquisa, vocé poderd entrar em contato com a pesquisadora
Franciliane Albuquerque Formiga pelo celular (85)988609943 ou pelo e-mail:

francifor2015@gmail.com. Em caso de duvidas e reclamagdes sobre a sua participacao, além

de questoes de éticas do estudo, vocé deverd entrar em contato com a secretaria do Comité de
Etica e Pesquisa (CEP) do IFCE, das 8h as 12h e das 13h as 17h, localizada na Rua Jorge
Dumar, n°® 1703, Jardim América, no IFCE Reitoria, Fortaleza-CE, 60410-426, fone: (85)
34012332, e-mail: cep@ifce.edu.br.

11. Observacoes Finais

Ao assinar este termo, o participante concorda voluntariamente em participar desta pesquisa
e permite o registro de fotos, dudios e anotagdes de suas produgdes durante a aplica¢do da
pesquisa, desde que possa retirar seu consentimento a qualquer momento sem penalidade ou

prejuizos de qualquer natureza.

12. Consentimento Livre e Esclarecido

Apos ter recebido esclarecimentos sobre a natureza da pesquisa, seus objetivos, métodos,
beneficios previstos, potenciais de riscos € o incomodo que esta possa acarretar, aceito
participar e declaro receber uma via original deste documento assinada pelo pesquisador e
por mim, tendo todas as folhas por nds rubricadas:

Nome do(a) participante:

e-mail (opcional):

(Assinatura do participante ou nome e assinatura do seu RESPONSAVEL LEGAL)
Data: / /

13. Responsabilidade do Pesquisador:

Asseguro ter cumprido as exigéncias da resolucao 466/2012 CNS/MS e complementares na
elaboragdo do protocolo e na obtengao deste Termo de Consentimento Livre e Esclarecido.
Asseguro também, ter explicado e fornecido uma via deste documento ao participante.

Informo que o estudo foi aprovado pelo CEP perante o qual o projeto foi apresentado e pela
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CONEP, quando pertinente. Comprometo-me a utilizar o material e os dados obtidos nesta
pesquisa exclusivamente para as finalidades previstas neste documento ou conforme o
consentimento dado pelo participante.

Pesquisadora,

Franciliane Albuquerque Formiga

Fortaleza, de de
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APENDICE B — QUESTIONARIO: PROFESSOR EM FORMACAO CONTINUADA

QUESTIONARIO — PROFESSORES EM FORMACAO CONTINUADA

Vocé estd sendo convidado a responder um questionario alinhado a uma pesquisa de
Mestrado Académico com o tema: VISUALIZACOES E PROPRIEDADES
FUNDAMENTAIS E RECURSIVAS DOS NUMEROS METALICOS: USO DAS
BARRAS DE CUISENAIRE, TABULEIRO E LADRILHOS. As perguntas sio
direcionadas a docentes que lecionam matematica sobre Sequéncias Numéricas, materiais
concretos (Cuisenaire, Tabuleiros, ladrilhos) e processos formativos, estruturadas de forma
clara e compativel com as exigéncias usuais do Comité de Etica em Pesquisa com Seres
Humanos do Instituto Federal do Ceara (CEP-IFCE).

01 | Bloco 01 - Vocé tem interesse em participar como voluntario nessa pesquisa? Caso sua
resposta seja sim, prossiga.

() Sim

() Nao

02 | Formacao Inicial?
() Professor de Matematica
() Professor que leciona matematica

03 | Bloco 2 — Formacao em contetdos relacionados

Em sua formacdo até o momento, vocé ja estudou contetidos envolvendo sequéncias
numéricas recorrentes (por exemplo, sequéncia de Fibonacci, progressoes, relagdes de
recorréncia)?

() Sim

( ) Nao

04 | Se sim, onde (disciplina, curso, projeto etc.)?

05 | Bloco 3 — Experiéncias com materiais concretos
Cite materiais concretos que ja utilizou ou viu serem utilizados em aulas de Matematica
e para quais conteudos:

06 | Com que frequéncia vocé utiliza ou ja& utilizou materiais concretos (como barras de
Cuisenaire, tabuleiros, ladrilhos, jogos) para trabalhar conceitos matematicos?

( ) Nunca

( ) Raramente

( ) As vezes

() Frequentemente

07 | Como voceé avalia o potencial dos materiais concretos para auxiliar na compreensao de
propriedades recursivas ou de sequéncias numéricas?

() Muito baixo

( ) Baixo

( ) Médio

() Alto

Justifique sua resposta:

08 | Bloco 4 — Atividade Formativa com Sequéncias Numéricas

(Responder apods participacdo no Curso de Extensdo: Sequéncias Numéricas para
Educacao Bésica)

Em que medida o Curso de Extensdo, composta por seis tarefas progressivas, contribuiu
para que vocé visualizasse e compreendesse as propriedades recursivas dos Numeros
Metalicos?

( ) Nao contribuiu

() Contribuiu pouco
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() Contribui moderadamente
() Contribuiu muito
Explique:

09 | Entre os materiais utilizados (tabuleiros 1xn, ladrilhos, barras de Cuisenaire), qual ou
quais mais ajudaram na sua compreensao? Por qué?

10 | Houve algum momento em que vocé percebeu mudanga na forma como entendia as
propriedades recursivas (por exemplo, passou de uma visdo mais algébrica para uma
visdo mais visual, ou vice-versa)? Descreva esse momento.

11 | Bloco 5 — Obstaculos e dificuldades percebidas
Quais foram os maiores obstaculos ou dificuldades que vocé encontrou ao tentar
compreender ou explicar as propriedades recursivas dos Numeros Metalicos durante a
Atividade Formativa?

() Dificuldades conceituais (entender a defini¢do/recorréncia)
() Dificuldades em conectar o material concreto com a expressao algébrica
() Dificuldades em explicar para outra pessoa
( ) Outras:
Detalhe sua experiéncia:
12 | Vocé identificou um possivel itinerdrio de transi¢do entre os materiais concretos

utilizados durante a aplicagdo dos seis modulos progressivos do Curso de Extensao?
Descreva.
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ANEXO A - EDITAL CURSOS DE EXTENSAO 2026

UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA 3
EDITAL N. 01/2026 QUE REGULAMENTA O PROCESSO DE INSCRICAO EM

CURSOS DE EXTENSAO

O Grupo de Estudo e Pesquisa Tecendo Redes Cognitivas de Aprendizagem (G-TERCOA)
registrado no Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico (CNPq), do
Laboratério de pesquisa Multimeios(MM), vinculado a Faculdade de Educagdo (FACED),
com sede no Nucleo de Estudos e Pesquisas Regionais (NUPER) da Universidade Federal do
Ceara (UFC), no uso de suas atribuigdes, torna publico o presente edital para normatizar o
processo de inscricdo no curso de extensdo abaixo relacionado, oferecido no ambito dos
Programas de Poés-Graduagdo Mestrado Profissional em Ensino de Ciéncias e
Matematica(Encima), Pés-graduacdo em Educagdo (PPGE), Pés-Graduagdo em rede de
ensino (RENOEN-Polo UFC e em colaboragdo com 0 RENOEN Polo IFCE).

1 DO CURSO, SEUS OBJETIVOS, DURACAO, VAGAS E OUTRAS

CURSO DE EXTENSAO 1: ALFABETIZACAO CIENTIFICA A LUZ DA TEORIA DA
OBJETIVACAO: FORMACAO DOCENTE PARA O ENSINO DE CIENCIAS

Periodo: 07 de marco de 2026 a 06 de junho de 2026.

Encontros presenciais e assincronos: Quinzenalmente, aos sdbados, das 8h as 12h, de forma
presencial e realizagdo de atividades paralelas, a distancia (assincronas), na plataforma
utilizada nos cursos de extensao.

Objetivo: Colaborar com a formagdo de professores e pesquisadores da Educagdao Basica
sobre a Alfabetizacdo Cientifica, fundamentada na Teoria da Objetivagdo, como estratégia
para o ensino de ciéncias.

Carga horaria: 100 horas.
Quantidade de vagas: 40 vagas.

Publico: Professores dos anos iniciais do ensino fundamental da rede publica.

CURSO DE EXTENSAO 2: O USO DA INTELIGENCIA ARTIFICIAL NA
EDUCACAO BASICA: PRATICAS, ETICA E INOVACAO PEDAGOGICA

Periodo: 07 de marco de 2026 a 30 de junho de 2026.
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Encontros sincronos e assincronos: Semanalmente, de forma sincrona, havera encontros as
tercas-feiras, das 18h as 20h, em conjunto com atividades a serem realizadas a distancia, de
forma assincrona, na plataforma utilizada no curso de extensao.

Objetivo: Desenvolver competéncias digitais praticas com docentes da rede publica para a
aplicacdo imediata de ferramentas de Inteligéncia Artificial no cotidiano escolar na criagao
de experiéncias de aprendizagem engajadoras, sob uma perspectiva de uso ético e responsavel
das tecnologias.

Carga horéria: 32 horas.
Quantidade de vagas: 50 vagas.

Publico: Professores do Ensino Fundamental e Médio da rede publica de ensino.

CURSO DE EXTENSAO 3: ESCOLA SEGURA: FORMACAO EM PRIMEIROS SOCORROS
PARA PROFESSORES

Periodo: 07 de marco de 2026 a 30 de junho de 2026.
Assincronos: O curso serd de forma assincrona, na plataforma utilizada no curso de extensao.

Objetivo: Capacitar professores da educacao basica do municipio de Fortaleza para atuar em
emergéncias em primeiros socorros baseado na Lei 13.722 (Lei Lucas).

Carga horaria: 40 horas.
Quantidade de vagas: 80 vagas.
Publico: Professores da Educagdo Basica do municipio de Fortaleza

CURSO DE EXTENSAO 4: PRATICAS PEDAGOGICAS INOVADORAS-
COLABORATIVAS

Periodo: 07 de margo de 2026 a 13 de junho de 2026.

Encontros presenciais, sincronos e assincronos: quinzenalmente, de forma presencial e
sincrona, com atividades que se propdem a trabalhar atividades interativas e a distancia
(assincrona) na plataforma utilizada nos cursos de extensao.

Estruturacao: O curso sera estruturado no total de 6 encontros, aos sabados, das 8h as 12h.
Presencial: 2 encontros (aos sabados, das 8h as 12h). Sincronos: 4 encontros (aos sabados, das
8h as 12h). Cronograma dos encontros: mar¢o - 1 encontro; abril - 2 encontros; maio - 2
encontros; junho - 1 encontro. Assincronos: Plataforma usada no curso de extensdo (duragdo
de 4 meses).

Objetivo: Refletir sobre o desenvolvimento de praticas pedagdgicas inovadoras-
colaborativas entre professores dos anos iniciais e estudantes de Pedagogia, por meio de
encontros sincronos e assincronos, articulando teoria e pratica, a colaboragao docente € o uso
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de estratégias pedagogicas inclusivas no processo de ensino-aprendizagem nos contextos
educacionais da rede municipal.

Carga horéria: 60 horas.
Quantidade de vagas: 50 vagas.

Publico: Professores dos anos iniciais da Rede Municipal de Educacao e/ou estudantes do
curso de Pedagogia.

CURSO DE EXTENSAO 5: PROBABILIDADE E ESTATISTICA NOS ANOS
INICIAIS DO ENSINO FUNDAMENTAL

Periodo: 07 de marcgo de 2026 a 13 de junho de 2026.

Encontros sincronos e assincronos: Mensal, de forma sincrona e assincrona, que se propde
a trabalhar atividades presenciais e a distancia na plataforma utilizada nos cursos de extensao.

Estruturacio: O curso sera estruturado no total de 15 encontros: presenciais: 5 encontros (aos
sabados, das 8h as 12h). Sincronos: 10 encontros (as quartas, das 19h as 21h). Cronograma
dos encontros: fevereiro - 2 encontros; marco - 4 encontros; abril - 4 encontros; maio - 3
encontros; junho - 2 encontros. Assincronos: Plataforma usada no curso de extensao (duracao
de 5 meses).

Objetivo: Proporcionar a formagao continuada de professores dos anos iniciais do Ensino
Fundamental de escolas publicas para o ensino de Probabilidade e Estatistica, com o uso da
Sequéncia Fedathi como metodologia de ensino.

Carga horaria: 80 horas.
Quantidade de vagas: 50 vagas.
Publico: Professores dos anos iniciais do Ensino Fundamental de escolas publicas.

CURSO DE EXTENSAO 6: SEQUENCIAS NUMERICAS RECORRENTES PARA
EDUCACAO BASICA

Periodo: 14 de margo de 2026 a 06 de junho de 2026.

Encontros presencias e assincronos: Quinzenalmente, aos sabados, das 8h as 12h, de forma
presencial e nas semanas intercaladas de forma assincrona via plataforma AVA.

Observaciao: As atividades assincronas e os foruns serdo disponibilizados na plataforma
AVA.

Objetivo: Analisar como ocorrem os processos de objetivagdo e subjetivacao das
propriedades fundamentais da adi¢do e multiplicacdo de sequéncias numéricas recorrentes
por meio de um curso de extensdo aplicado aos professores da Rede Municipal e/ou estudantes
de Pedagogia, utilizando-se de atividades mediadas por artefatos semioticos (barras
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Cuisenaire, tabuleiros e ladrilhos) e fundamentado na Teoria da Objetivagdo (TO). A ideia ¢
poder trabalhar atividades presenciais com materiais concretos ¢ manipulagcdes de modo a
desenvolver o pensamento algébrico e a analiticidade nos futuros professores e/ou professores
em servico dos Anos Iniciais.

Carga horéria: 60 horas.

Quantidade de vagas: 50 vagas.

Publico: Professores da Educacao (Pedagogo e/ou Matematicos).
CURSO DE EXTENSAO 7: DESIGN GEOAR

Periodo: 07 de margo de 2026 a 30 de junho de 2026.

Encontros presenciais e sincronos: Nao havera.

Encontros assincronos: Todas as atividades serdo realizadas a distancia, conforme a
autonomia de horario do participante. Para isso sera utilizada a plataforma Moodle do Grupo
Tecendo Redes Cognitivas de Aprendizagem.

Objetivo: Superar obstaculos epistemoldgicos no ensino de Geometria Espacial com o aporte
teorico-metodologico da Sequéncia Fedathi e da Teoria da Objetivagdo com Realidade
Aumentada.

Carga horaria: 100 horas.

Quantidade de vagas: 50 vagas.

Publico: Professores da Educagdo Basica e estudantes do curso de Pedagogia.
CURSO DE EXTENSAO 8: MODELAGEM MATEMATICA MAKER (M?)
Periodo: 07 de margo de 2026 a 26 de junho de 2026.

Encontros presenciais e sincronos: Nao havera.

Encontros assincronos: Todas as atividades serdo realizadas a distancia, segundo a autonomia
de horério do participante. Para isso sera utilizada a plataforma especifica do Grupo Tecendo
Redes Cognitivas de Aprendizagem (AVA G-TERCOA Formagao).

Objetivo: Formar professores da Educacdo Basica para o uso da Modelagem Matematica
Maker como estratégia didatica para o ensino de Matematica, favorecendo o desenvolvimento
de praticas docentes mais investigativas e criativas.

Carga horaria: 100 horas.

Quantidade de vagas: 100
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Publico: Professores da Educacdo Basica, Ensino Fundamental e Médio de qualquer rede de
ensino.

CURSO DE EXTENSAO 9: CRIATIVIDADE MATEMATICA E A BNCC
Periodo: 07 de marco de 2026 a 26 de junho de 2026.
Encontros presenciais e sincronos: Nao havera.

Encontros assincronos: Todas as atividades serdo realizadas a distancia, segundo a autonomia
de horario do participante. Para isso sera utilizada a plataforma especifica do Grupo Tecendo
Redes Cognitivas de Aprendizagem (AVA G-TERCOA Formagao).

Objetivo: Trabalhar a Matematica de forma criativa, favorecendo o desenvolvimento de
praticas inovadoras, insubordinadas, criativas, visando docentes mais conscientes de seu papel
formativo.

Carga horaria: 200 horas.
Quantidade de vagas: ilimitada.

Publico: Professores da Educagdo Basica do Ensino Fundamental e Médio de qualquer rede
de ensino.

2 DA INSCRICAO

2.1 A inscrigdo dos candidatos as vagas do curso de extensao constante neste edital ocorrera
de 22 de dezembro de 2025 até o dia 04 de fevereiro de 2026.

2.2 A inscri¢do acontecera de forma on-line, por meio do formulério de inscricdo que pode
ser acessado clicando [ https://forms.gle/4iHHTy8N4veyAnki8 ] de inscri¢do.

2.3 O(a) candidato(a) devera observar todas as etapas de preenchimento do formulario,
inclusive atentando para sua confirmac¢ao de envio.

2.4Nao havera cobranga de taxas de inscricdo ou quaisquer tipos de mensalidade aos
participantes.

Paragrafo unico. Havendo necessidade, as datas de realizacdo dos encontros sincronos

(presenciais ou on-line) do curso de extensdo poderdo ser modificadas, sendo os cursistas

devidamente informados.

3DO RESULTADO

3.1 Oresultado das inscri¢des serd divulgado no dia 12 de fevereiro de 2026, conforme
cronograma do presente edital, na pagina: http://www.gtercoa.ufc.br.

320s selecionados serdo  informados do  resultado na  pagina:
http://www.gtercoa.ufc.br, conforme cronograma deste edital.

4 DA AULA INAUGURAL

4.1 Sera realizada uma aula inaugural de langamento do curso de extensdo no dia 07


https://forms.gle/4iHHTy8N4veyAnki8
http://www.gtercoa.ufc.br/
http://www.gtercoa.ufc.br/
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de margo de 2026, em local e horario a ser posteriormente definido.
4.2 O local de realizagdo da aula inaugural sera divulgado no site: http://www.gtercoa.ufc.br.

5 DA CERTIFICACAO

5.1 Exigéncias para a concessao do certificado de conclusao:

Participacdo nas atividades desenvolvidas pelo curso;

Minimo de 75% de frequéncia nas atividades;

Entrega do termo de compromisso que se encontra no Anexo I deste edital,
devidamente preenchido e assinado;

Entrega do trabalho final.

6 DO CRONOGRAMA

e Langamento do edital: 22 de dezembro de 2025
e Inicio das inscri¢gdes on-line: de 22 de dezembro de 2025 a 04 de fevereiro de 2026
e Divulgacdo dos selecionados: 12 de fevereiro de 2026
e Aula inaugural: a ser informada local posteriormente
7DOS CASOS OMISSOS

7.1 Os casos omissos neste edital serdo resolvidos pela equipe de Coordenagdo do
Projeto de Extensao.

Fortaleza - Ceara, 22 de dezembro de 2025

Maria José Costa dos Santos
Coordenadora dos Projetos de Extensao

Lider do G-TERCOA/CNPq/UFC


http://www.gtercoa.ufc.br/
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ANEXO B - CRONOGRAMA DO CURSO DE EXTENSAO

FASE

PERIODO 2026

Inicio

Término

Assunto

Médulo
01

14/03/26

21/03/26

1 Introducido as Sequéncias Recorrentes

(14/03/26) (4 h/a)

1.1 Dinamica do curso de extensdo e assinatura
dos termos de consentimento (TCLE)

1.2 Apresentacdo dos conceitos fundamentais
de sequéncias numéricas recorrentes € a
importancia postulada na BNCC (ex: sequéncia
de Fibonacci, dentre outras);

1.3 Exploragdo inicial da relagdo entre
pensamento aritmético em relagao ao algébrico.
1.4 Atividade Presencial: manipulacao livre de
artefatos semioticos basicos (barras de
Cuisenaire);

1.5 Atividade Online: Férum de discussdo
coletivo para que os participantes compartilhem
exemplos familiares de sequéncias numéricas
no cotidiano, promovendo reconhecimento
prévio da tematica. (6h/a).

Médulo
02

21/03/26

28/03/26

2 Construcao e Identificacio de Padroes com

barras de Cuisenaire (28/03/2026) (4 h/a)

2.1 Tarefas colaborativas para reconhecer
padrdes numéricos recorrentes;

2.2 Uso de barras de Cuisenaire para
representar € construir os primeiros termos das
sequéncias;

2.3 Discussdao coletiva dialdgicas para
identificacdo de regras e regularidades;
24 Registro e anotacdo dos
observados;

2.5 Atividade Presencial: uso das barras de
Cuisenaire para construir os primeiros termos da
sequéncia e observar a recursividade de algumas
sequéncias numéricas recorrentes.

2.6 Atividade Online: Forum de discussdo
coletivo para que os participantes compartilhem
exemplos familiares de sequéncias numéricas
no cotidiano, promovendo reconhecimento
prévio da tematica. (6h/a).

padrdes

3 Introducdo da Recursividade com Ladrilhos e
Tabuleiros Concretos (11/04/2026) (4 h/a)
3.1 Apresentacdo dos ladrilhos e tabuleiros
como outros artefatos semioticos para visualizar
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Modulo
03

11/04/26

18/04/26

Processos recursivos;

3.2 Atividades de montagem de sequéncias
através da combinacao dos ladrilhos ou pegas do
tabuleiro concreto;

3.3 Comparacao entre representagdes concretas
e registros numeéricos;

3.4 Reflexdo sobre transigdes do concreto ao
abstrato;

3.5 Atividade Presencial: montagem de
sequéncias com ladrilhos e tabuleiros concretos;
3.6 Atividade Online: Férum de discussao
coletivo. (6h/a).

Médulo
04

25/04/26

30/04/26

04 _Generalizacdo de Regras e Expressoes
Algébricas (25/04/2026) (4h/a)

4.1 Exploragio da generalizagdo das
propriedades das sequéncias recorrentes;

4.2 Introdu¢do a formulagdo algébrica da
recursividade, utilizando os artefatos como
apoio semiodtico;

4.3 Tarefas Didaticas Colaborativas entre os
professores para ajudar na objetivagao da regra
F,=F, 1+ F,_,, e outras com a mesma
recursividade;

4.4 Debate e resolugdo coletiva de problemas
relacionados a  sequéncias  numéricas
recorrentes;

4.5 Atividade Presencial: vivéncia para
formular a lei de formacao F, = F,,_; + F,,_»
4.6 Atividade Assincrona: Videoaula postada
no ambiente AVA com quiz interativo para
identificar e generalizar padrdes de sequéncia,
reforcando os conceitos algébricos ensinados. (6
h/a)

Médulo
05

09/05/26

16/05/26

5 Ampliacdo da_Sequéncia e Investigacies
Multimodais (09/05/2026) (4h/a)
5.1 Atividades para expandir as sequéncias e
explorar propriedades fundamentais da soma,
multiplicagdo, razdes e proporgoes;
5.2 Uso simultaneo de diferentes artefatos
(barras, ladrilhos e tabuleiros) para abordar a
sequéncias;
5.3 Anadlise multimodal dos processos de
aprendizagem: fala, gestos, desenhos, registros;
5.4 Avaliagao formativa por meio da observagao
e registro dos processos de ensino e
aprendizagem;
5.5 Atividade Presencial: uso simultaneo de
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barras, ladrilhos e tabuleiros para ampliar a
objetivacao de sequéncias;

5.6 Atividade Online: Forum de discussdo
coletivo. (6h/a).

6 Reflexdo Metodolégica e Formacao Docente
Moédulo 16/05/26 23/05/26 | (23/05/2026) (4/h/a)

06 6.1 Revisdo dos processos de ensino e
aprendizagem encontrados durante os médulos
anteriores;

6.2 Discussdo no planejamento de aulas, a
posteriori,

6.3 Observagdes acerca das tarefas didaticas
aplicadas em contexto académico;

6.4 Feedback ¢ avaliacdo final, enfatizando a
construcao coletiva do conhecimento docente;
6.5 Atividade Presencial: planejamento
coletivo e avaliacao formativa

6.6 Atividade Online: sugestdo de planos de
aula, seguido ideias e inserindo a proposta de
materiais manipulativos. (6 h/a)
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ANEXO C - PARECER DO COMITE DE ETICA E PESQUISA (CEP/IFCE)
INSTITUTO FEDERAL DE

EDUCACAD, CIENCIA E W
TECNOLOGIA DO CEARA -
IFCE
PARECER CONSUBSTANCIADD DO CEP

DADE D PFROMETO DE FESOLASA
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