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RESUMO

Esta pesquisa desenvolveu-se baseada nos principios da Engenharia Didatica visando estudar e
discutir as contribuicdes que o uso do software Geogebra pode oferecer para a compreensdo de
alguns conceitos matemaéticos de Geometria Diferencial — GD. Norteando-se pelas quatro
etapas propostas pela metodologia de pesquisa, foi realizado um levantamento bibliografico
com o intuito de verificar a abordagem desses conceitos nos livros de GD, bem como o nivel
dos conhecimentos trabalhados. Logo apds, foi aplicada uma intervencdo didatica usando o
Geogebra a um grupo de professores de matematica visando a ressignificacdo desses conceitos,
ou seja, uma nova forma de interpreta-los e motivar o inicio do desenvolvimento de trabalhos
com uma matematica dindmica de modo interligado aos conceitos empiricos e formais de GD,
aperfeicoando uma visdo tridimensional e preparando-os para uma diferenciada pratica docente
de tal contetdo. Apo6s analises e discussdes sobre os resultados obtidos, constatou-se
progressos dos estudantes no que se refere ao entendimento dos conceitos fundamentais dos

topicos trabalhados.

Palavras-chaves: Geogebra. Engenharia Didatica. Geometria Diferencial. Ensino.

Matematica Dinamica.



ABSTRACT

This research was developed based on the principles of Didactic Engineering aiming to study
and discuss the contributions that the use of Geogebra software can offer to the understanding
of some mathematical concepts of Differential Geometry - GD. Based on the four steps
proposed by the research methodology, a bibliographic survey was carried out with the purpose
of verifying the approach of these concepts in the GD books, as well as the level of the
knowledge worked. Afterwards, a didactic intervention was applied using Geogebra to a group
of mathematics teachers aiming at the redefinition of these concepts, that is, a new way of
interpreting them and motivating the beginning of the development of works with a dynamic
mathematics interconnected to the empirical and formal concepts of GD, perfecting a three-
dimensional view and preparing them for a differentiated teaching practice of such content.
After analyzing and discussing the results obtained, the student progressed in understanding the
fundamental concepts of the topics covered.

Keywords: Geogebra. Didactic Engineering. Differential Geometry. Teaching. Dynamic

Mathematics.
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1 INTRODUCAO

A Geometria Diferencial - GD estuda as caracteristicas e singularidades geométricas de curvas,
superficies e suas generalizacOes, utilizando as técnicas do célculo infinitesimal. Essa area da
Matematica apresenta forte interagdo com outras areas da ciéncia, desde sua origem, com a cartografia,
passando pela Teoria da Relatividade, até os dias de hoje, onde é crescente o estudo de temas
relacionados a Analise e a Fisica (PAIVA, ALVES, 2018a).

ALBUQUERQUE (2004), aborda a importancia da Geometria Diferencial em outro aspecto,

correlacionando esse campo com 0s outros saberes matematicos:

Sem davida, a geometria diferencial joga um papel excepcional, mesmo na matemaética, toda
se tal se pudesse considerar, porque afinal ela conjuga muitas e variadissimas das matérias da
dlgebra e da analise. Aparece nas solugbes de problemas de véarias variaveis reais ou
complexas, tratadas como espagos geométricos de dimensdo qualquer, ou nos problemas de
variaveis discretas, tratadas como abstracdes das anteriores (referimo-nos as variedades
algébricas); informa-nos sobre as propriedades intrinsecas da morfologia do espaco e suas

medidas. (Prefacio de ALBUQUERQUE, 2004)

GRANDE, NUNES e SILVA (2015) enfatizam o ponto de vista de ALBUQUERQUE (2004)
defendendo que o estudo de GD permite a aplicacdo de diversos conceitos matematicos, tais como
curvas, no plano e no espaco, superficies, funcBes diferenciadveis, derivada e integral, paralelismo,
ortogonalidade e operacOes entre vetores, além de interrelacionar diversos ramos da Matematica, como
o Célculo Diferencial e Integral, Geometria Analitica e Algebra Linear.

Devido a esse carater de interdisciplinaridade, na propria matematica quanto nas diversas areas
da ciéncia, as pesquisas em GD tém mostrado grande vitalidade e se desenvolvido em vérias direcGes
do conhecimento e com consideravel volume de pesquisa (DA SILVA, 2009, p. 44). Entretanto, em
relacdo as pesquisas de ensino e aprendizagem dessa area, GRANDE, NUNES e SILVA (2015, p. 3)

salientam uma deficiéncia na érea, afirmando que:

No que tange as pesquisas em Educacdo Matematica sobre o ensino e aprendizagem de alguns
topicos da Geometria Diferencial observou-se uma escassez de trabalhos e pesquisas ligados
ao assunto, o que se pode sugerir a possibilidade de investigacfes e uma maior exploracdo do
tema em sala de aula por parte dos professores, com uma ampla gama de aplicacGes e
conteddos que podem ser envolvidos em seu estudo (GRANDE, NUNES e SILVA, 2015, p.
3).

Ainda em relacdo ao ensino e aprendizagem de GD, constatamos que, devido ao elevado grau
de complexidade e abstracdo envolvidos nos conceitos desse campo, os alunos desenvolvem alguns
entraves ao estudar mencionado topico.

No que concerne a forma de transmissdo dos conceitos dessa area, inferimos que as aulas
seguem, de modo indubitavel, um formato que prioriza o carater algoritmico dos conceitos
geomeétricos, ou seja, fazem o uso de aplicacBes que enfatizam apenas o carater analitico. Isto significa
que os exercicios sdo consequéncias diretas das definicdes formais e os teoremas estudados sdo 0s

principais roteiros para o pensamento do aluno.
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Desse modo, diante do quadro atual que, em maior ou menor substancia, determina nossa
realidade de formacdo académica inicial, realizaremos uma investigacdo cujos objetos matematicos
sdo alguns tdpicos de GD, com uma énfase em conceitos fundamentais para o entendimento da teoria
das curvas e alguns conceitos iniciais de superficies que designaremos como conceitos basilares de
curvas e incipientes de superficies, em uma concepcdo que priorize o significado geométrico desses
conceitos.

Para a realizacdo e fundamentacdo desse estudo, buscou-se trabalhos/pesquisas que abordem e
de algum modo se encontrem relacionados com 0s nossos objetos matematicos de interesse, 0s
conceitos basilares de curvas e incipientes de superficies. No entanto, constatou-se a existéncia de uma
escassez de trabalhos na area, por isso, ao longo da pesquisa, tentamos identificar, em uma quantidade
pequena de trabalhos, elementos que nos norteasse nessa tematica.

Dentre os elementos encontrados, nos deparamos com o papel significativo da visualizacéo dos
conceitos geométricos em areas correlacionadas com a GD para uma melhor assimilacdo do
significado desses conceitos, com amparo na tecnologia, em softwares como o Maple, Mathematica,
Geogebra etc. Desse modo, ao realizar um estudo critico acerca do cenario contemporaneo da tematica,
mediante esse levantamento bibliografica, identificamos a seguinte problematica:

Como elaborar situac6es de ensino relacionadas aos conceitos basilares de curvas e incipientes
de superficies, de modo que, com a exploracdo do software Geogebra, possamos identificar a
ressignificacao desses conceitos?

Assim, este trabalho tem como objetivos oriundos da reflexdo permitida pela problematica:

e Investigar o ensino da disciplina Geometria Diferencial, em particular, os conceitos basilares
de curvas e incipientes de superficies, sob a perspectiva de uma proposta metodoldgica intitulada
Engenharia Didatica e o uso do software Geogebra aplicado a um grupo de professores em formacéo
continuada.

De modo mais sucinto, com o intuito de atender tal objetivo, também aplicaremos uma teoria de
ensino, intitulada Teoria das Situa¢des Didaticas *, que auxiliard na elaboracao de situac6es didaticas
enfatizando a visualizacdo dos conceitos basilares de curvas e incipientes de superficies no software
Geogebra. Assim, assumiremos como objetivos especificos deste trabalho:

e Analisar alguns contetdos da disciplina Geometria Diferencial sob a perspectiva da
metodologia Engenharia Didética;

e Realizar um estudo dos teoremas e propriedades inerentes aos conceitos de curvas e

superficies da disciplina Geometria Diferencial,

1 A Teoria das Situacdes Didaticas desenvolvida na Franga, por Guy Brousseau, ¢ um modelo tedrico que se refere a transmissdo de
contetdos matematicos, ilustrando algumas situages fundamentais de aprendizagem, e que principiou uma fundamentacéo tedrica para
novos trabalhos de pesquisa em didatica, e na pratica de professores de matematica.
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e Compreender, nas situacGes didaticas, os processos envolvidos na visualizacdo de conceitos
matematicos proporcionados pelo software Geogebra que colaboram para a assimilacdo dos conceitos
e as dificuldades sentidas pelos alunos durante a realizacédo das atividades;

e Investigar se as situacdes didaticas elaboradas influenciaram uma alteracdo na
significacdo/percepcao dos conceitos de Geometria Diferencial abordados nas atividades.

Além disso, fundamentou-se a metodologia de pesquisa utilizada para embasar de forma
qualitativa a nossa pesquisa, Engenharia Didatica — ED, que apresenta uma estrutura que nos permite
compreender de forma diferenciada o nosso fenémeno de interesse, sendo composta por quatro fases
(analise preliminar, analise a priori, experimentacdo e analise a posteriori) que possibilitam o
encadeamento dos objetivos que pretendemos atingir no decurso desse estudo.

Embasados nessa metodologia, realizaremos um estudo histdrico do objeto matematico, aliada
a uma fundamentacdo matematica desse objeto com a finalidade de identificar os principais problemas
existentes no ensino do objeto matematico, elaborando, em seguida, alternativas metodoldgicas de
trabalho com tais problemas encontrados.

Salientamos que a elaboracdo das situacGes didaticas ocorrera na segunda fase da ED, anélise a
priori , utilizando-se de recursos como: imagens, questiondrios e interlocucfes para coleta de dados.
A razdo da utilizacdo dos critérios sistematicos e 0s pressupostos da ED, remete ao carater de confronto
gue a mesma proporciona, isto &, o confronto dos dados previstos na segunda fase da ED com os dados
recolhidos apds a experimentacéo.

Desse modo, nossa opcao conceitual repousou no uso da ED e TSD, tendo em vista garantirmos
uma perspectiva tedrica bem fundamentada para a discussdo do nosso objeto de estudo. A finalidade
de utilizar a TSD na elaboracao de situacdes didaticas ocorreu diante das fases previstas nessa teoria
(acdo, formulacdo, validagdo, institucionalizacdo), que tencionam identificar a manifestacdo do
pensamento intuitivo do aluno. Enquanto que a ED sera responsavel pela organizacdo da atmosfera
em que sera desenvolvida a pesquisa, como mencionado anteriormente, em que se desenvolveram as
situacOes didaticas nas fases dessa metodologia de pesquisa.

Além disso, compreende-se por meio de artigos académicos que relacionam que a TSD e a ED,
uma complementariedade que pode possibilitar a ruptura de determinados formatos de ensino.
Portanto, utilizaremos a ED e a TSD no intuito de evidenciar e identificar os elementos que se
sobressaem a partir da proposta de abordagem de certos compéndios especializados, tradicionalmente
adotados no Brasil, no que concerne ao ensino de curvas e superficies.

Para a validacdo dessa pesquisa, ou seja, para que possamos conceber os dados que nos auxiliam
no entendimento de como a visualizagdo atua na transmissao dos saberes de GD, a sequéncia de
situacdes didaticas sera aplicada a um grupo de alunos de oito professores de Matematica que estdo
cursando o programa de pos-graduacdo em ensino de ciéncias e matematica- PGECM do Instituto

Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Ceara - IFCE.
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Desse modo, a sistematizacdo da nossa pesquisa, ocorre inicialmente com a apresentacdo de
alguns resultados obtidos em estudos empiricos, no Capitulo 2, com respeito ao parecer de alguns
pesquisadores em relacdo ao assunto em discusséo, com uma atencdo voltada aos seus aspectos
metodoldgicos utilizados em suas pesquisas, como suporte a aprendizagem no ensino da Geometria
Diferencial, sendo realizado um levantamento de pesquisas bibliograficas, tanto no Brasil, quanto no
exterior, que enfatizam o objeto matematico em estudo.

Reforcamos que o nosso foco estd voltado & compreensdo desse processo por meio de uma
transposicao didatica, readaptacdo do ensino cientifico para o saber escolar, apoiada na visualizagéo,
com amparo na tecnologia, especificamente, no Geogebra, que nos auxiliara como suporte
metodoldgico, em que priorizamos explorar no decorrer da aplicacdo das nossas situacdes didaticas.
Nesse capitulo, ainda apresentaremos, de um modo sucinto, uma melhor descricéo da problemética da
nossa pesquisa e o viés em que a problematica sera investigada.

Prosseguiremos, no Capitulo 3, com a exploracdo, de modo detalhado nosso quadro de
referencial teorico, detalhando a nossa metodologia de pesquisa, a Engenharia Didatica, esmiucando
as suas fases, depois, exibiremos a forma em que utilizaremos a nossa metodologia de ensino, a Teoria
das SituacBes Didaticas, explicitando as fases para a elaboracdo das situacdes didaticas.

Ademais, no Capitulo 4, serdo realizadas as analises preliminares da ED, em que abordaremos
nessa se¢cdo uma pequena digressao historica da Geometria Diferencial, que aborda desde de sua
génese a forma como o ensino se encontra. Mediante todo o processo de construcdo, faremos também
uma consulta a alguns livros didaticos de Geometria Diferencial que abordem nosso objeto
matematico, identificando e descrevendo alguns elementos de ruptura? e elementos de transi¢cdo® no
ambito do corpo tedrico de nosso interesse .

Sucederemos com a elaboracdo de uma fundamentagdo matematica, no Capitulo 5, em
definiremos 0s conceitos basilares de curvas e incipientes de superficies que serdo analisados,
descrevendo suas respectivas defini¢Oes e propriedades.

No Capitulo 6, apresentaremos a aplicacdo da segunda etapa da nossa metodologia de pesquisa,
em que elaboramos e analisamos situacdes problemas que foram utilizadas durante as nossas situacoes
didaticas na fase de experimentacao.

Em seguida, no Capitulo 7, implementaremos a experimentacao e a caracteriza¢do dos locus da
nossa pesquisa, o Instituto Federal de Ciéncia e Tecnologia do Ceara, Campus Fortaleza, assim como
o detalhamento dos sujeitos de nosso estudo, oito professores formados em Matematica-Licenciatura.

A discusséo e detalhamento do viés de analise dos dados recolhidos apos as situacfes didaticas,

também serd abordada no Capitulo 7, ao mesmo tempo que averiguaremos 0s resultados mais

2 Alves(2011,p.61) define elementos de ruptura como os elementos que atuam como entraves e rupturas a aprendizagem.

3 Alves(2011) define elementos de transicdo como os elementos presentes nas trajetorias de alteracdo de um conceito matematico em
virtude da dimens&o e/ou espago topoldgico que se encontra, por exemplo, os conceitos envolvidos na alteragdo da compreensdo do
limite em R para o conceito de limite em R™.
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proeminentes colhidos nas entrevistas semiestruturadas, realizadas individualmente com os alunos nos
momentos de aplicacao das atividades apds abordagem dos contetidos previstos na disciplina de GD.
Ademais apresentaremos, outros resultados, originados da préatica e convivio direto com os estudantes,
que apontam respostas aceitaveis no &mbito da aprendizagem, com arrimo no pensamento intuitivo.

Por fim, encerramos no Capitulo 8, retomando alguns elementos pertinentes a metodologia de
ensino, a qual nos auxiliou para efetivacdo da mediacédo didatica dos conteddos de GD. Rediscutimos,
também, com referéncias aos dados obtidos empiricamente, as potencialidades didaticas e limitacdes
do uso do software de geometria dindmica Geogebra seguido de explicacdes e sugestdes a respeito de
Seu uso.

Desse modo, finalizamos o trabalho, discutindo pontos importantes, originados da pratica e
convivio direto com os participantes da pesquisa, que apontam respostas aceitaveis no ambito do
ensino/aprendizagem, com amparo da visualizagdo na assimilacdo de conceitos do campo de saberes
Geometria Diferencial.

A seguir apresentaremos ao leitor um maior detalhamento da nossa problematica de interesse e
o0 planejamento dado a nossa investigacao, visto que a leitura realizada anteriormente tem o intuito de

possibilitar um pequeno esboco do que iremos abordar nos proximos capitulos.

22



2 UM ESTUDO DETALHADO DO ENSINO DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

Neste capitulo, exibiremos o levantamento bibliografico, as pesquisas realizadas no ambito de
ensino de Geometria Diferencial- GD, que fundamentam a nossa problematica de investigacdo. Além
disso, apresentaremos outras concepcdes que reforcam a necessidade do tema de nossa pesquisa,
retomando com mais detalhes a questdo norteadora de nossa investigacdo, bem como 0s objetivos. A
seguir iniciaremos abordando e discutindo alguns trabalhos que remetem ao ensino e aprendizagem

sobre alguns tépicos da Geometria Diferencial.

2.1 Revisdo Bibliografica

Realizamos uma revisao da literatura a respeito do processo de ensino e aprendizagem de alguns
topicos da Geometria Diferencial, mais especificamente, os conceitos basilares de curvas e incipientes
de superficies. Considerando a tematica referenciada, evidenciamos que ndo encontramos muitos
trabalhos, no Brasil, que abordassem o nosso assunto em foco, assim tal reviséo realizou-se por meio
de uma investigacdo em dissertacGes, artigos que explanassem o viés de ensino em GD, dado que
primeiramente buscou-se teses que abordassem tal tematica, constatando-se uma escassez de trabalhos
nesse direcdo. Possivelmente, tal fato se atribui a uma nogéo particular, que nos deparamos apenas no
contexto de uma Matematica Avangada.

Inicialmente, iremos recordar o que consideramos como conceitos basilares de curvas: os
conceitos cruciais para o entendimento dos teoremas e caracteristicas das curvas, como as definicdes
de curvatura, torcdo. Em relacdo aos conceitos incipientes de superficies, tomaremos 0s conceitos
introdutivos para o estudo da vasta teoria de superficies. O detalhamento desses conceitos serd exibido
no Capitulo 4, mediante suas respectivas definicoes.

Nos trabalhos de BATISTA (2011), COIMBRA (2008), DOMINGUES (2013), RESENDE
(2017), FARIA (2017) contemplamos a realizagdo de um estudo dos conceitos matematicos
relacionados a curvas, explanando teoremas, definicdes e exemplos. Ou seja, 0s estudos ndo trazem,
em nenhum momento, alguma preocupacgdo com o ensino de GD, nem mesmo uma abordagem dos
conceitos de modo singular aos livros da area. Os pesquisadores realizam um estudo desses conceitos
matematicos, sem mencionar os entraves relacionados a aprendizagem. Dessa forma encontramos,
modo né&o dificultoso, uma gama de trabalhos que fundamentam apenas matematicamente esse campo
de estudo.

Em contrapartida, nos trabalhos de ALVES (2014), GRANDE, NUNES e SILVA (2015),
MIYASAKI (2017), SILVA (2017), ARAUJO (2018) constatamos uma concepcéo diferenciada dos
autores em abordar os conceitos especificos de GD, remetendo ao uso de software de geometria
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dindmica®* para facilitar o processo de ensino-aprendizagem dos conceitos relacionados a curvas e
superficies. Contudo, nenhum dos autores investiga acerca da natureza dos entraves de GD, ou seja,
0s autores propdem o software como facilitador no ensino de conceitos relacionados a essa area, sem
investigar as dificuldades de ordem cognitiva e epistemoldgica. Alem disso, apenas na pesquisa de
SILVA (2017) ocorre uma aplicacdo dos softwares no ensino dos conceitos de GD, de maneira mais
sucinta, a autora aplica o0 Geogebra, Winplot e K3dsurf no estudo de superficies quadricas.

Em relagdo as pesquisas de MIYASAKI (2017) e ARAUJO (2018) também atentamos que 0
foco na utilizacdo do software Geogebra remete apenas aos cddigos utilizados para a construcao de
curvas, nas funcgdes utilizadas no programa, ha apenas uma visualizacao de curvas, ou seja, o software
ndo é utilizado para uma melhor significacdo dos conceitos.

Dessa forma, divisamos que o autor desvaloriza a perspectiva de KABACA e AKTUMEN
(2010, p.63) que salientam “o Geogebra proporciona uma oportunidade inovadora para investigar e
compreender curvas descritas de modo dindmico. ” Em contrapartida, os demais autores apoiam suas
discussGes no uso metodologico e em carater de complementariedade dos softwares dinamicos,
defendendo que esses softwares auxiliam no processo de ensino e aprendizagem por contribuir na
visualizacdo geométrica dos conceitos.

Em relacdo aos estudos de ALVES (2014, p.1) temos a realizacdo de um estudo da construcéao
de curvas parametrizadas defendendo que: “com origem na exploracdo do software Geogebra e do
CAS Maple, evidenciamos a interpretacdo e significacdo visual de conceitos avangados, 0 que se
mostra inexequivel sem o aparato computacional. ” O autor ainda comenta acerca da natureza
dindmica do Geogebra afirmando que o programa possibilita um estudo de curvas por meio da
construcdo de graficos de funcdes, a partir de suas derivadas de 1% e 2% ordem, reiterando que o

programa “permite o esbogo e a interpretacdo qualitativa das derivadas relacionadas com as fungdes
2
derivadas que denotamos por % e % (ALVES,2014, p. 21).
No contexto de curvas, GRANDE, NUNES e SILVA (2015, p.8) também investigam

propriedades geométricas de curvas planas por meio do Geogebra “buscando uma caracterizacao
dessas curvas planas com a participacdo dos sujeitos da aprendizagem com a formulagdo de
conjecturas e hipoteses de maneira intuitiva utilizando os recursos do software de maneira interativa”.

Com o intuito de alcancar tais objetivos, os autores utilizam o programa para obter os vetores
tangente, normal, e seus respectivos vetores unitarios para constituicdo do referencial de Frenet.
Posteriormente, determinam a curvatura e constroem um grafico que representa a variacdo da
curvatura em funcdo do parametro da curva. Na Figura 1, podemos verificar o exemplo proposto por

esses autores da utilizacdo do Geogebra para o estudo da variacdo do comportamento da funcgéo

4 Geometria Dindmica pode-se entender como a geometria assistida por computador, em que os objetos matematicos, como retas,
angulos e triangulos, podem ser movidos e manipulados, ao contrario da geometria em que os objetos sdo construidos com instrumentos
euclidianos, como régua ndo graduada e compasso. (Grande, Nunes e Silva, 2015).
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Figura 1 — Um estudo da variagao da curvatura em funcéo do parametro da curva
Fonte : GRANDE, NUNES e SILVA (2015, p.11)

Além disso, GRANDE, NUNES e SILVA (2015, p.11) estabelecem uma relacdo entre o estudo

de curvas e o calculo infinitesimal, retomando o viés defendido por ALVES (2014) acerca da aplicacdo
dos conceitos de derivada.

Essa construcdo permite, por exemplo, discutir nas aulas de Calculo Diferencial e Integral, em
grande medida, a questdo da monotonicidade de uma funcéo por meio de sua representacdo
grafica e pelos sinais das derivadas de primeira e segunda ordem da fungéo.

Em relacdo ao estudo de superficies, SILVA (2017, p. 74) realiza uma pesquisa relacionada ao
ensino de superficies quadricas® utilizando os softwares Geogebra, Winplot e K3DSurf , concluindo
que os programas “facilitaram a compreensdo dos conceitos estudados e a visualizacdo dos graficos e
caracteristicas das superficies estudadas, despertando nos discentes a curiosidade de interagir com as
suas ferramentas e de aprender a construir objetos e solugdes.” Além disso, SILVA (2017, p. 67)

afirma que a utilizacdo desses programas proporcionou aos alunos uma ressignificacdo do
conhecimento relativo a superficies:

0 estudo das caracteristicas e propriedades das superficies quadricas, por meio do qual
investigaram e evidenciaram conceitos que ja haviam estudado com o auxilio de recursos
tradicionais de ensino, conceberam novos conhecimentos, além de terem aprimorado a
visualizagdo gréafica dos objetos tridimensionais estudados.

Observe, na Figura 2, o exemplo da perspectiva de SILVA (2017) acerca da utilizacdo do
Geogebra para o estudo de superficies quédricas, em que a visualiza¢do tem um papel fundamental na
captacdo da caracteristica do paraboloide eliptico.

5 Define-se como superficie quadrica o conjunto dos pontos do espago tridimensional cujas coordenadas formam um polindmio de
segundo grau de no maximo trés variaveis denominada de equacdo cartesiana da superficie.
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Figura 2 — Representacéo gréfica do paraboloide eliptico de equacéo % + yT: = z no software Geogebra
Fonte : SILVA (2017,p.53)

Segundo a autora, por meio da visualizacdo da superficie quadrica no Geogebra, os alunos
comprovaram que “quando se refere a um paraboldide eliptico, a superficie ¢ concebida ao longo do
eixo que corresponde a variavel de primeiro grau na forma padréo da equagdo” (SILVA 2017, p. 67).

Assim, com base nos ltimos trabalhos citados, infere-se que a visualizacdo possibilitada pelos
softwares se trata de um elemento indispensavel no contexto da captacéo de conceitos de GD, além de
despertar um entendimento tacito e intuitivo de situacdes que elegem o uso da tecnologia.

Em funcéo da problematica evidenciada e a notdria existéncia da abstracdo em conceitos de GD,
ALVES (2014), GRANDE, NUNES e SILVA (2015), SILVA (2017) reconhecem a necessidade, por
parte dos docentes que ministram disciplinas nessa area, a busca pelo desenvolvimento de um ensino
que torne mais compreensivel esses conceitos para os alunos, ou seja, que os docentes busquem formas
de reduzir a complexificacdo dos conceitos. Por isso, 0s autores reforcam a exploracdo da tecnologia
e 0 dominio de certas capacidades ontoldgicas que sdo promovidas, por exemplo, a visualizacao.

Por exemplo, em ALVES (2014) verificamos uma acao investigativa acerca da utilizacdo dos
softwares Geogebra e CAS Maple para determinar uma descri¢cdo grafica dos conceitos de retas
assintotas ao traco de curvas parametrizadas, ou seja, dada a curva a(t) = (x(t),y(t)), definida
a:1 ¢ R — R?, pode-se determinar uma reta assintota obliqua, isto €, uma reta que ndo é nem
vertical, nem horizontal, mas obliqua, que se aproxima do traco da curva, tal fato sucede-se da posse
da seguinte verificagéo:

{tli_rg%=b € R* etli_rg[y(t)—b.x(t)] =c€eR -'.y=bx+c}.
Assim, o autor se utiliza de tracos de duas curvas que admitem ramos infinitos, ou seja curvas

que apresentam tlirrtl lla(t)]|| = + oo, para exemplificar tais assintotas, apresentadas na cor azul, como
—lo

apresentado na Figura 3.
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x=-1

Figura 3- Exemplificacéo de assintotas em curvas que admitem ramos infinitos
Fonte: ALVES (2014,p.9)

No entanto, € importante ressaltar que para a utilizacdo desses softwares, ou seja, construgéo e
andlise local do grafico de curvas parametrizadas, o autor requisita o uso, de modo recorrente, tanto
do conhecimento matematico, bem como das nossas habilidades de visualizacédo e percepcdo (ALVES,
2013a; 2013b).

Ademais o autor conclui por meio de sua investigacdo que a aplicagdo desses softwares,
apresenta um potencial singular no ensino dos conceitos relacionados a construgdo parametrizadas e

suas respectivas especificidades, relatando que a “ medida em que obtemos, com origem nos softwares

d?y
d?x

Geogebra e CAS Maple, a descricdo grafico-geométrica vinculada, sobretudo, as funcdes % e
Elas possuem papel fundamental para a compreensdo do comportamento do traco (ou da trajetoria de
uma particula), do ponto de vista cinematico e dinamico” ALVES (2014, p.20).

Retomando o que ja haviamos mencionado, acerca de uma escassez de estudos cientificos
empiricos no Brasil, no que concerne ao ensino de Geometria Diferencial — GD, tal afirmacéo decorre
de pesquisas realizadas no banco de teses da Capes, cujas palavra-chave era: ensino de Geometria
Diferencial, curvas, superficies, ndo obtendo muitos resultados referente a essa tematica. As pesquisas
encontradas na area de GD, realizam exclusivamente investigacGes relacionadas as propriedades e
relagBes matematicas de curvas, superficies e variedades °. Por outro lado, quando buscamos no banco

de teses da Capes, as palavras-chave: Geogebra, ensino de geometria, nos deparamos com um nimero

6 A nocdo de variedade diferenciavel formaliza o conceito de um espaco que localmente é como um espaco euclidiano, seja do ponto de
vista topoldgico ou em relagdo a sua estrutura diferenciavel. Esta nogdo é uma abstracdo das nogdes usuais de curva e superficies em
R™ (Lima, 1973). Assim, como a no¢do intuita de variedade esta relacionada ao espaco topoldgico inserido, podemos denotar uma curva,
como uma variedade de dimensdo zero, uma superficie como uma variedade de dimensdo 1, e uma variedade em R™ como uma
variedade de dimensdo n, ou seja, n-variedade.
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excessivo de pesquisas nesse ambito, que apontam diversas competéncias do software no ensino de
conceitos geométricos.

Em relacdo ao cenario internacional, também constatamos uma quantidade reduzida de
pesquisas relacionadas ao ensino dessa area, no entanto, destacamos a existéncia de uma literatura
abordando a aplicacdo do Geogebra a nivel superior de ensino, e que utilizam o software para a
visualizacio de algumas curvas, tais abordagens encontram-se em FLOREZ et al. (2011), AKTUMEN
(2013), PINSKY (2013), BREDA et al. (2013), BREDA e SANTOS(2015),PICADO(2019).

Em relacdo a esses estudos, buscamos avaliar a perspectiva e os resultados evidenciados com a
utilizacdo desse software. Por exemplo, nos estudos AKTUMEN (2013, p.90), apesar do autor néo
investigar acerca do ensino de GD, e apenas utilizar o software para solucionar problemas de

modelagem matematica, o autor afirma que:
A modelagem matematica de um problema da vida real com Sistemas de Algebra
Computacional (CAS) e Software de Geometria Dindmica (DGS) é considerada por
pesquisadores focados neste campo como uma atividade de resolugdo de problemas que atende
aos propdsitos da aprendizagem matematica.

Além disso, AKTUMEN (2013) ainda se baseia em ZBIEK e CONNER (2006) para declarar
que a modelagem contribui especificamente para a compreensdo de conceitos matematicos, a
aprendizagem de novos conceitos matematicos, ao estabelecimento de relagdes interdisciplinares e ao
desenvolvimento conceitual e processual de estudantes através da demonstracdo detalhada da
aplicabilidade de conceitos matematicos na vida real. Dentre esses conceitos da vida real, o autor
afirma que as equacgdes paramétricas de curvas estdo presentes no cotidiano, exemplificando que em
maquinas de fresagem com controle numérico computadorizado, os calculos séo realizados usando
equacOes paramétricas.

Ainda em relacéo a ago investigativa de AKTUMEN (2013), o autor concebe situagoes simples
do cotidiano, para descrever conceitos matematicos, por exemplo: “ao construirmos qualquer funcao,
qual é a forma e equacdo paramétrica da curva gerada pelo movimento da caneta?”. Por meio da Figura
4, podemos observar um exemplo de tal processo de modelagem matematica destacado pelo autor, na

construcdo de uma curva manualmente, no sentido anti-horario:

Figura 4 - Curva formada como resultado do movimento do anti-horario da caneta em fungéo f(x) = x?2
Fonte: AKTUMEN (2013, p.95)
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Assim, o autor inicia os estudos referentes a curva, por meio de conceitos conhecidos pelos
estudantes, no caso uma equacédo do segundo grau, representada na Figura 4 pela cor amarela, e eleva
esse conhecimento para um assunto a nivel superior, um estudo de curvas paramétricas, representada
pela cor azul. Segundo o autor, essa abordagem favorece a participacdo ativa dos estudantes na
aprendizagem, além de auxiliar os estudantes que apresentam dificuldades em termos de
desenvolvimento de suas habilidades espaciais.

PINSKY (2013) apresenta uma analise do conhecimento matematico necessario para o ensino
sobre as curvas e superficies regulares, evidenciando o0s conceitos importantes em geometria
diferencial que generalizam para a no¢do avancada de uma variedade, tanto em uma sala de aula de
faculdade e em um formato de ensino a distancia, ou seja, um formato on-line.

Ademais, as abordagens desses conceitos séo realizadas por meio de softwares, desenvolvendo
se com a aplicacdo de controles deslizantes que movem um ponto ao longo de um trago, ajudando o
leitor a pensar na curva como uma funcao, identificando visualmente um ponto no dominio (o controle
deslizante) com um ponto no intervalo (marcado por um pequeno disco). Tomados em conjunto, estes
exemplos ilustram gama de maneiras pelas quais uma fungéo pode preencher ou deixar de cumprir as
propriedades de curvas diferenciais parametrizadas.

Assim, o autor emprega imagens manipulaveis, juntamente com as propriedades e definicdes
matematica, para simplificar o conteddo matematico. Por exemplo, nas imagens a seguir, 0 autor

correlaciona a visualizagdo com o conceito de diferenciabilidade de uma curva plana.

Figura 5 — Exemqlif[cag;éo de uma curva Figura 6 — Exemplificagdo de uma curva
parametrizada que nao é diferenciavel em um ponto. parametrizada diferenciavel em todos 0s pontos.
Fonte : PINSKY (2013, p. 22) Fonte : PINSKY (2013, p. 22)

Na pesquisa de FLOREZ et al. (2011), os autores investigam a representacdo de um tipo de
curva bastante utilizada na engenharia, a cicloide, epicicloide, hipocicloide, por meio do software
Geogebra. Dessa forma, o intuito da pesquisa realizada seria desenvolvimento de simula¢fes no
software que auxiliassem o aluno a aprofundar e ampliar a compreensao de conceitos mecanicos e leis
relacionadas a essas curvas, a seguir, temos um exemplo apresentado pelo autor.

Os autores definem o objeto de estudo como curvas planares obtidas pelo movimento de um

ponto de um circulo ou uma linha que rola sem deslizar em outro circulo ou linha. Essa linha ou circulo
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em movimento é chamado de roda de rolamento circulo, e a linha ou circulo ao mover a roda € a base

do circulo fixo. A seguir, exibiremos a representacao, elaborada pelos autores, de uma dessas curvas:

[ GeoGebra - epicicinite. ggb
ke Edty Vi prones Hemamientms Venbra | Mnsts

A (B o] o) (Al [2] S o o B

Epycycloid

Move the point P

Change de value of n

Figura 7 — Representacdo da epicloide
Fonte: FLOREZ et al. (2011, p.4)

Ao fim da sua pesquisa, os autores concluem que a visualizagdo dessas curvas, permite ao
professor o desenvolvimento do seu proprio design didatico, disponibilizando atencdo aos entraves de
aprendizagem e aos tdpicos mais importantes para os estudantes de mecanica.

BREDA et al.(2013, p.61) desenvolve uma investigacdo acerca de algumas aplicagdes do
Geogebra com o intuito de visualizar objetos tri e tetra dimensionais, promovendo a compreenséo de
conceitos e propriedades a eles inerentes. Em razao disso, 0s autores desenvolvem sua pesquisa com
um experimento com software em uma turma do 1° ano do Ensino Secundario, desenvolvendo algumas
potencialidades do Geogebra (versdo 4.9), tais como: “manipulacao de objetos dum plano no espago
e representacdo de funcBes vetoriais reais uni ou bidimensionais de duas variaveis reais recorrendo a
dominios coloridos no caso tetradimensional”. Na Figura 8, podemos observar o exemplo de tal

aplicacéo:

Figura 8 — Representacéo da intersecéo de dois cilindros (& esquerda) e da loxodromia esférica(a direita)
Fonte : pagina Daniel Mentrard http: // dmentrard.free.fr/ apud Breda et al. (2013,p.62)

Na aplicacdo acima, os autores desenvolvem na Figura a direita a visualizacdo da curva

loxodromia esférica gerada por meio da aplicacéo f : R —» R3, tal que f;(x) = % , fo(x) =

Rsen() ¢ fz(x) = Rtanh(mx), com R, m € R, obtendo uma lista de pontos através do comando
cosh(mx)
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sequéncia do software Geogebra. Prosseguindo a percussao investigativa da autora, contemplamos
que a execucdo do software, sucedeu-se com a explanacdo das simulacdes, sem a necessidade por

parte dos alunos, de um conhecimento das ferramentas do software :

professor utilizou o software projetando o écran do computador, solicitando aos alunos a
antecipag&o das suas agOes e, muitas vezes, colocando um aluno a trabalhar no computador,
seguindo este as sugestdes do professor, doutros colegas, ou sendo ele préprio a propor € a
executar o procedimento a adotar (Breda et al. 2013,p.65).

Ou seja, o software foi utilizado com o intuito de apresentar novos conceitos matematicos,
explorar situacdes diversas desencadeadas pela resolucdo de problemas ou exercicios, sem a realizacao
de um estudo dos cddigos utilizados para a construcao desses conceitos e/ou as fungdes utilizadas no
programa.

Ainda em relacdo a experiéncia investigativa, BREDA et al. (2013,p.64) disserta que por meio
da visualizacdo podemos ultrapassar entraves no entendimento de alguns conceitos geométricos, dado
que a visualizacdo “tridimensionalidade dos objetos em estudo é, para os alunos, uma fonte acrescida
de dificuldades, ainda mais quando se pensa em conexdes envolvendo a algebra”. Desse modo, 0S
autores defendem que a possibilidade de visualizagdo em 3D “parece ser uma forma de facilitara
apreensdo de conceitos e de favorecer a aprendizagem dos alunos” (BREDA et al. 2013, p.64).

Ao final de tal prética, os autores constataram com a introdugdo das funcionalidades 3D no
Geogebra “passa a estar mais acessivel a representacdo de elementos no espaco. Sem grande esfor¢o
de adaptacao, qualquer utilizador de um software de Geometria Dindmica podera construir e manipular
objetos em 3D” (BREDA et al. 2013, p.64). Ademais, os autores salientam que alguns alunos, por
vontade propria, usavam em casa 0 software para os auxiliar na visualizagdo e resolucdo de exercicios
propostos na aula.

BREDA et al. (2013) ainda realiza um estudo acerca da representacdo de superficies em R3 e
de fungBes de varias varidveis reais em R3 no software, no entanto, a autora ndo realiza uma
experiéncia investigativa com esses conceitos. Para realizar a exploracdo de tais representacdes, a
autora afirma a existéncia da necessidade de mudanca na versdao do software Geogebra, adotando a
versdo 5.0, e a aplicacdo de uma ferramenta do software denominada espectro de cores. Nas figuras

que se seguem, podemos observar exemplificacdes da representacdo desses conceitos em R3 com a

utilizacdo de tal ferramenta:
e B - T it~ - =
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Fungao Multivariada
c(a.b) = cos(a)
e(a,b) = —sin(b)
f(a.b) = sin{a) + cos

Numero
a=19
b=03
val = 1.9
valx = -0.32
valy « -0.3

Plane3D
d:032x + 03y + z

Point3D
A= (1903 19

Figura 12- Plano tangente a no ponto A Figura 16. Dominio colorido de de f(xy)=(xA2.1/yA2)
Figura 9— Exemplos de construgdo,no Geogebra, de superficies em R3,e funges de varias varidveis em R3 com a ferramenta espectro de cores.
Fonte: BREDA et al. (2013,p.76- figura a esquerda, p.80- figura a direita)
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Na Figura a esquerda, encontram-se representados a superficie definida pela fungéo f(x,y) =
sen(x) + cos (y) e um ponto A situado nessa superficie. Além disso, temos a representacdo do
plano tangente a superficie nesse ponto, para isso, 0s autores calcularam o valor das derivadas parciais

em A e escreveram a equacado do plano tangente, por meio dos comandos:

fx=Derivadalf,x]; tv=Derivadal[f,y];
fla,b)+x(a,b)*(x-a)+Ty(a,b)*(y-b).

Figura 10- Comandos para a determinagdo do plano tangente a superficie
Fonte : Fonte: BREDA et al. (2013,p.76)

NN - .. . T ~ _ 2 1
Em relacdo a Figura da direita, os autores realizam uma analise da fungéo f(x,y) = (x 'ﬁ) no

disco limitado pelo circulo de centro em (0,0) e raio 5. Por meio da ferramenta espectro de cores,
observa- se, para esta funcdo, que este dominio apresenta simetria de reflexdo em relacdo aos eixos
coordenados e simetria central.

Além disso, o aparecimento de uma faixa escura em torno do eixo das ordenadas induz a
formulacédo da conjectura da existéncia de zeros nessa regiao, no entanto, vale salientar que esta regido
tende a fazer fronteira com uma regido colorida a branco o que significa que as fungdes componentes
podem estar a oscilar entre valores muito proximos de zero e valores tdo grandes que parecem
aproximar-se de infinito. Contudo, os autores apontam que apesar desta percep¢do do comportamento
da funcdo f, deve recorrer-se a via analitica para a refutar ou estabelecer tais conjecturas.

Assim, pela via analitica, os autores constatam que uma das fun¢des componentes ndo tem zeros,
ou seja, ndo existe limite de f(x,y) quando (x,y) se aproxima de (a, 0) qualquer que seja a €

[ —5,5] \ {0} . Breda et al (2013, p. 80) salienta que “a imagem da reta y = 0 sem a origem é um
invariante para f com a particularidade de pontos desta reta de ordenada néo nula, entre -1 e 1, serem
transformados em pontos da mesma reta cuja ordenada variaentre ] — 1, + oo[ , sendo que (0,1) é um
ponto fixo de f”.

Desse modo, BREDA et al. (2013) desenvolve por meio das potencialidades do Geogebra,
recursos que facilitem o processo de entendimento de conceitos geométricos a um nivel superior,
enfatizando a possiblidade da representacdo do dominio e do contradominio de fun¢des, analisando a
sua acao sobre determinados tipos de grelhas (cartesianas, polares, etc.), curvas ou regioes.

Em relacdo as pesquisas de BREDA e SANTOS (2015) os autores legitimam que software
Geogebra permite a manipulacdo de objetos no plano, no espaco e a representagdo
de fungdes vetoriais reais uni ou bidimensionais de duas varidveis reais. Além disso, os autores
utilizam a ferramenta Projecdo Estereografica de um ponto do plano na esfera de Riemman,
estendido com as propriedades das cores dindmicas que permitem representar 0S
dominios coloridos, possibilitando o desenvolvimento de aplicagbes que podem ser usadas

no ensino e da aprendizagem de topicos de geometria diferencial, analise complexas entre outros.
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Na Figura 11, apresentaremos algumas das aplicagdes dessa ferramenta propostas pelos autores

para 0 ensino desses topicos.
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Figura 11 — Algumas das aplica¢des da ferramenta Proje¢do Estereogréfica
Fonte: BREDA e SANTOS (2015, p. 4 — figura a esquerda, p. 5 -figura a direita)

BREDA e SANTOS (2015) culminam seu trabalho com algumas experiéncias de
aplicacdo de tarefas baseadas nestas aplicacdes, e inferem a partir dos dados obtidos que a visualizacao
dos conceitos desempenharam um papel positivo, dados que os alunos compreenderam as atividades,
efetuando manipulacdes e construcdes as aplicagcbes no Geogebra, apesar da complexidade que lhes
sdo inerentes.

Em relacdo a pesquisa de PICADO (2019), é realizada uma apresentacdo da elaboracdo de
solidos com suas perspectivas angulares, geradas pela interseccdo de superficies, por meio do
Geogebra 3D, para isso, 0 autor efetua uma breve revisdo de como parametrizar segmentos de curvas
no programa. Além disso, o autor propéem ao leitor alguns exercicios para colocar em pratica 0s
conhecimentos adquiridos, bem como algumas solugdes dos exercicios.

Em contrapartida atentamos que o foco do autor na utilizacdo do software Geogebra remete
apenas aos codigos utilizados para a construcdo, atuando como um tutorial para a elaboracdo de
procedimentos citados anteriormente, ou seja, o software nédo é utilizado para uma melhor significacdo
dos conceitos.

Desta maneira, podemos concluir por meio da revisdo bibliografica realizada, que os estudos
desenvolvidos no locus académico, ndo apresentam relatos das dificuldades atinentes ao ensino de
topicos de Geometria Diferencial — GD. Por outro lado, vislumbramos certas possibilidades de
visualizacdo e aquisicdo de habilidades perceptuais por meio do ensino dos conceitos de GD, com
recursos tecnologicos, de forma mais sucinta, a utilizacdo de softwares que promovam a visualizacéo
desses conceitos.

2.2 A imprescindibilidade do tema de pesquisa

A partir do levantamento bibliografico realizado, atestamos que as pesquisas realizadas no
ambito de ensino de conceitos GD, ndo realizam um estudo acerca dos elementos das dimensdes
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cognitivas, didaticas e principalmente os elementos de ordem epistemoldgica e, ainda, por constituir-
se um conteudo significativo em Matematica, defendemos a oportuna pesquisa no &mbito de ensino
de GD, sobretudo, o tipo de investigacdo que explora a tecnologia, com o intuito de
descrever/proporcionar determinados cenérios de aprendizagem diferenciados daqueles que se apoiam
apenas nas propostas dos livros de Geometria Diferencial.

Assim, com origem nas ideias de ALVES (2014), AKTUMEN (2013), PINSKY (2013)
perspectivamos elementos diferenciados e necessarios para a abordagem e transmisséo didatica dos
contetdos de GD. Desse modo, a exploragdo da tecnologia se torna, imprescindivel no sentido de
identificar e perceber esses elementos.

Vale assinalar, ainda, que evitamos discutir nossas relacdes pessoais, individuais e subjetivas de
envolvimento com o assunto por se tratarem de elementos de ordem indistinguiveis num relato de
natureza cientifica. Dessa forma, exibiremos, de modo resumido, elementos que confirmam a
relevancia e justificativa do desenvolvimento para o nosso trabalho, por meio da reviséo bibliogréfica,
a saber:

- O déficit de estudos relacionados ao ensino e aprendizagem de GD no lécus académico;

- O estudo de GD, necessita de ampla quantidade de pré-requisitos, como a aplicacdo dos
conceitos de fungdes diferenciaveis, derivada e integral, paralelismo, ortogonalidade e opera¢es entre
vetores. Tais conceitos aliados ao grau de complexidade e abstracao envolvidos nos contetidos de GD,
pode desenvolver alguns entraves ao estudar mencionado topico.

Assim, 0s conceitos basilares de curvas e incipientes de superficies foram escolhidos por se tratar
elementos necessarios para a compreensdo dessa area matematica, atuando como suporte para o
entendimento dos contelidos avangados da area. Além disso, tais conceitos, possuem um marco inicial
no Célculo de uma Variavel- CUV, conhecido como a disciplina de Célculo 1, com o célculo de areas
de curvas, volumes de solidos de revolucéo, passando para o Célculo de Vérias Variaveis — CVV com
o0 estudo de alguns conceitos relacionados a superficies, voltando a se manifestar como objeto de
estudo em GD. A seguir, realizamos uma abordagem sucinta que contém as ideias norteadoras da
nossa problematica, e determina o viés de ensino em que atuamos.

2.3 Perspectiva de investigacdo do problema.

Através da revisdo bibliografica podemos atestar a complexidade envolvida nesse campo
matematico e debater acerca de uma tendéncia na educagcdo matematica que consiste na utilizagdo de
softwares de Geometria Dindmica de modo a oportunizar uma forma diferenciada de exposi¢do do
conteddo matematico, que favorece o entendimento dos conceitos trabalhados.

Portanto, pretendemos concomitantemente ao que assinalamos na introducéo desse trabalho, do
ponto de vista do design de investigacdo da ED, investigar o uso de software ao ensino de GD. Desse
modo, por meio da sistematica dessa metodologia de pesquisa, na fases iniciais, as analises prévias,

determinamos as principais dimensdes que definem o problema a ser estudado e como se relacionam
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com o sistema de ensino, por exemplo: as dimensdes epistemoldgicas, cognitivas e didaticas
(ALMOULOUD,2007).

Por conseguinte, esclarecemos que identificamos os problemas de ensino relacionados aos
conceitos basilares de curvas e incipientes de superficie, ao analisarmos o ensino de GD na perspectiva
de ALMOULOUD (2007, p.172) :

(i) estudo da organizacdo matematica,

(ii) analise didatica do objeto escolhido.

De modo especifico, concernente ao item (i), nos atemos: ao estudo das géneses historicas
envolvendo os conceitos de GD (apresentada no capitulo 3); sua funcionalidade atual na Matematica
(limitacGes para 0 uso didatico); obstaculos relativos ao ensino de GD (os conhecimentos prévios
reconhecidamente complexos vinculados ao ensino de GD); a estrutura atual do ensino do GD e seus
efeitos. Relativo ao item (ii), apontamos a relevancia da andlise realizada nos livros didaticos
(apresentada no capitulo 3). Ademais, essa andlise resultou na formulacdo de hipdteses que nos
auxiliaram a responder a nossa questdo norteadora do nosso objeto de investigacao :

1%) Uma mediacdo condicionada pela abordagem dos livros de GD ndo promove a visualizacéo
e o0 entendimento gréafico-geométrico (local) atinente ao conceitos dessa area;

2%) SituacOes de aprendizagem definidas pelos exercicios propostos pelos autores de livros de
GD permitem apenas a aquisicdo de habilidades manipulativas de equag6es, que incidem ou acarretam
em resultados de significado restrito, sem um entendimento amplo dos conceitos.

Diante do cenéario exposto e nesses entraves destacados, enfatizamos a necessidade em realizar
um estudo, cujo objetivo envolvesse a identificacdo de elementos capazes de atuar positivamente no
referido contexto de ensino. Em relacdo ao desenvolvimento de situacGes didaticas que envolvem os
conceitos basilares de curvas e incipientes de superficies, amparadas pelo software Geogebra,
enfatizamos que ndo elaboraremos um topico especifico para o programa Geogebra, devido a
existéncia de inumeros trabalhos que apresentam a potencialidade desse software no contexto do
ensino e aprendizagem de contetdo especificos da Matematica.

Logo apoés, apresentaremos de modo detalhado, as teorias que nos auxiliaram com 0 nosso
fendmeno de interesse. Salientamos, de modo sucinto que o capitulo 3 consiste em nosso quadro de
referencial teorico, detalhando a nossa metodologia de pesquisa, a Engenharia Didatica, esmiugando
as suas fases, depois, exibiremos a forma em que utilizaremos a nossa metodologia de ensino, a Teoria

das SituacGes Didaticas, explicitando as fases para a elaboracéo das situagdes didaticas.
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3 ENGENHARIA DIDATICA E TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS

Nas secOes anteriores, verificamos que a visualizacdo de conceitos geométricos pode
desempenhar um papel significativo para a compreensao de alguns topicos de Geometria Diferencial,
mais especificamente, 0s conceitos basilares de curvas e incipientes de superficies. Por essa razao,
pretendemos apresentar uma perspectiva sistematica que identifique os elementos que possuem a
capacidade de atuar positivamente e outros que podem atuar como entraves no ensino de GD, aliados
a superacao desses entraves por meio de recursos tecnologicos.

Assim, diante de tal perspectiva, iremos detalhar, neste capitulo, as principais teorias aplicadas
para investigarmos tal questdo e embasarmos de forma qualitativa a nossa pesquisa, a saber: a
Engenharia Didatica — ED (ARTIGUE,1986), e a Teoria das SituacBes Didaticas — TSD
(BROUSSEAU,1986).

3.1 - A génese da Engenharia Didatica - ED

A concepcdo da metodologia intitulada Engenharia Didatica ocorreu a partir dos anos 80, como
uma forma de concretizar os ideais e pressupostos de investigacdo da Didatica da Matematica Francesa
- DM. Conforme POMMER (2013, p. 10) apud DOUADY (1985) essa didatica pode ser definida

como:

“a area da ciéncia que estuda o processo de transmissao e aquisicdo de diferentes contelidos
no ensino bésico e universitario, propondo-se a descrever e explicar os fendmenos relativos
ao ensino e a aprendizagem especifica da Matematica”.

Nos primordios da DM, foram criados centros universitarios, chamados de Institutos de
Pesquisa sobre o0 ensino de Matematica (Institut Universitaire de Recherche sur L"Enseignement des
Mathématiques - IREM) que fomentavam a cria¢do de recursos e meios para aprimorar o trabalho em
sala de aula, que posteriormente evoluiriam para uma estruturacdo de um quadro teérico mais amplo,
de modo a possibilitar a concepcédo de situacdes de aprendizagem e também servir como referencial
metodoldgico para a posterior analise do material empirico (ALVES, 2016a); (POMMER,2013).

Segundo ALMOULOUD (2016), as teorias psicologicas cognitivas de Piaget sobre o
desenvolvimento da inteligéncia a e a aquisicdo de conceitos conjuntamente com anélises
epistemoldgicas e histéricas de Vygotsky contribuiram para se estabelecer o campo cientifico que
investigasse a DM. Na concep¢do de ALMOULOUD (2007, p. 25) as reflexdes trazidas por esse
campo cientifico, se tratavam de um estudo dos “problemas de ensino de conceitos matematicos em
razdo das exigéncias proprias do saber matematico”.

Assim, os conhecimentos desenvolvidos pela DM se propdem a oferecer elucidagdes, conceitos
e teorias, assim como meios de previsdo e analise, de situacGes relacionadas aos fenémenos de

transmisséo do saber matematico baseados na epistemologia matematica desse conhecimento.
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Contudo, devemos observar que ““ a didatica ndo consiste em fornecer um modelo para o ensino,
mas produzir um campo de conhecimentos e de questfes que permitem colocar em prova qualquer
situacdo de ensino e que permita corrigi-la e melhora-la” (BROUSSEAU, 1989, p. 16).

ALVES (20164, p.136) traduz uma impresséo sui generis de BROSSEAU (1989, p. 14) acerca
de um processo explorado pela DM, que consiste no fenémeno de transmissdo do saber matematico,

dissertando que:

“o matematico ndo comunica seus resultados sob a forma que eles 0 encontra; ele os organiza,
ele os fornece uma forma mais geral possivel, ele desenvolve uma “didatica pratica™ que
consiste em colocar o saber sobre forma comunicavel, descontextualizada, despersonalizada
e destemporalizada”

Vale salientar que, para obtermos sucesso no processo descrito anteriormente, devemos analisar
a natureza dos objetos e processos matematicos, que por si mesmos podem proporcionar entraves e
blogueios ao ensino (ALVES 2016a). O entendimento de tais bloqueios, é sistematizada pelo filésofo
Gaston Barchelard (1884 — 1962), que os denomina como obstaculos epistemoldgicos. Segundo o
filésofo esses obstaculos se tratam de elementos que pode retardar, e mesmo impedir um processo de
entendimento do estudante submetido a uma acao intencional de ensino (BACHELARD, 1995).

Ademais BARCHELARD (1995), defende a importancia da exploracdo de tal conceito,

explanando acerca da complexidade existente no mesmo:

A nocédo de obstaculo epistemolodgico pode ser estudada no desenvolvimento historico do
pensamento cientifico e na pratica da educagdo. Em ambos 0s casos, esse estudo ndo é facil.
A histéria, por principio, é hostil a todo juizo normativo. E, no entanto, necessario colocar-se
num ponto de vista normativo, se houver a intencdo de julgar a eficicia de um pensamento.
(BACHERLAD, 1995, p. 21).

Em consoante com as idéias defendidas por BACHELARD (1995), BROUSSEAU (1989),
temos diversos pesquisadores como CHEVALLARD (1991), DOUADY (1984) que discutem os
variados elementos proeminentes e determinantes no processo de transmissao de saberes matematicos.

Assim tendo em vista que a DM investiga o processo de transmissdo de saberes matematicos em
relacdo a diversas perspectivas, e a relevancia dessa concepcdo de analise e investigagdo dos
problemas envolvendo o binémio ensino-aprendizagem, surgiu a necessidade de uma sistematizacdo
dos conhecimentos cumulativos do campo da DM, exigindo uma formulacdo de principios e
paradigmas investigativos (ALVES, 2016a).

Desta forma, concebeu-se a disseminacao e delimitagdo de um campo de estudos, direcionados
e preocupados com os estilos de investigacdo, pesquisa-acdo e de préaticas de intervencgéo controladas,
que passaram a receber o status de design de investigacdo. GONDINO et al. (2013, p.3) define esse
status como “um paradigma metodolégico que possa indicar o processo de condugdo sistematica de
certas investigacdes que, quase de modo predominante, evolvem a intervengéo expressiva nos espagos
educacionais”.

Dentre os métodos desenvolvidos para a sistematizacéo de investigacdo desse campo, destaca-
se a Engenharia Didética - ED como um “modus operandi de perquiri¢do sistematica e cientifica dos
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fendmenos relacionados com o ensino e com a aprendizagem em Matematica em seus diversos niveis”
(ALVES (2016b, p. 50) apud LABORDE, 1997).

Segundo ALMOULOUD E SILVA (2012, p.26) o desenvolvimento da ED, ocorreu
gradativamente, modificando-se ao longo dos anos:

[...] a nocdo de Engenharia Didatica(classica ou de primeira geracdo) emergiu na didatica da
matematica no inicio dos anos 1980. Primeiramente em 1982 por Yves Chevallard e Guy
Brousseau, depois, em 1989, por Michéle Artigue. Ela foi apresentada como uma metodologia
de pesquisa suscetivel de fazer aparecer fendmenos didaticos em condi¢Ges mais proximas
possiveis do funcionamento de uma sala de aula cléssica.

ALVES E CATARINO(2018) também dissertam a respeito do desenvolvimento dessa
metodologia, na perspectiva das mudancas ocorridas durante esse aperfeicoamento:

a respeito do processo enddégeno evolutivo da ED, apreciamos também um progressivo terreno
de discusséo que repercutiu nos mecanismos de investigacdo, tendo em vista o entendimento
de entraves e obstaculos resistentes, “situagdes parasitas” indesejadas ao ensino/aprendizagem
em Matematica, em seus diversos niveis.

De acordo com ARTIGUE (1984, p.265), essa constru¢cdo da ED, trouxe um carater
diferenciativo a metodologia, resultando em estruturag@o que investiga os problemas de natureza nova,
pois:

de um lado, a realizacdo experimental supde, ela mesma, uma espécie de transmissdo em
direcdo aos aprendizes, que devem ser os atores e, por outro lado, como quadro de
metodologias externas, ndo podemos importar facilmente o ‘sentido’ de reproducio de outros
campos cientificos especificos.

A vista desse carater diferenciativo dessa metodologia conjuntamente a sistematizagio prevista
pela mesma, que apresentaremos a seguir, optamos pela aplicacdo dessa metodologia para a analise
da problematica existente no ensino de GD, por permitir o entendimento e controle epistemolégico,
por parte do pesquisador. Tal controle, segundo (ARTIGUE, 1984, p. 1), funcionara no sentido de:
nos auxiliar a retomada da historicidade dos conceitos cientificos matematicos; e a compreensao do
papel das nogdes matematicas, como o rigor, cultivado no ensino atual.

3.2 Sistematizag&o prevista pela Engenharia Didatica

A Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa, na visdo de ARTIGUE et al (1995)
traduzida por ALVES(2018c, p. 38) designa “um conjunto de sequéncias de classes concebidas,
organizadas e articuladas no tempo, de maneira coerente, por um professor-engenheiro, como fim de
realizar um projeto de aprendizagem para uma populagdo determinada de alunos”.

Em consonancia ALMOULOUD, DE QUEIROS e COUTINHO (2008, p.66) definem a ED
como “um esquema experimental baseado em '"realizacdes didaticas" em sala de aula, isto €, na
concepgdo, realizacdo, observagéo e analise de sessdes de ensino ™.

Ainda conforme os autores, a metodologia caracteriza-se também como pesquisa experimental
pelo registro em que se situa e modo de validacdo que Ihe sdo associados: a comparagdo entre as

analises iniciais e finais da pesquisa, denominadas de anélises a priori e analises a posteriori. Tal tipo
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de validacdo é uma das singularidades dessa metodologia, que pode ser feita internamente, sem a
necessidade de aplicacdo de um pré-teste ou de um pos-teste.

Ademais, ALVES (2012) determina que essa metodologia apresenta dois niveis de pesquisa: a
microengenharia e a macroengenharia. A pesquisa em microengenharia exterioriza um olhar mais
restrito, na medida em que se interessa pelas relacGes e fenbmenos ocorrentes em sala de aula,
enquanto que a pesquisa em macroengenharia se aprofunda nas dificuldades metodoldgicas e
institucionais.

Devemos ressaltar que a ED pode classificar-se em duas tendéncias, a Engenharia Didatica
classica, ou Engenharia de 12 geracdo, cujo interesse maior se “revelou pela modelizacdo das
atividades do estudante, seu progresso de aprendizagem e 0s elementos classicos perspectivados no
tridngulo didatico indicado por: estudante — professor — conhecimento”(ALVES,2018b, p.49). Em
consonancia , ALMOULOUD (2012,p.27) declara que a tendéncia inicial da ED, tinha por objetivo

a elaboracéo e o estudo de uma proposta de uma transposi¢do didatica para o ensino, sendo
essa transposic¢do didatica o objetivo principal da pesquisa. Mas, a0 mesmo tempo, estudavam-
se, também, outros fendmenos didaticos mais gerais que permitiam enriquecer e ampliar os
quadros tedricos em construcéo.

Contudo, percebeu-se em tal tendéncia, determinadas insuficiéncias que foram apontadas e
discutidas pelos didatas da Matematica, correspondentemente ao papel e a atividade do professor de
Matematica, acarretando o desenvolvimento de uma nova tendéncia, sob o viés da ED, todavia,
intitulada Engenharia Didatica de 2% geracdo ou Engenharia Didatica de Formacdo - EDF
(ALVES,2018a). Segundo ALMOULOUD (2012), essa nova tendéncia, tem como objetivo o
desenvolvimento de recursos (ou objeto de aprendizagem) para o ensino regular, ou a formacéo de
professores.

Assim, tendo em vista que a nossa atencdo sera dedicada a um publico particular de professores
em formacéo continuada, delimitamos que adotaremos 0s pressupostos de uma Engenharia Didatica
de 22 geracdo. Em relacdo a sistematizacéo prevista pela ED, estabelecemos que a mesma é composta
por quatro fases: analises prévias, analises a priori, experimentacdo, analise a posteriori e validagéo,
que serdo apresentadas nas sec¢des a segulir.

3.2.1 Anélises prévias

Na primeira fase da ED, as analises prévias, o pesquisador determina as principais dimensdes
que definem o problema a ser estudado e como se relacionam com o sistema de ensino, por exemplo:
as dimens0es epistemoldgicas, cognitivas e didaticas (ALMOULOUD,2007).

De forma mais sucinta, ALVES (2018b, p.13) retrata a perspectiva de ARTIGUE (1995),
descrevendo que a dimensao epistemologica abrange as “caracteristicas do saber em jogo”, a dimensao
cognitiva explora “as caracteristicas cognitivas do publico alvo” e por fim a dimensédo didatica que

averigua “as caracteristicas relacionadas ao funcionamento do sistema de ensino”.
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Desse modo, investigamos a génese do campo epistémico matematico de GD e 0s respectivos
conceitos matematicos desse campo, na analise epistemoldgica, a mobilizacdo de um pensamento
intuitivo dos participantes da pesquisa que conduziu ao desenvolvimento de um raciocinio inferencial
durante a aplicacdo da pesquisa, ou seja, a previsdo das possiveis concepcbes dos alunos, na analise
cognitiva, e a adaptacéo dos conceitos cientificos de GD a um saber escolar, na analise didatica.

Contudo, ressaltaremos que nessa pesquisa, desconsideraremos o viés da analise didatica no que
diz respeito a andlise institucional, dado que nossa discussdo envolve um planejamento para uma
eventual experimentacdo em sala de aula. Prosseguindo, com as finalidades dessa fase inicial da ED,

POMMER (2013, p.23) disserta acerca do papel do pesquisador nessa etapa:

Nesta andlise preliminar é feita uma revisdo bibliogréafica envolvendo as condi¢des e contextos
presentes nos varios niveis de producdo didatica e no ambiente onde ocorrera a pesquisa, assim
como uma analise geral quanto aos aspectos histdrico epistemoldgicos dos assuntos do ensino
a serem trabalhados e dos efeitos por eles provocados, da concepcdo, das dificuldades e
obstaculos encontrados pelos alunos dentro deste contexto de ensino.

BRUM e SCHUHMACHER (2015, p.65) explicam que por meio dessa revisdo bibliografica o
pesquisador estara realizando “a obtenc¢do de um referencial tedrico e analise de como se encaminha
determinado conhecimento ao estudante, como ocorre o ensino atual em relacdo aquele conhecimento,
as concepcoes dos estudantes, as dificuldades e ingeréncias”.

Portanto, é imprescindivel realizar uma reviséo literaria envolvendo condicGes e contextos
presentes nos varios niveis de producédo didatica e no ambiente em que ocorreu nossa pesquisa, assim
como uma analise geral quanto aos aspectos historico-epistemoldgicos, pois atraves de sua origem
histérica, pode-se compreender a forma como ocorreu constru¢do do conhecimento constatando 0s
obstaculos epistemoldgicos encontrados pelos estudantes dentro deste contexto de ensino (BRUM e
SCHUHMACHER, 2015).

OLIVEIRA (2018, p.23) complementa a importancia da analise epistemolégica por permitir ao
pesquisador identificar as diferentes concepcbes sobre um determinado objeto matematico,
questionando o0s seus conceitos, antes apresentados como “verdades absolutas ”. Assim, segundo a
autora na “andlise epistemoldgica, tem-se a possibilidade de investigar esses conceitos fundamentais,
isto €, de questiona-los”.

ALMOULOUD (2007, p.156) complementa a utilidade desse tipo de anélise, declarando que a
mesma pode “auxiliar o pesquisador a entender melhor as relagdes entre os objetos matematicos e
controlar as variaveis didaticas relacionadas com o processo de ensino e aprendizagem de tais objetos”.
Assim, ao final dessa fase, espera-se que o pesquisador obtenha o discernimento dos entraves
relacionados a aprendizagem do objeto matematico, e assim possa elaborar conjecturas para superacao
dos mesmos.

Em relacdo a nossa investigacdo, note que por meio da revisdo de literatura apresentada no
capitulo anterior, iniciamos a primeira fase da metodologia, em que nos deparamos com alguns
obstaculos epistemoldgicos apontados por alguns autores como o alto grau de abstracdo e
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complexidade envolvidos nos conceitos de GD, e o viés utilizado para contornar esses obstaculos, que
concerne na utilizacao de softwares com o intuito de proporcionar a visualizacéo e assim, uma melhor
transmissao desses saberes.

Além disso, no capitulo 4, realizaremos uma analise histdrica do nosso objeto de investigacéo,
com o intuito de compreender a sua natureza, e assim desenvolver mecanismos que superem 0S
entraves encontrados na assimilacdo desses conceitos. A seguir, debateremos acerca da segunda fase
da metodologia em questdo, que se propde a auxiliar o pesquisador a desenvolver mecanismos que
superem esses entraves.

3.2.2- Concepcdo e analises a priori

Na segunda fase da ED, as analises a priori, 0 pesquisador deve elaborar e analisar uma
sequéncia de situagbes didaticas’ com a finalidade de responder as questdes e validar as hipoteses
suscitadas na fase anterior (ALMOULOUD, 2007). Na concep¢do de BROUSSEAU (1986), a génese
artificial dessas situacGes é analoga aquela que originou o conhecimento, de modo que a aprendizagem
dos sujeitos agentes (os alunos) ocorre por adaptacédo, assimilacao e equilibracéo.

ALMOULOUD (2007, p.174) pormenoriza a formulagdo dessas situacfes didaticas, atestando
que o pesquisador deva conceber “situacdes-problema® de modo a permitir “ao aluno agir, se
expressar, refletir e evoluir por iniciativa prépria, adquirindo assim novos conhecimentos”.

DOS SANTOS (2017, p.21) declara que devemos realizar uma andlise matematica do objeto
matematico explorado, para que possamos identificar os métodos, estratégias de resolucdo em cada
situacdo, caracterizar os conhecimentos e saberes matematicos prévios necessarios para que o aluno

consiga responder a situacao-problema:

(...) devemos realizar, a principio, seguintes consideragdes: analisarmos se o que esta sendo
proposto nas situac@es-problemas sdo conhecimentos pertinentes, no sentido, de estabelecer
uma relagdo entre os saberes visados e os ja constituidos; identificarmos no escopo das
situacdes suas variaveis de comando e escolhermos aquelas necessarias de estudo; estudarmos
se as situacdes escolhidas sdo consistentes.

O autor ainda complementa que devemos dispor de uma determinada cautela ao escolher as
variaveis, pois as variaveis escolhidas podem proporcionar “aos alunos a construcéo de conhecimentos
incompativeis, mesmo que transitorios ” (DOS SANTOS, 2017, p.21). Por essa razdo é importante
“prevermos possiveis dificuldades de resolucdo por parte dos alunos; identificarmos novos
conhecimentos e/ou métodos de resolucdo que os alunos possam adquirir e prevermos 0S
saberes/conhecimento se/ou métodos de resolucdo que devemos institucionalizar” (DOS SANTOS
2017, p.21).

7 Definiremos que uma sequéncia didatica pode ser formada por um certo nimero de aulas planejadas e analisadas previamente com a
finalidade de observar situagGes de aprendizagem, envolvendo os conceitos previstos na pesquisa didatica (MOTOKANE,2015).

8 Definiremos como situagGes-problema tarefas que permitam ao professor instigar a criatividade e a autonomia dos alunos na
formulacdo de estratégias de solugdes, tendo como pressupostos seus conhecimentos prévios (POMMER ,2013)
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Além disso, o pesquisador deve trabalhar a compreensdo do objeto matematico, ademais de sua
natureza endogena, abordando uma adequacdo didatica “a partir das vivéncias e idiossincrasias
particulares que proporciona ao aprendiz a origem de um repertdério amplo de situa¢fes-problema que
0 permitam explorar e, paulatinamente, elaborar e reelaborar construgdes e modelos mentais de acéo
eficazes” (ALVES, 20164, p.141).

Na perspectiva de BROUSSEAU (1986, p. 15) traduzida por ALVES (20164, p.141), o educador
matematico desenvolve um pensamento acerca dessa adequacdo didatica, a denominando de
“aprendizagem por meio de adaptagdes”, elucidando o procedimento a ser realizado para que ocorra

essa transformacao do saber cientifico para o saber escolar:

A problemética da aprendizagem por adaptacdo impde a pesquisarmos, em cada atividade
proposta ao aluno, que provoque nesse aluno a criagdo de um conhecimento visado em termos
de respostas e circunstancias. E raramente possivel de se obter, de modo slbito, nestas
condi¢Bes, um saber correto, preciso e definido. Ao contrério, tais circunstancias sdo
frequentemente locais, particulares e, além disso, ligadas indevidamente, por circunstancias
escolhidas aos outros conhecimentos, ainda provisorios e incorretos. Devem, pois, evoluir,
com fins a se inscrever uma génese visando um saber cultural correto.

Dessa forma, BROUSSEAU (1986) reflete acerca do ambiente no qual a aprendizagem devera
se desenvolver, determinando que esse ambiente interfere no processo de ressignificacao,
conceituacdo e identificacdo de uma situacdo proposta, se tornando um elemento relevante a ser
analisado para a formulacdo dessa adequacdo didatica.

Assim como o educador matematico, CHEVALLARD (1991) se dispds a estudar esse
fendmeno de adequacdo didatica, formulando o termo transposicdo didatica para caracterizar o
processo de transformacao do saber cientifico para o saber escolar, a0 mesmo tempo que desenvolvia
uma perspectiva para a analise dos fendmenos que abrangem o trinémio saber-estudante-professor
(ALVES, 2018b).

Devemos salientar que essa perspectiva desenvolvida, carrega, de modo latente, um repertério
de extensos fendmenos comprometem o ensino, e que influenciara o desenvolvimento de uma teoria
acerca do desenvolvimento de situac6es didaticas por Brousseau, denominada de Teoria das Situacdes
Didéticas.

Assim, por meio dessa pequena reflexdo acerca da concepgdo de uma situacdo didatica, das
peculiaridades envolvidas nesse processo, inferimos que para tal concepcao devemos analisar diversos
fatores de natureza variada. Logo para o desenvolvimento dessas situacOes didaticas, em uma
perspectiva tedrica bem fundamentada, necessita-se de uma teoria de ensino que aponte uma
sistematizacdo da construcdo dessas situagdes, métodos para transmitir determinado conhecimento
cientifico.

Na contemporaneidade, apreciamos o desenvolvimento de inimeros trabalhos, que exploram
problematicas evidenciada, isto &, existem diversas metodologias de ensino como a Teoria dos
Registros de Representacdo Semiotica (TRRS), a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), a Teoria

do Instrumento-Objeto e a Teoria das Situacdes Didaticas (TSD).
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A nossa opcdo conceptual para a elaboracdo da sequéncia didatica prevista para a segunda fase
da ED, sustentou-se na TSD, devido a sua estrutura para a elaboracdo de situacdes didaticas, que
especificaremos mais adiante. Ademais, destacaremos a existéncia de uma vasta literatura que
relacionam que a TSD e a ED, evidenciando que essa complementariedade que pode possibilitar a
ruptura de determinados formatos de ensino (ALVES, 2016b).

3.3.2.1 — Teoria das SituacOes Didaticas - TSD

A Teoria das Situac@es Didaticas - TSD foi concebida pelo educador matemético Guy Brousseau
com o intuito de aplicar situacdes ditas identificaveis (naturais ou didaticas) para modelar, de uma
maneira geral, o processo de ensino e aprendizagem dos conceitos matematicos, considerando as
especificidades dos conteddos (ALMOULOUD, 2007). Segundo TEIXEIRA e PASSOS (2013, p.162)
tal teoria, a TSD, pode ser descrita como:

Um modelo tebrico, apresentando conteldos matematicos, que ilustra algumas
situacBes fundamentais e que comega a servir de fundamentacdo tedrica para novos
trabalhos de pesquisa em didatica e para a pratica de professores de matematica. E
um campo de reflexdes para fazer progredir o ensino dessa disciplina nas classes do
ensino basico, onde o professor, com a fundamentacdo dessa teoria, orienta o
aprendiz para que possa desenvolver atividades que lhe permitam apropriar-se de
novos saberes.

ALMOULOUD (2007) elucida que essa teoria objetiva a caracterizacdo de um processo de
aprendizagem ligados ao um encadeamento dessas situacdes para que ao ser reproduzidas conduzam
a modificacdo de um conjunto de comportamento dos alunos. Contudo, o centro dessa teoria ndo é o
aprendiz, mas sim a situacdo didatica em sua esséncia que possibilita a interacdo entre o professor,
aluno e o saber matematico.

Conforme ALMOULOUD (2016, p.6), na concep¢do do educador matematico Brousseau 0s
“conhecimentos matematicos s6 podem ser compreendidos pelo intermédio de atividades que eles
permitem realizar, ou seja, resolver”. Ademais, 0 educador matematico também estendeu a nocéo do
ensino de matematica assumindo que se tratava de uma “ atividade que se realiza em situacdo e contra
um meio”. Assim, a TSD propde-se a produzir um modelo de interacdo entre o aprendiz, o saber e 0
milieu. Essa ultima denominacgéo, significa “meio”, é utilizado para caracterizar o ambiente no qual a
aprendizagem devera se desenvolver (ALMOULOUD,2016).

POMMER (2013) se baseia, de modo analogo as obras de BROUSSEAU (1996) para descrever
a sistematizacdo da TSD, e apontar os elementos substanciais para a verificagdo dos conceitos
concebidos pelo aluno durante a transmiss@o do saber. Dessa forma se propde um modelo de sistema
didatico estruturando as trés componentes: professor, aluno e saber, intitulado tridngulo didatico. Tal
modelo, apresentado na Figura 12, apresenta as relacdes estabelecidas entre essas partes durante uma
situacédo didatica.
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Figura 12 — Triangulo Didatico
Fonte: POMMER (2013,p.13)

Em conformidade, ALVES e CATARINO (2018, p.128) dissertam acerca da perspectiva sui
generis do didata matematico CHEVALLARD (1991), para a anélise dos fendmenos envolvendo o
trinbmio saber-estudante-professor, segundo os autores tal perspectiva “carrega, de modo latente, que,
em um repertorio de extensos fenbmenos envolvidos no ensino, 0s conhecimentos que precisam ser
considerados extrapolam, de per si, o conhecimento matematico, sobretudo quando vislumbramos

seus modelos de mediacao e ensino”.

Em relacdo a interacdo professor-estudante, BROUSSEAU (1996) que a préatica pedagdgica
deve ser realizada de modo a estimular o aprendiz a ressignificacdo, conceituacdo e identificacao de
uma situacdo proposta, para que em posse desses elementos consiga construir um conhecimento
matematico.

Em sintese, POMMER (2008) defende o papel do professor como facilitador de aprendizagem,
através de elaboracGes e proposicdes de situaces de que facilitem a aquisicdo de conhecimentos ao
aluno, e a utilizacdo ou modificacao de conceitos as exigéncias do meio e ndo a um desejo do professor.
Por conseguinte, torna-se evidente a necessidade de novas experiéncias e praticas educativas que
inspirem situagOes de aprendizagem como forma de viabilizar a estruturacdo do saber matematico.

No que diz respeito a interacdo entre o professor e o saber, deve-se estabelecer a ideia de que o
docente ndo deve dispor somente do dominio do contelido matematico, mas deve ser capaz de elaborar
estratégias para incitar o processo de interiorizacdo da situacdo didatica, de modo que o educando se
aproprie e use essa situacdo para significar o conhecimento.

Por fim, a ultima interagdo aluno-saber, em que é imprescindivel a anélise dos conhecimentos
prévios dos alunos para que o professor proporcione um ambiente favoravel no qual o aluno sinta-se
instigado a realizar investigacdes, fazer deducdes e comprovar suas suposi¢des. Além disso,
BROUSSEAU (1996) aponta essa Ultima interacdo como sendo a devolugéo da situacao didatica, que
significa o aceite do aluno pela responsabilidade na busca da solucdo do problema proposto.

POMMER (2013, p.16) salienta que:

(...)as situacdes didaticas abrem a possibilidade de o aluno vivenciar uma mudancga do ponto
de vista didatico, o que favorece a construgdo de uma nova relagao deste com o saber, relagéo
que coloca o aluno numa postura construtiva: o autor do proprio conhecimento.
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Desse modo, o educando tem a oportunidade de modelar o saber e redescobrir
caminhos para ir ao encontro da aprendizagem. Ademais, destacaremos o nucleo central dessa teoria:
a situacdo didatica, que pode ser estabelecida como um conjunto de relagdes determinadas
explicitamente entre um aluno ou grupo de alunos, um certo milieu e um sistema educativo (o
professor) para que esses alunos adquiram um saber constituido ou em constituicao.

Assim, percebemos que a situacdo didatica estara caracterizada sempre que se verificar, por parte
do professor, o proposito de proporcionar a aprendizagem de um determinado contetdo. Outro
enfoque relevante que merece evidéncia € a situagdo adidatica caracterizada como parte substancial
da situacdo didatica, em que, o desejo de ensinar ndo é deixado claro para o discente, mas foi
intencionada pelo professor de modo a fornecer oportunidades para que este tome posse do saber
(ALMOULOUD, 2007).

Isto é, na situacdo adidatica o problema deva ser selecionado de maneira a fazer o educando
progredir por interesse proprio. A aquisicdo de conhecimentos acontecera por meio do desafio da
problematica, concebida sem o apelo as razdes didaticas. Novamente o professor encarrega-se da
funcdo de mediador, criando oportunidades para que o aluno seja o principal agente da sua
aprendizagem. FREITAS (2008, p.86) explica a relevancia dessas situacdes no processo de ensino

quando reitera que:

As situagdes adidaticas representam os momentos mais importantes da aprendizagem, pois 0
sucesso dos alunos nelas significa que ele, por seu mérito, conseguiu sintetizar algum
conhecimento. Nesse sentido, elas ndo podem ser confundidas com as chamadas situagdes
ndo-didaticas, que sdo aquelas que ndo foram planejadas visando uma aprendizagem.

Ainda conforme FREITAS (2008) é importante evidenciar que as situacdes adidaticas, ainda
que ndo sejam percebidas pelo aluno, sdo idealizadas pelo professor com o proposito de
conduzir a aprendizagem. Portanto, ndo deve ser confundida com uma situacdo que
néo foi planejada para transmitir conhecimento.

Afim de analisar o processo de assimilagdo do conhecimento, a TSD fragmenta tal processo,
verificando em quatro fases, o desenvolvimento cognitivo dos alunos. Essas fases s&o denominadas
de acéo, formulagéo, validacéao e institucionalizacéo.

A fase inicial, a a¢do, trata-se do momento em que o aluno tém a oportunidade de interagir com
meio e tomar decisfes para organizar estratégias para a solu¢ao do problema exposto (BROUSSEAU,
2008). A respeito dessa fase, ALMOULOUD (2007, p.37) atesta que:

Uma boa situagdo de agéo ndo é somente uma situacao de manipulacéo livre ou que exija uma
lista de instrucdes para seu desenvolvimento. Ela deve permitir ao aluno julgar o resultado de
sua acao e ajusta-lo, se necessario, sem a intervengdo do mestre, gragas a retroagao do milieu.
Assim, o aluno pode melhorar ou abandonar seu modelo para criar um outro: a situacdo
provoca assim uma aprendizagem por adaptacéo.

De forma afim, ALVES(2018b, p.15) atesta que os alunos “manisfestam uma agdo em situagao,

na condi¢ao em que a situagdo problema manifeste um sentido e desperte o interesse dos mesmos”
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rememorando a importancia do planejamento das situacfes problema por parte do pesquisador afim
de suscitar o aluno a participar e a aprender.

Segundo PICCELLI (2001) a fase decorrente da acdo, a formulacdo apresenta as interag0es
existentes em determinada atividade proposta, tal situagdo é caracterizada pela troca de saberes entre
alunos que serdo emissores ou receptores, essa transferéncia de informac6es pode ser expressa, por
meio de mensagens escritas ou orais. A decorréncia dessa transferéncia permite a formulacdo de
conjecturas, por parte dos alunos, e a criagdo de modelos que solucionem a situagéo proposta (ALVES,
2018b).

Apbs a formulacdo da resolucdo do problema, o aluno devera convencer os demais participantes
sobre a veracidade ou ndo dos argumentos apresentados a solucdo do problema, desenvolvendo a fase
denominada de validacdo (BROUSSEAU, 2008). Assim, devemos ater que a comprovagao empirica
ndo e suficiente, portanto os alunos devem elaborar provas e demonstragdes para manifestar a
veracidade das suas afirmacdes. Além disso, existe a possibilidade do receptor discordar do argumento
exposto ou ndo entender a légica que foi utilizada e esclarecer sua objecéo.

De acordo com ALVES (2018a, p.64) os dados produzidos com origem nas interacdes dialéticas

dos estudantes, com as informacoes e inferéncias empregadas na fase anterior, tem como finalidade:

reforcar as relagfes conceituais entre 0 modelo matematico formal e as estratégias aprendidas
pelos aprendizes. Ademais, os argumentos de ordem formal e de ordem heuristica devem
constituir um conjunto de elementos a serem apreciados e depurados na fase de
instucionalizacgo final, segundo a TSD.

Desse modo, diferente da situacdo de formulacdo em que o objetivo fundamental é a
comunicacdo linguistica, a da validacdo propde a argumentacao sobre a firmeza das asserc¢des, e desse
modo permite sistematizar as interacfes com o milieu.

Como observado nas fases anteriores, o0 professor concede parte do seu
comprometimento ao aluno com o proposito de desenvolver suas potencialidades, bem
como administrar a sua relacdo com o saber. Na ultima etapa, a institucionalizacao, o docente reassume
0 seu compromisso, realizando uma discusséo da situacdo didatica executada, retomando “a posi¢ao
de agente condutor do processo investigativo”’(ALVES, 2018a, p.67).

Nessa fase espera-se do aluno ou grupo de alunos assuma o significado de um saber que foli
elaborado por ele mesmo ao longo das fases anteriores. Para isso, 0 professor deve intervir e resolver
0 problema proposto, retomando a responsabilidade cedida aos alunos (BROUSSEAU, 2008).

Em suma, apos a vivéncia de todas essas fases, esperasse um progresso na aprendizagem com a
efetuacdo do saber, e que os alunos apropriados do mesmo possam utiliz-lo em questfes futuras.
Destarte, no Capitulo 6, apresentaremos as sequéncias didaticas elaboradas e empregues com o intuito
de elucidar a nossa investigacdo. Salientaremos que essa metodologia de ensino, sera aplicada nas
atividades experimentais que ocorrem na terceira fase da a ED, que explicitaremos a seguir.

3.3.3- Experimentacao
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Experimentacdo pode ser definida como a etapa que em ocorre a aplicacdo da sequéncia de
situacOes didatica, ou seja, é a etapa para garantir os resultados praticos com a andlise tedrica
(ALMOULOUD, 2007). Assim, € nessa etapa que € colocado em préatica todo o dispositivo
planejado no momento anterior, na anélise a priori.

Nessa fase, o professor deve apresentar 0s objetivos da pesquisa e deixar claras as
condicdes para a realizacao do trabalho, estabelecendo dessa forma o contrato didatico, que de acordo
com BROUSSEAU (1986,p.51) pode ser definido como:

“Uma relacdo que determina explicitamente em pequena parte, mas sobre tudo implicitamente
aquilo que cada parceiro, professore aluno, tem a responsabilidade de gerir e pelo qual sera,
de uma maneira ou de outra, responsavel perante o outro. ”’

ALMOULOUD (2007, p. 42) esclarece que, ao aceitar o contrato didatico, o estudante deve
assumir o compromisso de administrar seu envolvimento com o conhecimento nas situagdes de acao,
formulacéo e validagdo, ou seja, de participar ativamente nessas fases. Por outro lado, o professor tem
a responsabilidade de institucionalizar o saber, pois “ele deve determinar a forma e o contetdo do
saber para o qual ele quer dar um estatuto oficial, levando em conta os efeitos da transposicéo
didatica”.

Além disso, o pesquisador deve, nessa etapa, colher e registrar os dados para qualificar a
pesquisa e, para tanto, deve utilizar alguns recursos, tais como videos, dudios, manuscritos de alunos
etc. A seguir, descreveremos a Ultima etapa da ED, em que o pesquisador realizara uma analise desses
dados.

3.2.4 Anélise a Posteriori e Validacdo

A etapa denominada analise a posteriori e a validacao refere-se ao tratamento das informacdes
obtidas por ocasido da aplicacdo da sequéncia didatica, a etapa em que ocorreu efetivamente a fase
experimental da pesquisa (ALMOULOUD, 2007).

Conforme (POMMER, 2013, p.26) por meio desse tratamento de informacdes, obtemos uma
confrontagdo com as hipoteses desenvolvidas na analise a priori, permitindo a “interpretacdo dos
resultados e em que condigdes as questdes levantadas foram respondidas”. Assim, por meio dessas
informac0des coletadas podemos averiguar se tais hipoteses ocorrem e quais “sao as contribuicdes para
a superacao do problema, caracterizando a generalizacdo local que permitird a validacédo interna do
objetivo da pesquisa” (POMMER, 2013, p.26).

3.2.4.1 Validagéo externa e interna

Inicialmente, devemos discernir que a metodologia investigativa apresenta formas diferenciadas
de validacdo do estudo: externa e interna. A primeira ocorre por meio de comparacdo entre “as
produgdes inicial e final dos estudantes, a fim de avaliar o desempenho dos alunos durante a realizagéo
didatica” (OLIVEIRA,2018, p.37), podendo ser efetuada por meio da aplicagéo e anélise de entrevistas

e/ou questionarios. Além disso, nesse tipo de validacdo, deve ocorrer uma comparagdo entre as
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producdes dos alunos internos a sequéncia didatica e dos alunos externos a esse contexto didatico
(LABORDE,1997, p.105).

ARTIGUE (1995) distingue a validacdo externa de uma avaliagdo interna, aferindo que tal
sustentacdo envolve dados oriundos de uma amostra maior de sujeitos, aplicando o termo validagéo
estatistica para tal processo.

Apesar da validacdo interna também pode ocorrer por meio de uma comparacdo dos dados
obtidos, o proposito dessa validacdo trata-se do desenvolvimento de uma “descri¢cdo genérica dos
alunos, observando seu comportamento, sua adaptagdo e seu desenvolvimento intelectual durante a
realizacdo didatica, e uma categorizacdo dos tipos de producdo majoritaria” (OLIVEIRA,2018,p.37).

Dessa forma, inferimos a realizagdo um acompanhamento dos alunos individualmente, sem uma
comparacao a alunos externos a esse contexto didatico. Por essa razdo, LABORDE (1997) salienta a
atencdo necessaria ao elaborar a sequéncia de situacdes didaticas, pois ao serem avaliadas, devem
contribuir significativamente para a validacdo da pesquisa.

Assim, no capitulo em destaque, assinalamos os elementos relativos a Engenharia Didatica e a
Teoria das Situacdes Didaticas que pretendemos explorar nos capitulos subsequentes. A seguir, no
Capitulo 4, apresentaremos ao leitor o detalhamento das andlises preliminares, ou seja, o resultado da
génese historica do nosso objeto matematico, bem como a consulta realizada em alguns livros de GD,

com fins de auferir um suporte tedrico para a elaboracao das nossas situacdes didaticas.
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4 ANALISES PRELIMINARES DA ENGENHARIA DIDATICA NO ESTUDO DE
CONCEITOS GEOMETRICOS RELACIONADOS A CURVAS E SUPERFICIES

Este capitulo, constitui-se da primeira fase prevista pela Engenharia Didatica, em que
realizaremos um estudo acerca da génese historica da GD, mais especificamente os conceitos basilares
de curvas e incipientes de superficies. Essa abordagem tem como objetivo compreender a estrutura
atual de ensino e seus efeitos, bem como, suas limitac6es para uso didatico. Além disso, nesse capitulo,
encontra-se uma consulta a um livro didatico de GD acerca dos conceitos relacionados a curvas e
superficies, em que tencionamos verificar a abordagem que esses autores trazem a respeito do nosso
objeto matematico.

4.1 — A génese histdrica dos conceitos basilares de superficies e incipientes de curvas

A génese da Geometria Diferencial iniciou-se com o estudo de curvas, apesar de no¢des como
retas tangentes a curvas ja serem encontradas entre os gregos Euclides, Arquimedes e Apoldnio.
Somente no século XVII, que o alemao Gottfried Leibniz (1646-1716) e o inglés Isaac Newton (1643-
1727) geraram os algoritmos do calculo infinitesimal, os quais permitiram o estudo de curvas e
superficies através de suas propriedades diferenciais (GORODSKI, 2002).

Figura 13 — Matematicos Gottfried Leibniz(a esquerda) e Isaac Newton(a direita)
Fonte: https:/www.escritas.org/pt/estante/gottfried-wilhelm-leibniz (figura a esquerda);
https://pt.wikipedia.org/wiki/lsaac_Newton#/media/Ficheiro:GodfreyKneller-IsaacNewton-1689.jpg (figura a direita)

Um dos primeiros conceitos a serem explorados nesse campo epistémico, foi o conceito

curvatura de uma curva plana em um determinado ponto, o que definiremos como “ uma medida
numérica de quanto a curva deixa de ser uma reta, ou seja, a taxa de variacdo naquele ponto da direcdo

da reta tangente & curva em relacdo ao comprimento de arco®” (GORODSKI , 2002,p.64).

9 Isto quer dizer o limite da razdo entre o angulo Aa. e as retas tangentes as extremidades de um arco pelo o comprimento As daquele

arco quando ele se contrai a um ponto, isto €, k= lim AO‘/AS . Essa curvatura é também o inverso do raio de curvatura no ponto em
As—0
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Figura 14— Representacdo de circulo osculador
Fonte: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/c/c0/Circulo_curvatura.jpg

Ainda conforme o autor, embora tais conceitos de curvatura relacionados a uma curva plana e
de circulo osculador ja fossem conhecidos pelos mateméaticos Newton e Leibniz, o precursor do
assunto € considerado o holandés Christian Huygens (1629-1695), que ainda ndo conhecia o célculo,
mas que em 1673 publicou um trabalho sobre curvas planas introduzindo os conceitos de involuta e

evoluta de uma curva o qual foi curiosamente motivado pelo seu interésse em péndulos e reldgios .
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Figura 15- Imagens da obra concebido por Christian Huygens ,em 1673, acerca do estudo de curvas planas e o relogio de péndulo desenvolvido nessa obra.
Fonte: Pagina Wikimedia Commons https://pt.m.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Huygens_-
_Horologium_oscillatorium,_sive_De_motu_pendulorum_ad_horologia_aptato_demonstrationes_geometricae, 1673 _- 869780.jpeg (figura a esquerda)
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/56/H6_clock.jpg (figura a direita)

GORODSKI (2002) também declara que o desenvolvimento dos fundamentos da teoria de

curvas e superficies mergulhadas nos espaco tridimensional, prossegui-se durante o seculo XVl e até

questdo, isto é o raio do circulo osculador a curva naquele ponto. Estabeleceremos o circulo osculador como o circulo que “melhor

aproxima” uma curva em um determinado ponto, tangenciando a curva e tendo curvatura k(t) igual & da curva naquele ponto e, portanto,
raio 1/k(t). O circulo osculador de uma curva em um ponto é uma ferramenta muito Gtil para compreender curvas porque tem a mesma
tangente e curvatura que a curva no respectivo ponto.
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o inicio do século XIX. Ainda de acordo com o autor, Alexis Clairaut (1713-1765), em 1731, estudava
curvas no espaco tridimensional limitado as propriedades de primeira ordem (que envolvem apenas as
derivadas primeiras, como retas tangentes). Enquanto que Gaspard Monge (1746-1818), em 1775,
propds um investigacdo em um vies diferenciado, discutindo os conceitos de curvatura e tor¢éo de
uma curva espacial®® .

A transicdo natural da teoria de curvas para a teoria de superficies ocorreu por meio de um
problema geodésico, isto €, o problema de se encontrar o caminho mais curto entre dois pontos de uma
superficie. GORODSKI (2002) ressalta que até o século XVI1I ndo havia a necessidade de mostrar a
existéncia de tal caminho, a preocupacdo limitava-se a tentativas de determinacdo de uma
caracterizacdo geomeétrica da curva que teria tal propriedade. No entanto, tal problema interessou 0s
irmados Bernoulli, Jacob (1654-1705) e Johannes (1667-1748), que, entre outros, forneceram ambos
solugdes corretas, sendo a de Johannes considerada mais clara, enquanto que a de Jacob, embora mais
confusa e engenhosa, era mais geral (GORODSKI ,2002) .

Em 1772, o matematico Leonhard Euler (1707-1783), aluno de Johannes Bernoulli, escreve
sobre o problema de se determinar quando uma superficie pode ser desenvolvida isometricamente (isto
é, sem distorcé-la) sobre um plano, como por exemplo o cilindro e o cone. Assim, 0 matematico
descobre que a condicdo necessaria para que isso ocorra € que a superficie seja regrada (ou seja,
folheada por retas). Em relacdo ao desenvolvimento da teoria das superficies, uma de suas observacoes
mais significativa acerca da teoria encontra-se num fragmento sem importancia: “Et quia per naturam
superficierum quaelibet coordinata debet esse functio binarium variabilium”, em que o matematico
reconhece o fato das coordenadas (x,y,z) dos pontos de uma superficie serem funcGes de duas variaveis
independentes. No entanto, vale salientar que Euler nem seus contemporaneos seguiram essa ideia da
representacdo das superficies, investigando superficies de diferentes apastectos menos através da
representacdo das coordenadas X, y, z em termos de fungdes de duas variaveis (GORODSKI ,2002).

O matematico Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), publicou, em 1826, Lecons sur
I'application du calcul infinitésimal a la géométrie introduzindo novos métodos ao assunto e
sistematiza e esclarece diversos calculos feitos por seus predecessores. Em particular, Cauchy precisa
e refina o trabalho de Monge sobre a curvatura k e a tor¢do t de uma curva espacial, e determinando
as formulas, hoje conhecidas como de Frenet-Serret!!, que expressam o comportamento local da curva

em funcéo de k e T em relagdo a um sistema de coordenadas mével.*? Os teoremas de existéncia e

10 A torgdo em um ponto de uma curva mergulhada no espago é uma medida numérica de quanto a curva se afasta de estar contida em
um plano numa vizinhanga daquele ponto; as curvas espaciais que estdo contidas em um plano, ditas curvas planas, sdo caracterizadas
por terem torgéo nula.

11 Essas formulas foram redescobertas independentemente por Jean Frenet (1816-1900) e Joseph Serret (1819-1885) que publicaram
seus trabalhos respectivamente em 1847 e 1850.

12 Esse € essencialmente o “triedro movel” introduzido por Gaston Darboux (1842-1917) mais tarde em 1872, que substitui o sistema
Cartesiano de eixos fixos por um sistema de eixos que acompanha a curva: em cada ponto P da curva considerada, o triedro tem origem
em P, o seu primeiro eixo é tangente a curva, o segundo eixo é a diregdo normal principal (definida de modo que os dois primeiros eixos
geram o plano osculador a curva, que é o plano que mais se aproxima de conter a curva numa vizinhanga do ponto) e o terceiro eixo é
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unicidade de solugdes de equacdes diferenciais devidos a Cauchy permitem mostrar que as funcées k
e T determinam completamente a curva a menos de um movimento rigido do espa¢o (GORODSKI,
2002).

A aplicagdo de superficies na perpectiva de duas varidveis, ocorreu em 1827, quando o
matematico Carl Friedrich Gauss foi convocado pelo governo de Hanover para supervisionar um
levantamento topografico do reino, em 1820, e varios aspectos dessa tarefa, incluindo exaustivo
trabalho de campo e repetitivas triangulacbes, ocuparam-no por Varios anos, mas propiciaram o
estimulo que o conduziu as idéias de sua obra Disquisitiones generales circa superficies curvas
(GORODSKI ,2002).

Figura 16 — Imagens da obra Disquisitiones generales circa superficies curvas, concebida por Carl Friedrich Gauss
Fonte: pagina SOPHIAY, RARE BOOKS https://www.sophiararebooks.com/pages/books/4602/carl-friedrich-gauss/disquisitiones-generales-circa-superficies-
curvas

Além disso, Gauss introduz a forma diferencial quadratica ds?, hoje conhecida como primeira

forma fundamental, que essencialmente exprime as distancias sobre a superficie, e escreve ds?> em
termos de trés funcbes E, F e G de u e v o que Ihe permite escrever equagdes para as curvas
geodésicas'®. O matematico prossegue introduzindo a nogdo de “representagdo esférica” de uma
superficie, hoje conhecida como aplicacdo de Gauss®. O estudo dessa representagdo o leva a definir
a “medida de curvatura” da superficie em P, hoje conhecida como curvatura Gaussiana®®. A fim de
calcular a curvatura Gaussiana através das coordenadas curvilineas, 0 matematico introduziu uma
outra forma diferencial quadratica, derivada da aplicacdo de Gauss, hoje conhecida como segunda
forma fundamental’®(GORODSKI, 2002).

ortogonal aos dois primeiros. Essa idéia seria consideravelmente generalizada no século XX por Elie Cartan (1869-1951) e aplicada por
ele (sob 0 nome de método do referencial mével) de maneira muito frutifera ao estudo dos grupos de Lie e variedades diferenciaveis,
conduzindo enfim, com Charles Ehresmann (1905-1979) a teoria moderna dos fibrados principais e conexdes.

13 Estas sdo as curvas na superficie com a propriedade que qualquer segmento suficientemente pequeno é o caminho mais curto entre os
seus extremos.

14 Esta é a aplicagdo que associa a cada ponto P da superficie o ponto P> da esfera de raio um tal que o raio OP’ é paralelo a normal
unitaria a superficie em P.

15 Trata-se de uma espécie de taxa de variagdo da normal unitéria a superficie em P, ou equivalentemente, uma medida de quanto a
superficie se afasta de ser plana numa vizinhanga de P (como a normal unitaria a um plano é constante, a sua taxa de variagdo em
qualquer ponto do plano é zero, e portanto a curvatura Gaussiana do plano é zero em qualquer ponto).

16 A segunda forma fundamental de certa forma descreve a maneira pela qual a superficie se curva dentro do espago ambiente.
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Um dos maiores resultados do matematico Gaus, denomina-se theorema egregium, que afirma
que a curvatura Gaussiana, apesar de ter sido definida através da aplicacdo de Gauss e portanto parecer
depender de como a superficie estd mergulhada no espago, depende somente da primeira forma
fundamental e é portanto invariante se transformarmos a superficie sobre outra superficie (ou a
deformarmos) isometricamente (isto €, sem alterar distancias sobre ela).

Alguns importantes matematicos prosseguiram com o trabalho de Gauss , como Pierre Bonnet
(1819-1892), Carl Jacobi (1804-1851) e Ferdinand Minding (1806-1885). Em 1848, Bonnet
generalizou o teorema de Gauss relativo a area de um tridngulo geodésico. Uma outra contribuicéo
importante de Bonnet a teoria de superficies foi a de estabelecer o que nds chamamos hoje em dia de
teorema fundamental de existéncia de superficies (GORODSKI, 2002).

Gaspare Mainardi (1800-1879) em 1856 e Delfino Codazzi (1824-1873) em 1867 haviam
exprimido as condi¢Oes de compatibilidade entre os coeficientes das duas formas fundamentais e suas
derivadas. Bonnet demonstrou em 1867 que essas condi¢fes, hoje conhecidas como equacdes de
Gauss-Codazzi-Mainardi, sdo suficientes para que exista uma superficie com essas formas
fundamentais dadas (GORODSKI, 2002).

Em 1839, Minding mostrou que duas superficies com a mesma curvatura Gaussiana constante
podem ser transformadas isometricamente uma sobre a outra. Em outro trabalho, no ano seguinte,
Minding estabeleceu as relacdes trigonomeétricas de triangulos geodésicos em superficies de curvatura
constante negativa. Apesar deste artigo ter sido publicado na mesma revista em que apareceu a
traducdo para o francés do artigo de Lobachevski Geometria imaginaria sobre geometria nao-
Euclideana, nenhum dos dois notou que as férmulas trigonométricas no plano hiperbdlico de
Lobachevski coincidiam com as formulas trigonométricas nas superficies de curvatura constante
negativa (GORODSKI, 2002).

No entanto, Eugenio Beltrami (1835-1900), inferiu tal semalhanga, considerando o assunto em
Saggio di interpretazione della geometria non-Euclidea em 1868, e assim construiu o primeiro modelo
concreto do plano de Lobachevski demonstrando a consisténcia da geometria ndo-Euclideana.
Ademais, Beltrami também publicou uma andlise de espacos de curvatura constante em varias
dimens0es baseda nas idéias de Georg Friedrich Bernhard Riemann(1826-1866) incluindo uma versao
detalhada do espaco hiperbolico tridimensional. Mais tarde, Felix Klein (1849-1925) e o grande
matematico e fisico francés Henri Poincaré (1854-1912) propuseram outros modelos para a geometria
de Lobachevski (GORODSKI, 2002).
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Figura 17 — Obra Saggio di interpretazione della geometria non-Euclidea de Eugenio Beltrami
Fonte : pagina Wikisource https://it.wikisource.org/wiki/Indice:Beltrami_-
_Saggio_di_interpretazione_della_geometria_non_euclidea,_1868.djvu

Riemann prosseguiu introduzindo o conceito de variedade n-dimensional de pontos (X1, X2, ... ,
Xn) que generaliza a idéia de superficie bidimensional tanto no sentido de considerar um nimero maior
de dimensdes quanto no sentido de descartar a necessidade do objeto estar mergulhado em algum
espaco circundante. Em seguida, estabeleceu uma forma diferencial quadratica (hoje chamada de
métrica Riemanniana) na variedade que generaliza a primeira forma fundamental das superficies e
define as distancias sobre ela. Esse é um dos pontos essenciais de sua visdo: a separagdo entre 0s
conceitos do conjunto de pontos (a variedade n-dimensional) e as possiveis métricas que podem ser
definidas sobre ele (GORODSKI, 2002).

Tais ideias foram proferidas, em 1854, em uma conferéncia para os docentes da faculdade de
filosofia da universidade de Gottingen com o intuito de satisfazer os requerimentos para a promogao
a Privatdozent. O texto da conferéncia n&o foi publicado durante a sua vida, mas a publicagdo postuma
em 1868 repercutiu quase que imediatamente entre a comunidade de matematicos trabalhando em
geometria diferencial (GORODSKI ,2002).

Dessa maneira, Riemann aprofundou brutalmente o conceito de geometria intrinseca da teoria
de superficies de Gauss. Instaurando a curvatura Riemanniana (que generaliza a curvatura Gaussiana)
e discutindo o caso de variedades Riemannianas de curvatura constante. O trabalho de Riemann néo
apenas unificou a geometria Euclideana e a ndo-Euclideana, mas representou uma vasta generalizacao
dessas geometrias (GORODSKI ,2002).

As investigacOes de Riemann foram continuadas por Elwin Christoffel (1829-1900) que
publicou um trabalho em 1869 que questinou as condi¢cbes em que duas métricas Riemannianas
determinam a mesma geometria. Assim como a intencdo de Riemann era de generalizar a teoria de
superficies de Gauss, a intencdo de Christoffel era de generalizar o problema de superposi¢cdo de

superficies. Para resolver esse problema, Christoffel introduziu os hoje chamados simbolos de
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Christoffel e o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel, e derivou como condicdo necessaria a
coincidéncia das tensores de Riemann-Christoffel calculados para as duas métricas Riemannianas. Os
calculos de Christoffel formam a base dos métodos invariantes em geometria Riemanniana que
caracterizariam o proximo estagio de desenvolvimento (GORODSKI, 2002).

Ao final do século XIX a teoria de superficies ja estava bem estabelecida, entre 1887 e 1896,
foram publicados os quatro volumes do classico Lecons sur la théorie générale des surfaces de Gaston
Darboux. Por outro lado, o trabalho de Riemann havia despertado consideravel interesse em
variedades Riemannianas de dimensdo arbitréria e curvatura constante arbitréria, e o problema de se
classificar tais variedades, proposto por Killing em seu livro de 1891, ficou conhecido como problema
de Clifford-Klein pelas contribuicdes desses dois matematicos ao assunto (GORODSKI, 2002).

O trabalho de Riemann influenciou diversos campos de estudos, como a algebra, filosofia do
espaco fisico que acarretaram no desenvolvimento de diversas teorias como grupos de Lie, teoria geral
da relatividade iniciada por Einstein etc (GORODSKI, 2002).

Desse modo, surgiu uma distingdo em relacdo ao campo geometria diferencial, intitulando a
geometria que foi desenvolvida durante o periodo que vai da época de Riemann até a Segunda Guerra
Mundial de “geometria Riemanniana classica”. Tal geometria, corresponde ao conteudo lecionado em
um primeiro curso de pds-graduacdo em geometria Riemanniana, enquanto que a teoria de superficies
de Gauss, 0s conceitos basilares e incipientes de superficies fazem parte dos curriculos de graduacao,
ao qual realizaremos uma investigacao acerca do ensino.

4.2 — Estudo didatico do objeto matematico em um livro cléssico

Nessa secdo, seguindo a sistematizacdo prevista pela metodologia de pesquisa adotada, tendo
em vista um melhor entendimento do ensino atual do contedo de nosso interesse, apresentamos uma
consulta a um livro classico aplicados pela academia no ensino de GD, influenciada pela perspectiva
de ALVES (2012; 2013a; 2013b; 2015; 2016; 2017), no que concerne ao estudo e identificacdo de
entraves no entendimento de conceitos matematicos, todavia no contexto da GD.

4.2.1 - Escolhas e justificativas acerca da analise de um livro classico

Ao analisarmos um livro classico aplicado como recurso didatico em sala de aula, conhecemos
previamente a abordagem, o método utilizado para trabalhar determinados conceitos e as
possibilidades existentes de ensino do contetdo atraves desse material. Nesse viés, o Parametros
Curriculares Nacionais — PCN reconhece a ampla interferéncia do livro adotado no ensino-

aprendizagem de um contetdo:

O livro didatico é um material de forte influéncia na pratica de ensino brasileira. E preciso que
os professores estejam atentos a qualidade, a coeréncia e a eventuais restricdes que apresentem
em relacdo aos objetivos educacionais propostos. Além disso, € importante considerar que o
livro didatico ndo deve ser o Unico material a ser utilizado, pois a variedade de fontes de
informagdo é que contribuira para o aluno ter uma visdo ampla do conhecimento (BRASIL,
1997, p. 67).
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Desse modo, por meio da analise de um livro didatico podemos inferir “a existéncia de falhas
na sua composicdo, as vezes na forma de apresentacdo do conteudo, nas atividades propostas, no
desenvolvimento dos conceitos no decorrer das paginas, ou ainda de inadequac&o a realidade local, as
praticas sociais do grupo escolar em questdo” (ROSA et al. 2012, p.3).

A vista dos motivos apresentados, destacamos a importancia de tal analise, e reconhecemos, em
nosso caso, a existéncia de um extenso rol de compéndios da literatura pertinente. Em relacdo a essa
literatura podemos destacar no contexto nacional, TENENBLAT (2008), DO CARMO (2016), PIRES
(2015), ARAUJO (2012), NETO (2014), e no contexto internacional, KLINGENBERG (2013),
STRUIK (2012), WILLMORE (2013), MONTIEL (2009), PALMAS et al. (2005). Assumimos
interesse particular pelo livro de TENENBLAT (2008), a escolha desse compéndio se deve ao fato de
ser livro-texto!’ trabalhado em cursos introdutdrios de Geometria Diferencial.

4.3 - Uma observacdo do objeto matematico em livros didaticos

Acentuamos que em virtude da constituicdo das teorias adotadas e discutidas nas secOes
passadas, a analise foi realizada na perspectiva de Alves (2011), realizando uma comparacgéo dos pré-
requisitos necessario para um estudo do nosso objeto matematico, que se iniciam com elementos de
CUV, e precisam de elementos de CVV.

Ademais, salientaremos um olhar para as situa¢es-problema de GD, proposta pelos autores e a
significacdo/representacdo dos conceitos matematicos envolvidos; se tais obras exploram os conceitos
do GD no espaco R3, com o intuito de proporcionar a evolugdo das habilidades de percepcado e
visualizacdo; se os autores relacionam as defini¢fes algébricas dos conceitos de GD com as suas
respectivas significacdes grafico-geométrica.

4.3.1- O livro de TENENBLAT (2008)

O livro “Introducdo a Geometria Diferencial” de TENENBLAT (2008), tem o objetivo “servir
de como livro texto para um curso introdutério de Geometria Diferencial, em nivel de
graduagao”(Prefacio de TENENBLAT (2008). Apresentando “a teoria local das curvas e superficies,
no espaco euclidiano, admitindo como pré-requisitos 0s cursos béasicos de célculo diferencial e
equagdes diferenciais” (Prefacio de TENENBLAT (2008) ).

TENENBLAT (2008) divide sua obra em cinco capitulos, iniciando o estudo acerca de GD
recordando, no Capitulo 0, alguns pré-requisitos de algebra linear, calculo diferencial e calculo
vetorial de fungdes de uma ou mais variaveis necessarios para o entendimento dos conceitos dessa
area, como dependéncia linear, definicdes de funcgdes lineares, funcdes diferenciaveis etc. Assim, a
autora inicia o roteiro de descri¢des e formulac6es de defini¢bes, formulando os elementos béasicos e
preliminares de certas noc¢Bes topologicas, dentre as quais destacamos: o espago euclidiano de
dimensdo trés, R3, ou seja , 0 conjunto de termos ordenados de nimeros reais p = (x,y, z) para

funcGes de uma variavel.

17 Livro adotado como texto basico de determinado curso;
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Em relacdo a funcBes de varias varidveis, a autora define o espaco euclidiano de dimenséo n,
R", definindo para isso o conceito de fungOes coordenadas. Segundo a autora, a0 tomarmos uma
fungéo ou aplicagdo F de um subconjunto A de R™ em R™, denotado por F:A ¢ R" — R™, para
cada p € A4, associa um Unico ponto F(p) € R™.

Desse modo, tal funcdo (ou aplicacdo) pode ser representada por F(p) =
(F,(p), F,(p), ..., Fn(p)), ao considerarmos p = (x4, ..., X,), podemos reescrever a representagao da
fungdo como: F(xy, ..., xn) = (Fi(x1, ) Xn), oo, Fn (x4, .., %)), Determinando que as funcBes
Fi:R" - R, i = 1,2,..,m sdo as funcBes coordenadas de F (TENENBLAT, 2008 ).

No entanto, TENENBLAT (2008, p.15 ) salienta que “embora o nosso interesse esteja apenas
nos casos em quen e m assumem os valores 1,2 ou 3, vamos enunciar os conceitos e resultados
bésicos para o caso geral”.

Assim a autora segue nesse sentido topoldgico, discriminando a ideia de bola aberta em R™ de
centrop, € R™eraio € > 0, como um conjunto denotado por B, (p,), dos pontos p € R™ que distam
de p, menos que ¢ , denotando em simbologias por B.(py) = {p € R™;|p — p,| < € }. Dessarte,
TENEBLAT(2008) ainda precisa que um subconjunto A de R™ é dito aberto em R™ se para todo p €
A existe uma bola aberta B.(p) c A. Ademais, explana-se como subconjunto aberto de R™ que
contém p, € R™, como uma vizinhanca de p, € R™. Outrossim, um subconjunto D de R™ é dito
fechado em IR™ se o0 seu complemento, isto € R™ — D, é aberto em R™. Além disso, a autora apresenta
0s conceitos de ponto de acumulacéo, um conjunto compacto para introduzir os conceitos de limite e
continuidade de uma funcdo de duas ou mais variaveis.

Desse modo, atinamos elementos que se diferenciam do Calculo de uma Variavel — CUV, devido
ao aumento dimensional dos conceitos formulados, o que pode atuar como um elemento de ruptura
(Alves, 2011). Por esse motivo, devemos dispor de uma certa cautela ao explicar esses topicos de GD,
no entanto, na perspectiva de TENEBLAT (2008, p.1) , observamos a auséncia de tal cautela em
relagdo as mudangas topoldgicas , ja que segundo a autora foi “conveniente reunir neste capitulo
inicial as nogBes necessarias muito embora, admite-se que sdo do conhecimento do leitor”,
recomendando que “a leitura do texto seja iniciada com o estudo de curvas planas, no Capitulo 1,
recordando os conceitos do Capitulo 0, a medida que se tornarem necessarios”(Prefacio de
TENEBLAT, 2008).

Em relacéo ao conceito de limite, a autora define que o limite de uma funcéo vetorial, de forma
analoga ao conceito de limite de uma funcéo real, assim TENEBLAT (2008) estabelece que o limite
de a(t) é L quando dado t se aproxima de t,, dado qualquer € > 0, existe § > 0 tal que , se 0 <
[t — tol < &, entdo |a(t) — L] < &. Ou seja, se a(t) = (x(t),y(t),z(t)) e L = (13,15, 13), entdo

lim a(t) = L ,se esose, limx(t) =1, limy(t) =1[,, lim z(t) = [5. A autora retoma o conceito
t—)to t—>t0 t—)to t—)to

de limite de duas ou mais variaveis, ap0s a explanacdo de outras opera¢des com a funcéo vetorial,
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precisando que o limite de uma fungdo F de duas ou mais varidveis, dada por F: A < R® — R™, em
que A trata-se de um conjunto aberto em R™, admite valor L quando p € A tende a p, se dado qualquer
€>0, existe um § > 0, tal que, se 0 < |p— pol < &, entdo |F(p) —L| < & , denotando por
}L‘{}) F(p) = L.

Veja que a abordagem realizada por TENEBLAT (2008), ndo menciona os elementos de
transicdo desses conceitos, aléem de ndo fazer indicativo ao leitor de nenhuma mudanga do espaco
topoldgico, apesar do limite das funcGes apresentar diferencas em virtude da dimensdo e/ou da
quantidade de variaveis.

Prosseguindo, acerca da abordagem dos conceitos de diferenciabilidade, encontramos outros
elementos, em que também devemos ter cautela, por se tratarem de elementos de ruptura, pois as
nocbes de diferenciabilidade de funcbes vetoriais de varias variaveis apresentam um conceito
singular, intitulado de derivada direcional, definida por TENEBLAT (2008, p.20) como: uma funcao

F:A c R™ - R", em que A € um conjunto aberto, fixado um p, € A e w um vetor ndo-nulo de R",

F(po+tw)—F(po)

dada por : ltlr% . Com o intuito, de apresentar tal ruptura, produzimos no software

Geogebra, uma representacao desse conceito geométrico.

3 Derivada Direcional - GeoGebra - X
. =
N NCISIPANREIE
- e
= Curva Paramétrica :N [i] 0 A “ n : =
- 10
x=085+s-088 *
O 4 y=0874s5-048 "
250.352-0.87+5(0‘83-2-0.35*0‘87+0‘48-!
12
—  FungEo de VériasVariaves
H 10
O clx,y) = 0857 0.87 +2-0.85-0.87 (x - 0.85) 4 0.6
&
O tan=ry
[
O fx(x,y) = 2xy
4 P~

fyfxy) = ‘B :
2 PO
= Curva Impicita u

O by =2107x- 193 = -769) : Z

— Nimero -

m =165 i - Q

Figura 18 — Representacéo do conceito de derivada direcional
Fonte :a autora
Na Figura 18, vemos que o grafico da funcdo f(x,y) = x%y, em vermelho, e a descrigdo da
curva implicita que representa a funcdo ,em amarelo , e a derivada dessa funcdo em virtude das
coordenadas, f,(x,y) = 2xye f,(x,y) = x*,em direcdo ao vetor PP, resultando em uma reta ,na

cor verde. Destarte, o significado geométrico da derivada direcional de uma funcdo de varias
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variaveis diferenciavel, intuitivamente representa a taxa instantanea de variacao da funcdo, movendo-
se através de um ponto x com uma velocidade especificada por um vetor em relacdo esse determinado
ponto x. Generalizando assim, a nocéo de derivada parcial, em que a taxa de mudanca é tomada ao
longo de uma curva em um sistema de coordenadas curvilineo, com todas as outras coordenadas sendo
constantes.

Doravante TENEBLAT (2008, p. 20) realiza uma relagéo entre esses dois conceitos de derivada,
difundindo para a base canonica {e,, e,, ..., e, } do espaco topoldgico R™, ““as derivadas direcionais de

F em p, nas direcBes de um vetor da base sdo denominadas derivadas parciais de F em p, .

Se Flxj.---.xy) = (Fi{xy.--- .xp).--- . Fm(xy.--- .xp)). entdo a derivada
. Yo . IdF
parcial de F em pgo nadireg¢io de ¢; ¢ denotada por F;(pg) ou Fyipgi e
€ igual a -
IdF dFy dF,,
5 (po) = (5‘;‘7(1’0).-'“ ' s (po) ) -

Figura 19 — Definic¢do que correlaciona os conceitos de derivada direcional e derivada parcial,
proposto por TENEBLAT (2008)
Fonte: TENEBLAT (2008, p. 20)

A autora sucede , a nocao de derivada parcial para derivada de segunda ordem, se % (p) existe,

para todo p € A,um conjunto aberto, definindo a funcéo %(p):A — R™ que, para cada p € A,

. OF . . - . . .
associa —— (p). De forma mais sucinta, a autora utiliza a seguinte simbologia:
i

0 (aF) _9%F E
ax; \ox;) ~ ax} XX

L
9 (aF)_ o _ o
dx;j \dx; _axjaxi_ XiXj

Entrevemos que a autora descreve de modo sucinto todos esses conceitos de derivabilidade para

que o aluno, possa compreender e distinguir o conceito de diferenciabilidade de uma fung¢do, um
conceito crucial para o entendimento dos assuntos de GD.
Assim, dizemos que uma fungdo F: A ¢ R™ — R™ é diferencidvel de F em p, se existe uma

aplicacdo linear de R™ em R™ , denotada por dFy,,: R®™ — R™ , tal que, para todo vetor w € R",

F(po+w) = F(py) + dF,o(w) + R(w), onde thr{l (%) =0, em que aplicacdo dF,, ¢
—lo
denominada aplicagéo diferencial de F em p,.

A funcdo F é dita diferenciavel se F é diferenciavel em p, paratodo p € A. Podendo verificar

que, se F ¢ diferenciavel em p,, entéo, para todo vetor w € R", dF,,(w) = tlir{l w.
—to

Portanto, se “F é diferenciavel em p,, entdo a derivada direcional de F em p, existe em qualquer

direcdo (TENEBLAT, 2008, p.21)”. Entretanto, a autora ressalta que a reciproca nao ¢ verdadeira, isto

é, uma funcéo pode ter todas as derivadas direcionais em um ponto, sem ser diferenciavel no ponto.
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Dessa forma, assumimos por meio da anélise do capitulo 0 livro de TENEBLAT(2008), que 0
conceito de derivada parcial em consonancia com o conceito de derivada direcional, atua como um
elemento de transicdo entre os conceitos de derivabilidade de varias variaveis, abordado no curso de

CVV, para o conceito de diferenciabilidade, abordado no curso de GD.

f'lx)= __!ET:I

flx+ & x) = f(x) rravsicio
Ax T

lim
=0

F[?"n T m‘:l - F{Po}

TRANSICAD

;

dF a(w) = lim

F(p, +tw) = F(p,)
t |

AF

—(p) =

dxy

(i—f: {i’ul----%{ffﬂn}')

Figura 20 — Quadro sistematico-simbdlico relativo a evolugdo do conceito de derivabilidade de CUV ao conceito de diferenciabilidade
estudado no curso de GD.
Fonte: Elaborado pela autora

Na Figura 20, divisamos as mudancas notacionais e acentuamos também, as alteracdes

operacionais e conceituais, exigidas em funcdo da variacdo do espaco topologico, que envolve a
conceituacdo do conceito de derivada, para a compreensao da definicdo de diferenciabilidade, desde a
variavel real até o tratamento aplicado em Geometria Diferencial.

Ainda nesse capitulo, a autora enumera algumas propriedades de diferenciabilidade,
introduzindo o conceito de difeomorfismo, quando uma funcéo diferenciavel de classe C*, que possui
uma inversa de também diferenciavel de classe C*, denominando difeomorfismo de classe C.
Concluindo o capitulo com o enunciado fundamental do célculo diferencial, denominado teorema da
funcéo inversa. Tal teorema, toma F:A ¢ R® -» R™ uma funcéo diferenciavel de classe C* e p, €

A tal que dF,, € injetora. Entdo, existe uma vizinhanga U de p, contida em 4, tal que F(U) é aberto

em R™ e a restricdo de F a U é um difeomorfismo de classe C¥, de U sobre F(U). Em relacio a esse
teorema a autora ndo fornece nenhuma demonstracédo e/ou significacdo geométrica, apenas o cita com
a justificativa que ele sera empregado posteriormente, tal fato possivelmente se atribui por se tratar de
um teorema de outro curso intitulado Analise no R™.

Desta maneira, a autora conclui os contetdos basicos para o entendimento da teoria de GD,
incluindo alguns exercicios ao final do capitulo para que o aluno aplique esses conhecimentos prévios.
Entretanto, em tais exercicios divisamos um prevalecimento dos o carater algoritmico dos conceitos
trabalhados, ndo realizando também nenhuma indicacdo do seu contexto histérico e/ou

epistemoldgico.
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ﬂ Exercicios \

1. Considere as seguintes fungdes F : RZ —» R3
a)F(x, y)=(x, y,x+¥)
b) F(x, y) = (x cosy, x seny, 2x)

o F(x,y)=@x+y (x+y)32 (x+y)>3).

Em cada caso, verifique que F é diferenciavel e obtenha a matriz jacobiana. Indique
os pontos p € R? onde dF, ndo é injetora.

\ /

Figura 21 — Exemplo de exercicios propostos por TENEBLAT(2008) no capitulo O (introdutério)
Fonte: TENEBLAT(2008, p. 25)

No ponto seguinte, capitulo 1, a autora descreve o conceito de curva fornecendo-se as

coordenadas de seus pontos como fungdes de uma variavel real, identificamos exemplos interessantes
apresentados pela autora, ao apresentar tal conceito e demonstrar a distincdo entre curvas

parametrizadas diferenciaveis e curvas parametrizadas ndo diferenciaveis.

4 , N

) A curva parametrizada diferencidvel

alr) = (cost (2cost = 1), sent (2cost=1)). 1€ R. ‘/'1

é denominada cardidide

I

Figura 5

ndo & uma curva parametrizada diferencidvel (ver Figura 5). j4 que a fungio

) ] x 0 set <0,
\ )‘(l)={ 2 scn} set >0,

Figura 22- Exemplos de curvas apresentados por TENEBLAT(2008)

Fonte: TENEBLAT(2008,p.29, figura a esquerda, p. 3 figura a direita)
Além disso, evidenciamos em TENEBLAT (2008) que a nogdo de vetor tangente foi bem

explorada por meio de registros algébrico e registro grafico em 2D , correlacionando o seu significado
geométrico ao conceito de derivada, como € apresentado na Figura 23.
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A defini¢iio de vetor tangente coincide com a nogio intuitiva que temos de
um Velor tangente a uma curva. isto €. um vetor cuja dire¢@io € a diregdo limiwe
de cordas. determinadas por um ponte «(r) e pontos proximos i = /1.
quando /i tende para zero. De fato. fixado r €7, para 70 talque r+h /.

a(t+h)—o(r)
n

5 A 1 .
que € o vetor de o(r) a e«{s + /) muluplicado pelo escalar & ( ver Figura
7). Observamos que
. a(r+h)—alr
lim ali+h) —alr)
h—0 It
é exatamente a definigcio da derivada da funcdo o em 7.

Figura 7

Figura 23 — Concatenacéo dos conceitos vetor tangente com o conceito de derivabilidade de uma funcgéo de uma variavel.
Fonte: TENEBLAT(2008, p.33)

Em contrapartida, ndo observamos a exibicdo desse conceito geométrico, vetor tangente, nas
curvas apresentadas, se limitando apenas a manipulacdo algébrica nos exemplos fornecidos.
Provocando uma dissociagdo do significado geométrico de vetor tangente ao conceito algébrico nas
curvas. Outra importante definicdo fornecida, decorrente do conceito anterior, é intitulada vetor
normal, que é imprescindivel para a formulacdo de outros conceitos correlacionados a curvas planas,
entre eles 0s conceitos: curvatura, Teorema Fundamental das Curvas e Formulas de Frenet .

A autora define a curvatura k(s) como um fator de proporcionalidade que correlaciona 0s
vetores normal e tangente, de modo mais sucinto, TENEBLAT (2008, p.43) desenvolve por meio de
deducbes algébricas para curvas parametrizadas pelo comprimento do arco - ppca (em que o

comprimento do arco indepentende do parametro € unitario), que a curvatura é dada por:

{t’(s) = k(s)n(s)
n'(s) = —k(s)t(s)’

Ademais, a autora ainda correlaciona o significado desse conceito ao seu valor, determinando
que se k(sy) > 0 temos que n(s,) tem o mesmo sentido de a'(sy), ou seja, a derivada no vetor
tangente no ponto s,, do mesmo modo, se k(s,) < 0 entdo a''(sy) e n(sy) tém sentido opostos, a

seguir vemos a ilustracdo de tal fendbmeno pela autora, por meio da Figura 24.

¥ o4 ¥ A
# (=gl £ (so)
£ { 5g) n{sp)
! ll‘."{-SD] l::.:.'u{ 5-]:"}
' o
k({sg)c<a = Ei{s=sgi>0 2

Figura 24 — Significagdo grafico-geométrica do sinal da curvatura em curvas planas
Fonte : TENEBLAT(2008, p.44) 62



Posteriormente, a autora estende o conceito curvatura para curvas que ndo se enquadrem na
definicdo anteriormente citada. Contudo, na Figura 25, podemos observar que apesar da autora
fornecer o significado geométrico dos conceitos anteriores ao defini-los, ndo verifica-se aplicagdo
desses conceitos e a suas respectivas visualizagdes nos exemplos, o que poderia amparar na aquisicao
de conceitos.

a) Sgja «(s) uma curva parametrizacfia pelo comprimento de areo oy \
trago & uma reta. Entdio a curvatura € identicamente nula. De fato, sej, e

Q{r:j} = (ﬂj‘-{—,‘l‘g. bS+_‘l‘0J- = Jr,

onde @ e & sio constantes e a- -+ 6% = 1. Como r{s) = o' (5) é’CDDSTﬂn[E
temos que (51 =0 e portanto &(s) =0, ¥s & 1. ;
b) Consideremos a curva

ofs) = (a + & cos g_. c+& scng) seR, B0,
cujo traco € uma circunferéncia de centro {a, ¢) e raio b. Neste caso
5 5
¢ = — - -
(5] ( sen -, cos b)

nis) = (— cosg, — sen E) .

K £(s) ={'(), () = 3 - /

Figura 25 — Exemplificacdo de aplicacdo dos conceitos de vetores tangente, normal e da fungdo curvatura propostos por TENEBLAT(2008)
Fonte: TENEBLAT (2008, p. 44)

Finalizaremos a andlise desse capitulo, estabelecendo que a autora aborda a teoria local das

curvas planas associando as formulas de Frenet, obtidas considerando um “diedro ortonormal
associado naturalmente a uma curva plana” (TENEBLAT, 2008, p.61).

No capitulo seguinte, a autora desenvolve um estudo analogo, considerando um triedro
ortonormal associado a uma curva regular de R3. Desse modo, a autora dedica-se ao estudo de curvas
espaciais de dimensdo trés, introduzindo de modo analogo a muitos conceitos basilares de curvas
planas. Segundo a autora “as nog¢des de vetor tangente, curva regular e mudanga de pardmetro para
curvas ndo sdo motivadas pelas mesma consideragdes ja vistas para curvas planas, portanto, seréo
introduzidas sem muitos comentarios” (TENEBLAT,2008, p.57).

O conceito curvatura ¢ definido pela autora como “a velocidade com que as retas tangentes
mudam de diregao” (TENEBLAT,2008, p.61), sendo obtido em uma curva a(t) ppca algebricamente
como a norma do vetor a” (s), apesar de ser uma significacdo geométrica para curvatura em curvas
de dimensdo trés, ndo observamos uma exemplificacéo visual de tal interpretacdo. Além disso, a autora
nédo relaciona o conceito para curvas espaciais com o conceito em curvas planas, podendo ocasionar
uma distincdo do significado algébrico/geométrico do conceito dependendo do espaco vetorial
trabalhado.

Em relacdo ao vetor normal de curvas espaciais ppca com k(s) > 0, a autora o define como o

quociente a''(s) e a curvatura, para posteriormente, correlaciona-lo através do vetor tangente. Nesses
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vieés, evidenciamos que a nocdo de vetor tangente ndo foi bem explorada por meio de registros
algébrico e registro graficoem 3D .

Ademais, a autora indica a existéncia de um outro vetor em R3, intitulado vetor binormal (b(s)),
determinando o como produto vetorial entre os vetores tangente e normal a um ponto de uma curva
a(t). TENEBLAT(2008) define que essa tripla de vetores (tangente, normal e binormal) determinam
um referencial ortonormal, intitulado Triedro de Frenet.

A autora também explana acerca dos planos formados por cada par de vetores desse referencial
ortonomal, determinando que o plano que contém a(s) e é normal ao vetor t(s) é o Plano Normal a
curva, o plano que contém a(s) e € normal a b(s) é denominado Plano Osculador , e por fim, o plano
que contém a(s) e é normal a n(s) trata-se do Plano Retificante, na Figura 26, podemos vé uma

representacdo desses planos produzidas pela a autora.

bis)
i
‘ planoc normal
planc retificante
- = n(s)
p o s)

¢

[
I

| plano osculador
t(s) 11

4

Figura 26- Representacéo dos planos gerados pelos vetor normal,tangete e binormal.
Fonte : TENEBLAT(2008, p.63)

Outro importante conceito explanado em curvas nessa dimensdo, trata-se da tor¢éo t(s) de uma
curva, estabelecido como uma constante de proporcionalidade entre os vetores b(s)' e n(s).
TENEBLAT (2008, p.65) indica que o modulo do vetor tor¢do “mede a velocidade com que o plano
osculador varia”. Contudo, apesar da autora fornecer uma significagdo geométrica para o conceito
torcdo em curvas de dimenséo trés, ndo observamos uma exemplifica¢do visual de tal interpretacéo,
de modo afim ao acontecido no conceito curvatura em dimens&o trés.

Em contrapartida, a autora explana propriedades decorrentes do sinal da constante torcéo, por
meio de representacdes canonicas das curvas. A titulo de exemplo, se a tor¢éo a(sy) < 0, entdo para
todo s suficientemente proximo de s,, a curva a(s) pertence ao semi-espaco determinado pelo plano

osculador, que contém —b(s,), tal representacdo dessa propriedade pode ser observada na Figura 27.
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Figura 27- Exemplificacdo de uma propriedade decorrente da a(sy) < 0
Fonte: TENEBLAT(2008, p. 80)

Outro importante concelto apresentado nesse capitulo, sao as tormulas do triedro de Frenet, que
correlacionam os vetores tangente, normal, e binormal por meio dos conceitos tor¢do e curvatura,
obtidas por meio de métodos de derivabilidade, as aplicagdes de tais formulas, se sucedem como
caracterizacdo de curvas (determinando se a curva é plana, se trata-se de uma circunferéncia, hélice
etc). Desse modo, ao final do capitulo ndo verificamos a existéncia de significacdo geométrica do
Triedro de Frenet nem de suas respectivas formulas, a seguir na Figura 28, apresentamos uma
exemplificacdo de exercicios trabalhados nesse capitulo, em que evidenciamos um prevalecimento do

caréater algoritmico.

. Considere as seguintes curvas regulares:
a) (1) = (4 cost, 5—5 sent, =3 cost), 1 <z,

b) B(r) = (1—cost, sent, 0, rel?,

¢) Yi)= (¢, e, V21),teR.

Reparametrize essas curvas por comprimento de arco, obtenha o 1riedro

de Frenet, a curvatura e 4 tor¢io de cada curva.
, ‘f

2. Calcule a curvatura ¢ a tor¢do das seguintes curvas:
4 2 .3
a) at) =(t,t5 1),

b) B(r) = (cost, sent, €'),

¢) y(t) = (t, cosht, senh?).

Figura 28- Exemplificacéo de questdes com a abordagem dos conceitos relacionados ao Triedro de Frenet
Fonte : TENEBLAT(2008, p. 69)

No capitulo 3, “tendo em vista o carater introdutério do curso, o estudo das superficies é
desenvolvido para superficies parametrizadas regulares” (Prefacio de TENEBLAT,2008). Estas
superficies apresentam-se como uma extensao do conceito de curva parametrizada regular. Assim a
teoria de superficeis € desenvolvida por meio de derivadas parciais, considerando os vetores X,,, X,,, N
associados a uma superficie X (u, v), em que estes vetores X,,, X,,, N formam uma base de R3 que, de

modo geral, ndo é ortonormal.
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Apesar da autora, ndo realizar indicacdo do seu contexto histérico/epistemolégico do conceito
superficies, ao final desse capitulo, € introduzido algumas aplicacGes da computacgéo grafica por meio
do programa “ACOGEO”(Apoio Computacional a Geometria Diferencial) com o intuito de visualizar
tanto curvas e superficies no espac¢o euclidiano como os principais resultados da geometria diferencial
apresentados no livro.

O programa “ACOGEQ” foi desenvolvido pelo Departamento de Matematica da Universidade
de Brasilia, possui algumas expressdes de curvas e superficies, que podem ser rotacionadas sobre 0s
eixos da tela , transladar e centralizar o ponto de observacdo. A exibicdo das visualizacOes

proporcionadas por esse programa, sdo apresentadas na Figura 29, a seguir.

Apesar do programa ainda permitir ao usuario plotar superficies, definindo os intervalos de

Figura 29 — Superficie 1 (Hipérbole de duas folhas); Superficie 2 (Chapéu de Sherlok); Superficie 3 (Bitoro).
Fonte : http://www.mat.unb.br/~keti/ - Programa ACOGEQO

variacdo, expressado na Figura 29, o software possui algumas limitacbes, pois ndo proporciona

recursos para a realizacdo de um estudo dos conceitos matematicos relacionados a superficies,

explanagdo de propriedades e teoremas.

Superficie implicitamente definida

Digite uma fungdode x, yez:

Fleya=| -0
Dominio da fungso:
% iF: |-1 i |-1 2 min: |.1 Dol |D47 Limpa
% Max: |1 ¥ mas; |'| 2 max: |1

Figura 30 — Comandos para plotar superficies no programa ACOGEO
Fonte : : http://www.mat.unb.br/~keti/ - Programa ACOGEO

Por fim, no capitulo IV, é incluido um método alternativo de apresentar a teoria das superficies,
intitulado Método do Triedro Mdvel, que consiste em escolher adequadamente, para cada ponto da
superficie, uma base ortonormal e; (u, v), e, (u, v), e3(u, v) de R3 de tal forma que os vetores ey, e,
sejam tangentes & superficie. Desse modo, a autora proporciona, por meio de outras defini¢fes

matematicas, um outro entendimento matematico, embora menos intuitivo, relacionado a superficies.
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Ao final da anélise de um livro-texto de Geometria Diferencial podemos contemplar : a auséncia
da concepcdo historica dos conceitos de GD e de uma previsao das possiveis concepcdes dos alunos
(dimens&o cognitiva) provenientes a partir da abordagem proposta. Além de inferirmos acerca dos
obstaculos epistemoldgicos?® identificaveis a partir da abordagem proposta por essa autora.

Desse modo, concluimos que tal obra enfatiza o carater algoritmico condicionado pelos
conceitos de Geometria Diferencial, sendo admitido a nogdo de existéncia matematica de modo
automatico além de desconsiderar os aspectos topoldgicos locais, de aplicagdo dos conceitos por meio
de uma visualizagdo negligenciando assim a significagdo grafico-geométrica dos conceitos,

propriedades e teoremas .

18 Tratam-se de elementos que pode retardar, e mesmo impedir um processo de entendimento do estudante submetido a
uma acédo intencional de ensino (BACHERLARD, 1995).
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5 CAMPO EPISTEMICO - MATEMATICO: UMA FUNDAMENTAQAO
MATEMATICA DOS CONCEITOS RELACIONADOS A CURVAS E SUPERFICIES

A finalidade desse capitulo é apresentar os conceitos basilares de curvas e incipientes, seguindo
o0 roteiro proposto no livro de TENEBLAT(2008) concomitantemente a algumas aplicacOes desses
conceitos no software Geogebra. Além disso, € importante ressaltar que esse capitulo apresenta trechos
de artigos desenvolvidos ao longo do curso, publicados em PAIVA e ALVES (2018a), PAIVA e
ALVES (2018b), PAIVA e ALVES (2019).

5.1 — Conceito de curvatura de uma curva diferenciavel

Uma curva diferenciavel trata-se de uma aplicacdo diferenciavel a:I — R™ de classe C*, ou
seja, uma curva em que podemos derivar quantas vezes desejarmos, em que I € um intervalo aberto
da reta. Em coordenadas cartesianas, tém-se a(t) = (x;(t), ..., x,(t)), em que a variavel t € [ é dita
parametro da curva, e o subconjunto de R™ dos pontos a(t) é chamado traco da curva ( PAIVA e
ALVES, 2018a).

Por simplicidade notacional, trataremos curvas diferenciaveis apenas por curvas. A titulo de
exemplo, a seguir, na Figura 31, apresentamos uma curva diferencial em R?, intitulada espiral

representada pela seguinte expressdo a(t) = (t cos(t),t sen(t)) ,emque 0 < t < 3.

€2 Espiral - primeiros exemplos - GeoGebra - O had

R] 7 BB A O 4N e T Q=
a = Curva(t cos{t),t sen(t),1 =N n§ D A C i E @&
© X:tmm}oq@u
™ y=tsen(t) -7
b = Derivada(Curva(t cos(t),tsse 5 T
O x = sen(t) (1) t + cos(t) | | -‘;\i
'y =cos(t) t +sen(t) J / !
A = Ponto(a) i A 5 \
© — (-1.65, 1.67) ® / / f )
: D0 18 15 4 2 -0 J8 I s ( 7‘2 oja b 4/ b 12 1+ 6 18 0
f : Tangente(A, a) *
O N
— y=04x+233 ‘ ____,/
" ~
B = Intersegio(a, b, 1.25, 0.68)* \ "
.y
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Figura 31- Representagdo da curva espiral de dimensdo dois e a representacdo da curva gerada por sua respectiva derivada na cor vermelha
Fonte: Elaborada pela autora

Determinaremos que uma curva a: [ - R", a (t) = (x.(t), ..., x,(t)) serd considerada
regular quando Vte R temos que a'(t) # 0. Estabeleceremos também que uma curva estd
parametrizada pelo comprimento do arco - curva ppca quando Vt € [ , 0 comprimento do arco,

norma dessa curva é unitaria, ou seja |a’(t)| = 1,em que

&' (O] = VIx (OF + -+ [/ (]2
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Desse modo, tendo como exemplo a curva de expressdo a circunferéncia a(t) =

t t . .
(acosz, asen ;), de centro (0,0) e raio a,com t € R, verificamos que trata-se de uma curva ppca,

pois |a’(t)| = /(—sent)? + (cos t)? = Vsen?t + cos?t = 1.

Prosseguiremos nosso estudo, definindo o vetor tangente a uma curva a em t, como T(t) =

a'(t) = (x'(t),...,x," (), eovetor tangente unitario a @ em t como T,,(t) = % onde

ITO1 = la'®] = | G @),y 2 @) = V11 O + - + [ (D]

Veja que, se temos uma curva ppca o vetor tangente coincide com o vetor tangente unitario, pois

(W) _ T® _
IT®|  la' (@) T®.

Compreendemos ainda que, se um vetor X possui norma |X| constante, entdo X'(t) é

como |a’(t)| = 1, temos que o vetor tangente unitario dado por T,,(t) =

perpendicular a X(t), paratodo t el c R . Dessa forma, tomando uma curva ppca, visto que T (t)
tem norma 1, temos que T'(t) é perpendiculara T(t) .

Assim, inferimos que, para cada vetor tangente, existem varios vetores ortogonais a ele préprio.
Tal fato em curvas ppca pertencentes a R? associado a definicdo de vetor normal (N(t)) a curva o.em
t, como o vetor ortogonal a T'(t), tal que a base ortogonal de R? formada por T'(t) e N(t) possui a
mesma orientagdo que a base candnica e; = (1,0), e, = (1,0), denotado por N(t) = (—y'(t), x'(t))
nos leva a concluir que T'(t) e N(t) diferem por uma constante multiplicativa, tratando-se de vetores
paralelos. Estabelecendo, dessa forma a seguinte relacgéo:

T'(t) = k(t)N(t).
Tal funcdo k(t), definida pela equagdo acima é dita curvatura da curva a(t). Observe que a

curvatura k(t) em curvas ppca , também pode ser representada como:
k(t) =<T'(t),N(t) >= — < N'(t),T(t) >,

e, generalizando tal funcdo temos que k(t): I — R é uma fungéo de classe C* quando a curva a(t)
se tratar de uma curva de classe C*.

Embora essa formula possa ser utilizada em qualquer caso para calcular a curvatura em curvas

ppca, em alguns casos em R?, em que temos a curva somente regular, ALENCAR e SANTOS (2008,

p.43), TENEBLAT (2008,p.46) demonstram através dos vetores tangente unitario e normal unitério

(x'@®, ¥y'®) N = ('@, x'®)
2 2 u T 2 2
Jeoy+ o) Jx0y+ o'w)

expressos respectivamente por T,, = outra expressao

para o calculo da curvatura representada, em termos das coordenadas da curva, por k(t) =
-x""®)y' @) +x'©)y"' ()

((x’(t))2+ (y'(t))2)3/2 .
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Ademais TENEBLAT (2008, p.61) realiza uma analise geométrica de curvas regulares ppca
em um espaco de dimenséo trés R3, constatando que o mddulo da curvatura ppca também pode ser
dado por:

k(@) = T ()] = [a" ().

Posteriormente, a autora define como vetor normal em uma curva ppca em R3 tal que k(t) > 0,

T'(t - .
ovetor N(t) = % Ao contrario do que realizamos em R?, para encontrarmos a curvatura em uma

curva R3 somente regular, devemos realizar uma operacéo intitulada mudanca de parametro para que
apos essa operacdo, obtemos uma curva reparametrizada pelo comprimento do arco, a seguir
dissertamos de modo mais detalhado como ocorre tal operagdo em R3, contudo esclarecemos que tal

operacdo ocorre de forma analoga em espacos reais de dimensao dois.

4 N
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—
=
& n
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Figura 32 — Sistematizacéo do processo de reparametrizacdo de uma curva plana desenvolvido por TENEBLAT(2008)

Fonte : TENEBLAT (2008, p.37)
Sejam a(t), t € I, uma curva regular de R3, definiremos a fungdo comprimento de arco da curva

a(t) a partir de um ponto t, como s(t) = fttola’(t)ldt. Desse modo, se tivermos « : [ - R3 uma

curva regulare s : I —» s(I) € R a fungdo comprimento de arco de « a partir de t,, entdo existe a
funcdo inversa h de s, definida no intervalo aberto J =s(I), e S = aoh representa uma
reparametrizacdo de « , onde S esta parametriza pelo comprimento de arco — ppca, sendo importante
evidenciar que a fungdo composta f = « o h é uma curva regular de R que apresenta o0 mesmo traco
de a.

De agora em diante, prosseguiremos 0 nosso estudo com curvas regulares empregando situagdes
que propiciem uma visualizacdo satisfatoria desses conceitos, com o auxilio do Geogebra. Utilizando
alias, o posicionamento de TENEBLAT (2008, p. 34) como um alicerce para a razdo da utilizacéo de

curvas regulares.

“Para o desenvolvimento da teoria local das curvas é preciso que exista a reta tangente a uma
curva a para cada valor do pardmetro t, para isso ¢ suficiente que o vetor tangente a a seja ndo
nulo para todo t, ou seja, as retas tomadas tém que ser regulares.”
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A titulo de exemplificacdo do entendimento de reparametrizacio pelo comprimento de arco,

tomaremos uma hélice circular de expressao S(t) = (cos(t), sen(t),t) cujo comprimento de arco
|B'()] =v2 . A funcdo comprimento de arco da hélice é dada por s(t) = fot\/fdt =2t ,

estabelecendo a operacdo mudanca de pardmetro h(s) =% reparametrizamos a curva pelo

comprimento do arco encontrando a(s) = (cos (%),sen (%)%

Figura 33, a representacdo da hélice S(t) e sua respectiva reparametrizacdo a(s), desenvolvidas no

). Apresentamos a seguir, na

software Geogebra com o intuito de atestar visualmente a existente entre igualdade do trago dessas

curvas.

Curva B(t) Curva a(s) Sobreposicio das curvas

B(t) e als)

P

e e g Tl
-

Figura 33 — Representacdo da conservacédo do trago da curva apds uma reparametrizacdo pelo comprimento de arco.
Fonte : Elaborado pela autora

Retomando a nocdo geométrica da funcdo curvatura podemos defini-la como uma medida de
variacdo da direcdo do vetor tangente, que pode ser obtida diretamente da analise da expresséo da
curva. Outras visdes geométricas do conceito de curvatura, podem ser inferidas para um melhor
entendimento do aluno, como retratado por ALENCAR e SANTOS (2002, p.41):

“A curvatura entdo ¢ uma medida de quanto uma curva deixa de ser uma reta. De fato, a
curvatura de uma curva regular o ¢ identicamente zero, se € somente se, o traco de a esta
contido em uma reta. ”

Uma forma adequada de retratarmos tal caracterizacdo, poderia ser a apreciacdo da curvatura

das funcBes exponenciais e logaritmica, retratadas na Figura 34.
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€2 Curvatura fungdo exponenecial e In - GeoGebra -
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Figura 34 — Representacdo da variagdo da curvatura nas curvas que representam as fungdes exponenciais e Iogaritmica.h ,
Fonte: Elaborada pela autora
Ao analisarmos a variacdo do valor da curvatura da funcdo exponencial em x = —0.05 ,
representado pelo ponto A(—0.05,0.95), em que ha uma sinuosidade no grafico da fungéo, em relacéo
ao instante que x = 12, representado pelo ponto € (—12,0), em que o gréafico da funcdo exponencial
aproximasse de uma reta, entrevemos que na medida que a curva se assintota, aproximando-se da reta
referente ao eixo horizontal do sistema cartesiano xy, a curvatura torna-se nula.

Do mesmo modo, ao contemplarmos na fungdo logaritmica a variacdo dos pontos
B(0.89,—0.11) e D(14.23,2.66), inferimos que na medida que o ponto assemelhasse a uma reta
horizontal, a curvatura torna-se nula.

Para uma melhor compreensdo do significado dos outros conceitos retratados, como vetores
tangente e normal, admitiremos uma curva polinomial bastante simples, definida por a: R —

R?,a(t) = (t?,t) com t € R. Observe que o vetor tangente em t sera dado por T(t) = (2t,1), a

normade T(t) sera

T(t)| = V4t2 + 1, o vetor tangente unitario (T, (t)) por ( 2t 1 ) 0

Vatz+1’Vat2+1
-1 2t ~ . . -2
vetor normal N(t) = (ﬁ,ﬁ) e a expressao da curvatura obtida serd k(t) = —(4t2+1); Na

Figura 35, observamos por meio do comportamento da curva, que a medida que o valor de t se

modifica, os valores da curvatura, vetores tangente e normal variam.
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Figura 35- Descricdo do traco da curva a(t) = (t?,t) e estudo da curvatura com o software Geogebra
Fonte: Elaborado pela autora.

Assim, ao assumirmos t = 2 , resultando no ponto A = (4,2) pertencente a curva, o vetor
tangente a curva no ponto A estara representado por meio do vetor v, na cor lilds, T = (4, 1) e o vetor
normal unitério esté representado pelo vetor w, na cor vermelha, N = (—0.24,0.97).

A fim de proporcionar uma melhor interpretacdo da variacdo da curvatura, utilizaremos o vetor
curvatura, que nos fornece por meio do quociente entre a derivada do tangente unitério e a derivada
da curva, a visualizacao de tal acontecimento. Assim, estabelecemos que o vetor curvatura serd dado

7;‘,((?) = % Através do software Geogebra, obtemos o valor do vetor curvatura em A

por k =

pelos pontos (0,01, —0,03), representado por CV, na cor verde. Observe que seu tamanho é bastante

reduzido devido ao seu pequeno modulo, e nesse ponto a curvatura é —0,03.

Ao tomarmos outro ponto na curva, quando t = 0,16 , apresentamos na Figura 35, 0 ponto
B (0.03,0.16) e a variacdo do comportamento da curvatura , observe o novo valor do vetor tangente,
representado por b (cor lilas), com coordenadas (0.32,1), o vetor normal ¢ unitario (cor vermelha)
com coordenadas (—0.95,0.3), o vetor curvatura é (1.64, —0.53) e a curvatura no ponto B ¢ —1.72.

De fato, a analise da curva a(t) = (t?,t) no software Geogebra nos permite compreender
adequadamente a nocao de curvatura, no primeiro ponto retratado, ponto A, onde temos que a curva
tende a se aproximar de uma reta horizontal, assim a curvatura nesse ponto encontra-se bastante

reduzida enquanto que no ponto B tal curva apresenta uma acentuada sinuosidade.
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Daremos continuidade a nossa analise, com a representacao no software Geogebra de uma curva
comum no cotidiano, a circunferéncia de centro (0,0) cuja a equacdo é dada por x* + y% = r? , em
que r é o raio da circunferéncia, que tem equagBes paramétricas a:R — R? a(t) =

(7 cos(t),r sen(t)), com0 <t < 2.
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Figura 36 - Descricdo grafica de uma curva com curvatura constante
Fonte : Elaborada pelo autora

Desse modo, verificamos que |a’(t)| = 1, assim essa circunferéncia ndo encontra-se
parametrizada pelo comprimento do arco, a menos que o valor de r = 1, nesse caso, o0 valor do vetor
tangente seriam T (t) = ( sent(t),cos (t)), N(t) = (—cos(t),—sen(t)), k = 1.CObserve que, na
Figura 36 apresentamos o comportamento da circunferéncia com raio unitario, assim tomando t =
5.7, obtemos o ponto A = (—0.85,0.52). Em que o vetor tangente a curva no ponto A, trata-se do
vetor v, na cor lilds, T = (—0.55,— 0.83), o vetor normal unitério, esta representado por w (cor
vermelha), tem coordenadas N = (—0.83,—0.55), e o vetor curvatura representado por CV (cor
verde), tem coordenadas (0.85, -0,52), o valor obtido por meio do programa da curvatura no ponto A
é unitério, atestando o valor de curvatura calculado.

Observe agora, outro ponto da circunferéncia, um ponto B de coordenadas (0.53, -0.85) cujo o
vetor curvatura (-0.52, 0.85) esta representado na cor verde. Por meio do software verificamos que a
curvatura em B também € unitario e que o vetor curvatura nesse ponto apresenta 0 mesmo modulo do
ponto A, encontrando-se apenas em orientagdo contraria ao vetor curvatura em A.

Analisaremos tal acontecimento, em uma circunferéncia de raio r qualquer, em que teremos o
o0 vetor tangente T (t) = (rsent(t),r cos (t)), por conseguinte N(t) = (—rcos(t),—rsen(t)),e

1 ~ ,
curvatura k(t) = - Desse modo, pela expresséo da curvatura, concluimos que o valor da curvatura

na circunferéncia depende apenas do valor do raio, independe do parametro t, e assim, a curva

apresenta curvatura constante. Os demais vetores dependem do valor do parametro t, a medida do
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vetor normal unitario no ponto B esta representado pela cor vermelha (-0.83, 0.55) e o tangente esta
exibido pela cor rosa (-0.55 , -0.83).
Prosseguindo com o nosso estudo, investigaremos uma curva bastante conhecida, a hipérbole,

. ~ o , x2 yz . . ~ Ly -
Cuja a equacdo parameétrica é dada por — — 7 = 1, possuindo as seguintes equagGes parameétricas
c(t) = (asec(t) ,btg(t)), onde a e b sdo constantes. Na Figura 37, exibimos o comportamento da

curva.

@ hipérbole - GeoGebra
DR SIS EANEE:

15

45

Figura 37 - Descrigdo do traco da curva plana e estudo da variagdo curvatura com o software Geogebra
Fonte: PAIVA e ALVES(2018a,p.75)

O ponto utilizado no programa para calculo dos vetores quando t = 2.08, foi A = (—0.95,0),
0 vetor tangente a curva no ponto A se trata do vetor v, que esta na cor lilas, T = (3.49,1.6), o valor
do vetor normal unitério, que esta cor vermelha, é dado por (0.42,— 0.91), o vetor curvatura
representado por CV (cor verde) tem coordenadas (-6.58,0) e a curvatura no ponto A assume valor
6,58.

Por outro lado, ao analisarmos outro valor de t, obtidos por exemplo no ponto | =
(—20.74,— 8.29), obtemos o T(t) = (3.49,1.6), N(t) = (—0.42,0.91), vetor curvatura (0,0) e
curvatura nula. Note que essa diferenca de curvatura nos pontos A e J ocorre, pois a expressao da
curvatura depende do parametro t, ou seja, difere de uma funcéo constante como no exemplo anterior.
Intuitivamente, podemos afirmar que no ponto A, a curva c se distancia suficientemente de uma reta,

enquanto que no ponto J o traco de c esta contido em uma reta.
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STEWART (2001, p.782) salienta que em exemplos mais abstratos, como uma curvas
tridimensionais, o calculo de tais conceitos sdo inerentemente mais dificeis de que em curvas planas,
e que para uma representacdo mais precisa necessita-se do uso de uma tecnologia.

Para exemplificacdo desse pensamento, analisaremos a curva espacial polinomial a: R —» R3,

denominada de clbica retorcida, cuja equacdo paramétrica é a(t) = (t,t?,t3). Assim, T(t) =

2
(1,2t,3¢2) , |T@®)|= V1+4tZ+9t% ! 2t 3t N(t) =

T, =
u (\/1+4-t2 +9t%’ V1+4t249¢%’ \/1+4t2+9t4)'

—t(9e2+2)Vort+4c2+1 (2-18 t*Vort+4t2+1) 3t(2t2+1)Vott+4t2+1

( yrarven et 2009 tD) ). Nesse momento aplicaremos a formula
k(t) = % , CUja demonstracdo encontra-se em TENEBLAT (2008, p.67), com o intuito de

minimizar as contas.

Da expressao da equacao vetorial da cubica retorcida obtemos os seguintes resultados a'' (t) =

(0,2,6t),a’(t) x a”’"(t) = (6t%,—-6t,2k),|la'(t) x a”’(t)| =2V9t*+9¢t2 + 1.

4/ 4 2
Assim, substituindo na férmula da curvatura, temos k(t) = L‘”J’; . Na Figura 38,

(1+4t2+9t4)2

exibimos o comportamento da curva.
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Figura 38- Descricdo do traco da curva espacial com o software Geogebra
Fonte : PAIVA e ALVES(2018a,p.74)

O ponto utilizado no programa para célculo dos vetores quando t = 0.46, foi o ponto A =
(0.46,0.22,0.1), o vetor tangente a curva no ponto A trata-se do vetor v, na cor lilas, T =

(1,0.92,0.63), a reta em que o vetor normal unitario esta contido encontra-se na cor vermelha e tem
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equacdo dada por X = (0.46,0.22,0.1) + A(2,—1,0), assim o vetor normal tem coordenadas N =
(0.89,—0.45,0), o vetor curvatura representado por CV (cor verde) tem coordenadas
(—0.7,0.22,0.77) e acurvatura no ponto A assume valor 1,07.

De fato, contemplamos que em alguns casos de dimensdo dois e trés, os calculos sdo mais
complexos, as vezes inexequivel, por isso de agora em diante calcularemos os valores dos vetores
tangente, normal, curvatura apenas no Geogebra. Essa observacdo juntamente com o fato que o
software torna a visualizagdo das curvas mais dindmica o caracteriza uma ferramenta indispensavel
no ensino desse campo de saberes.

Nesse contexto, analisaremos a hélice, cuja a aplicacdo no cotidiano encontra-se de diversas
formas como em aparelhos de propulséo e tracdo. As equacgdes paramétricas de tal curva, sdo dadas
por a(t) = (t sen(t),tcos(t),t).

CZP hélice - GeoGebra -

B CEINEE (

Figura 39 - Descrigdo do traco da curva espacial e identificagdo dos vetores em dire¢des afins
Fonte : PAIVA e ALVES(2018a,p.76)

O célculo dos vetores foi realizado no ponto A (0,0,0.32), o vetor tangente a curva no ponto A
se trata do vetor v, que esta na cor lilas, tem coordenadas T = (1.38,—0.3,1), a reta em que 0 vetor
normal unitario esté contido, esta nacor vermelha, X = (0,0,0.32) + A(—0.3,1.38,0), as coordenadas

do vetor normal sdo dadas por N = (—0.21,0.98,0), o vetor curvatura representado por CV (cor verde)
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em coordenadas (0.95,—0.27,—0.04) e a curvatura no ponto A assume valor 0.99. Veja que, como
temos k > 0, os vetores N(t) e T'(t) apresentam o0 mesmo sentido.
Finalizemos nosso estudo acerca da curvatura de uma curva diferenciavel, com a seguinte curva

a(t) = (t,t? + 2 sent, t°). Na Figura 40 temos um eshoco de tal curva.

€3 Curva espacial - GeoGebra
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Figura 40 - Descrigdo do traco da curva espacial e estudo da variagdo curvatura com o software GeoGebra
Fonte: PAIVA e ALVES(2018,p.76)

O ponto utilizado no programa para céalculo dos vetores foi A = (—0.59,—0.77,—0.07), 0 vetor
tangente a curva no ponto A se trata do vetor v, representado na cor lilas T = (1,3.08,5), a reta em
que o vetor normal unitério esta contido, é exibida na cor vermelha, X = (—0.59,-0.77,—0.07) +
1(3.08,1,0), N = (0.95,—0.31,0), o vetor curvatura representado por CV (cor verde) tem
coordenadas (0.41,2.14, —2.33) e a curvatura no ponto A assume valor 3.19, enquanto que no ponto
B a curvatura assume o valor 0.04, dispondo de um vetor curvatura quase imperceptivel.

Por meio desse exemplo, verificamos que a medida que nos afastamos do ponto A, a curva se
assintota e a curvatura se reduz rapidamente, ou seja, a medida que a curva se aproxima de uma reta,
a curvatura toma valores proximos a zero.

Ao longo dessa se¢do propomos a realizacdo do estudo matematico dos conceitos de vetores
tangente e normal a curva em um dado ponto conjuntamente a andlise do conceito curvatura,
amparados pelo apoio de tecnologias. Ademais, esclarecemos que nem sempre o calculo desses
conceitos € exequivel a mao, requerendo o uso, de modo rotineiro, tanto do conhecimento matematico,
bem como das nossas habilidades de visualizagdo e percepcdo, na medida em que obtemos, com
origem no Geogebra, a descri¢do do traco das curvas planas e espaciais.

5.2 — Teorema fundamental das curvas planas
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Essencialmente, o Teorema Fundamental das Curvas Planas - TCP, caracteriza uma curva
através de sua funcdo curvatura. Portanto se dispomos de duas curvas diferenciaveis em R?, a
curvatura torna-se a propriedade caracteristica no seguinte aspecto: duas curvas parametrizadas pelo
comprimento de arco que possuem a mesma funcdo curvatura diferem por uma isometria de R?
(PAIVA e ALVES (2018b)).

Intuitivamente, a apresentacdo do problema matematico que descreve o TCP garante que dada a
funcdo curvatura de uma curva plana, podemos determinar a curva a menos de sua posicao no plano.
Formalmente, TENEBLAT (2008, p.52) descreve o teorema da seguinte maneira:

a) Dadauma funcdo diferenciavel k(t),t e I c R, existe uma curvaregular a(t), parametrizada

pelo comprimento de arco s, cuja curvatura € o k(t).

b) A curva a(t) acima é Unica quando fixamos a(s,) = pg € a(sy) ' = vy, onde v, é um vetor
unitario de R?.

c) Se duas curvas a(t) e B(t) tm a mesma curvatura, entdo diferem por sua posi¢do no plano,
isto ¢, existe uma rotacéo L e uma translacdo T em R?, tal que a(t) = (L o T)(B(t)) .

Denotamos por movimentos rigidos rotacdes e/ou translagcdes, sendo denotados tais movimentos

pela letra grega ¢. Para um melhor entendimento do teorema, desenvolvemos algumas construgdes
com o Geogebra.

Por exemplo, ao tomarmos duas curvas diferenciaveis, denotadas por ¢ : x2 + y? —4x — 6y +

9=0ed: x?+ y?—24x—6y+ 149 = 0 exibimos a seguir, 0 comportamento das curvas com

o0 auxilio do software Geogebra e utilizaremos 0 TCP para determinar se elas sdo congruentes.

A O EN R o
Q@ sy tityrond N : "COE
Q@ vy Nebyitarat '
o A = Porea (<) .
~ (001, 219) C \
w Poreol
(\ 15w Porea(e)
4 ®
- (34 304}

by o Curvitma |A <)

- 05

b oo Corvatra |B.4)

0% B I R —

Figura 41 - Descricdo do comportamento grafico-geométrico de curvas congruentes
Fonte: PAIVA e ALVES(2018b, p.128) )
Note que ao construir as curvas no Geogebra, observamos que se trata de duas circunferéncias

com raios iguais e centros diferentes. Nessa construgdo, quando questionamos se as circunferéncias
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sdo congruentes queremos instigar o aprendiz a utilizar a sua nocao intuitiva e criatividade. A principio
podem surgir premissas verdadeiras, mas baseadas em justificativas equivocadas, por exemplo, as
duas circunferéncias sdo congruentes pois apresentam o mesmo raio. No entanto, pelo TCP duas
curvas sdo congruentes apenas quando possuem a mesma a curvatura.

Através do software, calculamos a curvatura das circunferéncias e utilizando o fato que na
circunferéncia, em qualquer ponto arbitrario, a curvatura é constante, percebemos a igualdade nas

curvaturas, e s6 assim, podemos afirmar que as curvas sdo congruentes.

Note que, que embora ndo tenhamos utilizado nenhum algoritmo para calcular a curvatura, a
visualizacdo proporcionou entendimento do conceito. O TCP também estabelece que curvas que sao
congruentes e diferem por sua posicdo no plano, existe uma rotagéo L e uma translagédo T em R?, tal
que c(s) = (Lo T)(d(s)). Ou seja, existe um movimento rigido que ao ser realizado as coloca na
mesma posigéo. Pela Figura 42, podemos observar que esse movimento trata-se de uma translagéo da

circunferéncia d para a esquerda.

—_n2 _3)2
Nesse mesmo Viés, considere as curvas c¢: (x —2)* + (y—3)* =4ed: (X42) + ¥ 93) =4,

usando o TCP podemos mostrar que ndo existe um movimento rigido ¢, tal que c(x,y) = @(d(x,y)).

0 Sem Titulo - GeoGebra

R Sl I ANEIE

Q ¢ (x-2P+(y-3)7=4 =7 10-
: ‘ b
Q d: (x-2)7 /4 +(y-37/9=4 :
: hrs
A = Ponto(c)
0 B
—~ (0,2.9) ® %_4. (e
C
B = Ponto (d) :
O
—~ (-19L, 4.25) ® |t

ki = Curvatura (A, c)

— 05

see

k = Curvatura (B, d)

—f-
- 012

Figura 42 - Descrigdo do comportamento grafico-geométrico da situagdo em que as curvas ndo sdo congruentes.
o Fonte: PAIVA e ALVES(2018b. p.129) _

Observe que primeira curva trata-se de uma circunferéncia com curvatura constante igual a 0.5,
como podemos exemplificar por meio do ponto A, e a segunda curva uma elipse com curvatura
variando, por exemplo no ponto B a curvatura apresenta valor 0.12, por meio da simulacdo no software
verificamos que o valor maximo atingido pela curvatura na elipse é igual a 0.37, logo pelo TCP nao

existe movimento rigido que tal que as curvas c e d sejam congruentes.
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Prosseguindo com a nossa analise do teorema, tomaremos as funcdes dadas por f(x) = —x? +
14 x + 40 e g(x) = x? + 14 x + 58, utilizaremos o software para a analise e o grafico dessas

funcoes.

o Situagdo diditica |l - GeoGebra

5] &~ LB 004N =4
O fw=—+1x-10 EN‘ \9 /

g = +14x+58

25-

A = (-9.45, 15)

20-

® @ @

B = (455, 3)

ki = Curvatura (A, g) : A

— 0.02

k = Curvatura (B, f)

— -0.02

+  Entrada..
5 /
B

Figura 43 - Descri¢do do comportamento grafico-geométrico das curvas planas f(x) e g(x)
Fonte: PAIVA e ALVES(2018b, p.128)

Ao construir as funcbes, observamos que se trata de duas parabolas, a curvatura varia ao longo
da parabola, mas note que se tomarmos pontos equivalentes nas curvas obtemos nesses pontos o
mesmo valor de curvatura, logo pelo TCP essas curvas sdo congruentes. Veja que é possivel visualizar
0 movimento rigido que coloca a pardbola gerada pela fungdo g, na mesma posic¢do de f, basta fazer
uma translacéo para a esquerda e depois uma rotacdo para cima (caso o aluno tenha dificuldades em
visualizar o movimento rigido, usar a ferramenta do Geogebra de rotagéo a partir de determinado ponto
para mudar a concavidade da curva f(x), e posteriormente a ferramenta de translacédo). Continuando
nosso estudo, vejamos uma outra abordagem para o estudo do TCP, com a parabola.

Sabendo que a equacgdo da parabola é dado por y = ax? + bx + ¢, podemos encontrar na curva
y = ax? + bx + 0.5 pelo menos um ponto em que a curvatura é 0.05, em seguida responder se a

curvatura varia ou ndo em funcdo de c.
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Figura 44 - Descri¢do do comportamento grafico-geométrico da curvatura da parabola
Fonte: Elaborado pela autora

Para a resolucdo desse problema, a partir da formula geral da parabola, podemos criar controles
deslizantes e assim dectecta uma equacdo que satisfaca a situacdo. Por meio dessa situacdo podemos
mostrar para o aluno, a principal propriedade do TCP, que afirma que “dada a fungdo curvatura de
uma curva plana, podemos determinar a curva a menos de sua posi¢ao no plano”, ou seja, o teorema
garante a existéncia dessa pardbola. Determinamos 0 pardmetro c, para que existisse apenas uma
solucdo, mas atraves do Geogebra, o aluno pode perceber que ao variar o parametro ¢, em nada altera

a curvatura, assim, o aluno chega a concluséo da segunda pergunta dessa situacdo didatica ou o aluno

. "®)xa" @) -2a
ode recorrer a formula algébrica k(t) = |“—, observando que k(t) =— =, ou

seja, a curvatura independe do parametro c.

Uma outra abordagem do teorema, seria propor ao aluno a construcdo de duas curvas planas
arbitrérias e utilizar o software Geogebra em sintonia com TCP para a analise da relacdo entre essas
curvas, com o intuito de instigar a criatividade dos alunos, e os incentive a pratica da pesquisa. Dado
que, ao propor essa atividade, os alunos exercitariam a pratica da pesquisa e determinando curvas no
R?, por exemplo hipérbole, catenaria, e calculariam a respectiva curvatura. Além disso, observariam
atraves da visualizacdo e dos valores obtidos, a relacdo de congruéncia dessas curvas, e caso sejam,
mostram o movimento rigido que possibilita que as curvas permanecam na mesma posi¢ao. Essa
Gltima situacdo didatica, possibilitaria a oportunidade de varias respostas diferentes, e posteriormente

0 docente ainda pode propor uma dindmica para a troca de experiéncias entre os alunos.

5.3 — Triedro de Frenet
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Para iniciarmos o estudo acerca do Triedro de Frenet, faz-se necessario tomarmos uma curva
regular diferencial em R3, parametrizada pelo comprimento do arco. Trazemos a memoria que uma

curva em R3 esta parametrizada pelo comprimento do arco quando :

'] = VIX'OF + ' ©OF + [z = 1.

Ademais, utilizaremos a definicdo da curvatura de o em t, denotada por k(t) , como uma funcéo

dada por:
k() = la" (DI.

MENDES (2007, p.2) expressa uma concepcao sui generis da no¢do geométrica de curvatura
k(t) no espaco vetorial real de dimenséo trés como “uma medida da variagdo de a’(t), ou seja, € a
velocidade com que as retas tangentes mudam de dire¢do”. A partir de agora, retomaremos as
definicdes de TENEBLAT (2008) para retratarmos de modo detalhado, as noc¢des algébricas de vetor
tangente e normal em R3. Desse modo, é importante salientar que por admitirmos que a curva é ppca,
ndo se faz necessarios distinguirmos o vetor tangente unitario do vetor tangente, pois como visto
anteriormente nesse caso tais vetores ndo apresentam distincao:

T(t) = a'(t) = (x'(0),y" (¥),z" (1)).

Além disso, designaremos o vetor unitario ortogonal a T (t) como vetor normal a curva o em s,

expressando na seguinte formula N(t) = 1(—(3 Por fim, definiremos um outro vetor existente nessa

dimensdo, intitulado vetor binormal a o em s, gerado pelo produto vetorial de T'(s) e N(s):
B(t) = T(t) X N(t).

Observe que a norma do vetor binormal é unitaria, |B(t)| = 1, pois T(t) e N(t) sdo vetores

unitarios. Prosseguindo, derivando tal vetor obtemos que < B(t), B'(t) > = 0 e que
B'(t) = T'(t) X N(t) + T(t) X N'(t).

Como ponderamos anteriormente T'(t) X N(t) = 0, dado que o angulo entre esses vetores é
nulo, por conseguinte B'(t) = T(t) x N'(t), inferindo assim que B’(t) é ortogonal a T(t). Isto &,
B'(t) corresponde ao produto de N (t) por um namero real. Representaremos tal nimero real por t(s),
denominando o torc¢do da curva em s. A nogdo intuitiva referente ao conceito de tor¢do pode ser
expressa como a medida de quanto uma curva se afasta de um determinado plano, ou seja, a velocidade
com que o vetor binormal se afasta de um plano. Além disso, vale salientar que a equacao da torcdo
também pode ser apresentada na forma

T(t) = < N'(t),B(t) >.
TENEBLAT (2008, p.67) demonstra por meio de uma reparametrizacdo pelo comprimento do

arco que dada a : I — R3 uma curva regular de parametro t, podemos estabelecer que a torcdo da

<a'®xa (@), " (t) >
la’ (t) x a'' ()2

curva em t, pode ser representada pela expressdo t(t) =
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O referencial ortonormal composto pelos vetores T(t), N(t), B(t) denominado Triedro de
Frenet determina trés planos: o Plano Osculador que é o plano formado pelo vetor tangente e o vetor
normal, o Plano Normal é o plano formado pelo vetor normal e o vetor binormal, e o Plano Retificante
é plano formado pelo vetor binormal e o vetor tangente. Na Figura 44, relembramos o esquema do
traco de uma curva de uma superficie no Triedro de Frenet-Serret, proposto por TENEBLAT (2008,
p.63).

plano normal
plano retificante

e 7 (=)
e s)

y plano osculador

Figura 45 - Triedro de Frenet-Serret ;
Fonte: TENEBLAT (2008,p.6)

A nivel de exemplificacdo, determinaremos as medidas dos vetores pertencentes ao Triedro de
Frenet na curva dada pela expresséo a(t) = (R cost, R sent,ct) onde R > 0 e c € R sdo constantes
fixadas. Na Figura 45, exibimos a representacdo de tal curva para R =4 e ¢ = 3, no entanto
antecipamos que realizaremos o calculo dos vetores de modo generalizado, ou seja, qualquer que seja

os valoresde R e c.

Figura 46 — Traco da curva a(t) = (4cost, 4sent, 3t)
Fonte: Elaborado pela autora
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Desse modo temos, a'(t) = (—Rsent, Rcost,c), |a'(t)| = VR? + c?, tratando-se de uma
curva nao ppca. Logo para obtermos os vetores pertencentes ao Triedro de Frenet, temos que obter

um vetor tangente de norma unitaria, assim faz-se necessario dividirmos a'(t) por |a’(t)|, obtendo

T(t) = ﬁ (Rcost, Rsent, ct).

Ao derivarmos duas vezes a curva a(t), obtemos a''(t) = (—Rcost, —Rsent, 0), além disso
temos :
a'(t) x a” (t) = (Rcsent, —Rccos t, R?);
la'(t) x a" (t)] = RVR? + c2.

le’ @) x "' (B)

Com relacgdo ao célculo da curvatura, utilizaremos a expressao k(t) = T OF " para obter
R \ , . s . . T'(s)
k(t) = o Trazemos a memoria que o vetor normal unitario sera obtido por N(t) = )

resultando em N(t) = (—cost, —sent ,0), e por fim realizando o produto vetorial entre T(t) e N(t),

<a'®xa(@®),a" ) >
ld' ) xa’ ()2 '

1

VRZ+ ¢2

obtendo B(t) = (c sent, —c cost, R), e por meio da expressdo (t) =

=<

temos 7(t) = N
Com o intuito de estabelecer um melhor entendimento do comportamento desses vetores e do
Triedro de Frenet, desenvolvemos uma visualizacdo de tais conceitos por meio do software Geogebra,

-«

3sen(t)

exibido na Figura 46, em uma curva representada pela expressao a(t) = (2 — cos(t), sen(t),

¥ Triedro de Frenet - GeoGebra - [} X
E\ﬁ R g | ."~.. ('I"‘ A . le fu (/:‘5 t@’ P J—
RS> eedO L A =
v=02 T —
- e — —
L = —
\&\ \(\‘\\
plano rectificante \‘\\ =
) — -
N T -
lano osculador .
)P ~——_ B

plano normal
x(t)= 2 (1 - cos(t))

ylti= sent)

z(t)= (-1)/ 3 sen(t)

-t
3sen(t)

Figura 47 — Representacédo do Triedro de Frenet nacurva a(t) = (2 — cos(t), sen(t), por meio do software Geogebra

Fonte: Elaborado pela autora

85



Note que por meio do software, o aluno tem a oportunidade de analisar a curvas de diferentes
orientacdes e observar a variacdo dos vetores pertencentes ao Triedro de Frenet, e dos respectivos
planos gerados por eles, como se pode observar na representagdo da curva anterior, em que o plano
retificante esté representado na cor rosa, o plano osculador na cor amarela, por fim o plano normal na
cor azul.

€ Triedro de Frenet - GeoGebra — [m]
o=

v=02
-

/’( et . -
W~ (e & o — [ T 7S

./ plana rectificante
,/ plano osculador
‘/ plano normal
X(t)= 2 (1- cos(t))
yiti=/sen()

z(t)= (1) /3 sen(t

Figura 48 — Representacdo dos planos resultantes do Triedro de Frenet, plano osculador(amarelo), retificante(rosa) e normal(azul)
por meio do software Geogebra
Fonte: a autora
Evidencia-se que 0s vetores retratados nessa se¢do pertencem a um referencial ortonormal de
R3, por conseguinte relacionam-se por meio de combinagGes lineares retratadas através de equacdes

que serdo apresentadas na secao subsequente.
5.3.1- Equacdo de Frenet para curvas

Sejaa: 1 € R — R3 uma curva regular parametrizada pelo comprimento do arco e tal que
k(t) > 0,vt € I, levando em consideracdo que o triedro de Frenet da curva « em t é um referencial
ortonormal de R3, iremos obter os vetores T'(t) , N'(t), B'(t) como combinacéo linear de T(t), N(t),

T'(t) = k(t).N(t)
B'(t) =1(t).N(t) "

Desse modo, elaboraremos uma expressao associada a N'(t), advindo que o vetor normal em

B(t). Nas sec¢des anteriores, assinalou-se as seguintes relacdes {

um determinado ponto pode ser obtido como produto vetorial entre os vetores binormal e tangente
nesse ponto (N(t) = B(t) X T(t)).
Ao derivarmos tal relacdo, dispomos :
N'(t) = B'(t) X T(t) + B(t) X T'(¢t).
Repare que podemos substituir as relaces desenvolvidas anteriormente para T'(t) e B'(t), em

relagdo a equagdo anterior obtemos N'(t) = (z(t) . N(t)) X T(t) + B(t) x (k(£).N(D)).
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Devido a orientacdo do referencial de Frenet e a definicdo dos vetores binormal
(B(t) =T(t) x N(t)) etangente (T(t) = N(t) x B(t) ), encontramos :
N'(t) = —1(t).B(t) — k(t).T(t).
Designaremos essas trés expressdes desenvolvidas para os vetores T'(t) , N'(t), B'(t) como

T'(t) = k(t).N(t)
formulas de Frenet : { N'(t) = — ©(¢t).B(t) — k(t).T(¢t).
B'(t) = 7(t) .N(t)

A seguir apresentaremos algumas aplicacdes para tais formulas, que geralmente ocorrem para
caracterizagdo de curvas no espago.

Propriedade 1: Deduziremos que curvas planas sdo caracterizadas pelo fato de dispor tor¢édo
identicamente nula.

Para isso empregaremos uma curva regular a(t) : I > R3 de curvatura diferente de zero.
Assim, se a é uma curva plana, entdo o plano osculador (formado pelos vetores tangente e normal)
independe do parametro e € o plano que contém o trago dessa curva. Supondo que a(t) ppca e por
tratar-se de uma curva plana, existe um plano de R3 que a contém a(I). Ao aponderar-se de um vetor
v ndo-nulo e ortogonal a esse plano, mostraremos que v é paralelo ao vetor B(t) ,Vt € 1.

llustramos na Figura 49 uma representacao intuitiva da argumentacdo, que iremos elaborar para
demonstrar tal propriedade. Simbolizamos uma curva qualquer pelo objeto geométrico na cor preta, o
vetor tangente em um ponto dessa curva, na cor rosa, € 0 vetor normal nesse mesmo ponto, na cor

vermelha, e por fim o vetor perpendicular v a curva na cor azul.

Vetorv

Curva &

Figura 49 - Representacdo intuitiva da o(t) = 0 em uma curva plana
Fonte: Elaborada pela autora

Determinamos sem perda de generalidade que a curva plana a pertence ao plano xy. Além disso,
podemos observar que a curva a encontra-se integralmente no plano xy, desse modo, ao reavivarmos
anocdo instintiva de torcdo como “a medida de quanto uma curva se afasta de um determinado plano”,
inferimos que a curva esta completamente contida no plano xy, ou seja, ndo esta se desviando desse
plano, a tor¢do nesse caso € nula. A demonstracdo formal de tal propriedade, sucede-se da seguinte
forma:
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Fixado um ponto t, €I, entdo Vt €1 , < a(t) — a(t,),v > = 0, derivando tal expressao
encontramos < a(t)’,v > =0, ao derivarmos novamente teremos < a(t)",v > = 0. Portanto,
podemos reescrever as expressao encontradas por meio das equacdes de Frenet, encontrando:

<T(),v>=0ek(t)<N(t),v>=0.

Como k(t) > 0, concluimos que v é ortogonal a T'(t) e N(t) , representado do mesmo modo na
Figura 49, ou seja , v é paralelo a B(t),V t € I,isto €, o plano osculador de a(t) ndo depende do
parametro e contém a(I). A reciproca dessa propriedade também é verdadeira : Seja a : I - R3 uma
curva regular , de curvatura ndo-nula. Entdo, « € uma curva plana se, e somente se, T = 0.

A argumentacdo para provar tal reciproca faz-se de maneira elementar, ao considerarmos a curva
a ppca, como uma curva plana, pela propriedade 1, o plano osculador de a(t) ndo depende do
parametro, portanto B(t) é constante, V t € I. Por conseguinte, B'(t) = 0, o que nos leva a concluir
quet=0,Vt €l,poist=<B'(t),N(t) >.

Propriedade 2: Considere a(t) : I — R3 uma curva regular. Entdo, o traco de « esta contido em

. A= . , ~ 1
uma circunferéncia de raio a > 0 se, e s6 se, atorgao T = 0 e a curvatura k(t) = —.

Traco da curva a

Figura 50 - Representacao intuitiva que uma curva plana esta contido em uma circunferéncia
] Fonte: Elaborado pela autora o
A fim de demonstrarmos essa propriedade, utilizaremos uma curva a(s) ppca e admitiremos

que a(I) encontra-se contida em uma circunferéncia de centro c e raio a. Desse modo, |a(t) — ¢|? =
a? e, pela propriedade 1temos Vs €I, 1 =0e < a(t) —c,B(t) > = 0.
A vista disso, a(t) — c é ortogonal a B(t), se reescrevermos a expressdo |a(t) — c|?> = a? na
forma de produto interno anterior, e derivando duas vezes a expressdo obtemos :
<a'(t),a(t) —c>=0 (1) e
<a'(t), a(t) —c>= —-1. (2)
Além disso, modificando a notacdo do produto interno (1) , temos < T(t), a(t) —¢c>=0,0

que nos leva a inferir que a(t) — c também € ortogonal a T (t), consequentemente a(v) — c é paralelo

a N(t). Além disso, segue da relacdo (2) que |a"' (t)||a(t) — c| = 1, logo k(t) = |a” ()| = i
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Para mostrarmos a reciproca dessa propriedade, consideraremos a aplicagdo diferencial f : I —
R3 definida por f(t) = a(t) + a N(t), ao derivarmos a funcéo f(t) , obtemos:
ff@)=T@)+aN'(t) =T®) +a(=k@®)T() —t(t)B(t)).
Dado que 7(t) = 0e k(t) = % , concluimos que f'(t) = 0, logo, f(t) = c € constante, ou seja,
a(t) +aN(t) =c, isto é, |a(t) —c| = a, 0 trago de a(t) estd contido em uma circunferéncia de
centro c e raio a.

Propriedade 3 : Seja a(t) : I — R3 uma curva regular de curvatura e tor¢do ndo-nulas. Entéo, a
; T P k .
é uma hélice se, e so se, — € constante.

Para demonstrarmos tal propriedade, apresentaremos a seguinte definicdo de hélice: uma curva
regular a : I - R® serd considerada uma hélice se existe um vetor unitario v que forma angulo

<a'(t),v>

la’ (0]
Além disso, salientaremos a existéncia de uma particularidade da hélice circular definida

constante com a'(t) ,Vtel,istoé, é constante.

expressdo a(t) = (acost,asent,bt),t,be R,a > 0, representada por meio da Figura 51, que
possui uma propriedade em relacdo ao vetor tangente , que sempre forma um angulo constante com

0 eixo 0z.

3 Mtlice circular - Geolebra

Helice circular

Figura 51 — Hélice circular
Fonte: Elaborado pela autora

De fato, a partir da expressdo da hélice circular, encontramos que 0 vetor tangente T =

(—asent, acost, b), com norma |T| = Va? + b?, assim ao tomarmos um vetor qualquer pertencente

ao eixo 0z representado por u = (0,0, ¢), temos que |u| = c, e considerando 8 o angulo formado entre

Tu
IT|.|u| Va2+p?’

0 vetor tangente e u, temos que cos(0) = logo o0 angulo entre esses vetores independe

de t, concluindo-se que o angulo 6 corresponde a um angulo constante.
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Elucidaremos tal fenémeno relacionado a hélice circular, por meio de uma apresentacéo
particular dessa curva, representada pela expressdo a(t) = (3cost,3 sent,0.6t), cujo o vetor
tangente esta representado pelo vetor vermelho com origem no ponto F, e por fim, o vetor
u representado na cor laranja com coordenadas (0,0,3). Por intermeédio do software Geogebra,
podemos calcular o angulo entre o vetor tangente a curva no ponto F com coordenadas (1.32,2.69,0.6)

e 0 vetor u, encontrando assim o angulo constante 78.69°.

Q GeoGebra Classic

B ."‘-;. - -.’Lj!}- = W ‘%; @ £ N oaec

Figura 52- Exemplificagdo da hélice formando um angulo constante com a'(s)
Fonte: Elaborada pelo autora

Retomando a definicdo generalista de hélice, a nivel de exemplificacdo, exibiremos na Figura
52 a representacdo da curva a(t) = (e'cost,elsent,et) explanada por TENEBLAT (2008, p.56)
que trata-se de uma hélice por formar um angulo constante com o vetor (0,0,1) . Deveras, a'(t) =

(et cost —elsent,etsent + et cost, et), e, portanto,

<a'(®)v> <(et cost—elsen telsen t+e' cos tet ),(0,0,1)> et V3
'@ Vet T Vet T 3”
S
L y
=

x/ T,

Figura 53 - Representacgao hélice eliptica
Fonte: TENEBLAT(2008, p.56)

90



Afim de demonstrarmos algebricamente a propriedade 3, iremos empregar uma curva a ppca.
Caso curva a seja uma hélice, existira um vetor unitario v tal que < a’(t), v > sera constante, e por
conseguinte < a''(t),v>=0 , isto &, k(t) < N(t),v>=0. Como k(t) # 0, decorre que v
pertence ao plano determinado pelos vetores T(t) e B(t) paracadate I .
Entdo, seja v = cos8(t)T(t) + senB(t)B(t). Derivando e usando as formulas de Frenet,
obtemos:
0= —senf()0' (T (L) + (k(t)coso(t) + t(t)send(t))N(t) + cos 6(t)0' (£)B(¢).
E por conseguinte, V t € I,
—senf(t)0'(t) =0
cosO(t)8'(t) =0
k(t)cosO(t) + t(t)senB(t) =0
Por meio das duas primeiras equacdes, concluimos que 6'(t) = 0, V t € I, dessa forma, 6(t) €

constante. Além disso, a constante cos@(t) € ndo-nula, pois, caso contrario, teriamos t(t) = 0, o que

.. ., 1 . k .
contrariaria a hipotese da curva ser uma hélice. Segue da terceira igualdade que — € constante.

Reciprocamente, se é constante, fixemos 6 tal que tg 6 = —é. Entdo, v =

cos 8(t)T(t) + senf(t)B(t) € um vetor unitério constante e Vtel, < T(t),v >= cosf(t) &
constante, concluindo-se que o é uma hélice.

5.3.2- Teorema Fundamental das Curvas em R3

O Teorema Fundamental das Curvas Espaciais — TCE, disserta acerca da existéncia e unicidade
de uma curva espaciais parametrizada pelo comprimento de arco, em relagdo a sua curvatura e
tor¢do. Outrossim, explana que dada duas curvas espaciais parametrizadas pelo comprimento de arco
com mesma curvatura e torcdo, entdo diferem apenas na sua posi¢do no espago.

Assim, estabeleceremos que duas curvas regulares a(t), B(t):1 — R3 serdo congruentes se
existir uma isometria® F de R3, tal que 8 = Foa. A seguir explanaremos de modo mais sucinto, a
definicdo formal apresentada por TENEBLAT (2008, p.91) acerca do TCE :

a) Dada duas funcGes diferenciaveis k(t) > 0 et(t), t el < R, existe uma curva regular
a(t), parametrizada pelo comprimento de arco t, tal que k(t) é acurvaturae t(t) é atorcéo
de a em t.

b) A curva a(t) é Unica se fixarmos um ponto a(t,) = p, € R3, a'(ty) = vy, a’(ty) =

k(t,) v,, onde v, e v, sdo vetores ortonormais de R3.

19 Conforme TENEBLAT(2008, p.82) : “Uma aplicagdo F : R3 - R3 é uma isometria de R? se preserva distancias, isto é, qualquer que
sejamp,q € R, |F(p) —F(q)l =|p—q| .
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c) Se duas curvas a(t) e f(t) ttm a mesma curvatura e tor¢do (a menos de um sinal), entdo

a e 3 sdo congruentes.

Uma aplicacgéo de facil entendimento acerca do TCE, pode ser assinalada por meio do estudo da
reta em R3, relacdo a varidvel t, em que a(t) = (t, t,t) e aisometria F(t) = (2 +t,—t, 4 + z) que

fornece uma curva b(t) = (2 +t,—t,4 + z) congruente a curva a(t), mas com orientacdo distinta.

Figura 54 — Exemplificacdo de retas espaciais congruentes
Fonte: Elaborada pela autora

Prosseguiremos com o estudo das curvas c(t) = (2cost,2sent,2t),t € R,eacurvad(t) =

(t ++3sent,2 cost,/3 t — sent), iremos verificar se essas curvas sio congruentes e caso sejam,

obteremos a isometria F tal que Fo c(t) = d(t).

i
10
d{t = sart(3) senit), 2cos(l), son(3} 1 - senil)

¢ (2eos(t), 2senit), 2t)

Figura 55 — Exemplificacdo de curvas espaciais congruentes
Fonte: Elaborada pela autora
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De modo que c'(t) = (—2 sent,2cost,2) , c"(t) = (=2 cost,—2 sent,0) e k(c(t)) =

lc'®) xc" () |

OPR temos que |¢’(t) X c¢”(t)| = Vdsent? + 4cost? + 4cos?t + 4sent?t = 4+/2, logo

<c'®xc""@®), @) >
lc" () x c'' ()2

k(c(t)) = % = i Para o calculo da tor¢éo usaremos t(c(t)) = , por esta razao

<(4 cost,4sent,0),(—2 cost,—2 sent,0) >
32 -

precisaremos que c¢'’(t) = (2sent, —2 cost,0), logo 7(c(t)) =
s_1
32 4

Procedendo de forma analoga, temos d’(t) = (1 + v/3 cost, —2 sent,/3 — cost), d"'(t) = (-
V3 sent, —2 cost, sent) e |d'(t) x d"(t)| = |2\/§cost — 2,—4sent,—2cos(t) — 23 |:4\/§,

logo k(d(t))z%zi. Em relagdlo a torcdo de d(t) , como temos d'"'(t) =

~ —-2vV3 t,—4 t,2 t),(—v3 t,—2 t, t
(v/3cos t, 2 sen t, cost), o valor da tor¢éo T(d(t)) = <(=248 sent,— 4cos Seng)z( V3 sent, 2 costsent) > _

Portanto como as curvas c(t) e d(t) possuem a mesma curvatura e tor¢cdo (a menos de um sinal),
entdo sdo  congruentes, de fato  dispomos da  isometria  F(t) = (cos™lc +
V3sen(cos™t (%)),2005(5671‘1 G)),gt — sen (%)) tal que d(t) = Foc(t).

A JUltima aplicacdo acerca do TCE diz respeito a existéncia de uma curva regular a(t),
parametrizada pelo comprimento de arco s, dada as funcbes diferencidveis k(t) >0 et(t).
Ressaltaremos que apesar do TCE, garantir a existéncia, ndo nos forcene artificios matematicos
elementares para que encontremos a representacdo da curva, dado as fungdes curvatura e torgédo. Isto
é, os conhecimentos prévios de CVV ndo sdo suficientes para a resolucdo de tal problematica e
fazendo-se necessario um curso avancado de equacdes diferenciais ordinérias, por essa razdo,
omitiremos representacaos acerca de tal aplicagcdo. Desse modo, na se¢ao posterior, iniciamos o estudo
acerca do campo epistémico dos conceitos incipientes de superficies.

5.4 — Superficies

Estabeleceremos uma superficie parametrizada regular, ou simplesmente, uma superficie, a
aplicacdo diferencial de classe C*, representada por X : U ¢ R? - R3, definida em um sistema de
coordenadas cartesianas x, y, z em R3, por meio da funcdo X (u,v) = (x(u, v), y(u,v), z(u, v))
fixada no conjunto aberto U, que atende para todo par ordenado g = (u, v) € U, com a diferencial de
sua aplicacdo X em ¢ (qu: R? - ]R3) injetora, ou seja, qualquer sejam q; = (u;,v1) € qp =

(uz, v2), aimagemda dX, # dXg, .
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As variaveis u, v serdo denominadas de parametros da superficie, e 0 subconjunto obtido pela
imagem da aplicacdo X sera nomeado de traco de X. Na Figura 56, exibiremos um exemplo de

superficie representado por meio do software Geogebra.

Q Helicoide reglado - GeoGebra =

()é k> deed @& N b a

m]
X

Superficie :N

0 cos(v) — u sen(v)
O helireg(u,v) = | 0 sen(v)+ u cos(v)
tg(0°) u+02v

a=0°
® -45° ® O}
B=720° :
O 0 900“@
Numero
a=0 f
0 @ 2@
b=2.68 :
)
- . :
blue=0.98 : o3
= P

Figura 56 — Representa¢do da superficie denominada Helicoide regrado
Fonte : elaborado pela autora

De modo sucinto, TENEBLAT (2008, p.110) explicita que a “aplicacdo X(u,v) =
(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) é diferenciavel de classe C* quando as fungdes x, y, z tém derivadas
parciais de todas as ordens continuas”. Além disso, TENEBLAT (2008, p.110) afirma que a condicéao
da diferencial de sua aplicacdo X em q (qu: R? — ]R3) ser injetora garante “a existéncia de plano
tangente em cada ponto da superficie”. Ademais, a autora salienta que existem algumas formas
equivalentes para expressar a condi¢do desse item, que equivale a que cada ponto g = (ug, vy) € U

exista uma matriz jacobiana, expressa abaixo de posto® 2,

j_z (uo, Vo) % (uo, Vo)
Z—i (uo, o) % (o, vo) |-
Z—z (uo, o) % (w0, Vo)

Outra forma seria por meio dos vetores X, (ugy vy) € X,(uy vy) Sejam linearmentes
independentes, 0 que acontece se X, (uy, vy) X X,(uy,vy) # 0. Ainda que a definicdo de superficie
apresente determinados requisitos, DO CARMO (2012, p.89) estabelece que dada uma curva regular
a(u) = (f(w),0,g(u)),uel c R,talque f(u) ndo se anula. A aplicacdo gerada pela rotacdo dessa

curva o em torno do eixo Oz , descrita por X (u, v) = (f (w)cosv, f (u)senv, g(u)),ondeuelev e R,

20O posto ou caracteristica de uma matriz é o nimero de linhas ndo-nulas da matriz quando escrita na forma escalonada
por linhas. Equivalentemente, corresponde ao nimero de linhas ou colunas linearmente independentes da matriz.
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trata-se de uma superficie parametrizada regular, denominada superficie de revolucdo em torno do
eixo Oz.

Além disso, TENEBLAT (2008, p.117) observa que, “se a € uma curva regular de R3, cujo trago
esta contido num plano 7, e [ € uma reta deste plano que n&o intercepta a curva, podemos escolher um
sistema de coordenadas de R3de tal forma que m é o plano xoz e [, 0 eixo Oz.” Assim, a autora conclui
que obtemos uma superficie de rotacdo da curva a em torno de [, e portanto a autora estende a

definicdo de superficie de revolucéo a rotacdo em relagdo a outros eixos e retas.

Figura 57 - Esquema proposto por TENEBLAT(2008) acerca da rotacdo da curva a em torno de [.
Fonte: TENEBLAT(2008, p. 115)

Dessa forma, a partir das curvas a(u) = (u,a coshg ,0) e B(u) = (sen(u) + 2,0,u), emque
ueRea > 0,geramos no Geogebra a representagdo das respectivas superficies de revolucéo obtidas

por meio da rotacdo da curva a(u) em relacdo ao eixo Ox e da rotacdo da curva $(u) em relagéo ao
eixo Oz, nessa ordem temos X(u,v) = (u,a coshg cosv,a coshg senv) e X*(u,v) = ((sen(u) +

2) cosv, (sen(u) + 2) senv,u)

4 @<L N e p

Figura 58 — Superficie de revolugdo gerada pela rotagdo da curva a(u) (a esquerda) e da rotagdo da curva g (u)(a direita);
Fonte: Elaborada pela autora
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Ainda conforme TENEBLAT(2008, p.115) dispomos de outro resultado para a obtencéo e
caracterizacéo de superficies: “Se f(u, v) é uma funcdo diferenciavel, onde (u, v) € U , aberto de R?,
entdo a aplicacdo X(u,v) = (u, v, f(u, v)) é uma superficie parametrizada regular, que descreve o
grafico da funcéo f.”

A nivel de exemplificagio apresentamos o paraboloide definido pela equacéo cartesiana u? +

v? = z, representado na Figura 59, que descreve a superficie X (u, v) = (u, v, u? + v?).

2 “w . . “
A O & X a5

-3.3) =N

Figura 59 — Representacdo do paraboloide
Fonte: Elaborado pela autora.

Desse modo, podemos discutir acerca da definicao de superficies e explanar acerca de algumas
formas existentes desse objeto matematico. Além disso, como inferimos anteriormente o traco de uma
curva pode ser descrita através de diferentes parametrizacdes, e tal aspecto, ocorre de modo semelhante
em uma superficie parametrizada regular, ou seja, podemos obter vérias superficies parametrizadas
com 0 mesmo traco. Discutiremos sobre as condi¢fes necessarias para esse procedimento, a seguir.

Seja X : U c R?® — R3 uma superficie parametrizada regular. Se h:U ¢ R? — R? é uma
aplicacdo diferenciavel, cujo determinante da matriz jacobianando se anula,e h(U ) = U,entdo Y =
X o h € uma superficie parametrizada regular que possui 0 mesmo traco de X, tal procedimento € dito
reparametrizacéo de superficies (TENEBLAT,2008).

Dessa forma, a condigdo imposta para que ocorra a mudanca de parametros é que a funcdo h
continue atendendo a todos o0s requisitos para ser considerada uma superficie e que a a imagem de
h(U) seja congruente ao dominio da superficie inicial. Por exemplo, as superficies X (u, v) = (u +
v,u —v,4uw), (w,v)eR?2eY(W,v) = (u,v,u?— v2), (u,v)eR? dispdem do mesmo trago S =
{(x,y,2)eR3;z = x? — y?}, o paraboldide hiperbdlico. De fato, podemos definir que a
funcéo Y (u, v) é uma reparametrizacdo de X (u, v) por h: R? - R?, tal que h(u,v) = %(ﬁ +v,u —

V), 0 traco dessas superficies esta representado na Figura 60.
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o paraboloide hiperbélico - GeoGebra

Figura 60 — Representacao paraboldide hiperbélico B
Fonte: Elaborada pela autora

Uma outra exemplificacdo, seriam as superficies parametrizadas X(u,v) =

(u,\a?2—u2—-v2%v), (Wv)elU, onde U = {(wv)eR}u?+v2<a?} e YWv) =
(asen v cosu,asen vsen u,a cosv), (u,v) el = {(WV)eR% 0 <u<m0 <v<m}, que

descrevem o hemisfério da esfera representado na Figura 61.

GeoGebra

AP e A @ LN e D

Figura 61 — Representacéo do hemisfério da esfera
Fonte: Elaborado pela autora
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Deveras, Y(u,v) é uma reparametrizacdo de X(u,v) por h: U - U, onde h(u,v) =
(asen v cosu, a cosv).

5.5 — Primeira Forma Fundamental

Seja X :U c R? — R3® uma superficie parametrizada regular. Estabeleceremos o plano
tangente a superficie X em ponto (uy, vy) como o0 conjunto de todos oS vetores tangentes

a X em (ug,Vvp), denotado por T,X, onde q = (uo,vo) € U. A aplicagdo desse plano tangente da

superficie, V q € U, dada por:
I,:T,X >R
w— [,(w) =<w,w >=|w|?

é denominada a primeira forma quadrética de X em g. TENEBLAT(2008) representa um vetor

w e T,X € da seguinte forma:
w = a X, (ugy, vg) + b X,,(ugy, vy), 0nde a, b € R.
Portanto,
I, W) = a® < Xy, Xy > (ug, vp) + 2ab < Xy, Xy, > (ug, vp) + b* < X, Xy, > (ug, vp). (1)
Adotando a subsequente notagao:
E(ug, vo) = < Xy, Xy > (U, Vo),
F(ug, vo) =< Xy, Xy > (ug, vp),
G (ug, vo) = < Xy, Xy > (ug, vp),
teremos que a primeira forma quadratica (I) pode ser reescrita por:
I, W) = a?E(ug, vo) + 2ab F(uy, vo) + b*G (ug, vy),

com E(u,v) > 0e G(u,v) > 0 para todo (u, v), pois os vetores X,, € X, nao se anulam, variando
(u, v), temos fungdes E (u, v), F(u,v) e G (u, v) diferenciaveis, que sdo denominadas coeficientes da
primeira forma quadratica . Logo apéds, dissertaremos acerca de propriedades relacionadas a esses

coeficientes.
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Propriedade (1) : Seja X : U — S uma parametriza¢do de uma superficiee sejae X* : U —
S* outra parametrizacdo de uma superficie distinta, taisque £ = E*, F = F*,G = G*em U . Entdo
a aplicacio ¢ = E* o E"L:E(U) — S* é uma isometria local, ou seja, existe uma deformacdo

isométrica em X que a torna, a superficie X* (DO CARMO,2012, p.263) .

X eod lﬁ'p(“"}

Figura 62 — Esquema de aplicacéo isométrica
Fonte : DO CARMO (2012, p. 264).

Para o melhor entendimento dessa propriedade, exibiremos e ilustraremos um exemplo:
deformacéo isométrica de duas superficies isométricas: a catendide e a helicdide. A parametrizacao
da catendide é dada por X(u,v) = (acoshv cosu,acoshvsenu,av) em que 0 <u<2m,

— o0 < v < o0, com 0s respectivos coeficientes da primeira forma fundamental :
E(u,v) =< Xy, X, >= a’cosh?v,
F(u,v) =< X, X, >=0,
G(u,v) =< X,,X, >= a?(1 + senh?v) = a’cosh®v .

Enquanto, a parametrizacdo da helicoide é dada por por X (u*,v") =
(v*cosu*,v'senu*,au*), em que O0<u"<2m —oo< v'< oo. Definiremos uma

reparametrizacdo da helicdide para podermos usar a propriedade 1:
uw'=u;v"=asenhv,emque 0<u<?2m,—0< v< ©

Assim, teremos: X*(u, v) = (a senh v cos u, asenh v sen u, au), e 0s respectivos coeficientes
da primeira forma coincidirdo com os coeficientes obtidos na catenoide, E * (u,v) = a?cosh?v , F x

(u,v) =0, G * (u,v) = a’cosh?v . A Figura 63, ilustra as etapas dessa deformagcéo isométrica.
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1.,;

© ©

Figura 63 - Deformacéo isométrica do helicéide no catendide.
Fonte: DO CARMO (2012, p. 267/268).

Ainda observe a interpretacdo de TENEBLAT(2008, p.147) “se X e X* sdo superficies
isométricas, entdo as propriedades geométricas das superficies, que dependem apenas da primeira
forma quadratica, sdo preservadas pela isometria”. Além disso, a autora ainda explana outras

propriedades pertinentes a primeira forma, como apresentaremos a seguir.

Propriedade (2) : Seja X(u,v) uma superficie parametrizada regular. Se a(t) =

X(u(t),v(t)), t € c R, éuma curva diferenciavel da superficie, entdo, para ty,, t; €I ,t, <t,0

comprimento de t, at; é dado por:

[Pl @ldt = [ Ty @ @) dt,

0

onde usamos o fato de que a’(t) € um vetor tangente a superficie em que q(t) = (u(t), v(t)).

Propriedade (3) : Se duas curvas da superficie a(t) = X(u(t), v(t)) e B(r) = X(u(r), v(1))
sdo tais que (u(ty), v(ty)) = (u(ry),v(ry)) , entdo o &ngulo & com que as curvas se intersectam é

dado por :

_ {a'(to).B'(r0))
COS8 = B o)l
Em particular, o angulo formado pelas curvas coordenadas de X (u, v) em (u,, v,) € dado por :

F(uO'UO)
\/E(uO:UO)G(uO'UO) '

(XuXv)
cos = —/——(uy,vg) =
|Xu||xv|( 0 Vo)

Propriedade (4) : Seja X : U c R? — R3 uma superficie parametrizada regular e D < U uma

regido de R? , tal que X restrita ao interior de D é injetiva. A area da regido X (D) é dada por :
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A(X(D)) = ff\m dudv

onde E , F, G sdo os coeficientes da primeira forma quadrética de X.

Explanaremos tais propriedades e conceitos por meio da utilizacdo do Geogebra baseado na
concepcao de ALVES (2012; 2013a; 2013b; 2015; 2016; 2017) que defende a utilizacdo do software
Geogebra de forma a contribuir para uma ressignificacdo de conceitos, estabelecendo conjecturas e
verificando geometricamente suas veracidades, propiciando assim um processo de exploracdo e

investigacdo matematica.

Desse modo, considerando a superficie X (u,v) = (senu, cos u,v), com —10 < u < 10 ,
— 10 < v < 10, que descreve um cilindro reto, sendo obtida por meio da rotacéo da reta x = (1,0, v)

em torno do eixo 0z .

() GeoGebra Classic =

g
lL Ao A &N aec o , O‘

\ . L] <
i

X, = Curva (g (u) g2 (v).0) u, 10,10) i’ . 0
—~ (@(v).g().0), (-10<u=10)
@ x-(001)
A = Ponto(X,)
- (0.75, 067, 0) ®
B = Ponto(X,)
— (-0.93,-0.37, 0) ®
Ej=AA

X(u.v) = {sen(u) cosfu) v)

1
o

Figura 64 — Representacéo do cilindro no software Geogebra
Fonte : Elaborado pela autora

Tomaremos o ponto A (0.75,—0.67,0) para a analise e obtencdo do coeficientes da primeira
forma quadratica, para isso, inicialmente calcularemos a derivada da superficie X em relagdo as
varidveis u e v. Para isso, deveremos calcular as derivadas das coordenadas separadamente,
denominado as func¢des coordenadas de f,,, em que n designa a coordenada e as derivadas por g4, g,
as derivadas relativas a u e g5 a derivada relativa a v. Note que ndo definimos a derivada da terceira
coordenada da superficie em relacdo a u , nem a derivada da primeira e segunda coordenada em relacao
a v, por assumirem valores nulos. Assim, calculamos no Geogebra, apenas as derivadas diferentes de
zero, encontrando X,, = (cos(u),—sen (u),0), e em relagdo a segunda variavel X,, = (0,0,1). Na

Figura 65, se encontra o protocolo de construcao para o calculo de tais derivadas.
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Mome Descrigdo Walar

1 Funcgd3o T4 filu) ==senfu)

2 Funcdo f5 falu) = cos{u)

3 Funcdo gy Derivada de f; g4{u) = cos{u)

A Funcdo g2 Derivada de 5 go{u) = -senfu)

5 Funcdo T3 falv) =w

G Funcdo g5 Derivada de 5 gafv) =1

7 E::;?nétrica %, Curval{gq({u) g2{u), 0), u,-10, 10} X, lcos({u), -senfu), O)
Ponto X {0, 0, 1) X, =0, 0, 1)
Ponto A Fonto sobre X A= (0.75,-0.67,0)

10 Ponto B Fonto sobre X BE=(-0.93, -0.37, 0)

11 Mumero E4 An E;=1

12 Mumero Fy X, A F, =0

13 Mumero G X K G=1

14 Mumero E; BB E;=1

15 Mumero Fy X, B F, =0

Superficie(sen{u), cos{u), v, u, -10, 10, v, | X{u,v) = (sen{u),
-10, 10} cos{u}, v}
Figura 65— Protocolo de construcéo para o calculo das derivadas parciais do cilindro
Fonte : Geogebra
Ao analisarmos a derivada da superficie em relacdo a u , constatamos que se trata de uma funcéo

16 Superficie X

que depende do ponto escolhido, no caso o ponto A, enquanto que a derivada em relacdo a v , se trata
de um vetor constante logo independe do ponto escolhido. Assim, com base nas ferramentas do
software, calculamos os coeficientes da primeira forma quadratica no ponto 4, obtendo E;(u,v) = 1,
Fi(u,v) =0, G(u,v) = 1. Assim, como foi definido anteriormente, a primeira forma quadratica sera
dada por I, (W) = a* + b* ,emquea,b €R.

Veja que ao propor essa construcdo podemos, no Geogebra, variar o ponto A e analisar o
comportamento dos coeficientes da primeira forma quadratica. Por exemplo, variar o valor do ponto
A, tomando um ponto B(—0.93,—0.37,0) podemos observar na Figura 65, por meio dos calculos dos
produtos internos, que os valores dos E, F e G ndo variam, ou seja, apesar da derivada em relagéo a
u nao ser uma funcdo constante, os coeficientes da primeira forma quadratica sdo funcgdes
constantes,ou seja, independem do ponto escolhido.

Além disso, observa-se que os valores obtidos nos coeficientes da primeira forma quadréatica do
cilindro coincidem com os coeficientes da primeira forma quadréatica do plano X (u, v) = p, + uw, +
vw, , (u,v) € R? onde p, € R3 e w; , w, sdo vetores ortonormais de R3. Apresentando as
seguintes derivadas parciais X,, = w; = (1,0,0) e X, = w, = (0,0,1). Se analisarmos as derivadas
parciais desse plano, constatamos que se tratam de func¢bes que independem do ponto escolhido,
obtendo E =1,F =0, G = 1. Veja na Figura 66, um exemplo de tal plano.
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{2 GeoGebra Classic

Ble bt Be®d@4NmD Se
@ A=(001 =N (W ESSE SO N ik
@ B-=(100 ‘
© C=(631-1785)
)

b: Plano(A,3B,C)
— -1.78x - 5.69 - 5.35z = -5.35

+ Entrada

Figura 66 — Exemplo de planos formado por um ponto e dois vetores ortogonais distintos
Fonte : Elaborado pela autora

Utilizando o fato dos coeficientes da primeira forma quadréatica do cilindro e o plano assumirem
valores constantes e congruentes, concluimos que estas superficies sdo isométricas. Intuitivamente,
podemos pensar no plano como uma folha de papel plana que pode ser enrolada em um cilindro, sem
deformagéo. Veja que por meio dessa construgdo, assumimos o ponto de vista de VALENTE (1993),
oportunizando o desenvolvimento de uma construgdo do conhecimento, com o aprendiz no centro do
processo educativo compreendendo conceitos e reconhecendo a sua aplicabilidade em situacGes por
ele vivenciadas, defendendo a utilizacdo do computador como ferramenta facilitadora nesse proceso
por auxiliar na descricdo, reflex&o e depuracgéo de ideias.

Figura 67— Idéia intuitiva da transformagéo isométrica do plano em um cilindro
Fonte : NUNES(2010, p.37)
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Prosseguiremos, analisando a superficie obtida pela rotacdo da curva a = (3+
rcosu,r senu,0) em torno dos eixos Xy, denominada de toro, cuja aplicacdo € dada por: X =

((3+rcosu)cosv ,(3+rcosu) senv,u) emqueadotamosr=18e 2n<u<2m, -3 <

v<3m.
€3 Toro 1 - GeoGebra = X
. A o = —
R]4 4> 00 &N =4+ 5C Q=
=18 2| LD ag2cxi
® S —— 5 ) o
a = Curva(3+r cos(u),r sen(u),0,u, L,
® x=3+18 cos(u)
— y=18sen(u) -628<u<
z=0
b = Superficie ((3+r cos(u)) cos(v), p: 1
) (3+1.8 cos(u)) cos(v) < ) SOSN8 cos(u) sen(v) 1.8 sen(u))
B (3418 cos(u) sen (v) h‘{}l,‘ W)= ((3+ 14 COSOUIRIESSIG £0S(U)) sen(v). 1.8 sen(u))
1.8 sen (u)
Q A=(235-420)
g
0}
©

Figura 68— Construgdo do toro no software Geogebra
Fonte : Elaborado pela autora

A realizacdo do célculo das derivadas parciais, no software torna-se mais dificultoso, devido ao
fato das fungdes coordenadas possuirem duas variaveis, o protocolo de construcdo dessa superficie
fazendo-se uso de uma interface do Geogebra denominada Céalculo simbdlico, representada na Figura
69 :

= F - | . i
x= Calculo Simbadlico (CAS)

Figura 69 — Simbolizacéo da funcdo CAS no software Geogebra
Fonte : Geogebra

Veja que, essa funcdo do software assente com o pensamento do educador matematico
ALMOULOUD et al. (2004, p.94), que defende que os ambientes informaticos na educagéo
proporcionam ao aluno condi¢des favoraveis a aquisicdo de conhecimento e a superacdo das
dificuldades na aprendizagem, por proporcionar o calculo de operagdes complexas. Veja na Figura 70,
0 uso da ferramenta CAS para o calculo das derivadas parciais, vale lembrar que designamos as

fungdes coordenadas de forma analoga a primeira construcéo.
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T 3% =
Drerivada {(f; (u, v}, u)
- — g cos {v) sen (u)

Drerivada {(f; (u, v}, v)
- — g cos {u) sen {v) — 3 sen (v)
Drerivada (fz (u, v}, u)
9
- — g sen(u) sen(v)
Drerivada {fz (u, v}, v)

a4
— g cos (u) cos(v)+ 3 cos (v)
Drerivada {fz (u, v}, u)

= g
- — g cos {u) sen (v)
Drerivada {(fz (u, v}, v)

2 g
- — g cos {v) sen (u)

- Entrada...

Figura 70 — Utilizag8o da funcdo CAS do software Geogebra para o célculo das derivadas parciais do toro
Fonte : Elaborado pela autora

Considerando os dados apresentados, concluimos que:
9 . 9 . . 9 .
Xy = (_E cosvsinu,—c sinusinv, —< cosusmv), e
9 . . 9 9 .
X, = (_E sinusinv,_-cosucosv + 3cosv,—§ cosvsinu).

Por meio dessas derivadas, calculamos no Geogebra, os coeficientes da primeira forma

2
quadratica desta parametrizacdo obtendo: E(u,v) = (— g) =(18)>=3.24, Fuv)=0 e

G(u,v) = (3+ 1.8 cosu)? = (3 + 3.24 cos u)?. Além disso, como foi dito anteriormente podemos
definir a primeira forma como:
I W) = 3.24 a* + b*(3 + 3.24 cos u)*.

Observe que se variamos o ponto A, os coeficientes da primeira forma quadratica variam seus
valores, pois nem todos séo fungdes constantes, nesse caso o valor da primeira forma quadrética varia
do ponto escolhido.

N&o detalharemos o calculo desses coeficientes, pois ao realizarmos essa construcdo, temos
como objetivo elencar outra potencialidade do software no ensino de primeira forma quadratica , que
remete a visualizacdo e um melhor entendimento de um dos conceitos integrantes do calculo do
referido conceito, a derivada parcial. Por esse motivo, na Figura 71, exibimos o comportamento das

derivadas do toro.
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£F Tore 1 - Gl - =] =

Bl & & = =y A NEe & o Sh

ralB

X = Supesficie ({3 4 ¢ eoifu)) confe], (3 4 r coafu]] saiv], ¢ wenfu),u, 62863 v, :.

(3 + 1.8 conlw]) conlv] 1
- {3 4+ 1.8 eslw]] son|vw)

1.8 wen [u)

¥, = Superficie|~ 18 cosiv) sen(u), — 18 seniu) sen(v]. L8 cov(up,u, ~0 28 628, v, -3¢

) LB coulv) semiu)
) . 1.8 sem ) sen (v}

L8 oo ()

X, = Supsrlaces [~ 15 cii[u) 80 (v ~ 3 880 [v), 18 deifu) o (v]) + 3 Qo [w]) 0,0, [I.l..:-:

& ( 1.8 confi) sen [¥]) awu-.])

18 confu) com[v) + 3 conv)

a

+
2

Figura 71 — Representacdo das derivadas parciais do toro no software Geogebra
Fonte : Elaborado pelos autores

Note que o grafico da derivada em relacdo a u , se trata de uma esfera , enquanto que a derivada
em relagdo a v, se trata de uma curva planar. Segundo Guzman (2002) por meio da construgdo grafica,
no Geogebra, podemos observar a continuidade das derivadas em um determinado ponto e explorar a
nocdo do conceito. Entretanto vale ressaltar que para essa exploragéo, os alunos devem possuir uma
boa fundamentacdo dos conceitos de dominio, imagem, raizes, pontos criticos, extremos, intervalos
de crescimento e decrescimento, concavidade, pontos de inflexdo, limites no infinito e assintotas.

Prosseguiremos analisando, uma superficie intitulada de sela, definida por : X(u,v) =

<u, v,% \/% (16 u? +36)(16 v2 +9) — 144), na Figura 72 apresentamos a representacdo dessa

superficie, ademais salientaremos que o célculo dos respectivos coeficientes da primeira forma
quadrética foi realizado no software.

2 GeoGebra Clossic - =]
)AL 2P b By e A G4 [N e s Q
IR = " @D e

+ Funclo

g«

— Fung3o de Varias Varidveis
E{uv) = 9+4u?
Fluv) = —duv
G(u,v) =225 +42
fi{uv) =3u

f(u,v) = 1.5v

0000 O0

fa(u,v) = w2 —?
+ Nimero

+ Superficie

+ Entrada...

n(eee

Figura 72- Representacao superficie de sela
Fonte: Elaborado pela autora
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A vista do que mencionamos anteriormente, a finalidade dessa construcdo é a utilizacdo do
software para o célculo da &rea da superficie. Para isso, precisamos obter a expressdo definida na
propriedade (4) :

A(X(D)) = f f JEG — FZ dudv

Veja na Figura 73, que utilizamos a janela CAS para o calculo da expressdo que deve ser
integrada, e que além de nos fornecer a expressdo, os comandos realizados nessa janela nos permitem

obter os valores algébricos, como esté exibido para o ponto (0.6,—1.3).

¥ Geolehra Classic - ul
DR S clIPANEIE: e Q
4 E{u,v) EI’F ﬁt 1 E E
LBl
2% Fungdo de Virias Varidveis
3 Giu,v)
45 O Ef{u,v) =044
, E@wv) Gy QO | Fluv) = —duv
- % O Glu,v) = 2.25+ 4"
Flu, ¥
4 1 /1
| 3 O fluv) = 3 ‘XE {16 u? + 38) (16 v2 +9) - 144
25 o
X(D) = /E(u,v) G{u,) - Flu,v) fifuv) = 3u
5
. x{n}=% I35 O v =15v
& O fy{uv) = -
+ Nimero
u=0.6 :
o . .
v=-15

Figura 73 — Representacéo do calculo da expressdo VEG — F? dos coeficientes da superficie sela
i ) . Fonte : Elaborado pela autora . . ) )
Apbs o célculo de tal funcéo basta escolhermos o intervalo de integragdo para o calculo da area
da superficie. Conforme definido na propriedade 4, por se tratar de uma integral dupla, e inexistir, no
software, comando direto para o calculo de tal operacéo, nos baseamos nos algoritmos definidos em

AVILA e DE ARAUJO(2012), para contornar tal obstaculo.
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Q GeoGebra Classic

NI NICHIPANE:

funcéo 1/ 4 sqri(144u? + 576v2 + 2561 v2 +

5] i
1
j f 1 V144 162 + 576 v2 + 256 12 o2 + 180 dvdu
—3 J

3 P T o - Ah 2 = TR
1 {1 - - 1 » o In (—rl v Vi 04+ Vet ul T 36w + 1 T 4 '1.)) 3
= Sl vl ut et 36 uf 4+ 1440 + 45 + o (=36 u —45 2 adu
f_s 2 (z v 5 ) VI 1+ I

=)

3 : 1., _12 VIZ 0 + eIz ¥ 1301 I
- / 3 IR — L (caeut —apyn CRVRE O VOIRE T, gy g
ad 8 Vduf + 9

Figura 74 — Calculo da area da superficie de sela
Fonte : Elaborado pela autora, baseado em Avila e de Ara(jo(2012)

Atraveés dessa construcdo, por meio da visualizacao e das opera¢des desenvolvidas, pretendemos
incitar os conhecimentos intuitivos sobre a integral, e exibir uma das aplicacGes relacionadas ao
conceito de primeira forma quadratica.

Além disso, notamos que por meio dessas construcdes apresentadas podemos mobilizar
conhecimentos prévios (fungdo, produto interno, derivada, etc), necessarios para o entendimento do
conceito em questdo. Além da realizacdo de uma articulacdo entre os conceitos algebricos e suas
respectivas configuracdes geomeétricas.

5.5 — Segunda Forma Fundamental

Preliminarmente a definicdo de segunda forma fundamental, estabeleceremos o conceito de um
vetor normal a uma superficie regular parametrizada. Assim, se X(u,v) € uma superficie regular
parametrizada e g = (uy, v,) UM ponto pertencente a U, definiremos que um vetor de R3 é normal a
X em q se é ortogonal a T, X, isto é, € ortogonal a todos os vetores tangente a X em q. Conforme
TENEBLAT(2008,p.134) “dado um plano tangente T, X, existe uma Unica dire¢do normal a este plano
e, portanto, existem dois vetores unitarios normais a X em g”. Por essa razao, determinaremos o vetor

unitario normal a X em g como sendo o vetor :

N(q) =

Xy XXy
| Xy XXy

(@).

No caso de o dominio da superficie X ser um aberto U ¢ R?, ao variarmos (u, v) € U , teremos

uma aplicacéo diferencidvel N : U — R3 , intitulada aplicacdo normal de Gaus, definida por :

Xy XXy

N(u’ U) - [ Xy XXyl

(u,v),

108



cuja imagem esta contida na esfera unitaria, centrada na origem. Adiante, exibiremos a interpretacédo
de TENEBLAT(2008, p.134) acerca de tal aplicacéo.

Figura 75 - llustracdo da aplicagdo normal de Gaus elaborada por TENEBLAT(2008)
Fonte: TENEBLAT(2008, p.134)

Se X:U c R? — R3® é uma superficie parametrizada regular . Estabeleceremos fixado um
ponto g = (u,, Vo) € U, asegunda forma quadratica de X em g, como a aplicagéo /1,: T,X — R, que
para cada vetor w € T,X associa I1,(w) da seguinte maneira: se a(t) = X (u(t), v(t)) € uma curva

diferencidvel da superficie, tal que (u(ty), v(ty)) = q e a'(ty) = w, entdo definimos
1,(w) =< a"(to), N(ug, vo) >, onde N € o vetor normal a X.

Salientaremos que II,(w) ndo depende da curva escolhida, apontaremos tal ciscunstancia
aponderando-se de um vetor w = a X, (uq,vy) + b X,(uy,vy) € da curva a(t) definida
anteriormente. Assim dado que (u(ty), v(ty)) = (ug, vy), (W' (ty), v'(ty)) = (a,b),

a'(t) = W (©OX,(u®),v(®) + v (OX,(u®),v(D) e

a”(6) = v ()X, (u®),v(®) + (W () Xy (u@®), v(®) + 2 u'(£) v' () Xy (u(®), v(6)) +
(V' () Xy (u(®), v(®) + (v ()X, (u(®), v(1)),

como temos por defini¢do, que a segunda forma quadratica é dada por
Hy(w) =< a"(to), N(ug, vo) >.

Logo,
H,(w) = a® < Xy, N > (ug, vp) + 2ab < Xy, N > (ug, V) + b* < Xy, N > (g, vp),
que independe da curva a. Além disso, usaremos a notacéo
e(uo, o) = < Xy N > (ug, vo);
f(uo,vo) = < Xy, N > (ug, v9);
9o, vo) = < Xy, N > (ug, vp),

isto é, podemos reescrever a segunda forma quadratica como:
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11,(w) = a?e(ug, vy) + 2abf (ug, vo) + b?g(uy, vy).
Assim, ao variarmos (u, v) dispomos de fun¢des diferenciaveis e(u, v), f(u,v), g(u,v), que
serdo intituladas de coeficientes a segunda forma quadratica da superficie parametrizada X.
A nivel de exemplificacdo, consideraremos a superficie X(u,v) = (rcosu,r senu,v), que

como vimos anteriormente descreve o cilindro circular, para o calculo da segunda forma quadratica.

Xy XXy
[ Xu XXyl

Como X, = (—rsenu,rcosu,0), X, = (0,0,1) e N(u,v) = (u,v) = (cosu, senu,0) ,

obtemos:
Xyy = (—rcosu, —rsenu, 0),
Xuy = (0,0,0),
X, = (0,0,0).
Calculando os seguintes coeficientes da primeira e segunda forma quadratica:
E(wv)= 1% Fuv)= 0,G6uv)= 1.
e(w,v) =-r,f(u,v)= 0,g(u,v) = 0.
Portanto, se w = aX,, + bX,, € um vetor tangente a X em q = (u, v), entdo
I,(w) = a®r* + b?
1,(w) = —a®r?
A principal aplicabilidade do conceito de segunda forma quadrética, sucede-se em relacdo ao
calculo da funcdo curvatura normal de uma superficie em um ponto g. Definiremos conforme
TENEBLAT(2008,p.154) que dada uma superficie X (u,v) parametrizada regular, que a fungdo

normal curvatura em um ponto g = (u,v) “é umaaplicagdo k,: T,X — {0} — R que, para cada vetor

x . _ 1gw) ,,
w e T, X, ndo-nulo associa k,, (w) = Ix)

Doravante, salientaremos que se w € T, X, w # 0, entdo k, (Aw) = k, (w) paratodo nimero real
A # 0. De fato, sejaw = a X, (uo, vo) + b X, (uo, vo) em que (a, b) # (0,0), e indicando ey, fo, go

os coeficientes da segunda forma quadratica em (ug, vy), temos:

" _1,(Aw)  X?a’ey + 2A%abfy + A’b*gy  a’ey + 2abfy +b*gy ;W)
n(W) = I,w) 2 <ww> <w,w> AR

kn(W)

Retomaremos ao exemplo da superficie X (u, v) = (rcosu,r senu,v) que descreve o cilindro

circular, para calcularmos e analisarmos a fungédo curvatura normal. Portanto, se w = a X, + b X,

Hgw) _ —a?r?

Iq(w) T a?r? + p2’

é um vetor tangente a X em q = (u, v), entdo k,(w) =
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Analisando, a fun¢do k,(w) com o intuito de inferimos uma interpretacdo geométrica da

curvatura normal e da segunda forma quadratica, temos que se a # O :

- a?r? 1
a?2rz+p2 — r'
2,2
-ar 1
eseb=0, a2y

Isto é, a funcéo k,,(w) admite um maximo e um minimo nas diregdes tangentes X, e X,,.
Prosseguiremos com a analise da superficie X(u,v) = (u,v,v? — u?) que descreve o

paraboldide hiperbdlico, representado na Figura 76.

€# paraboloide hiperbélico - GeoGebra

.A/)(b'q!)é({".@si‘d:;XABc:&

Figura 76- Representacédo do paraboloide hiperbdlico
Fonte: Elaborado pela autora

Efetuando o calculo dos coeficientes da primeira e segunda formas quadratica em g = (0,0),

obtemos:
E(0,0) =1, F(0,0) =0, G(0,0) =1,
e(0,0) = =2, £(0,0) = 0, g(0,0) = 2.
Dessa forma, se w = aX,,(0,0) + bX,,(0,0) € T, X, dispomos
I,(w) =a* + b*

1,(w) = —2a® + 2b?,
eparaw % 0,

() = =2

Assim, concluimos que k,, assume o valor maximo 2 e o valor minimo -2, nas dire¢des de X,, e
X,, respectivamente. Por fim, examinaremos a superficie X(u,v) = (u,v,u® — 3uv?) , apresentada na
Figura 77 que descreve a sela de macaco.
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Figura 77 - Representagdo da superficie X(u, v) = (u, v,u® — 3uv?)
Fonte: Elabora pela autora

Efetuando o calculo dos coeficientes da primeira e segunda formas quadratica em g = (0,0),

obtemos:

E(0,0) =1,F(0,0) =0,6(0,0) =1,

e(0,0) =0, £(0,0) =0, g(0,0) = 0.
Portanto, inferimos que a curvatura normal e a segunda forma quadratica em q sdo funcGes nulas.

Dessa forma, encerra-se o estudo acerca do campo epistémico-matematico dessa pesquisa, que

atua como aporte teorico oferecendo ao professor-pesquisador um repertorio de simulagGes no
software Geogebra para o ensino de conceitos de GD. Ademais, evidenciamos que tal estudo foi
realizado a fim de selecionar conceitos que serdo transpostos para  situacOes
didaticas, discutidas no capitulo posterior.
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6 CONCEPCAO E ANALISE A PRIORI DOS CONCEITOS RELACIONADOS A
CURVAS E SUPERFICIES

Nesse capitulo, apresentaremos a aplicacdo da segunda fase da ED, em que elaboramos e
analisamos uma sequéncia de situacOes problema, as situacdes didaticas, que envolvem os conceitos
basilares de curvas e incipientes de superficies. Para efeito de maior sistematizacao, assumiremos que
uma situacdo problema envolve “a escolha de questdes abertas ou fechadas numa situacgao
matematizada ou menos matematizada, vinculada a um campo de problemas colocados em um ou
varios dominios do saber ” (ALMOULOUD, 2007, p. 174).

Vale observar que, no campo de saberes referenciados por ALMOULOUD (2007, p.174), é
possivel, tendo em vista o nivel elementar da Matematica, considerar situagdes ‘“menos
matematizada”. Entretanto, em nosso caso, 0 modelo matematico condiciona, fortemente, todas as
estratégias e acOes e decisbes dos aprendizes. De forma mais sucinta, 0 nosso campo epistémico-
matematico, pertencente a um corpus teorico-formal, implica em fortes condicionantes derivados da
propria construcdo/demonstracdo e descricdo dos conceitos de GD.

Para a elaboracdo dessas situacGes didaticas, levaremos em consideracdo, com vistas a
estruturacdo das situacBes-problema, as seguintes caracteristicas apontadas por ALMOULOUD
(2007, p.174):

- As situacOes devem comtemplar um campo conceitual em que se deseja efetivamente explorar;

- Os conhecimentos antigos ndo devem ser suficientes para a resolugcdo completa do problema;

- O problema deve envolver varios dominios do conhecimento.

No entanto, assinala-se que as caracteristicas explicitadas acima tratam-se apenas de uma parte
das caracteristicas apontadas por ALMOULOUD (2007, p. 174). Nesse sentido, precisamos distinguir
e especificar os seguintes elementos: os problemas que tencionamos explorar envolvem dominios
analiticos e grafico-geométricos de GD, entretanto, 0os conhecimentos antigos (no caso o0s saberes
relacionados a CVV) ndo devem ser suficientes para a resolucdo. Outrossim, nas situacdes que
buscamos apresentar, desejamos que “elas permitam adaptacdes dos alunos, na medida em que tomam
decisdes e as modificam” (BROUSSEAU, 1986, p. 440).

Além disso, como visamos descrever situacdes de ensino fundamentadas de uma Matematica
procedente de nivel avancado, nosso campo conceitual € condicionado, por vezes, por uma definicdo
formal ou um teorema estruturante, esse fato, concomitante ao carater de néo
trivialidade/abstracionismo dos conceitos de GD, remete que as situagOes-problema requeram
conhecimentos suficientes da area para sua resolucao, portanto, inferimos que a nossa abordagem deva
ser determinante.

Por esta razdo, utilizamos a visualizacdo proporcionada pelos softwares como uma variavel
didatica recorrente no cenario de aprendizagem apresentado aos estudantes. Além disso, também

assumimos posicao consoante com ALMOULOUD (2007, p. 174) ao acentuar que “as atividades
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devem ser concebidas, levando-se em consideragdo os resultados dos estudos prévios”, ¢ terdo por
objetivos: auxiliar o aluno na construcdo de conhecimentos e saberes de uma maneira construtiva e
significativa; desenvolver certas habilidades como, por exemplo, saber ler, utilizar as diferentes
representacfes matematicas e desenvolver raciocinio dedutivo. Assim, destacamos que “os objetivos
da analise a priori devem determinar que as escolhas realizadas permitam o controle do
comportamento dos alunos e seu significado”. (ARTIGUE, 1995, p. 45).

Desta forma, as escolhas e descrigdo de acOes futuras, nessa se¢do, sdo fundamentadas em
pressupostos tedricos, que devem permitir o controle didatico da transposicéo didatica e do sentido
das acdes futuras envolvendo a mediacgédo de saberes. O controle didatico que propomos é passivel de
certa hierarquizacao ou descricdo de momentos na mediagédo do saber cientifico.

Nesse sentido, recordamos que BROUSSEAU (1986, p. 440-441) explica que “a aprendizagem
no contexto da resolucdo de problemas, evolui a partir da compreenséo do papel e fungdo de alguns
momentos particulares”, condicionados pelo trindmio professor-saber-aluno. ALVES (2014, p.157),
constréi uma figura no qual, indica (em cor vermelha) elementos condicionados por momentos que
envolvem o ensino de GD acrescidos das varidveis didaticas que consideramos relevantes em nosso
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Figura 78 - Adaptagdo do esquema proposto por BROUSSEAU (1986, p. 440-441) construido por ALVES(2014)
Fonte: ALVES(2014)

Na Figura 78, na passagem de transicdo de cada momento didatico, notamos a manifestacao de
uma decisdo tomada (ou varias decisdes) pelo sujeito ou pelos sujeitos. Em cada passagem, prevemos
“a manifestacdo de um conhecimento” (BROUSSEAU, 1986, p.27). Para que o aluno vivencie
possibilidades de mobilizar e/ou manifestar seu conhecimento privado, “modelisamos situacdes”
(BROUSSEAU, 1986, p. 400) que possuem o potencial de varias descobertas, em funcdo de suas
escolhas e decisoes.

O surgimento dessas descobertas e a ocorréncia de elementos inesperados
determinam “o grau de incerteza” (BROUSSEAU, 1986, p. 270). Além disso, BROUSSEAU (1986,
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p, 270) destaca que ““a aprendizagem de um conhecimento ocorre na medida em que diminui o grau
de incerteza” relativa as situacdes didaticas apresentadas pelo professor em sala de aula. Doravante,

apresentaremos a concepcao dessas situacOes didaticas baseadas nos pressupostos debatidos.

6.1 Concepcao e andlise a priori das Situac6es Didaticas

ALMOULOUD (2007, p.174) explana acerca das acdes para se alcancar os objetivos de uma
pesquisa, afirmando que “garantir, minimamente, o alcance desses objetivos, o pesquisador ou o
construtor de situagdes-problema necessita escolher as variaveis didaticas que podem provocar as
mudangas desejadas, no que diz respeito ao processo de ensino e de aprendizagem do objeto em jogo”.
Ou seja, na pespectiva do pesquisador, as variaveis didaticas devem ser escolhidas de modo a assistir
0 pesquisador a alcancar seus objetivos.

Desse modo, dentre as variaveis microdidaticas (locais) que colocamos énfase, indicaremos: 0s
contetidos envolvidos nas atividades propostas, implementacdo de conceitos/saberes por meio do uso
da tecnologia, dado que revisao de literatura encontramos diversos autores que indicavam o uso de
softwares de modo a facilitar a assimilacéo de conceitos.

Além disto, delimitaremos um pequeno segmento de GD, para a elaboracdo dessas situagoes,
curvas e 0s conceitos incipientes relacionados ao entendimento de curvas, devido a complexidade e
extensdo do nosso campo epistémico matematico. De modo mais sucinto, no que concerne tal
segmento, tratemos dos conceitos intitulados: curvatura, tor¢cdo, TCP e Triedro Movel de Frenet
correlacionando esses conceitos matematicos as suas respectivas aplicacfes, com o intuito de
proporcionar uma diminuigdo na abstracéo e ressiginificacdo desses conceitos.

Conjuntamente descreveremos uma previsdo das etapas de acdo, formulagdo, validacdo e
institucionalizacdo da TSD durante a resolucdo das situacbes problema, dado que as situacGes
problema sdo elaboradas com enfoque na TSD. Tais situacdes encontram-se descritas nos
questionarios que se encontram no apéndice no final deste estudo.

Vejamos agora, nossa primeira situacdo, em que requeremos aos alunos uma relacdo entre o
conceito curvatura e 0s vetores tangente e normal correlacionando as simulagdes efetuadas no software
durante a fundamentacéo tedrica ministrada.

Situagéo-problema (1): Encontre por meio de uma correlacdo entre os vetores tangente e normal,
as formulas do diedro de Frenet, desenvolvendo assim, o significado do conceito curvatura.

Nessa primeira situagdo problema, na etapa de ag&o, esperamos que o aluno deva assumir
responsabilidade de resolver o problema proposto. Assim, a partir dos conceitos prévios de algebra
linear, geometria analitica com consonancia a fundamentacéo teorica dos conceitos de GD, espera-se
que o aluno busque estabelecer uma relacdo entre o significado algebrico e geométrico dos vetores

tangente e normal em curvas ppca para encontrar as formulas do Diedro de Frenet.
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Na situacdo de formulacdo, neste momento, deve ocorrer a troca de informagdes entre
o aluno e o meio organizado, ou seja, a linguagem usada habitualmente deve passar pelo
processo de formalizacdo. Para isso, se faz necessario que os alunos se apropriem de novos
conhecimentos para elaborar argumentos, que posteriormente, possam ser validados.

Dessa forma, dando continuidade a fase anterior, esperasse que os aluno formulem a partir da
visualizacdo e do fato que os vetores tangente e normal em uma curva ppca possuirem norma unitaria
para determinacdo do Diedro de Frenet.

A fase de validacdo é caracterizada por ter como objetivo, convencer os demais participantes
acerca da veracidade dos argumentos utilizados para a resolu¢do do problema, além do mais,
possibilita ao aluno provar ou refutar as conjecturas elaboradas, por meio de uma linguagem
matematica mais apropriada.

A vista disso, nesta etapa, o aluno prosseguira realizando alguns célculos com relag&o & norma
do vetor tangente ||T|| = 1, e depreender que pode reescrever como < T,T >= 1, e para em seguida
derivar tal produto interno, chegando a concluséo que < T, T’ >= 0,ouseja, T € perpendicularaT’.
De modo anélogo, o participante deve a partir do fato que o vetor normal em uma curva ppca possui
norma unitéria ||N|| = 1, e assim concluir que N é perpendiculara N'. Logo, temos que T’ encontra-
se na mesma direcdo de N, diferindo de N por uma constante e sentido, coincidindo com a definicao
de curvatura. E analogamente, por meio da segunda relacdo temos que N’ encontra-se na mesma
direcdo de T, diferindo de T pela curvatura, e sinal.

A institucionalizagdo acontece com a mediacdo do pesquisador, que deixa explicita
sua intencdo, ao conferir as propriedades construidas, a fim de identificar, sistematizar e
reconhecer o saber construido por meio da formalizacdo e generalizacdo. Dessa maneira,
quando o pesquisador retoma posse do problema, deve-se ter condigdes de verificar 0s mecanismos
que os participantes utilizaram para demonstrar o Diedro de Frenet, obtido por meio da derivacao do
produtos internos relacionados aos vetores tangente e normal.

Situacdo - problema (2): Analise e efetue o calculo da curvatura das seguintes curvas y(t)
(r cos(t),r sen(t)); B(t) = (t,t*) e a(t) = (cos(t) (2 cos(t) — 1),sen(t)(2cos(t) — 1)) ,t €

R. Depois disso, correlacione e analise por meio do software Geogebra geometricamente o

comportamento da curvatura nas curvas a seguir, nos pontos indicados.
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Figura 1

Figura 3

Figura 79 - Explanag&o das curvas y(t) = (r cos(t),r sen(t)); f(t) = (t,t*) e a(t) = (cos(t) (2 cos(t) —
1), sen(t)(2 cos(t) — 1)) utilizadas na situagdo — problema (2)
Fonte: Elaborado pela autora

No que concerne a situacao problema (2), é requerido que os partipantes, na acdo, se
comprometam a efetuar alguns calculos para identificarem em algumas curvas, alguns valores de
curvatura, e por fim analisar o comportamento da curvatura geometricamente nas curvas apresentadas.
Assim, enseja-se que o0 participante observe que 0 conceito curvatura em um ponto de determinada
curva significa mais que uma constante, nos fornece diversos esclarecimentos no que diz respeito a
posicdo dos vetores tangente, normal a essa curva, 0 quanto essa curva distancia-se de uma reta no
plano.

Desse modo, esperasse que o aluno compreenda o significado geométrico e algebrico desse
conceito, conseguindo efetuar o calculo desse conceito para qualquer tipo de curva, estando ou ndo
parametrizada pelo comprimento de arco, e que o0 entendimento geométrico desse conceito auxilie na
assimilacdo desse saber.

Na formulacédo, os alunos devem verificar a natureza das curvas propostas (encontram-se na
forma ppca ou ndo), para desse modo empreguem a equacgéo adequada para o célculo da curvatura em
cada situacdo, e verifiguem por meio da simulagdo o comportamento da curvatura em curvas de
qualquer natureza.

Por esta razdo, a segunda parte dessa situacdo, € requerido aos alunos apenas o significado
geométrico, com isso, esperasse que o partipante inteprete o que a constante curvatura em um dado
ponto representa, e assim realize uma associacgao entre os significados algebricos e geométricos. Para

ISS0, apresentamos curva de naturezas diferentes, a primeira trata-se de uma circunferéncia (ppca), que
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apresenta curvatura constante, enquanto as demais curvas (ndo ppca), possuem curvaturas que variam
de acordo com o ponto que se relaciona.
Na validagdo, em relagdo a primeira curva, o participante deve observar que trata-se de uma

curva ppca, e determinar os vetores tangentes e normal para aplicar o Diedro de Frenet, enquanto as

_xllyl+ xlyll
((x"2+ (y)2)°/2

participante deve inferir que na primeira curva, circunferencia, temos curvatura constante, variando

demais curvas (ndo ppca) deve se utilizar a expressao k(t) = . Na segunda parte, o

inversamente proporcional ao raio. Enquanto as demais apresentam curvaturas que variam conforme
0 ponto, e por esta razdo em determinados pontos assumem valores positivos e negativos. Em relacao,
a Figura 3, o partipante ainda deve discenir que entre 0s pontos propostos ocorre uma grande variacao
de valores de curvatura, que apartir do ponto B, a curvatura tende a zero, o que ocorre devido o fato
da curva esta se assintotando, ou seja, aproximando-se de uma reta. Desse modo na etapa seguinte, a
institucionalizacdo, o pesquisador deve efetivar uma analise dos argumentos para se determinar a
curvatura e as concepcdes proferidas acerca desse conceito.

Situagdo-problema (3): Desenvolva um entendimento intuitivo geométrico acerca do TCP,
prosseguindo com a utilizacdo o teorema através da analise das curvas construidas no software
Geogebra.

a) Cx):x?+y2—4x—6y+9=0eD(x):x>+y%2—24x —6y+ 149 = 0.

b) F(x) = —x?+14x+40eG(x) = x>+ 14x + 58

) H(X) :(x—2)2+ (y—3)?=4eR(): ("f)z Doy

Na situacdo-problema (3), empregamos as simula¢des elaboradas por PAIVA e ALVES(2018b)
por meio do software Geogebra com o intuito de validar a hipdtese de que ocorre uma melhor
assimilacdo do significado desse teorema com o emprego da visualizagdo. Desta forma, a visualizagao
das curvas propostas na situacdo-problema (3), estéo descritas nas figuras referente a secdo de TCP ,
no Capitulo 4.

Na situacéo de acéo, o aluno deve constatar que o TCP diz respeito a curvatura de curvas planas
em relacdo a trés circunstancias, a associa¢ao entre a curvatura e a existéncia de uma curva plana,
unicidade de curvas planas e a semelhanca que pode ocorrer entre duas curvas planas. Posteriormente
0 participante deve empregar-se de tal teorema para o estudo da analogia entre as curvas retratadas.

Na etapa posterior, na situacdo de formulagéo, espera-se que os alunos dediquem-se a elucidar
com suas palavras o teorema, ou seja, expressar 0 seu entendimento do teorema, podendo relacionar
com curvas estudadas anteriormente. Em seguida, os alunos devem utilizar o TCP nas curvas
apresentadas para determinar a existéncia de movimentos rigidos possiveis para que as curvas tornem-
se congruentes.

Na validacdo esperasse que o participante observe que no primeiro par de curvas, temos duas

circunferéncias de mesmo raio, consequentemente mesma curvatura, logo existe 0 movimento de
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rotacdo que converta uma curva na outra. No segundo par de curvas, 0 participante deve deduzir a
existéncia de duas paradbolas com mesma curvatura, logo pelo TCP, podemos torna-las congruentes
com um movimento de translacao e rotacdo. Por fim, no terceiro par de curvas, temos uma elipse d e
uma circunferéncia c, respectivamente, curvas com curvatura variavel de acordo com o ponto e
curvatura constante em todos os pontos, logo o TCP ndo se aplica e ndo existe movimento rigido ¢ tal
que c(x,y) = @(d(x,y)). Na ltima etapa, a institucionalizagdo, enseja-se que o pesquisador apresente
o desenvolvimento da aplicacdo do teorema, e disponha de argumentos dos participantes que indique
uma melhor compreenséo do TCP.

Situagéo-problema (4) : Encontre por meio de uma correlacdo entre os vetores tangente , normal
e binormal as férmulas do Triedro de Frenet, e em seguida, desenvolva o significado geométrico do
conceito torcao.

Em relagéo a situagédo problema (4), dispomos de um estudo de curvas tridimensionais, e com
1SS0 observamos, o aparecimento de novos conceitos (torcao e vetor binormal), que resulta para curvas
ppca nessa dimensdo o Triedro de Frenet.

Na situacdo-problema (4), na etapa de acdo, o aluno deve partir da definicdo do vetor binormal
e tentar correlacionar aos mecanismos utilizados para a determina¢do do Diedro de Frenet para
determinar as formulas do Triedro de Frenet.

Assim, de modo afim a situacdo-problema (1), o participante deve basear-se nos conceitos
prévios de algebra linear, geometria analitica com consonéancia a fundamentacéo tedrica dos conceitos
de GD, para o estabelecimento de uma relacdo entre o significado algébrico e geométrico dos vetores
tangente e normal e binormal em curvas ppca para encontrar as formulas do Triedro de Frenet.

Na formulacgdo, o participante deve compreender que a relacdo T'(s) = k(s). N(s), encontrada
no Diedro de Frenet permanece correta para curvas de dimens&o trés. Posteriormente, o participante
deve articular a utilizacdo das técnicas de derivacdo para determinar uma relacdo a partir do vetor
binormal, normal.

Na validacdo, apdés a derivacdo do produto vetorial B(s) = T(s) X N(s), 0 participante
encontrard B'(s) = T(s) x N'(s), e concluir que B’(s) €é ortogonal a T(s). Concomitantemente,
inferir, devido a norma do vetor B(s) ser unitaria, que B'(s) é ortogonal a B(s). Logo, ocorre que B’
encontra-se na mesma direcdo de N, diferindo de N por uma constante e sentido, coincidindo com a
definicéo de torcéo.

Por fim, o participante deve empregar as duas expressdes encontradas:

{ T'(s) = k(s).N(s)
B'(s) = T(s) x N'(s)

N(s) = B(s) x T(s), empregando novamente a derivacdo do produto vetorial para encontrar que

de modo articulado ao fato de que o vetor normal, pode ser expresso como

N'(s) = —1.B(s) — k(s). T(s), encontrando assim as formulas do Triedro de Frenet. Na situacdo
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de institucionalizacdo, finalmente, deve-se ter argumentos para se determinar uma analogia entre 0s
conceito geométrico de curvatura e tor¢ao para a curvas tridimensionais.
Finalmente, encerra-se 0 conjunto de situagGes didaticas com a discussdo da seguinte

situacdo-problema (5): Analise e efetue o calculo da torcdo e curvatura da hélice circular cuja
~ oz S s bs .

expressdo é dada por y(s) = (acosﬁ,asenﬁ,ﬁ) em que, a,b € R. Em seguida,

correlacione e analise por meio do software Geogebra geometricamente o comportamento os planos

gerados a partir do Triedro Movel de Frenet nas curvas B(s) = (cos (3s),sens + 1, = ) e

2sen (s)cos(s)
-1

a(s) =(2 — 2cos (s),sens, m).

He ¥ e

&

Figura 80 - Explanagdo das curvas utilizadas na situagdo — problema“(S) para a analise dos planos osculador, retificante e normal.
Fonte: Elaborado pela autora

No que concerne a situacdo problema (5), ensejasse que 0s partipantes, na acdo, se
comprometam a efetuar o célculo da tor¢do e curvatura, e analisem o comportamento dos vetores
tangente, normal e binormal, resultando dessa maneira na caracterizagdo dos planos formados por
meio desses vetores: osculador, retificante e normal.

Na formulacdo, os alunos devem verificar a natureza da curva proposta (encontram-se na forma
ppca ou nédo), para desse modo empreguem a equacédo adequada para o calculo da curvatura e torcao,
prosseguindo com a verificacdo por meio da simulacdo o comportamento de curvas de qualquer
natureza em um espaco vetorial de dimensao trés.

Na etapa posterior, a validagéo, o participante deve derivar a equagdo da curva, para assim,
concluir que trata-se de uma curva ppca. Em seguida, devido a natureza da curva, conclui-se que a
primeira derivada da curva refere-se a expressao do vetor tangente. Efetuando o calculo da norma da
expressao gerada por meio de uma segunda derivagdo da curva, encontra-se a expressao da curvatura,e
apartir disso, encontra-se o valor do vetor normal. Neste momento o participante deve realizar o

produto vetorial entre os vetores tangente e normal para obter o vetor binormal,e por fim, encontrar a

- a
ek = 5.
a’+ b? a?+ b?

torcdo. As expressdes encontradas ao fim do raciocinio, devem ser ¢ =

Ainda na segunda parte dessa situacao, € requerido aos alunos apenas o significado geométrico

desses conceitos, com isso, esperasse que o partipante inteprete as curvas e assim realize por meio de
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uma associacao entre a definicdo desses vetores, uma representacdo desses vetores e dos respectivos
planos gerados por eles. Por fim, na institucionalizacdo, deve formalizar-se e sistematizar 0s
argumentos para verificar o valor da curvatura, tor¢ao e os vetores tangente, normal e binormal.

No Capitulo a seguir, apresentaremos a aplicagdo das situagdes-problemas discutidas na terceira
fase da ED, a experimentacao, assim, especificaremos 0s sujeitos da pesquisa e quais métodos foram

usados para a coleta de dados.
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7 UMA EXPERIENCIA DE ENSINO DE CONCEITOS GEOI\/IETRLCOS
RELACIONADOS A CURVAS E SUPERFICIES EM UM CURSO DE POS-GRADUACAO

A seguir, desenvolveremos a aplicacdo da pesquisa, ou seja, 0 momento em que as situacoes
didaticas foram efetivadas com alunos de uma pds-graduacdo em Ensino de Ciéncias e Matematica -
PGECM, ou seja, professores formados em Matematica e em processo de formacdo continuada. A
aplicacdo sucedeu-se através da proposicdo de atividades que colocassem em pratica a nossa
metodologia de pesquisa e ensino no que concerne a transmissao de saberes da Geometria Diferencial,
mais especificamente o ensino de curvas, com o intuito de analisar os dados obtidos com o objetivo
de refutar nossas hipdteses de investigagéo.

Nesse sentido, na discussdo das situagOes-problema, sdo consideradas algumas
variaveis didaticas debatidas no capitulo anterior. Além disso, vale recordar que nas analises prévias
da ED, o conceito matematico curva foi definido como campo epistémico-matematico, assim, as
situacOes-problema direcionam os alunos & compreensdo dos conceitos fundamentais relacionados ao
entendimento do conceito curva como: curvatura, tor¢éo, Triedro de Frenet e Teorema Fundamental
das Curvas Planas.

Desta forma, inicialmente apresentamos a area matematica intitulada GD aos alunos, desde a
sua génese a aplicagcdes no cotidiano, com o intuito de despertar o interesse dos mesmos pelo tema a
ser investigado. Vale salientar, que os alunos que participaram da pesquisa, j& possuiam
conhecimentos de Geometria Analitica, Algebra Linear e Célculo de Vérias Variaveis, desse modo,
os estudantes compreendiam alguns conhecimentos necessarios para o entendimento dessa area, como
derivadas parciais, produto vetorial, com isso, as fases de validacdo, das questdes que envolviam a
discussdo de teoremas e propriedades, foram caracterizadas pelo uso do método de derivabilidade de
funcGes de varias variaveis do CVV.

7.1- Caracterizacgdo do l6cus de pesquisa

A experimentacdo aconteceu no Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia
do Ceara (IFCE) no campus Fortaleza, com professores de Matematica que estdo participando do
programa de pés-graduacdo PGECM do IFCE, por meio de um minicurso intitulado “O Estudo de
Curvas com a utilizagdo do software Geogebra”, desse modo, tivemos 0ito alunos presentes nesse
minicurso. Em relacdo aos participantes da pesquisa, € importante salientar que embora tratem-se de
professores que lecionem a nivel médio, e que estejam a um determinado tempo afastados dos
conteudos relativos a Matematica do ensino superior, no preltdio do minicurso fora realizado uma
explanagdo acerca dos conceitos necessarios para a compreensdo dos conceitos abordados no curso.

Além disso, a pesquisa foi aprovada pelo Comité de Etica em Pesquisa (CEP) (ver Anexo a),
dessa forma, foi disponibilizado o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE) assinado
pelos alunos participantes (ver Anexo B). Assim, a aplicacdo aconteceu durante oito dias, em formas

de aulas de uma hora e meia, realizadas como situagdes didaticas com enfoque na TSD.
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As situacdes-problema foram propostas em formato de lista de exercicios sendo discutidos em
grupo e as estratégias de solucdes foram descritas no quadro e/ou papel. Nos trés primeiros dias, foram
apresentados os conceitos matematicos que fundamentam a area GD e sua perspectiva historica,
evidenciando o seu vies epistemoldgico-matematico. Nos demais dias, a sistematica foi realizada da
seguinte forma: em cada encontro, realizamos a discussdo de uma situacao-problema distinta, com a
realizacdo de alguns procedimentos de coleta de dados como: observacdes, registros fotograficos das
producdes escritas, gravacdes dos depoimentos dos alunos e questionarios.

No préximo tépico, serdo analisados 0s dados e resultados obtidos durante a aplicagdo da TSD,
assim, seréo apresentadas as descri¢Oes e observagdes mais relevantes para a validagdo da pesquisa.

7.2 Analise a Posteriori das Situac6es Didaticas

No primeiro dia do minicurso, foi realizado com os alunos uma reviséo das noc¢des de produto
interno, produto vetorial e regras de derivagédo, sendo detectado algumas dificuldades em relagdo a
derivacdo, no entanto, apds essa breve revisdo todos estavam aptos a participar do minicurso e
prosseguir com os problemas propostos nas atividades.

A realizacdo didatica iniciou-se através da distribuicdo da lista com situagdes-problema aos
alunos, orientando-os a interagir entre si para refletirem sobre quais elementos serdo necessarios para
a resolugdo das situagdes-problema. E, assim, buscassem sistematizar uma estratégia de resolucéo e
formulassem argumentos que possam ser validados posteriormente. Nesse momento, as discussoes e
construcgdes feitas pelos alunos sdo coletadas por meio de gravagdes de audios e registro de imagens
de suas producdes.

Desse modo, em relacéo a situacdo-problema (1), com o intuito de obter as férmulas do Diedro
de Frenet, o aluno A: assume uma curva plana ppca, nas fases de agdo e formulacédo, elaborando a
partir da norma unitaria dos vetores tangente e normal, a derivagédo do produto internode < T,T > e

T'=k.N
N'=—-k.T'

o~ —

< N, N >, buscando demonstrar a relacéo { como pode-se observar na Figura 81.

e \\ - ]
Figura 81 — Aluno A1 nas fases de agdo e formulagéo em relagéo a situagdo-problema (1)
Fonte: Dados da pesquisa
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Com o objetivo de validar seus argumentos, o aluno Az, conclui que T’ é ortogonal a T e que
N’ é ortogonal a N e assim infere que por se tratar de uma curva plana (em R? ), os vetores N' e T
encontram-se na mesma direcdo, podendo diferir por uma constante, retratada pela curvatura. De modo

analogo, como podemos comtemplar na Figura 82, o aluno Ai, estabelece que T' e N também

encontram-se na mesma direcdo, constatando assim a outra férmula do Diedro de Frenet.

Figura 82 - Momento de validacdo em relacéo a situacéo-problema (1)
Fonte: Dados da pesquisa

Em relag&o a defini¢cdo do conceito curvatura, o aluno A, parte da defini¢cdo de curvatura de
curvas ppca, por meio do produto interno k(s) = < T',N >, paraexplicitar através da formula k(t) =
—x(t)"y(®) + y(t)"x(t)" uma expressdo para esse conceito matematico envolvendo as
coordenadas de uma curva no plano, formulando assim seu significado algébrico, como se pode

observar na figura 83.

Figura 83 — Elucidac&o algébrica do aluno Az do conceito curvatura
Fonte: Dados da pesquisa

A seguir, na Figura 84, temos outras concepgdes que 0s outros participantes propuseram acerca
do significado do conceito curvatura. Note que para alguns alunos o significado geométrico do
conceito curvatura esta intimamente relacionado a curvatura de uma reta (nesse objeto geométrico a

curvatura é nula).
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Figura 84 — Entendimento dos partcipantes dos alunos acerca do conceito curvatura; a direita Aluno As, a esquerda (superior) Aluno Az,
a esquerda inferior Aluno Az
Fonte : Dados da pesquisa

Em relacdo a ultima fase da TSD, a institucionalizacdo, que ocorre com “a mediacdo do
professor, que deve deixar explicita sua intencdo, ao conferir as propriedades construidas, a fim de
identificar, sistematizar e reconhecer o saber construido por meio da formalizacdo e
generalizacdo”(OLIVEIRA, 2018, p.171). Assim ao retomarmos a posse do problema, verificamos
que as formulas desenvolvidas representam o Diedro de Frenet, e as nocGes intuitivas do conceito
curvatura representam, de fato, o conceito matematico.

Na situagdo-problema (2), a aluna Ags, inicia as fases de acdo e formulag&o, analisando a natureza
da primeira curva (circunferéncia), para posteriormente calcular a curvatura, nessa fase a aluna
constata que ndo se trata de uma curva ppca, dado que a |y (t)'| = r, tais fases estdo explicitadas na
Figura 85.

Figura 85 -Aluna As nas fases de a¢éo e formulacdo na situagdo problema (2)
Fonte : Dados da pesquisa

125



Enquanto que o aluno A2 resolve iniciar a formulagdo do problema por um caso particular,
quando o raio da circunferéncia possui valor unitario, tornando a assim a curva ppca e determinando

gue nesse caso, a curvatura também possui valor unitario.

Figura 86 — Elaboragdo de um caso particular da situagéo problema(2) por parte do aluno Az
Fonte: Dados da pesquisa

Nesse instante, a aluna As elabora a hipdtese que ““ na circunferéncia a curvatura é o valor do
raio” . No entanto, ndo ocorre a veracidade de tal hipotese, quando a aluna A4 (Figura 87, a direita) ,
continua a formulagéo, calculando pela defini¢do os vetores tangente e normal, para que a partir da
relacdo entre eles, possa deduzir o valor da curvatura. Assim, inicialmente a aluna, deduz que o vetor

tangente unitario € dado por T(t) = (—sen(t),cos(t)), com sua respectiva derivada T' =

—cost —sent

(—cost, —sent) enquanto que o vetor normal unitario € dado por N(t) = ( ), inferindo

r )

pelas relagdes provenientes do Diedro de Frenet que a curvatura k(t) = %

Figura 87- Aluna A4 nas fases de agéo e formulacéo (a direita) da situacéo-problema(2); Aluna A4 nas fases de validagdo (a esquerda)
da situacéo-problema(2);
Fonte : Dados da pesquisa
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Com o intuito de validar a resposta, a aluna A4 (Figura 87, & esquerda ) apresenta por meio do
produto interno < T(t)’,N(t) > o valor da curvatura, encontrando novamente k(t) = % Nesse

momento, a aluna A3 argumenta:

Aluno A3 : [..JEm um circunferéncia, como a curvatura s6 depende do raio,a
curvatura é constante ao longo da curva,ndo alterando o valor nem o sinal. E quanto
maior o raio, menor a curvatura [...]

Assim, inferimos que o momento de formulacao apresentado na situacéo problema (2), exibida

nas Figuras 86 e 87, possibilitou inicialmente a compreensdo da génese das relacdes do Diedro de
Frenet e do conceito curvatura, e posteriormente, a sua aplicacdo em curvas ppca, com o intuito de
aplicar o conceito curvatura em curvas independente de sua natureza, propomos nessa situacdo
problema, outras curvas nao ppca.

Destarte, em relacdo a segunda curva dada explicitada nessa situacdo problema, cuja a
representacdo é dada por a(t) = (¢, t*), temos inicialmente nas fases de agdo e formulagdo, a aluna

As analisando a natureza da curva, para posteriormente, na validacdo, empregar a expressdo do célculo

—x""y +x"y"!

@2+ 0D

de curvatura em curvas ndo ppca k(t) = apresentado em TENEBLAT (2008,p.46).

l

Figura 88 — Visualizago das fases de égéo, formulagéo e validagdo da Aluna As na segunda curva da situagéo problema (2)
Fonte : Dados da pesquisa

De modo analogo, podemos verificar na Figura 89, a validacdo da aluna A, , que deduziu por

meio do produto interno da derivada do vetor tangente unitario e o vetor normal unitério, o valor da

) A = L %) | wewm
.“{I{\t\ﬁ. = LA._m:E') T M) = o) vax™)
Nl = N 4% 4 ey = Jaa s
o _aue®) S TE S TPV 1ok

e N C sraxeVh

Figura 89 — Validag&o da aluna A4 segunda curva apresentada na situagdo problema(2);
Fonte : Dados da pesquisa
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Em relacdo a dltima curva, determinada pela expressdo a(t) = (cos(t) (2 cos(t) —
1),sen(t)(2cos(t) — 1)),t € R que descreve uma cardioide, evidenciamos que apesar da aluna Ae
ndo apresentar dificuldades nas fases de acao e formulagéo, pois sabia que se tratava de uma curva
ndo ppca e conhecia a sistematizacao que deveria utilizar para encontrar a expressao que determinaria
o valor da curvatura em um ponto, a participante apresentou dificuldades, na validagédo, para a
execucdo da derivada primeira e segunda de uma funcdo trigonométrica, sendo necessério a

intervencéo de outros alunos, para a calculo da curvatura.
' A

m;rsé+bcnf;(31%ﬂl'e’3£)' - @wéf 1

{0k Send g htd - @yt
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Figura 90 — Representacéo das fases de agdo e formulagéo da Aluna As em relagédo a terceira curva da sutuagdo problema (2) ;

Fonte: Dados da pesquisa
Em contrapartida, na Figura 91, apresentamos o desenvolvimento da validacdo da aluna A5, que

constatou a expressao de curvatura da cardioide, e ainda, no decorrer da vivéncia didatica compartilhou

seus resultados com colegas e o0s ajudou nas reflexdes coletivas.

Ga) ol = (oo )lzwnle)~ 1) | mrele) (2eomix) -4)) | £ e R
L) = Famentesst + et | (8 mewk cost) - cost)
Urenk - L enlak) | zcotdie - Z =t - oot
= &n&f‘n‘t - 2 menlat), 2 Goo 2k) - keo't)
LVA) = Lcost - At eost | ~Ldmtnlzt) & ek )
Lot - Uraet cost Y 2eos(38)- wost) + (el - mewn ) -4 pedadk I st
K(rwn't - Q_I:n\\rtﬂz + \_zco'v \at - Loo'tw‘lz )3/2'
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Figura 91 — Calculo da curvatura da cardidide pela aluna As
Fonte : Dados da pesquisa
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Desta forma, por meio dessas situacdes problema buscamos consolidar o significado algébrico
dos conceitos (vetor tangente, vetor normal e curvatura), para posteriormente, no Geogebra o0s
participantes pudessem estabelecer uma relacdo entre significado e o respectivos significados
geométricos. Por essa razdo, no segundo momento dessa situagdo problema, indagamos ao aluno a
interpretacdo geométrica dos conceitos trabalhados no software Geogebra, reutilizando circunferéncia
e cardiode para a analise desses conceitos.

Em relacdo a circunferéncia, evidenciamos, que apesar de alguns alunos ndo apresentarem
dificuldades para calcular os vetores tangente e normal, e a expressao da curvatura, esses alunos
definem de forma errbnea os conceitos nas curvas apresentadas, dado que o vetor tangente € o vetor
diretor da reta tangente, que tém apenas um ponto de interse¢do com a curva.

Na Figura 92, assistimos os dados obtidos ap6s as fases de acdo e formulagdo, e observamos
que se construissemos retas pelos vetores definidos como tangente pelos alunos A; e A; , teriamos
retas secantes, logo tais vetores ndo podem ser os vetores tangentes. Ainda explicitamos que o vetor
normal (definido como perpendicular ao tangente) também foi definido de forma errdnea, tal fato

sucede devido a determinacéo errada do vetor tangente.

]
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Figura 92 — Resultados referentes a determinacéo dos vetores pertencentes ao Diedro de Frenet na circunferéncia;
a direita aluno A1 e a esquerda Aluno Az
Fonte : Dados da pesquisa

Em relacdo a cardioide, Figura 93, novamente constatamos os mesmos erros dos alunos para
definicdo dos vetores tangente e normal. Assim, verificamos que apesar dos participantes serem
capazes de obter os vetores, curvatura pertencente a essa curva, as definicbes geometricas relacionadas

a esses conceitos ndo se encontravam consolidadas.

Figura 93 - Representa¢do dos vetores pertencentes ao Diedro de Frenet na cardioide pelo Aluno As
Fonte : Dados da pesquisa
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Em compensacao, no que concerne ao caracteristicas analiticas dessas duas curvas, consegue-se
observar na Figura 94, por meio elucidagdo das alunas As, argumentac¢des bem fundamentadas acerca
do comportamento da funcdo curvatura. Manifestando assim indicios que os alunos ndo compreendem
absolutamente 0s conceitos geométricos, apenas entendem o algoritmo algébrico necessério para

determina-los.
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Figura 94— Explicagdo do comportamento curvatura na circunferéncia e na cardioide pela Aluna As
Fonte : Dados da pesquisa

Por fim, em relacdo a Figura (3) da situacdo problema (2), as fases de acédo e formulacao foi
realizada pelos alunos, em relagdo a andlise do conceito curvatura, através de uma comparagdo entre
os dois pontos representados na curva, verificando por meio da dimensdo do vetor curvatura, a
respectiva variacdo dos valores nos pontos A e B. Com intuito de elucidar tal acontecimento, observe
na Figura 95, a concepcdo do aluno As, que retoma o significado geométrico de curvatura,
comparando que ponto B em diante, a curva se assintota, portanto tende a assumir o comportamento

de uma reta, o que faz com que a curvatura a partir desse ponto aproxime-se do valor nulo.
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Figura 95 — Comparacéo da curvatura nos pontos ilustrados na figura (3) da situagdo problema(2) elaborado pelo Aluno As
Fonte : Dados da pesquisa

Note que apesar do aluno Ae afirmar que os vetores tangente e normal estdo na mesma diregé&o,

trata-se de erro notacional, pois durante a institucionalizacdo, tal aluno esclarece ainda que “nesses
pontos, por a curvatura ser sempre positivae T’ = k. N , a derivada do vetor tangente e o vetor normal

estdo na mesma diregdo e sentido”. A seguir, apresentamos formulacdes analogas realizadas pelos
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demais participantes, como se pode verificar na Figura 96.
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Figura 96 -Andlises realizadas pelos alunos As (a direita) e A7 (a esquerda) da figura 3 da situagdo problema (2) ;
Fonte : Dados da pesquisa

Na situacdo-problema (3), nas fases de acdo e formulacdo, os alunos As e As elaboraram

concepcdes acerca do TCP, realizando uma transposicdo acerca do um significado complexo

matematico para um entendimento intuitivo geométrico do teorema, como evidenciado na figura 97.
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Figura 97 — Perspectivas dos alunos acerca do TCP, a direita Aluno Ase a esquerda Aluno As
Fonte : Dados da pesquisa

Note que o entendimento do aluno Az acerca desse teorema envolve a existéncia e igualdade de

curvas, enguanto que o aluno As acrescenta outro importante aspecto associado ao TCP, no que diz

respeito a unicidade da curva, apontando como exemplificacdo a circunferéncia. Esses mesmos

aspectos, foram evidenciados por outros alunos, como apresentado a diante na Figura 98.

| ol g ’1‘(‘-(9?5-1110- doa [TIV DT, T. P ﬂ?&d"-’*ﬂﬂ?— ueriliooy
Y pero- q_x.-.u,l_.:q._u.i.'r ollor de carvatuva - to-

Méﬂm&? gt Lol qumqm g coral-

-]Ift_ari.':én,.

0 treieed, 4 Giddim din sty onde 0 9‘“““?

sl gt oo o QD el ot Mgk

oo b bigerds fom i do yigdock. B (S,

P Snenyidin 00 G QUD Tl O 0 IR

EJ?@EF&P%@“ %’ﬁﬂi‘ Ao, 10, g, <y G20
elll ‘,{.]!IITIH_N m’(mﬁi} m 'tl‘m"' -

Figura 98 — Formulagéo do TCP dos alunos A4 (& direita) e A7 (& esquerda)
Fonte: Dados da pesquisa
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A aluna As, ainda especifica na Figura 99 como tais movimentos de equivaléncia entre curvas,
poderiam ocorrer, sem alteracdo de tamanho e forma da curva, que seria exatamente a definicao de

movimento rigido.
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Figura 99 — Manifestagcdo da Aluna Az do modo em que ocorre a equivaléncia entre as curvas
Fonte : Dados da pesquisa

No que concerne, o primeiro par de curvas, o aluno A; formulou que se tratava de duas
circunferéncias , assim na fase de acdo, o aluno buscou as equacgdes gerais da circunferéncia , para
encontrar as respectivas curvaturas dessas circunferéncias. Encontrando assim, as seguintes equacdes
gerais c:(x —2)2+ (y—3)2=4 e d:(x—12)?>+ (y —3)? = 4, concluindo portanto, que as
circunferéncias apresentavam a mesma curvatura, dado que a curvatura da circunferéncia é % , eas

circunferéncias possuem 0 mesmo raio.

Figura 100 -Acé&o e formulagéo do Aluno A1 no tocante ao primeiro par de curvas da situagdo-problema (3)
Fonte : Dados da pesquisa

Com o intuito de validar seus argumentos, podemos comtemplar na Figura 100 que o aluno Ay

calculou a curvatura das duas circunferéncia e argumentou que na circunferéncia o valor da curvatura
ndo apresenta variagdo, além disso, o aluno mostrou por meio da representacdo dessas curvas no
software Geogebra, Figura 101, os possiveis movimentos rigidos que tornam essas curvas

equivalentes.
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Figura 101 — Representa¢do da fase de validagdo do aluno A1 no que concerne ao primeiro par de curvas na situagdo-problema (3)
Fonte : Dados da pesquisa

Em relacdo, ao segundo par de curvas, que tratavam-se de duas parabolas, os alunos
evidenciaram por meio do software Geogebra, Figura 102, as fases de agéo e formulacdo, que embora

essas curvas apresentam-se variagdes de curvatura, nos pontos analogos tinhamos os mesmos valores
de curvatura.
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Figura 102-Fases de acéo e formulagéo referente a segunda curva da situagdo-problema(3) do Aluno As (imagem superior), Aluno As
(imagem inferior & esquerda) e do Aluno A: (imagem inferior a direita)
Fonte : Dados da pesquisa

Aos alunos A2 e A3, apresentaram como forma de validar as suas formulagdes acerca
equivalencia dessas curvas, 0s movimentos rigidos que as tornariam congruentes.
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Figura 103 — Validacéo dos Alunos A: (a direita) e As (a esquerda),por meio da ilustracdo do movimento rigido que torna as duas parabolas equivalentes
Fonte : Dados da pesquisa

Ainda em relagdo as pardbolas, questionamos aos alunos se mudassemos um dos parametros das

curvas, se esse par de curvas continuariam equivalentes. A Aluna As, observou que quando
expandimos a curva ou a transladamos (esquerda ou direita), alteramos a curvatura, nesse caso,
alterando os valores das constantes a e b na expressdo da parabola, no entanto, quando transladamos
a parabola para cima ou para baixo, ou seja, alteramos o valor da constante independente ¢, em nada
se altera o valor da curvatura.

Desse modo, a Aluna As elaborou a seguinte conjectura que “se modificassemos apenas o
parametro ¢, ainda teriamos a equivaléncia entre essas curvas, no entanto, se alterassemos os valores

dos parametros a ou b modificariamos os valores da curvatura nos pontos, e assim as curvas nao

apresentariam o mesmo valor de curvatura nos pontos equivalentes”.

| BN Y TN ;

Figura 104- Acgdo gestual da aluna As,durante a formulagdo, com o intuito de explicar a hipotese elaborada da independéncia da curvatura
da parabola em relagdo a variavel ¢
Fonte : Dados da pesquisa

Com o intuito de investigar a razéo de tal acontecimento, a aluna As, analisou 0 comportamento
da curvatura em uma parabola generalizada, como se pode observar na Figura 105, encontrando que a

curvatura dependia apenas dos parametros a e b, independendo do valor da varavel c, validando assim,
a formulacdo da aluna Aas.
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Figura 105 — Explanagdo algébrica do conceito curvatura em parabolas, de modo a validar, a ndo dependéncia do valor da curvatura em
relacdo a variavel independente, elaborado pela Aluna As
Fonte : Dados da pesquisa

Finalmente, no que concerne ao Ultimo par de curvas, nas fases de a¢do e formulacao, os alunos

analisaram por meio do calculo da curvatura no software Geogebra, que nos pontos analogos a

circunferéncia e a elipse apresentavam valores diferentes de curvatura, e portanto, ndo existia um

movimento rigido que tornassem as curvas analogas.
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Figura 106 — Argumentacéo do Aluno A4 (figura a esquerda) e Aluno As (figura a direita) nas fases de acéo e formulacéo do terceiro par de
curvas da situagdo problema (3)

Fonte: Dados da pesquisa

Apesar do aluno Az, ndo conseguir formular uma explicacdo fundamentada matematicamente

da impossibilidade de existéncia do movimento rigido de equivaléncia entre essas curvas, tal

participante tentou validar seu argumento, ilustrando na Figura 107, de modo intuitivo, tal

impossibilidade. Além disso o0 aluno A7 ainda salientou que “o inico movimento que tornaria as curvas

equivalentes, seria se pudéssemos deformar uma na outra”, 0 que contraria o TCP.

Figura 107 — Explicacéo ilustrativa do aluno A7 de que a elipse e a circunferéncia ndo so equivalentes pelo TCP
Fonte: Dados da pesquisa
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No tocante, a situagdo-problema (4), a aluna A4 inicia as fases de acdo e formulagéo, por meio
da derivagdo do vetor binormal B = T X N em uma curva ppca, concluindo que a derivada de tal vetor
é ortogonal ao vetor tangente. Em seguida, a aluna prossegue tais fases, dispondo do fato da curva ser
ppca e portanto 0 médulo do vetor binormal ser unitério, |B| = 1, para reescrevé-lo na forma de

produto interno e executar sistematica similar a adotada em R? para encontrar a curvatura, com o

objetivo de definir a fungdo torsdo (7).

Figura 108 — Acéo e formulacéo da Aluna A4 na situacdo problema(4)
Fonte : Dados da pesquisa

A formulacdo prossegue, com a aluna determinando que a derivada do vetor binormal B’ é
ortogonal aos vetores tangente e binormal, estando portanto na dire¢do do vetor normal, a seguir na
Figura 109, expomos tal argumentacéo.
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Figura 109 — Argumentacdo algébrica acerca do desenvolvimento da aluna A4 do conceito torcéo
Fonte : Dados da pesquisa

A aluna Az, retoma a formulagéo das equagdes de Frenet a partir da derivagdo produto interno
que define o vetor normal, e uma associacao entre as duas férmulas anteriormente desenvolvidas com
0s vetores pertencentes ao Triedro de Frenet. Assim, a aluna substitui o valor da derivada do vetor
binormal, e o valor da derivada do vetor tangente, com o intuito de estabelecer em fungdo desses
vetores uma relagéo para a derivada do vetor normal.

Figura 110 — Acéo e formulacéo da Aluna As na situagao problema(4)
Fonte : Dados da pesquisa

Desse modo, a Aluna Az, conclui que a derivada do vetor tangente depende conjuntamente dos
vetores tangente e binormal, e as constantes de proporcionalidade intituladas de curvatura e torcao,
deduzindo assim as férmulas de Frenet, retratadas na Figura 111. Note que a validac&o de tal situacéo,
ocorre por meio da confrontacdo entre a formula encontrada, e o modelo proposto em
TENEBLAT(2008).
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Figura 111- Deducdo da terceira equacao de Frenet pela aluna As
Fonte :Dados da pesquisa

De modo anélogo, verificamos que outros alunos empregaram argumentacdes semelhantes para
a deducdo de tais formulas, como representado na Figura 112.

: LR grs)e ll &'(5)
It | H ¥ I I J "’T: e h 15 ,! e =
. Ws g —BE - " 27 sl ksl
< U / Ha T xn
L8 gl = 4 = £8,82 4
3 '\_ 1 T \l'
—— = | ) |E'\ = LTxn e
7 ¥ | | [ C1,\{"",r-r T xn
I ; B = )
1 |
g LT
T A
, W) B T
[(ANE il ““-I1’ - LE F
! LKW g b = B - &
Gl izl s <BBY:L e G LK) r:.l-‘?.l Lol it} ts BT ) gl = 4~ £ B, B7
) - g Bt " 3 r
i) (6] = (r.rfu':' lcc! J=r;.lll-']_ -+ (ﬁlf:,“.;l; & BT AT el 0+ 28,87
;oA ] 1 0 -0 <B By £B,B':0 B, "
0 RN Tan g <0 -» <B,bY+ £B,67> M E T+ L <P b 7i06 _
' 1 "By = ] £ : s
B el '_i_(.f‘;.ﬁ?—[) W B8 kb - \.‘3’ 1
[ 816 6 1B
b
.F ‘2T

Figura 4 — Dedugdo das formulas de Frenet pelo Aluno Aw(a esquerda na parte superior), Aluno Az(a esquerda na parte inferior), Aluno Az (a direita)
Fonte : Dados da pesquisa

Em relagdo ao significado do conceito torcdo, os alunos os expressam de forma comparativa a
torcdo de uma plano (nesse caso a medida da tor¢ao é nula), assim quanto maior o valor da tor¢do mais
distante se estd desse objeto geométrico. Desse modo, a seguir , apresentamos algumas declaracfes

dos alunos :

Aluno A: :[...] o conceito geométrico da torsdo expressa a medida de quanto a curva espacial
deixa de ser uma plano [...].
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Aluno As : [...] A torsdo é uma constante entre B’ (derivada do vetor binormal) e N (vetor
normal), que mede o0 quanto que uma curva deixa de ser um plano [...].

As fases de acdo e formulagdo na situagdao-problema(5), iniciam-se com a analise da natureza da
curva espacial, para a o calculo adequado dos vetores pertencentes ao Triedro de Frenet. Note que a
aluna As conclui, que trata-se de uma curva ppca, logo a primeira derivada em relagéo a curva, trata-
se do vetor tangente.

Figura 113 — Aluna As durante as fases de agdo e formulagao referentes a situacdo problema(5), estabelecendo a natureza da curva.
Fonte : Dados da pesquisa

Em seguida, a Aluna As, prossegue as fases de acdo e formulagéo efetuando o célculo do valor
do modulo da segunda derivada da funcdo que expressa a curvatura. E a partir, do valor encontrado,

realiza a validacdo dessa situagdo problema estabelecendo uma relacdo com o vetor tangente,

Figura 114— Aluna As durante as fases de acéo e formulacéo referentes a situacéo problema (5), definindo os valores referentes a curvatura, vetores
normal e binormal da hélice circular.
Fonte: Dados da pesquisa
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encontrando assim o vetor normal, para que a partir desse vetor, consiga calcular o vetor binormal e
por fim, o valor da tor¢do dessa curva.

Figura 115 - Aluna As validando a situagéo problema (5), definindo através do vetor binormal, o valor da torgéo da hélice circular.
Fonte: Dados da pesquisa

Mediante a deducédo dos valores dos vetores do Triedro de Frenet, e dos valores de curvatura e
torcdo, caracterizado na fase validagdo, a partir do emprego de conhecimentos prévios de algebra
linear, geometria analitica ensejava-se efetivar uma relacdo algébrica entre a fundamentagdo teorica
desses conceitos de GD, para posteriormente estabelecermos uma significagdo geométrica desses

conceitos. A seguir, pode-se observar de modo analogo, as descri¢des de alguns aspectos das fases de
acao, formulacdo e validagdo do Aluno As.
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Figura 116 - Fases de: acdo, formulacéo e validagdo do Aluno As no que concerne a situagao- problema(5)
Fonte: Dados da pesquisa
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Em relacéo a segunda etapa da situacdo problema (5), na fase de agéo, o aluno A intepretou as
curvas e assim realizou, na fase de formulacdo, por meio de uma associagéo entre a definicdo desses

vetores, uma representacdo desses vetores e dos respectivos planos gerados por eles.

N

Figura 117 — Representacdo dos vetores do Aluno Az na figura 1 da situagdo problema (5)
Fonte : Dados da pesquisa

No que concerne a etapa de validacdo, os alunos formalizaram e sistematizaram os argumentos
para a determinacdo dos vetores e dos respectivos planos gerados por eles: Binormal, Normal e
Osculador. Nesse momento, o aluno A definiu o vetor vermelho como vetor tangente expressando
“que esse vetor sO possui um ponto em comum com a curva”, definindo os demais vetores por meio
deste. Assim , constatamos uma mudanca de comportamento dos alunos na hora de definir os vetores,

tentando sempre correlaciona-los com o significado geométrico dos vetores.

Figura 118 — Representa¢do dos vetores do Triedro pela Aluna As (& esquerda) e representacdo dos planos gerados por esses vetores pelo Aluno
As (a direita) na figura 1 da situacéo problema(5)
Fonte: Dados da Pesquisa

Além disso, Aluna Az apontou que por meio do aspecto dinamico do software, a compreensao
dos conceitos apresentava-se mais exequivel afirmando “ao0 movimentar a figura deixa mais claro a
teoria aplicada, além de ficar claro a representagdo em si”. A seguir, apresentamos as determinagdes
dos vetores pertencentes ao Triedro de Frenet e os respectivos planos produzidos pelos alunos nas

figuras desta situacéo problema.
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Figura 119 — Representa¢do dos vetores do Triedro pela Aluna Az (& esquerda) e representacdo dos planos gerados por esses vetores pelo Aluno
As(a direita) na figura 2 da situacao problema(5)
Fonte: Dados da Pesquisa

Na figura 120, podemos contemplar uma formalizagdo realizada pela aluna A4 na fase da
validacdo, em que conseguimos claramente verificar o pensamento para a determinacao dos planos

Osculador, Binormal e Normal.
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Flgura 120 - Argumentagao realizada pela aluna A4, na fase de validagdo da situacdo problema (5), no que diz respeito a anélise geométrica das
curvas apresentadas.
Fonte: Dados da pesquisa

A vista disso, ao analisar a situacio-problema (5), pode-se verificar que as discussdes realizadas
permitiram aos alunos compreender alguns conceitos relacionados a curvas espaciais, considerando
seu aspecto algébrico, por meio das formulas matematicas que os define conjuntamente a compreensao
do significado geométrico, por meio de suas visualizagdes/representacdes com o intuito de colaborar
a assimilagéo desses conceitos.

Ao final da experimentacdo, evidenciamos que os alunos conseguiram generalizar as
informacdes contidas nas situacdes problema e intuiram corretamente as relagdes entre as formulas,
no entanto, vale salientar que alguns alunos apresentaram obstaculos no que concerne aos
conhecimentos prévios necessarios para o desenvolvimento da teoria como dificuldades em relacdo a
derivacdo das funcdes.

No tocante ao significado geométrico dos conceitos trabalhados, verificamos por meio da
escolha e das situagOes problemas aqui apresentadas que os alunos sentiram dificuldades para uma

elaboracdo e representacdo de uma nogdo intuitiva desses conceitos, tal fato associado a aptiddo no
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aspecto algébrico remete aos elementos considerados negativos nos livros apresentados nessa
pesquisa.

7.2.1-Validagéo interna da pesquisa

Na secdo anterior, apresentamos 0s momentos de resolucdo das situacdes problema, em que
identificamos as circunstancias em que ocorriam as fases da TSD, para que encontrassemos aspectos
que validassem a nossa pesquisa. No que concerne a validacdo de uma pesquisa embasada na ED, é
importante salientar que apesar dessa metodologia admitir dois tipos de validag&o: interna e externa,
legitimacdo dessa pesquisa € realizada internamente, com foco nas situa¢fes didaticas. Pois, além
dessa pesquisa ter envolvido um numero pequeno de participantes (alunos), sdo analisados apenas as
producdes e o desempenho dos estudantes que foram observados nesta pesquisa, ndo havendo
comparagdo com producdes externas a esta aplicacao.

Assim, a validagéo interna desta pesquisa ocorreu por meio de comparagdes entre as fases de
analise a priori e a posteriori com base nos dados coletados durante a experimentacdo. Desse modo,
trazemos a memoria que na analise a priori desenvolvemos a sequéncia didatica aplicada e realizamos
algumas previsdes. Ap0s a experimentacéo, nas analises a posteriori nos deparamos com dificuldades
por parte dos alunos em formular um significado dos conceitos geométricos dissociado da concepgao
algébrica, o que refuta as nossas hipoteses que as situacoes de aprendizagem definidas pelos exercicios
propostos pelos autores de livros de GD permitem apenas a aquisicdo de habilidades manipulativas de
equacOes, que incidem ou acarretam em resultados de significado restrito, sem um entendimento
amplo dos conceitos.

Outrossim, por meio da Ultima etapa da nossa metodologia de ensino, a TSD, também podemos
verificar o progresso obtido na transmissdo dos saberes, quando os participantes visualizavam o0s
conceitos abordados durante o minicurso.

Ainda durante a experimentagdo, evidenciamos o0 surgimento de alguns obstaculos
epistemoldgicos e cognitivos tipicos de um processo de aprendizagem. Nesse contexto, foi observado
que alguns alunos manifestaram dificuldade de lidar com alguns conceitos de CVV, de modo mais
especifico, derivacdo de fungdes trigonométricas, e alguns conceitos de Geometria Analitica, no que
concerne a operagdes com produto interno e produto vetorial.

Retomando com a perspectiva da institucionalizacdo das relagdes e dos conceitos abordados nas
situacdes didéaticas, na primeira situacdo problema, os alunos demonstraram as equacdes do Diedro
de Frenet, através da derivacdo da norma do vetor tangente uma curva ppca em R? e a deducdo da
orientacdo de vetores em R?, o que permitiu simultaneamente ao emprego desses conceitos de outros
saberes matematicos um aperfeicoamento da compreensao do conceito curvatura.

Na institucionalizacédo da situacdo problema (2), foi analisado e efetuado o célculo da curvatura
de algumas curvas, o que possibilitou a mobilizacdo dos conhecimentos adquiridos de GD, com o

intuito de consolidar o conceito trabalhado. Ademais foi realizado pelo professor intervengdes que
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requeriam a identificacdo dos vetores tangete e normal nessas curvas, nesse instante verificamos
imprecisdes e desacertos em relacdo as representacdes desses vetores que contrariando as respectivas
definicOes desses conceitos. Por esta razdo, nessa situagdo problema, tal etapa da TSD mostrou-se
indispensavel, pois nesse instante o professor possuiu a oportunidade de realizar uma discussao acerca
das argumentacdes dos alunos para posteriormente indicar o desarcerto, alcancando a solucéo
retificada.

A institucionalizagéo da situacéo posterior, a situacdo problema(3), evidenciamos que os alunos
desenvolveram entraves no entendimento na defini¢do do TCP, mas ap6s exemplificacdes da aplicacao
do teorema no software Geogebra, os alunos conseguiram desenvolver significados para o teorema,
realizando uma adaptacdo do significado matematico complexo para um significado usual,
esclarecendo com suas locugdes o que entendiam do teorema. Ainda empregaram o TCP, no estudo
de pares de curvas, assegurando quando havia a existéncia de uma equivaléncia entre essas curvas.

Na situacdo problema (4), sucedeu a correlacdo entre os vetores tangente, normal e binormal
determinando as formulas do Triedro de Frenet, enriquecendo a concepc¢do que tinham do assunto,
dado que os alunos que conheciam o campo de saberes de GD, ndo conheciam a génese de tais
férmulas e suas respectivas demonstracdes, declarando que assimilaram as férmulas de modo
desapropriado de sentido, pois antes haviam assimilado tais formulas de modo decorativo.

Por fim, na situacdo problema (5) através da analise e efetuacdo do calculo da tor¢éo e curvatura
da hélice circular, os alunos conseguiram compreender e aplicar 0s conceitos algébricos
desenvolvidos. Além disto, na segunda etapa dessa situacdo problema ocorreu a correlacdo e analise,
por meio do software Geogebra, do comportamento os planos gerados a partir do Triedro Mdvel de
Frenet o que permitiu que os alunos realizassem por meio de andlise a partir dos vetores tangente,
normal e binormal, a identificacdo dos planos Osculador, Normal e Retificante.

Desta forma, reconhecemos que a discussdo dos dados coletados nesta pesquisa permitiu
compreender alguns obstaculos epistemoldgicos referentes a compreensdo de saberes da area
intitulada Geometria Diferencial.

Além disso, constatamos que as hipdteses desenvolvidas durante desta pesquisa foram atestadas,
dado que durante a experimentacéo, no primeiro momento discorremos apenas as defini¢des algébricas
que seria a mediacao condicionada pela abordagem dos livros de GD, depreendendo que tal abordagem
acarretam em resultados de significado restrito, sem um entendimento amplo dos conceitos, pois na
concepcdo dos alunos a visualizagdo proporcionada pelo software Geogebra contribuiu para a
significacdo geometrica dos conceitos abordados, facilitando assim a assimilagéo desses conceitos.

Ademais, na secdo seguinte apresentamos alguns resultados coletados individualmente
referentes a um questionario aplicado com o intuito de inferir contribui¢cGes acerca da metodologia
utilizada no minicurso, uso de softwares no ensino de GD e compreender melhor alguns obstaculos

que tenham surgido ao decorrer do minicurso. Salientamos que tal questionario € composto de dez
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questdes, encontra-se no apéndice B, e que os alunos também ndo identificaram as folhas desse

questionario, continuando portanto, uma analise as cegas de suas respostas.

7.2.1.1 — Mensuracao da pesquisa por meio do instrumento metodoldgico questionario

As opiniBes especificas do questionario centram-se sobre a utilizagdo do software Geogebra e
caracteristicas relacionadas a TSD, pois as informaces reveladas por tal procedimento favorecera a
teorizacdo mais aprofundada do método com amparo nas impressdes dos alunos que vivenciaram a
pesquisa, produzindo dados que revelem resultados imprescindiveis aos objetivos da demanda
académica ora relatada.

Além disso, cada pergunta do questionario inserido como Apéndice B foi representada por sua
tematica conforme descrito na sequéncia. Por exemplo, “P.1(O potencial da visualizacdo no
desenvolvimento de um novo significado dos conceitos de GD)” significa impressdes sobre a
pergunta nimero 01 por parte dos alunos cuja tematica é um estudo dos conteidos abordados com as
suas respectivas representagdes no software Geogebra.

Assim, na primeira pergunta, os alunos foram indagados acerca da utilizacdo no software em
relacdo a uma ressignificacdo dos conceitos trabalhados. De forma condensada os alunos declararam
que o0s conceitos eram abstratos e complexos mas que a abordagem auxiliou na compreensao,
facilitando o entendimento que tinham, enquanto que para alguns tratou-se de um contetido novo dado
que ndo havia sido ministrado durante a graduacdo. Adiante, discorremos algumas transcricdes de
comentarios dos alunos acerca dessas representacdes dos conceitos de GD.

P.1 (O potencial da visualiza¢io no desenvolvimento de um novo significado dos conceitos

de GD)

Aluno As : A visualizagdo ajuda a entender exatamente onde a curvatura assume valores,e

através dele vocé passa a compreender a parte aritmética melhor.

Aluno Az : Apesar de ndo ter estudado o contetido na graduacéo, foi possivel ter uma nogao

superficial deste. Os teoremas estudados, eram de dificil compreenséo, e ao serem visualizados

no sofwtare foi possivel entendé-los melhor.

Aluno A2 : Os meus conhecimentos sobre curvas e curvaturas era bem limitados e com a

representacdo do contetdo ficou mais facil o entendimento.

Aluno As : Tiveram conceitos, como o Teorema Fundamental das Curvas, que so foi possivel

entender com os exemplos dados no Geogebra, Vé os conceitos me ajudou bastante a enteder o

comportamento deles, o que significava as formulas matematicas.

Verifica-se que para os alunos participantes da pesquisa, a visualizacdo possui um papel
fundamental na assimilacdo dos conceitos de GD, que somente a definicdo algébrica dificulta a
compreensdo e interpretacdo desses conceitos. Em relacdo as dificuldades sentidas ao estudar as
aplicacdes dos conceitos de curvas durante o minicurso, foi relatado por alguns alunos que devido ao
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longo periodo que se passara desde sua graduacdo ndo recordavam-se de alguns conhecimentos
necessarios, enquanto outros declararam que tratava-se de um conteddo novo e esse motivo aliado ao
curto tempo de duracdo do curso foram uma dificuldade. A seguir, apresentamos relatos acerca de tais
questdes:

P.2 (Dificuldades quanto aos conhecimentos prévios necessarios para o estudo dos

conceitos de GD)

Aluno Az : O contetudo matematico tedrico foi bastante complexo, logo para realizar a aplicagédo

foi necessario um entendimento prévio e um embasamento tedrico, como ndo houve este

embasamento durante o curso de graduacdo, o minicurso tornou-se dificil.

Aluno A4 : Por ser um conteido que ndo estudei anteriormente, existiu um pouco de dificuldade

em assimilar os conceitos, mas apds os exemplos e aplicacbes no Geogebra,a dificuldade

diminuiu.

Aluno As : Na realizacé@o dos calculos da derivada trignonométrica, se ndo tivesse o apoio do

software ficaria dificil o entendimento.

Aluno Az : Foi relembrar os assuntos de derivada e algebra linear, mas foi muito bom rever

tudo.

Salienta-se que a sessdo didatica iniciou-se com revisdo dos conceitos prévios necessarios para
o0 entendimento do minicurso, como comentado pelo Aluno Az, mas nem todos chegavam ao ponto
em que o professor desejava, ensejando maior atencdo a esses estudantes no decorrer da aplicacdo do
minicurso. Além disso, em algumas situacdes problema, era requerido aos alunos aspectos
relacionados ao entendimento dos conceitos, por essa razdo, os alunos poderiam empregar resultados
determinados no software, o que para alguns, como o Aluno As tornou-se indispensavel ndo so para a
resolucédo, como para o entendimento dessas situagdes problema.

Nessa pesperctiva do emprego do software Geogebra, os alunos foram indagados como tal
utilizacdo auxiliava no entendimento dos conceitos, muitos apontaram o potencial dinamico do
software e a visualizagdo proporcionada.

P.3 (Utilizacao do software Geogebra para representacéo e aplicacdo dos conceitos de GD)

Aluno As : Ajudou pois ao ver os conceitos aplicados tornou-se mais ludico e pude ver o

movimento de um ponto durante a curva e como a curvatura se modificava.

Aluno As : Na realizacdo do calculo puro e simplismente vocé ver que a curva é uma aplicacéo

diferencial, mas isto somente, ndo mostra sua representacdo e 0 comportamento da curvatura.

Aluno As : Em determinados casos, com o0 Geogebra foi possivel compreender alguns teoremas

gue néo estavam muito claros.

Aluno As; :Foi essencial visualizar a representacdo dos conceitos no software para poder

entender, ajudar na compreensao.
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Em relacdo a metodologia utilizada pelo professor na conducéo das aulas, os alunos declararam
que perceberam por parte do docente uma previsao de possivel obstaculos no entendimento dos
conceitos, dado que ao surgir tais dificuldades o docente sugeria artificios que auxiliava na solucao
dos problemas propostos. Outro aspecto apontado de forma favordvel pelos alunos foi o fato do
professor instigar a ida a lousa para a apresentacao dos resultados, de modo a incitar discussoes, pois
cada informacdo escrita na lousa era utilizada pelos alunos para ratificar ou perceber algum erro em
suas resolucdes.

P.4 (Opinido sobre a metodologia utilizada)

Aluno A : Achei interessante, pois apesar do assunto ser complicado, consegui entender 0s

conceitos. Além disso, o formato utilizado foi interessante porque nos mantinham atentos as

execucdes na lousa.

Aluno As : Foi uma metodologia de facil compreensdo, pois ela previa as dificuldades,

possibilitando os alunos trilhar e perceber os caminhos a seguir.

Aluno Az : A metodologia ajudou a instigar 0s processos investigativos do contetdo.

Aluno A: : Uma metodologia diferente com o auxilio da tecnologia, facilou no momento da

visualizagdo, o que tornou a aprendizagem mais facil.

No momento em que solicitou-se aos alunos que descrevessem a metodologia utilizada pelo
professor, muitos assinalaram que tratava-se de uma metodologia diferente do convencional,
constatando assim que os a diferenca do método da TSD com as aulas expositivas que geralmente 0s
alunos estavam habituados a participar.

P.5 (Descricao da metodologia)

Aluna As: A professora utilizou uma aula expositiva para uma breve revisdo sobre o assunto e

as demonstracGes dos teoremas, depois com o auxilio do Geogebra demonstrou de maneira mais

pratica a teoria. Os participantes estavam um pouco envergonhados no comego, mas depois
fomos perdendo o medo e interagindo de maneira produtiva com a professora e 0s demais
companheiros.

Aluna As: A professora apresentou a teoria,as definigdes,exemplos e utilizou o software

Geogebra para explicar o comportamento das curvas relacionando o que foi apresentado na

teoria.

Aluna As: O processo sucedeu de forma a estimular o lado investigativo e indutivo, realizando

um pequeno embasamento tedrico acerca do conteldo,e sO entdo realizando o determinado

processo.

Aluna A:: Primeiro ela langava o problema e algumas defini¢des, depois nos deixava pensando

um pouco e chamou alguns aluns para mostrarem seus resultados, por fim, ela refazia todo o

processo.
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Através das mencoes realizadas pelos alunos, também infere-se que os alunos identificaram um
planejamento por parte do professor, em explanar o conhecimento prévio necessario para a assimilacédo
dos conceitos de GD e a aplicagdo desses conceitos em simulagdes no software Geogebra.

Além disso, evidenciaram que as situacdes propostas pelo docente os induzia a pratica da
investigacdo por meio de demonstracbes matematicas, de modo a propiciar durante a situacao
problema uma apropriacdo do conhecimentos e emprego dessa situacdo para significacdo do
conhecimento. Note que a Aluna A; caracterizou a execucdo da institucionalizacdo pelo docente,
mencionando que o educador discutia as solugdes das situagdes problema, realizando uma troca de
ideias acerca das estratégias utilizadas pelos alunos para a resolugdo dessas situacdes.

Na ocasido em que os alunos foram questionados acerca dos aspectos que a metodologia
empregada diferenciava-se de outros estilos de aula de matematica, fora relatado o planejamento do
tempo das atividades durante a aula e o estimulo ao protagonismo do aluno, por existir momentos em
que o aluno participava ativamento do processo de construcdo do conhecimento, por meio das
partipacdes e da pratica de demonstracfes matematicas.

P.6 (Peculiaridades da metodologia aplicada)
Aluna A:: Diferencia pois os alunos sdo membros participantes das aulas, enquanto na

metodologia “tradicional” 5o o professor que conduz a aula. E sim, a metodologia utilizada tem

a capacidade de haver um aprendizagem maior para os alunos.

Aluna As: No aspecto de deixar fluir a autonomia do aluno no desenvolvimento do processo de

ensino e também pelo fato de ter auxilio do Geogebra, que é uma ferramenta que auxilia o

entendimento do assunto.

Aluna As: Sim. Na distribuicao do tempo, cada parte da aula é bem planejada,definida, sendo

realizado na primeira parte apenas a apropriacdo do contetdo,e depois 0s problemas séo

propostos aos alunos .

Aluno A1 : Em muitas aulas, os professores ndo trabalham este lado investigativo, “entregando”

muita vezes o conteldo “mastigado” fazendo com que os alunos fiquem estagnados e ndo

aflorem seu lado indutivo .

Em relacdo a anélise acerca das a¢fes do professor, realizadas durante as aulas do minicurso,
inferiu-se um incentivo por parte do professor em fazer com que o aluno alcangasse os resultados de
demonstragdes ou calculo. Outro aspecto evidenciado fora a possibilidade de interacdo entre os alunos,
possibilitando a troca de ideias para a resolugdo das atividades e as intervengdes do professor que
sempre ocorriam com orientacOes para a resolucdo das situagfes, mas sem resolve-las diretamente,
sendo necessario uma concatenacgéo de ideias pelo aluno para solucionar os problemas.

P.7 (Intervencges do professor)
Aluna Az: Os momentos de discussdo, em muitos casos, instigados pelo professor, foi possivel

haver uma maior compreensao do contetido para a posteriori evoluir no processo investigativo.

Aluna As: O fato da professora insistir em nossa participacédo no quadro, pois além de facilitar
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para o nosso desenvolvimento do conhecimento, nos fez colocar com maior interagcdo com a
turma e também prestar mais atencdo nas abordagens.

Aluna A4: Por haver maior interagdo entre aluno e professor, houve troca de conhecimento o
que facilitou a aprendizagem.

Aluna A7: O momento em que ela mostrou o comportamento das fun¢ées no Geogebra, facilitou

compreensdo dos conceitos dos contetidos repassados.

Aluna As: A aplicagéo no Geogebra foi essencial para compreender os teoremas trabalhados.

Desse modo, inferimos que a concepgdo dos alunos apresentou-se de forma semelhante a
pesperctiva de MENEZES (2018, p.100) que defende o “comportamento docente em conceder a
oportunidade de o aluno ir a lousa com frequéncia e conceber didlogos e reflexdes transformou a
mentalidade e motivou o aprendizado no grupo”.

Prosseguindo com as indagacOes referentes as a¢Oes ndo realizadas pelo professor mas que
poderiam ter sido efetivadas nas aulas com a intencdo de melhorar o nivel de aprendizagem, alguns
alunos ndao recomendaram sugestdo alguma, enguanto outros explanaram interesse em manipular o
software diretamente e um maior tempo de execugdo do minicurso.

P.8 (Sugestdes de acdes que poderiam ser implementadas)
Aluna Az: Acredito que o contetdo foi bem explicado e distribuido, ndo notei a necessidade de

mais acdes além das que foram realizadas.

Aluna As: Por ser um minicurso o tempo é reduzido e ndo se consegue apresentar mais exemplos

do contelido, caso conseguisse praticar mais o nivel de aprendizado seria maior.

Aluna As: Que houvesse uma atividade em que pudessemos manipular o Geogebra.

Além disso, solicitou-se aos alunos a realizagdo de uma autoavaliacdo acerca de sua participacao
no minicurso com o intuito que aluno reflita acerca dos obstaculos particulares que teve durante o seu
percurso de aprendizagem no minicurso para que assim possamos, posteriormente, desenvolver
ferramentas que auxiliem a contornar tais obstaculos.

P.9 (Autoavaliacdo durante o minicurso)

Aluna A4: Como a professora pedia uma participa¢do dos alunos isso me levou a tentar expor

no quadro o que tinha entendido dos conceitos e expor isso me ajudou na aprendizagem pois

havia a necessidade da explicacdo do que estava fazendo.

Aluna As: Na medida do possivel, tentei compreender o conteddo e interagir durantes os

problemas propostos aplicados, mesmo com as dificuldades pessoais sobre 0s assuntos

abordados.

Aluna A7: Fraca, pois no inicio, ao serem realizados calculos baseados nos conceitos, ndo

participava devido ao fato de ndo ter ocorrido o entendimento, porém ao serem visualizados

esses conceitos no sofwate, houve um melhor entendimento.

Aluna As: Fui participativa, em alguns momentos fiquei um pouco receossa, mas no final
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melhorei e aprendi conceitos que serdo aprimorados por mim através de mais estudos e

pesquisas, pois me incomodou o fato de saber pouco sobre o assunto.

Através dos comentérios dos alunos inferimos que apesar de tratarem-se professores que ja
exercem a profissdo, alguns alunos apresentavam entraves emocionais por ndo possuir a pratica ir a
lousa com frequéncia, conceber dialogos e reflexdes acerca do conteudo matematico quando
encontram-se no posicionamento de aprendiz. Outro aspecto evidenciado por esses alunos que
auxiliaria nesses entraves seria as limitacbes nos conhecimentos prévios. Dessa forma,
compreendemos que os alunos na posicdo de educador assentem dificuldades em trabalhar os
conteldos matematicos com aplicac6es e findam usando-0s como meros processos de algoritmizacao.

Por fim, sugeriu-se que os alunos proferissem comentérios acerca de melhorias a serem
realizadas na execucdo do minicurso, no entanto, muitos absteram-se de opinides, relatando-se apenas
uma maior parcela de tempo na aplicacdo do minicurso.

P.10 (Comentarios/Sugestdes)

Aluno Az: Os assuntos sdo instigantes, levando nos a querer saber além do que foi visto no

minicurso. Acredito que a metodologia da professora tenha contribuido para isso também, a

sugestdo é que deveria ter mais tempo para realizar os problemas com mais completude.

Destarte, concluimos a necessidade dos alunos em vivenciar mais situacdes como as aplicadas
durante o minicurso, em que os alunos participem ativamente do processo de aprendizado, com o
emprego do software Geogebra, que atuard como um facilitador de compreensdo dos conceitos
matematicos de GD. A acdo facilitadora desse software acontece em consequéncia do seu dinamismo
e possibilidade de uma realizacdo de atividades investigativas conjuntamente com a exploracdo e

visualizagdo de conceitos matematicos, teoremas e propriedades.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Essa pesquisa apresentou uma abordagem epistemoldgica de um campo de saberes intitulado
Geometria Diferencial, area que apesar de apresentar inimeras pesquisas em Matematica Pura, possui
uma quantidade limitada de investigacGes em Educacdo Matematica.

Nessa perspectiva, esta pesquisa analisou de que modo se encontrava o ensino de GD por meio
de um levantamento bibliografico, em que deparamo-nos com artigos especificos que discutiam a
necessidade de um estudo nessa area e propunham o uso de softwares como forma de contornar os
obstaculos epistemoldgicos relacionados ao entendimento dos conceitos de GD, entre 0s quais se
destacam a abstracdo dos conceitos e a complexidade envolvida. Por essa razéo, esse estudo buscou
indicios que o software Geogebra aliado a nossa metodologia de ensino auxiliava na transmisséo de
saberes desse campo, atuando como um facilitador no entendimento dos conceitos geométricos, por
possibilitar a visualizacdo desses conceitos.

Para a realizagdo e fundamentagdo da nossa investigacédo, de forma criteriosa, acerca da nossa
problematica fez-se necessario a sistematizacdo proposta pela Engenharia Didatica - ED, ao qual
dedicamos uma parte do terceiro capitulo a sua génese e significacdo. Desse modo, podemos
compreender a estrutura da ED, que nos permitiu compreender de forma diferenciada 0 nosso
fendmeno de interesse, sendo composta de quatro fases (analise preliminar, analise a priori,
experimentacao e analise a posteriori).

Por meio da andlise preliminar, realizamos um estudo historico de curvas e superficies, aliado a
uma fundamentagdo matematica com a finalidade de identificar os principais problemas existentes no
ensino do objeto matematico, elaborando, em seguida, alternativas metodoldgicas de trabalho com tais
problemas encontrados.

De forma mais sucinta, realizamos no capitulo 4, a analise de um livro — texto adotado em cursos
introdutérios de GD, em diversas universidades do pais, o livio de TENEBLAT(2008). No decorrer
da nossa analise, deparamo-nos com limitagdes (e certos entraves) atinentes a abordagem do livro, que
priorizou as manipulagdes natureza algébrico-analiticas e ndo tratavam, segundo nosso entendimento,
importantes situacdes didaticas que referem-se papel da visualizagdo e da percepcao de propriedades
relacionadas aos conceitos matematicos fundamentais de GD.

No Capitulo 5, descrevemos e exemplificamos 0s varios conceitos abordados ao longo deste
estudo, de modo a fornecer ao estudante que esteja a iniciar-se no campo de saberes da geometria
diferencial uma forma diferenciada de explicacéo e visualizacdo da matéria. Desse modo, buscamos
transmitir o significado dos conceitos com o auxilio do software Geogebra de modo a relacionar a
definicdo ao significado geomeétrico.

Assim verificou-se, inicialmente a no¢do geomeétrica do conceito curvatura em curvas planas,

correlacionando-o0s aos vetores tangente e normal e analisando o seu comportamento ao longo das
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curvas analisadas. Além disso, verificou-se que dadas duas curvas regulares, estas serdo equivalentes
se suas parametrizacdes apresentam o mesmo traco ou for possivel aplicar uma mudanca de
parametros, tal fendmeno encontra-se ilustrado na Figura 33 por meio de uma simulagéo do Geogebra.
Por meio da operacdo mudanca de pardmetro, também compreendemos que sempre podemos
reparametrizar pelo comprimento do arco, ou seja , mudar o parametro da curva afim que a curva
apresente norma unitaria.

Atraveés da aplicagdo do conceito curvatura para curvas planas, averiguamos que se duas curvas
parametrizadas pelo comprimento de arco possuem a mesma funcdo curvatura diferem por uma
isometria de R2, ou seja, essas curvas sdo congruentes conforme o TCP, ao explorarmos tal
caracteristica no software podemos compreender de forma mais clara, como ocorre 0 movimento
rigido que torna uma curva congruente a outra.

Ao sucedermos a aplicagdo do conceito curvatura em curvas espaciais (em R3) constatamos que
a funcdo curvatura é uma propriedade que depende da orientacdo da curva, variando o seu sinal, isto
é, ndo trata-se de um invariante topoldgico. Uma vez que a curvatura ndo caracteriza suficientemente
a forma do traco de uma curva espacial, e para distinguir se duas curvas estdo contidas num mesmo
plano, recorreu-se ao conceito de tor¢do, por tratar-se de uma propriedade geométrica invariante, dado
que ndo depende do sentido do vetor normal nem da orientacdo da curva.

A inclusdo do conceito geométrico torcao, nos trouxe um encadeamento de novos conceitos e
teoremas, como o vetor binormal e TCE, o0 que torna a compreensdo do conceito indispensavel. Por
esta razdo, correlacionamos o significado geométrico de curvatura ao significado geométrico de
torcdo. Doravante, inferimos a existéncia de uma base ortonomal gerada pelos vetores normal,
binormal e tangente, intitulada de Triedro de Frenet. Os vetores pertencentes a esse triedro também
estabelecem trés planos intitulados: plano normal, plano retificante e planos osculados, aos quais
foram explanados na Figura 48, prosseguimos com a obtencdo de equagdes através do Triedro de
Frenet e propriedades relacionadas.

Finalizamos o estudo do campo epistémico matematico, ponderando acerca das propriedades
geométricas do conceito superficie através das duas formas fundamentais, tendo em conta que em
ambas, primeira e segunda forma fundamental, tem propriedades invariantes perante a uma mudanga
de parametro. Em relacdo a segunda forma fundamental, necessitamos definir a aplicacdo normal de
Gaus para facilitar o entendimento. Devemos ressaltar que o software tornou-se indispensavel para
definicéo de tais conceitos, por abstrair e descomplexificar o calculo desses conceitos.

Desse modo, a ED oportunizou o desenvolvimento de uma compreenséo historica associada ao
processo epistemoldgico-matematico dos conceitos de GD. No entanto, ainda ndo compreendiamos
como poderiamos elaborar situacdes de ensino relacionadas aos conceitos basilares de curvas e
incipientes de superficies, de modo que, com a exploracdo do software Geogebra, possamos identificar

um melhor entendimento e/ou a ressignificacdo desses conceitos. Destarte, tornou-se necessario um
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aporte tedrico metodoldgico que nos auxiliassem a elaboracéo de situa¢es-problema com os conceitos
discutidos anteriormente. Por conseguinte, adotamos a TSD, por se tratar de um modelo tedrico que
se refere a transmissdo de conteudos matematicos, ilustrando algumas situacdes fundamentais de
aprendizagem, a elucidacdo acerca de tal metodologia de ensino foi desempenhada no Capitulo 3,
conjuntamente a descricéo da ED.

Na etapa de andlise a priori da nossa pesquisa, desenvolvemos uma sequéncia de situacdes
didaticas embasadas pelo pressupostos da TSD, em que buscamos indicadores da compreensdo de
conceitos relacionados a curvas planas e espaciais. Salientamos que a escolha desse objeto matematico
para a analise, sucede-se por necessitar de conhecimentos prévios apenas de CVV.

Salientaremos, que a nossa pesquisa sucedeu-se no contexto da microengenharia didatica e
considerando os efeitos da transposicdo didatica, os conceitos de GD foram desenvolvidos em
situacBes de ensino que proporcionassem atraves da visualizacdo o entendimento dos conceitos
curvatura, torcdo, nocles relacionadas aos vetores tangente, normal e binormal (Apéndice A) e
simultaneamente confrontassem com o entendimento algébrico que alguns alunos possuiam desses
conceitos.

Assim, na etapa de experimentacao, podemos estabelecer as etapas da TSD, e a partir da anélise
dos dados compreender que o0s objetivos da nossa pesquisa foram alcancados. Apesar dos participantes
da nossa pesquisas serem professores, e se inscreverem voluntariamente no minicurso em que
executamos a nossa sequéncia didatica, evidenciamos um certa timidez e desconforto no instante de
expor suas resolucdes e explicacfes. Por esta razdo, tornou-se necessario a efetivacdo de um contrato
didatico, em que inicialmente pesquisador precisou explanar as finalidades do minicurso dialogando
a importancia da participacdo, para que pudéssemos investigar com profundidade se a metodologia
associada a representacao dos conceitos no software efetivamente a assimilagdo dos conceitos de GD
envolvidos, para que participassem efetivamente da pesquisa e se propendessem ir a lousa demonstrar
suas solucdes. Por conseguinte, incluimos ao final do minicurso um questionario metodoldgico a fim
de nos conferir melhorias a aplicagdo da nossa sequéncia didatica.

Ainda durante a experimentacdo, intuimos que apesar do nosso publico alvo tratar-se de
professores licenciados, ndo estavam habituados com a pratica de demonstragéo, e esperavam por parte
do pesquisador uma exposicdo de tal pratica, mencionando no questionario que a metodologia
utilizada os colocava em um posicionamento de desenvolvimento de protagonismo estudantil.

Em relacédo aos vetores tangente, normal em curvas planas identificamos que os participantes 0s
calculavam corretamente, no entanto quando requerido que reconhecessem esses vetores nas curvas
erravam, o0 que nos levar a verificar que tais conceitos algébricos estavam adequadamente
estabelecidos no ponto de vista algébrico mas ndo encontrava-se devidamente estabelecido
geometricamente. Do mesmo modo, percebemos dificuldades por parte dos professores para a

realizacdo das operacdes de derivacdo de funcgdes trigonométricas e utilizacdo de propriedades

153



atinentes ao produto interno, 0 que tornou-se um entrave ao apropriacdo do conceito. Ademais,
salientaremos que alguns participantes afirmaram que a compreensédo de alguns conceitos sucedeu-se
apenas apds a visualizacdo, atestando que o software simplificava a compreensdo dos conceitos.

Desse modo, na etapa de validacéo, podemos identificar por meio da confrontacéo dos resultados
que a utilizacdo do Geogebra contribuiu para a compreensdo e mudanca de significacdo dos conceitos
de GD analisados.

Assim, ao final dessa pesquisa, esperamos que nosso trabalho contribua no sentido de detalhar,
sistematizar, identificar, pormenorizar e discutir elementos inerentes ao ensino de GD, dado a pouca
visibilidade, tanto no contexto nacional quanto internacional, de pesquisas de ensino/aprendizagem
em relacdo a essa area.

Por conseguinte, concluimos que esta pesquisa também oportunizou aos alunos (professores em
formacéo continuada), do ponto de vista académico, a ampliacdo de seu repertério de conhecimentos
relativo a area de Geometria Diferencial. Além disso, possibilitou o desenvolvimento de uma
concepcao epistemologico-matematica do ensino de GD, isso é, do ponto de vista de ordem didatica,
fornecemos indicacdes e descrevemos procedimentos que permitem o uso e a exploracéo, sobretudo
em sala de aula, do software Geogebra no campo de saberes de GD, de modo complementar. Dessa
forma, desenvolvemos tal processo por meio da transposicao didatica fundamentada em uma teoria
de ensino especifica para a DM, que no caso desta pesquisa, destacou-se a TSD.

Em relacdo a essa metodologia de ensino, os participantes relataram que apesar de desconhecer
tal pratica, consideram uma pratica diferenciada de ensino, que leva os alunos a refletir e participar
ativamente do processo de ensino do conhecimento matematico. Assim, inferimos que essa pesquisa
pode ser empregue a alunos que possuam conhecimentos CVV e queiram adquirir conhecimentos
acerca do campo epistémico GD quanto a alunos que disponham de conhecimentos de GD e ensejem
melhorar o entendimento desse campo epistémico. Outra aproveitamento da pesquisa concerne a sua
utilizacdo como uma proposta de ensino destinada a professores que busquem uma forma de diferente
da convencional, para a transmissao de conceitos de GD.

Além disso, salientamos que esta pesquisa dispbs de carater exploratdrio e descritivo acerca do
ensino de GD, buscando tentar entender algumas questdes relativas ao tema, e a0 mesmo tempo
levantar questfes adicionais a serem estudadas posteriormente. Dado este caréater e a falta de estudos
sobre 0 tema, acreditou-se que este trabalho deveria ter também, como objetivo, levantar o maximo
possivel destas questdes. Sendo assim, a seguir sdo apresentadas possiveis consideracdes para estudos
posteriores :

- Uma analise aprofundada/caracterizacdo da manifestacdo de habilidades intuitivas dos sujeitos
por intermédio da percepcdo e visualizagcdo proporcionada pelo software Geogebra durante a
transmisséo de saberes de GD que geralmente sdo desconsideradas no ensino tradicional;
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- Identificar/registrar as formas de manifestacdo do raciocinio intuitivo durante a sequéncia
didatica proposta;

- A elaboracéo de outras aplicagdes no software Geogebra a conceitos avancados de Geometria
Diferencial.

- Aprofundar o estudo acerca da aprendizagem de GD, em uma tentativa, de verificar se a
sequéncia didatica proposta por esta pesquisa € completamente satisfatoria.

Desse modo, finalizamos nossa pesquisa, ensejando que esta dissertagcdo contribua para outras
pesquisas que buscam explorar, com o viés didatico da TSD, outros conceitos matematicos de GD.
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ANEXO B

(11

M@ INSTITUTO FEDERAL

W DEEDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
B Ceard

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Titulo da pesquisa:

Engenharia Didatica sobre o estudo e ensino de conceitos de Geometria Diferencial :
descricdo de situacfes didaticas com a utilizacdo do software Geogebra .
Pesquisadora : Ana Carla Pimentel Paiva

Orientador: Francisco Régis Vieira Alves

Vocé estd sendo convidado a participar como voluntario de uma pesquisa. Este
documento, chamado Termo de Consentimento Livre e Esclarecido, visa assegurar seus direitos
como participante e é elaborado em duas vias, uma que devera ficar com vocé e outra com 0
pesquisador.

Por favor, leia com atencdo e calma, aproveitando para esclarecer suas duvidas. Se
houver perguntas antes ou mesmo depois de assind-lo, vocé poderad esclarecé-las com o
pesquisador. Se preferir, pode levar este Termo para casa e consultar seus familiares ou outras
pessoas antes de decidir participar. Nao havera nenhum tipo de penalizacdo ou prejuizo se vocé
n&o aceitar participar ou retirar sua autorizacdo em qualquer momento.

Justificativa e objetivos:

Este estudo tem como questionamento norteador: Como elaborar situacbes de ensino
relacionadas a conceitos basilares de curvas e incipientes de superficies, de modo que, com a
exploracdo do software Geogebra, possamos identificar a mobilizacdo de um raciocinio
intuitivo?

Objetivo Geral da pesquisa:

Investigar o ensino da disciplina Geometria Diferencial, em particular, os conceitos basilares

de curvas e incipientes de superficies, sob a perspectiva de uma proposta metodoldgica
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intitulada Engenharia Didatica e o uso do software Geogebra aplicado a um grupo de
professores em formacao inicial.

Objetivos Especificos:

- Analisar as aulas desenvolvidas no grupo de estudos com os conteudos da disciplina
Geometria Diferencial sob a perspectiva da metodologia Engenharia Didatica;

- Compreender o0s processos envolvidos na visualizacdo de conceitos matematicos
proporcionados pelo software Geogebra que influenciam o aprendizado e as dificuldades
sentidas pelos alunos na realizagdo das atividades;

- Investigar se as situacdes didaticas elaboradas influenciaram uma mudanca das acfes nos
estudos dos alunos com apoio no comportamento adotado pelo professor;

Procedimentos:

Participando do estudo vocé esta sendo convidado a fazer o preenchimento de questionario e
gravacdo de entrevista em audio ou video. Estes procedimentos descritos acima ocorrerdo nas
dependéncias da Universidade Estadual do CEara dentro do horario do minicurso, ndo sendo
necessario o deslocamento ao campus em outros periodos. Somente o pesquisador e a
orientadora terdo acesso ao material coletado e a identidade dos participantes sera mantida em
sigilo absoluto. As entrevistas e aplicacdo de questionarios devem ocorrer no periodo de uma
aula (50 minutos). Ao fim da pesquisa, os dados serdo discutidos pelos pesquisadores
envolvidos e, em seguida, o material coletado na forma de questionario e entrevistas de video
ou audio serdo descartadas, ficando de posse dos pesquisadores por um periodo maximo de 12
meses.

Desconfortos e riscos:

Essa pesquisa apresenta risco minimo: dado que se trata de estudo que emprega técnicas e
métodos retrospectivos de pesquisa e aqueles em que ndo se realiza nenhuma intervencao ou
modificacdo intencional nas variaveis fisioldgicas ou psicologicas e sociais dos individuos que
participam no estudo, entre 0s quais se consideram: questionarios, entrevistas, revisdo de
prontuarios clinicos e outros, nos quais ndo haja identificacdo do participante ou intervencao
considerada invasiva a intimidade do individuo;

Beneficios:

Ao participar desta pesquisa vocé ndo terd nenhum beneficio direto. Entretanto, esperamos que
este estudo traga um notavel progresso dos professores no que se refere ao entendimento dos

conceitos fundamentais dos topicos de Geometria Diferencial e informacdes importantes sobre
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as metodologias Engenharia Didatica e Teoria das Situacdes Didaticas que serdo utilizadas
durante a aplicacdo da pesquisa , de forma que o conhecimento que serd construido a partir
desta pesquisa possa subsidiar futuras adesfes a mesma metodologia, onde o pesquisador se
compromete a divulgar os resultados obtidos.

Acompanhamento e assisténcia:

Caso o participante necessite de algum acompanhamento ou assisténcia podera solicitar aos
pesquisadores responsaveis pela pesquisa. Se assim o desejar, podera solicitar a interrupcéo da
participacdo na pesquisa, se a mesma estiver Ihe causando algum desconforto.

Sigilo e privacidade:

Vocé tem a garantia de que sua identidade sera mantida em sigilo e nenhuma informacéo sera
dada a outras pessoas que ndo facam parte da equipe de pesquisadores. Na divulgacdo dos
resultados desse estudo, seu nome ndo sera citado.

Ressarcimento e Indenizacéo:

Vocé tera direito ao ressarcimento das despesas diretamente decorrentes de sua participacdo na
pesquisa e a indenizacdo pelos danos resultantes desta, nos termos da Lei.

Contato:

Em caso de duvidas sobre a pesquisa, vocé podera entrar em contato com os pesquisadores
Ana Carla Pimentel Paiva ou Francisco Régis Vieira Alves, Av. Treze de Maio, 2081 - Benfica,
Fortaleza - CE, 60040-531, Coordenacdo do Mestrado Académico em Ensino de Ciéncia e
Matematica (PGECM, sala 141, fone (85) 99287482, e-mail: carlapimentel00@gmail.com

Em caso de dendncias ou reclamacdes sobre sua participacdo e sobre questdes éticas do
estudo, vocé podera entrar em contato com a secretaria do Comité de Etica em Pesquisa (CEP)
do IFCE das 08:00hs as 12:00hs e das 13:00hs as 17:00hs no IFCE Reitoria - R. Jorge Dumar,
1703 - Jardim América, Fortaleza - CE, 60410-426; fone (85) 34012332 e-mail:
cep@ifce.edu.br
Consentimento livre e esclarecido:

Ap0s ter recebido esclarecimentos sobre a natureza da pesquisa, seus objetivos, métodos,
beneficios previstos, potenciais riscos e o incbmodo que esta possa acarretar, aceito participar
e declaro estar recebendo uma via original deste documento assinada pelo pesquisador e por

mim, tendo todas as folhas por nés rubricadas:

168



169

Nome do(a) participante:

Contato telefénico (opcional):

e-mail (opcional):

(Assinatura do participante ou nome e assinatura do seu RESPONSAVEL LEGAL)

Data: / /

Responsabilidade do Pesquisador:

Asseguro ter cumprido as exigéncias da resolucdo 466/2012 CNS/MS e complementares
na elaboracdo do protocolo e na obtencdo deste Termo de Consentimento Livre e Esclarecido.
Asseguro, tambeém, ter explicado e fornecido uma via deste documento ao participante. Informo
que o estudo foi aprovado pelo CEP perante o qual o projeto foi apresentado. Comprometo-me
a utilizar o material e os dados obtidos nesta pesquisa exclusivamente para as finalidades
previstas neste documento ou conforme o consentimento dado pelo participante.

Nome do(a) pesquisador(a):

[Assinatura do(a) pesquisador(a)]

Data: / /
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QUESTIONARIO: SITUAQQES-PROBLEMA
O ESTUDO DE CURVAS COM A UTILIZACAO DO SOFTWARE GEOGEBRA

Local de Aplicacdo: IFCE- Campus Fortaleza
Pesquisadora : Ana Carla Pimentel Paiva
Orientador: Francisco Régis Vieira Alves

Situacdo I: Encontre por meio dos vetores tangente e normal, as férmulas do diedro de Frenet,
desenvolvendo assim, o significado do conceito curvatura.

Situacdo Il: Analise e efetue o calculo da curvatura das seguintes curvas y(t) =
(rcos(t),r sen(t)) a(t) = (t,t*) e a(t) = (cos(t) (2 cos(t) — 1),sen(t)(2 cos(t) — 1)),
t € R. Depois disso, avalie por meio do software Geogebra geometricamente o
comportamento das curvas a seguir, nos pontos indicados.

& N nee P

o *-~a  Figural Figura 3

Situagéo-problema (3): Desenvolva um entendimento intuitivo geométrico acerca do TCP,
prosseguindo com a utilizagdo o teorema através da analise das curvas construidas no software
Geogebra.

Q) Cx):x>+y>—4x—6y+9=0eD(x):x*+y?—24x —6y+ 149 = 0.

b) F(x) = —x?2+14x+40eG(x) = x>+ 14x + 58
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_\2 _2\2
¢) HX): (x—2)%+ (y—3)? =4eR@: 2 + £ =y
Situagéo-problema (4) : Encontre por meio de uma correlagdo entre os vetores tangente , normal
e binormal as formulas do Triedro de Frenet, em seguida, desenvolva o significado geométrico

do conceito torgéo.

Situacdo-problema (5): Analise e efetue o calculo da tor¢do e curvatura da hélice circular cuja

~ s s bs
expressao é dada por y(s) = (acosﬁ,asenﬁ,ﬁ) em que, a,b € R. Em
sequida, correlacione e analise por meio do software Geogebra geometricamente o

comportamento os planos gerados a partir do Triedro Mével de Frenet.

&
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QUESTIONARIO METODOLOGICO DO MINICURSO

As atividades desenvolvidas no minicurso “O estudo de curvas com a utiliza¢do do software
Geogebra” contribuiram para a ressignificacdo dos seus conhecimentos sobre curvas,
curvatura? Em quais aspectos ou tépicos do contetdo?

Quais as maiores dificuldades sentidas ao estudar as aplicacdes da aplicacdes dos conceitos
de curvas durante o minicurso?

Avalie se a utilizagdo do software Geogebra auxiliou na aquisicdo dos
conceitos? Explique.

Disserte acerca da metodologia utilizada pelo professor na conducdo das
aulas, e comente se o formato trabalhado contribuiu para sua aprendizagem.

Como descreveria a metodologia com a qual o professor conduziu as aulas?
Explique tudo que foi observado por vocé no decorrer das aulas.

A metodologia abordada diferencia-se de outros estilos de aula de matematica que vocé
vem estudando? Em que aspectos? Considera as diferencas positivas?

Que acbes do professor, realizadas no decorrer das aulas, foram mais
importantes para sua aprendizagem?

Que acdes distintas poderiam ter sido realizadas nas aulas, para melhorar ainda mais seu
nivel de aprendizagem? Justifique.

Como avalia sua participacdo nas aulas e atividades trabalhadas?

10. Comentarios / sugestdes / observacdes.
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