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Resumo

A méquina de aprendizagem minima (Minimal Learning Machine, MLM) é um método em
que seu treinamento ocorre pelo computo de um mapeamento entre distancias de entrada
e de saida. Esse mapeamento depende de dois processos, que sao a sele¢ao dos pontos
de referéncia e a resolucao do sistema linear de multiplas respostas. Durante a selecao
de pontos de referéncia devem ser satisfeitos dois critérios: (i) redugao da quantidade
de pontos de referéncia e (i7) quais sdo os pontos de referéncia mais adequados. Porém,
na proposta original do modelo MLM, a selecao desses pontos é realizada de maneira
aleatoria. Os pontos de referéncia sao utilizados para definir as matrizes de distancia no
espaco de entrada (caracteristicas) e saida (rétulos). Cada linha dessas matrizes, possui as
distancias de um padrao de treinamento para todos os pontos de referéncia. Por outro
lado, cada ponto de referéncia define uma coluna das matrizes de distancias. A solugao
obtida pela resolucao do sistema linear de multiplas respostas define o mapeamento entre
as matrizes de distdncias no espago de entrada e de saida. A selecdo adequada de pontos
de referéncia permite que se obtenha solugdes menos complexas para o sistema linear de
multiplas respostas. Além disso, a reducao do niimero de pontos de referéncia diminui o
custo computacional do modelo MLM em sua fase de predicao, que depende de um processo
de otimizacgao. Solugoes esparsas de sistemas lineares de multiplas respostas possuem a
caracteristica de ter a matriz de parametros com a maioria das linhas iguais a zero. Cada
linha na matriz de pesos com valores iguais a zero, é equivalente a remover uma coluna
da matriz de coeficientes. Relacionando isso ao MLM, a selecao de pontos de referéncia é
um processo de tentar estimar as colunas da matriz de distancias que sao equivalentes
as linhas da matriz de pesos diferentes de zero. Por isso, o processo de sele¢ao de pontos
de referéncia e computo do mapeamento entre as matrizes de distancia pode ser tratado
como um problema de resolucao esparsa de sistemas lineares de multiplas respostas, que é
um problema NP-Dificil. Existem diversos métodos capazes de obter aproximagoes para
esse tipo de problema, mas a extensao do algoritmo de Aprendizado Bayesiano Esparso
(Sparse Bayesian Learning, SBL) para sistemas lineares de multiplas respostas, M-SBL, é
capaz de obter uma solugao esparsa e, por ser uma estratégia Bayesiana, incorpora uma
medida de complexidade chamada de navalha de Occam. Neste trabalho, é proposta uma
abordagem Bayesiana para treinamento do modelo MLM utilizando o algoritmo M-SBL,
chamado de SBMLM (Sparse Bayesian Minimal Learning Machine). Com essa abordagem
espera-se treinar o modelo MLM selecionando os pontos de referéncia e estimando a matriz

de parametros como tarefas integradas, além de se gerar modelos menos complexos.

Palavras-chave: Maquina de aprendizagem minima, esparsidade, sistemas lineares de

multiplas respostas, pontos de referéncia.






Abstract

The Minimal Learning Machine (MLM) is a method in which its training process consists
of calculating a mapping between input and output distances. This mapping depends on
two processes: the reference points selection, and the solution of a multiresponse linear
system. During the reference points selection, two criteria must be satisfied: (i) choose a
prior number of reference points, and (i7) choose, in a suitable manner, reference points.
However, in the original MLM model, the reference point selection occurs randomly. The
reference points are used to define the distance matrices in the input space (features)
and output spaces (labels). Each row of the matrices represent the distances from a
training sample to all reference points. On the other hand, each reference point defines a
distance matrix column. The multiresponse linear system solutions defines the mapping
between the distance matrices in the input and output spaces. The suitable reference
points choice, allow that less complex solution is obtained to the multiresponse linear
system. Furthermore, a small number of reference points, reduce the computational cost
of the optimization algorithm in the prediction step of the MLM. Sparse solutions of
multiresponse linear systems are characterized by the presence of many zero rows in the
parameter matrix. Obtain a zero row in the parameter matrix is equivalent to remove a
column from the coefficient matrix. Thus, the reference point selection in the MLM is a
process that we estimate the columns of the distance matrices that are related to non-zero
rows of the parameter matrix. The reference point selection process and the parameter
matrix estimation can be embodied in the multiresponse linear system solution process.
Unfortunately, such problem is an NP-Hard, thus approximation solutions are obtained.
The Sparse Bayesian Learning (SBL) is an algorithm that obtains sparse solutions for
multiresponse linear systems and, as it is a Bayesian strategy, it embodies a complexity
measure called Occam’s razor. Such method was extended to solve multiresponse linear
systems and such version was named M-SBL. In this work, we propose a Bayesian strategy
based on the M-SBL algorithm in order to train the MLM model. Such method is called
Sparse Bayesian Minimal Learning Machine (SBMLM). In this model, the reference point
selection and the multiresponse linear system solution are treated by the same algorithm.

Furthermore, we intend that the proposed method generates less complex models than the

standard MLM algorithm.

Keywords: Minimal Learning Machine, sparsity, multiresponse linear systems, reference

points.






Figura 1
Figura 2

Figura 3
Figura 4
Figura 5
Figura 6

Figura 7
Figura 8
Figura 9

Figura 10 —
Figura 11 —

Figura 12 —

Figura 13 —

Figura 14 —

Figura 15 —

Figura 16 —

Lista de ilustracoes

Exemplos de distribui¢oes normais univariadas. . . . . . .. ... ...
Exemplos de distribui¢cdes normal bivariadas. Sao apresentadas diversas
formas da distribuicao com base na disposi¢ao da matriz de covariancia.
Nas Figs. 2a, 2b e 2c sao apresentados os casos em que a matriz de
covariancia é diagonal. No caso ilustrado na Fig. 2d a distribuicao
normal possui uma matriz de covariancia nao-diagonal. . . . . . . . . .
Exemplos de distribuicoes Laplacianas. . . . . . . . .. . ... ... ..
Exemplos de distribui¢coes Gamma. . . . . . . .. ... L.
Exemplos de distribuigoes beta. . . . . . . .. ...
Distribuicoes normais para um problema de duas classes com probabili-
dades a priori iguais. Nesse caso, as distribuigdes a posterior: sao iguais
as verossimilhancas de cada classe. Nesse exemplo, os valores de € R,
logo as distribuicoes sao geradas no espaco R%. O ponto extremo ou
limiar de decisao @y é o ponto em que p(x|C;) = p(x|Cy). Esse ponto
divide os padroes em duas regides de decisao, Ry e Ry. . . . . . . . ..
Parametro estimado pelo método de maxima verossimilhanca. . . . . .
Exemplos de fungoes de base Gaussiana. . . . . . . .. ... ... ...
Exemplos de fungoes de base sigmoidais. . . . . . ... ... ... ...
Funcao de base tangente hiperbdlica. . . . . . . . ... ... ... ...
Estimacao da saida y*. Esse vetor representa o ponto que se deseja
estimar através da multilateracio, {¢}& , sdo as imagens dos pontos de
referéncia D5 e d’;*, é a distancia de saida estimada das imagens dos
pontos de referéncia até o rétulo yx. . . . .. ...
Superficies de decisdo do modelo MLM utilizando diferentes conjuntos
de pontos de referéncia. . . . . ... ..o
Superficies de decisao geradas pelo modelo SBMLM e pelo RNMLM
em bases de dados artificiais. . . . . ... ... ... L.
Superficies geradas pelo modelo RNMLM utilizando uma quantidade de
pontos de referéncia com uma quantidade aproximada da obtida pelo
método SBMLM. . . . . . ...
Tempo de treinamento consumido pelos classificadores nas bases de
dados utilizadas nesse experimento. . . . . . ... ... ... L.
Quantidade de pontos de referéncia média obtida pelos modelos SBMLM
e RNMLM apoés o processo de treinamento. Esses valores foram obtidos
sobre 30 realiza¢oes independentes e utilizando 80% da quantidade de

amostras das bases de dados para treinamento. . . . .. ... ... ..

44

95
o6
56



Figura 17 — Reducao média alcancada pelos modelos SBMLM e RNMLM apés o

processo de treinamento. Esses resultados sao obtidos sobre 30 realiza-

¢oes independentes e utilizando 80% das amostras das bases de dados

para treinamento. . . . . . ... 0oL 91
Figura 18 — Variagdo da taxa de erro e niimero de pontos de referéncia em fungao

do pardmetro 3. Cada valor da taxa de erro e nimero de pontos de

referéncia é obtido pela média de 30 realiza¢oes independentes. . . . . . 92
Figura 19 — Decaimento do ntimero de pontos de referéncia durante uma iteragao

do algoritmo M-SBL com alguns valores do parametro 5. . . . . . . .. 93
Figura 20 — Pontos selecionados pelo método Mapas Opostos Gaussianos para base

de dados artificial com sobreposi¢ao. . . . . . .. ..o 108
Figura 21 — Superficies de decisao obtidas com os modelos GOM-RVM, RVM e SVM.110
Figura 22 — Quantidade de pontos retidos no treinamento dos modelos GOM-RVM,

RVM e SVM. . . . . . 111
Figura 23 — Centros de componentes de misturas de Gaussianas encontrados na base
dedados RIP. . . . . . . . . . . 118

Figura 24 — Superficies de decisao geradas pelo modelo GMCRVM e pelo modelo
RVM na base dados RIP. . . . . .. ... .. ... ... 118



Tabela 1 —
Tabela 2 —

Tabela 3 —

Tabela 4 —
Tabela 5 —

Tabela 6 —

Tabela 7 —
Tabela 8 —

Tabela 9 —

Lista de tabelas

Bases de dados utilizadas neste trabalho. . . . . . . ... ... ... .. 84
Resultados experimentais do SBMLM e de outros métodos da literatura.
Sao apresentados resultados de acurdcia e desvio padrao sobre 30 realiza-
¢oes independentes. Os indicadores (v') e (X), representam equivaléncia
ou nao-equivaléncia dos resultados com os do método SBMLM. O teste
estatistico de Friedman define os valores dos indicadores de equivaléncia. 87
Resultados comparativos entre o método SBMLM com outras versoes do
MLM. Os métodos RNMLM e FLMLM, representam versoes do MLM
com escolha aleatoria de pontos de referéncia e uma versao em que toda
a base de dados é utilizada como pontos de referéncia, respectivamente.
O teste estatistico de Friedman ¢ utilizado para comparar os resultados
com o modelo SBMLM, de modo que (v') representa equivaléncia e (X)
representa nao-equivaléncia. . . . . . ... ... 89
Bases de dados utilizadas nos experimentos do método GOM-RVM. . . 109
Taxas de acerto obtidas com os métodos GOM-RVM, RVM e SVM. Os
trés indicadores ao lado dos resultados dos modelos RVM e SVM, (V)
ou (X), representam equivaléncia ou nao-equivaléncia com os respecti-
vos resultados do método GOM-RVM. Esses resultados foram obtidos
através do teste estatistico de Friedman. . . . . . . . . .. .. ... .. 111
Taxa de reducao obtida com o método de mapas opostos Gaussianos.
Para cada valor de A, sao apresentados valores de quantidade de pontos
obtidos e o percentual de reducao sobre o total da base de dados. . . . 112
Lista de bases de dados aplicadas na compara¢do do modelo GMC-RVM.119
Valores de acuracia obtidas com os modelos GMC-RVM, RVM e SVM.
Os resultados apresentados para os modelos RVM e SVM sao acompa-
nhados pelos indicadores de equivaléncia (v) ou nao-equivaléncia (X)
com os modelos GMC-RVM com K =10, K =50 e K =100. . . . .. 119
Quantidade de vetores relevantes obtidos com os modelos GMC-RVM,
RVM e SVM. Cada valor foi calculado sobre a média de 30 realizagoes
independentes. . . . . . . ..o 120






T s W NN =

Lista de Algoritmos

Algoritmo SBL . . . . . . .. 65
Algoritmo M-SBL . . . . . . . ... 71
Processo de treinamento do modelo MLM . . . . . . ... ... ... 76
Processo de predigdo do modelo MLM . . . . . . .. ... ... .. 76
Processo de treinamento do modelo SBMLM . . . . . ... ... ... ... 81






MLM

RVM

SBL

M-SBL

SBMLM

ML

MAP

ELM

SVM

LSSVM

ARD

RNMLM

FLMLM

GOM

GOM-RVM

GMC

GMC-RVM

Lista de abreviaturas e siglas

Maquinas de aprendizagem minima
Maquinas de vetores relevantes
Aprendizagem Bayesiana esparsa

Aprendizagem Bayesiana esparsa para sistemas lineares de multiplas

respostas.

Sparse Bayesian minimal learning machine
Mdazima verossimilhanca

Mdzima a posteriori

Maquina de aprendizagem extrema

Maquinas de Vetores Suporte

Mdquinas de vetores suporte de minimos quadrados
Deteccio Automdtica de Relevancia

Mdaquinas de aprendizagem minima com selecao aleatoria de pontos de

referéncia

Maquinas de aprendizagem minima com toda base de treinamento como

ponto de referéncia

Mapas Opostos Gaussianos

Mapas Opostos Gaussianos para Maquinas de Vetores Relevantes
Centros de Misturas de Gaussianas

Centros de Misturas de Gaussianas para Maquinas de Vetores Relevan-

tes






Lista de simbolos

Probabilidade

Evento aleatoério

Conjunto dos niimeros reais

Variavel que pode assumir valores reais

Vetor pertencente ao R”

Variancia

Média de distribuicao normal univariada.
Média de distribuicao normal multivariada.
Covariancia da distribuicao normal multivariada.
Operador determinante de matriz

Operador modulo de niimeros reais
Distribuicao normal

Conjunto de parametros de distribuicao de probabilidade.
Parametros que maximizam a verossimilhanca.
Esperanca

Conjunto de padroes

Conjunto de rétulos

Vetor de pesos

Saida desejada

Funcao linear com parametros w e

Funcao de base

Conjunto de fungoes de base

Matriz de kernel



5

tr(-)

Dref

Vetor de residuo em sistemas lineares de resposta tnica
Normal ¢,

Funcao indicadora

Igual por defini¢ao

Compromisso entre esparsidade e erro

Norma 2

Vetor com hiperparametros da distribuicao a priori
Matriz e que a diagonal é formada pelo vetor c.

Parametro de compromisso entre esparsidade e erro no algoritmo Sparse

Bayesian Learning.

Média da distribui¢ao a posteriori

Matriz de saida em sistemas lineares de multiplas respostas
Matriz de parametros do sistema linear de multiplas respostas
Matriz de ruido

i-ésima linha da matriz X.

j-ésima coluna da matriz X.

Medida de esparsidade da matriz de pesos.

vetor de pesos de geracgao.

Matriz de pesos de geracao.

Norma de Frobenius.

Matriz identidade

Matriz de distancias de entrada

Matriz de pesos do sistema linear de multiplas respostas no modelo

Maquina de Aprendizagem Minima.
Funcao traco
Conjunto de amostras de treinamento

Conjunto de pontos de referéncia



Padrao de teste
Saida correspondente a um padrao de teste
Distancias de entrada do padrao de teste

Distancias de de saida do padrao de teste






1.1
1.2
1.3

2.1
2.1.1
2.2
221
222
2.2.3
2.2.4
2.2.5
2.3
23.1
2.4
24.1
242
2.5

3.1
3.1.1
3.1.1.1
3.1.1.2
3.1.13
3.1.2
3.2
321
3.3
3.3.1
3.3.2
3.4
3.5
351

Sumario

INTRODUCAO . . . .. i ittt e e e et e et e 31
Objetivo Geral e Especificos . . . . . .. ... ... ... .. ..... 34
Producao cientifica . . . . . . . . ... ... 34
Estrutura da Dissertacao . . . . . . . . .. ... ... ... ..., 35
FUNDAMENTACAO TEORICA . .. .. .. ... ... 37
Conceitos iniciais . . . . . . .. ..o 37
Funcdo densidade de probabilidade . . . . . . . . ... ... ... 39
Distribuicoes de probabilidade mais comuns . . . . . . ... ... .. 40
Distribuicao Normal . . . . . . . . ... oo 40
Distribuicdo de Bernoulli . . . . . . . ... oo 42
Distribuicao Laplaciana . . . . . . . . . ..o 43
Distribuicdo Gamma . . . . . . .. .. 43
Distribuicao Beta . . . . . . . . ... 45
Teoria da decisaode Bayes . . . . . . . .. ... ... ... ... 45
Funcdes discriminantes . . . . . . . . . ..o 48

Estimacao da funcao de densidade de probabilidade e seus parametros 48

Estimacdo de parametros por maxima verossimilhanca . . . . . .. .. .. 49
Estimacdo de parametros por maxima posteriori . . . . . . ... ... ... 50
Conclusao do capitulo . . . . . . . . ... ... 51
MODELOS LINEARES . . . . . . . . . . .. it it i i 53
Introducao . . . . . . ... 53
FuncGesde base . . . . . . . . L 54
Funcdo Gaussiana . . . . . . . . ... Lo 55
Sigmoide Logistica . . . . . . . . . . 55
Tangente Hiperbdlica . . . . . . . . . . . oo 56
Estimacdo de parametros . . . . . . . ... 56
Definicao do problema da esparsidade . . . . . . . . .. ... ... .. 57
Métodos para solucdo de sistemas unirespostas . . . . . . . . . ... ... 59
Sparse bayesian Learning . . . . . .. ... 61
Estimacdo dos hiperparametros . . . . . . . . .. ... ... 63
Resumo do algoritmo paraSBL . . . . . . . ... ... 64
Modelos lineares de miltiplas respostas . . . . . . . . . ... ... .. 64
Esparsidade em modelos lineares de miiltiplas respostas . . . . . . . 66

Métodos para solucdo de sistemas lineares de multiplas respostas . . . . . . 67



3.6
3.6.1
3.6.2
3.7

4.1
411
41.1.1
4112
41.1.3
41.14
4.2
421
422
4.3

5.1
5.1.1
5.1.2
5.2
5.2.1
5.2.2
5.3
531
5.3.2
54
541
542
5.5

6.1
6.2
6.3

Sparse Bayesian Learning para miiltiplas respostas . . . . . . . . .. 68
Estimacdo dos hiperparametros . . . . . . . . .. .. 70
Sumario do algoritmo . . . . . .. .. 71
Conclusao do capitulo . . . . . . . .. .. ... 72

MAQUINA DE APRENDIZAGEM MIiNIMA BAYESIANA ESPARSA 73

Maquinas de Aprendizagem Minima . . . . . . .. .. ... ... ... 73
Formulacdo basica . . . . . . . .. .. 73
Regressdo de distdncias . . . . . . . . . . . ..o 73
Estimacdodasaida. . . . . . . . . ..o 74
Resumo para o algoritmodo MLM . . . . . . . . . .. ... 76
ImplicacGes acerca do treinamentodo MLM . . . . . . . . ... ... 7

Maquina de Aprendizagem Minima Bayesiana Esparsa (Proposta) . 78

M-SBL aplicado ao modelo MLM . . . . . . . . . ... ... ... 78
Estimac3do dos hiperparametros para o SBMLM . . . . . . . ... ... .. 80
Conclusao do capitulo . . . . . . . .. ... 81
SIMULACOES COMPUTACIONAIS . . . . .. ... i ie .. 83
Analise empirica da superficie de decisao . . . . . . . . ... ... .. 83
Configuracdo dos experimentos . . . . . . . . . ... ... ... 83
Resultados e discussdes . . . . . . . . . . . ... 84
Comparativo do SBMLM com outros métodos da literatura . . . . . 86
Configuracdo dos experimentos . . . . . . . . . . ... ... 86
Resultados e discussdes . . . . . . . . . . .. ... 87
Comparativo do SBMLM com outras versoes do MLM . . . . . . .. 88
Configuracdo dos experimentos . . . . . . . . . . ... ... 88
Resultados e discussdes . . . . . . . . .. ..o 89
Andlise da variacao dos parametros do SBMLM . . . . . . . . . . .. 91
Configuracdo dos experimentos . . . . . . . . . . ... ... 91
Resultados e discussdes . . . . . . . . . .. ... 91
Conclusao do capitulo . . . . . . . ... ... ... L. 92
CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS . . ... ......... 95
Conclusao . . . . . . . . . .. 95
Contribuicdes desse trabalho . . . . . . . . . ... ... 000 96
Trabalhos Futuros . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ... 96

REFERENCIAS . . . . . . . e e e e e e e s i, 97



B.1
B.2
B.3
B.4

C.0.1
C.0.2
C.0.3

D.1

D.2
D.3

APENDICES 103
APENDICE A - MINIMIZACAO DA PROBABILIDADE DE ERRO 105

APENDICE B - MAPAS OPOSTOS PARA REDUCAO DE CON-
JUNTOS EM MAQUINAS DE VETORES RELE-

VANTES . .. .. ... .. i 107
Mapas Opostos Gaussianos . . . . . . . . .. .. .. ... ....... 107
GOM aplicado ao treinamento do modelo RVM . . . . . . . .. . .. 108
Simulacdes e Discussbes . . . . . . . . . . ... 109
Conclusao . . . . . . . . . . .. 112
APENDICE C - MISTURA DE GAUSSIANAS . . ......... 113
Modelos Gerais de Misturas . . . . . . . . . . . . ... ... ... .. .. 113
Modelos de misturas de Gaussianas . . . . . . . . . ... ... ... ... 114
O Algoritmo EM para mistura de Gaussianas . . . . . . ... .. .. ... 114

APENDICE D - MAQUINAS DE VETORES RELEVANTES RE-
DUZIDAS POR CENTROS DE MISTURAS . .. 117

Centros de Misturas de Gaussianas para Maquinas de Vetores Re-

levantes . . . . . . . 117
Resultados e Discuss®es . . . . . . . . . . . . ... 117
Conclusao . . . . . . . . 120






31

1 Introducao

A méquina de aprendizagem minima (Minimal Learning Machine, MLM) (SOUZA
et al., 2015) é um método de aprendizagem supervisionado. Esse modelo tem seu trei-
namento realizado com base no mapeamento entre distancias no espago de entrada e de
saida. Esse modelo foi aplicado recentemente em diversos problemas como deteccao de
falha de motores (COELHO et al., 2014), cinemética inversa de robds (MELO, 2015) e
localizacao de robds (MARINHO et al., 2017).

Uma das etapas do processo de treinamento do modelo MLM é a deteccao de pontos
de referéncia. Esses pontos sao um subconjunto de padrdes que compoem o conjunto de
dados de treinamento, a partir dos quais sao calculadas as distancias para todas as outras
amostras de treinamento no espago de entrada (caracteristicas) e de saida (rétulos). As
matrizes que armazenam as distancias de cada padrao de treinamento para todos os pontos
de referéncia sao chamadas de matrizes de distancias de entrada e de saida. O processo de
treinamento consiste em estimar um mapeamento entre essas duas matrizes de distancias.

Isso é realizado através da resolucao de um sistema linear de multiplas respostas.

Durante a fase de predicao, todos os pontos de referéncia selecionados no treina-
mento sao utilizados para descrever novos padroes no espago de distancias de entrada.
Isso ¢ feito através do calculo da distancia do novo padrao a todos os pontos de referéncia,
mas levando em consideragao somente as caracteristicas. As distancias de saida de um
novo padrao sao estimadas através do mapeamento calculado durante o treinamento. Na
etapa de predigao, ¢ aplicado um processo de otimizacao para a estimacao do valor de
saida do padrao. Nesse processo sao utilizadas as distancias estimadas no espaco de saida

do novo padrao e as distancias de saida dos pontos de referéncia.

A fase de selecao de pontos de referéncia e o método utilizado para resolver o
sistema linear de multiplas respostas, sdo fatores importantes para a geracao de um bom
modelo de aprendizagem. Esses fatores impactam diretamente na medida de esparsidade

do modelo, complexidade e tempo necessario para a predicao.

A tarefa de selegao de pontos de referéncia deve satisfazer dois critérios: (7) definir a
quantidade de pontos de referéncia e (77) identificar quais sdo os pontos de referéncia corretos
para resolucao do problema. Foram propostos diversos métodos a fim de identificar esses
pontos durante o processo de treinamento, como a aplicagao de algoritmos genéticos (DIAS
et al., 2017), e remocao de protétipos da regido de sobreposicao (FLORENCIO; DIAS:;
ROCHA NETO, 2017). Entretanto, essas abordagens ainda tratam o problema de estimagao
dos pontos de referéncia através de suposicoes empiricas sobre suas localizagoes. Além

disso, esses métodos também tratam essa selecio como uma tarefa isolada da estimacao
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dos parametros do sistema linear.

Se todos os padroes de treinamento forem considerados pontos de referéncia, as
matrizes de distancia serdo quadradas e cada coluna representa a distdncia de um ponto (ou
padrao) de treinamento a todos os pontos de referéncia. Sabendo disso, qualquer método
que selecione pontos de referéncia, remove colunas das matrizes de distancia. Em Wipf
(2006), sao definidos critérios para solugdes esparsas em sistemas lineares de multiplas

respostas na forma

T = ®W +E, (1.1)

em que ® é a matriz de coeficientes e W a matriz de pesos ou parametros do sistema.
Uma caracteristica desse tipo de solugao é que a maioria das linhas da matriz de pesos sao
nulas. Por outro lado, uma linha nula na matriz de pesos, equivale a remover uma coluna
da matriz de coeficientes. Portanto, a tarefa de selecao de pontos de referéncia é uma
tentativa de impor esparsidade a solucao do sistema linear. A abordagem adotada pelo
MLM de selecionar pontos de referéncia antes da resolucdo do sistema é interessante, ja
que a solugao por minimos quadrados, utilizada na formulagao padrao do modelo, nao gera
solucoes esparsas. Na formulacao padrao do modelo MLM, a selecao de pontos de referéncia
é feita de maneira aleatoria, sendo a quantidade de pontos um parametro do modelo que
deve ser otimizado durante o processo de treinamento. O problema dessa abordagem de
selegao é que nenhuma medida, como a minimizagao da norma ¢, e o erro (WIPF, 2006),

sao levados em consideracao durante a escolha dos pontos de referéncia.

Na etapa de predicao, o processo de otimizagao realizado para estimacao dos
valores de saida consiste na aplicagdo de um algoritmo de multilateragdo (BACHRACH;
TAYLOR, 2005). O custo computacional desse método cresce com base no nimero de
pontos de referéncia utilizados durante a estimacao. Caso o algoritmo de selecao de pontos
de referéncia alcance uma redugao elevada do nimero de pontos, sem afetar a qualidade

do modelo, a etapa de predigao tera uma reducgao de tempo consideravel.

Alguns métodos de resolucao de sistemas lineares, como minimos quadrados sem
regularizacao, baseiam-se somente na minimizacao do erro, ou seja, nao adotam um critério
para controle de complexidade dos modelos gerados (MACKAY, 1992a). Uma forma de
limitar a complexidade das solugoes de sistemas lineares é através da adogao de um perfil
de esparsidade (MACKAY, 1992b). Infelizmente, o problema de resolver um sistema linear
de forma esparsa é NP-Dificil (WIPF; RAO, 2007), logo métodos de aproximagao podem
ser aplicados. Existem varias abordagens para se obter solugoes esparsas em sistemas
lineares de resposta unica e multiplas respostas. Dentre elas estao as estratégias gulosas
como Ortogonal Matching Pursuit (TROPP, 2004). Por outro lado, existem estratégias
Bayesianas como basis pursuit (CHEN; DONOHO; SAUNDERS, 2001) e o método Focal
Underdetermined System Solver (RAO et al., 2003) que pode ser aplicado em sistemas

indeterminados.
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Uma alternativa Bayesiana para solucoes esparsas em sistemas lineares é o método
de Aprendizagem Bayesiana Esparsa (Sparse Bayesian Learning, SBL) (MACKAY, 1992b).
O método SBL é uma alternativa aos modelos de maxima a posteriori com distribui¢des a
priori fixas. A vantagem da adocao de estratégias Bayesianas para resolugao de sistemas
lineares é que esses métodos incorporam uma medida de complexidade chamada de navalha
de Occam (MACKAY, 1992b). ! Além disso, essa estratégia incorpora um processo de
otimizacao que obtem os valores dos hiperparametros da distribuicao a priori sobre cada

parametro do sistema linear.

Inicialmente, o SBL operava somente sobre sistemas lineares de resposta tinica,
sendo inclusive utilizado para treinamento de redes neurais artificiais (MACKAY, 1992a),
bem como para o treinamento de Maquinas de Vetores Relevantes (Relevance Vector
Machines, RVM) (TIPPING, 2001). No trabalho de Tipping e Faul (2003) foi elaborada
uma metodologia incremental, em que colunas sao adicionadas a solu¢do do método
do sistema a cada iteracao do algoritmo. Essa abordagem conseguiu reduzir o tempo de
treinamento do modelo RVM de maneira consideravel. Em Wipf e Rao (2007) o método SBL
foi extendido para operar sobre sistemas lineares de multiplas respostas. Essa abordagem
foi chamada de M-SBL.

O modelo RVM, da mesma forma que uma méaquina de vetores suporte (Support
Vector Machine, SVM), descreve sua superficie de decisdo em fun¢ao de um conjunto de
padroes de treinamento. Embora a predicao do SVM e RVM sejam idénticas, o modelo
RVM tem uma formulagao bayesiana enquanto o SVM parte de uma formulacao geométrica.
A diferenca principal entre os dois modelos estd na esparsidade, pois o RVM descreve
sua superficie de decisao utilizando uma quantidade de padroes de treinamento, em geral,
bem inferior a do modelo SVM. Isso é mais um atrativo para solucoes de sistemas lineares
através do método SBL. Essa caracteristica de descrever a superficie de decisdo em funcao

de um conjunto de padroes de treinamento também é encontrada no modelo MLM.

O custo computacional do método SBL cresce com a quantidade de padroes
de treinamento que compoe a base de dados. A fim de limitar o nimero de padroes
de treinamento e, consequentemente, o crescimento do custo do algoritmo SBL, foram
propostos dois trabalhos paralelos durante o desenvolvimento do método dessa dissertagao.
O primeiro consiste de uma versao probabilistica do método Opposite Maps aplicado
ao treinamento do RVM (SOUSA; ROCHA NETO, 2017). Esse método, chamado de
mapas opostos Gaussianos para maquinas de vetores relevantes (Gaussian Opposite Maps
Relevance Vector Machines, GOM-RVM), é apresentado no Apéndice B. O segundo
trabalho, apresentado no Apéndice D, utiliza os centros das componentes de uma mistura
de Gaussianas como padroes de treinamento para o RVM (SOUSA; DIAS; ROCHA NETO,

L A Navalha de Occam é o principio que determina que modelos menos complexos devem ser utilizados

para composicao de solugoes.
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2017).

Observando a caréncia em termos de identificacdo de pontos de referéncia e controle
de complexidade das solu¢coes no modelo MLM, a proposta desta dissertacao consiste
em um método de treinamento para o modelo, com base no algoritmo M-SBL. Nessa
abordagem, chamada de SBMLM (Sparse Bayesian Minimal Learning Machine), todos
os padroes de treinamento serao considerados inicialmente como pontos de referéncia. O
método M-SBL sera responsavel por estimar a matriz de pesos e identificar quais sao
os pontos de referéncia mais relevantes para a solugao do MLM. Com a aplicacao desse

algoritmo, espera-se obter solucoes esparsas e com baixa complexidade.

1.1 Objetivo Geral e Especificos

Este trabalho tem como objetivo geral a elaboragao de uma abordagem de trei-
namento para as Maquinas de Aprendizagem Minimas através do método M-SBL. Tal
processo de treinamento deve resolver o problema da sele¢do de pontos de referéncia e

obter solucoes com complexidade controlada para o sistema linear de multiplas respostas.

De uma forma mais especifica, este trabalho tem os seguintes objetivos:

e Elaborar uma revisao bibliografica acerca de métodos de resolucao de sistemas
lineares de resposta tnica.

e Realizar um estudo acerca do algoritmo SBL para resolucao de sistemas lineares
de resposta tnica.

e Expandir a revisao bibliografica para métodos de resolugdo de sistemas lineares
de multiplas respostas.

e Realizar um estudo sobre a extensao do algoritmo SBL para solucoes de sistemas
lineares de multiplas respostas.

e Aplicar a extensdo do SBL na resolugao do sistema linear de multiplas respostas
do treinamento do modelo MLM.

e Analisar e comparar os resultados do método proposto em termos de esparsidade,
acuracia, complexidade e tempo de treinamento com outros classificadores da

literatura e com as proprias Maquinas de Aprendizagem Minima.

1.2 Producido cientifica

Como base para o trabalho dessa dissertagao, os seguintes trabalhos foram desen-

volvidos.

e SOUSA, L. S.; DIAS, M. L. D.; ROCHA NETO, A. R. Maquinas de vetores-
suporte de minimos quadrados esparsas via recozimento simulado. In: Simpdsio

brasileiro de automacao inteligente (SBAI). Porto Alegre, Brasil: [s.n.], 2015.
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e SOUSA, L. S.; ROCHA NETO, A. R. Gaussian opposite maps for reduced-set
relevance vector machines. In: Advances in Computational Intelligence: 14th
International Work-Conference on Artificial Neural Networks, IWANN 2017,
Cadiz, Spain, June 14-16, 2017, Proceedings, Part I. Cham: Springer Interna-
tional Publishing, 2017. p. 458-468. ISBN 978-3-319-59153-7. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1007/978-3-319-59153-7_40>.

e SOUSA, L. S.; DIAS, M. L. D.; ROCHA NETO, A. R. Reduced-set relevance
vector machines via gaussian mixture models. In: 4th IEEE Latin American
Conference on Computational Intelligence LA-CCI. Guadalajara, México: [s.n.],
2017.

e SOUSA, L. S.; ROCHA NETO, A. R. Sparse bayesian minimal learning
machine. International Joint Conference on Neural Networks (IJCNN), Rio de
Janeiro, Brasil, 2018.(submetido)

e DIAS, M. L. D.; SOUSA, L. S.; ROCHA NETO, Ajalmar R; Freire, Ananda L.
Fixed-size extreme learning machines through simulated annealing. Neural Proces-
sing Letters, Sep 2017. ISSN 1573-773X. Disponivel em: <https://doi.org/10.1007
/s11063-017-9700-9>.

1.3 Estrutura da Dissertacao

O restante dessa dissertacao estd dividido em quatro capitulos: Fundamentacao
Tedrica, Modelos lineares, Sparse Bayesian Minimal Learning Machine (Proposta), Simula-
coes Computacionais e Conclusao e Trabalhos Futuros. Todos os conceitos sao detalhados

e sempre associados a area de aprendizagem de méaquinas.

O Capitulo 2 inicia com uma apresentacao dos principais conceitos acerca da teoria
da probabilidade. Em seguida, ¢ explicado o conceito de distribuicao de probabilidade
e sao apresentadas as principais distribuigoes, com exemplos. O capitulo encerra com a
apresentacao da teoria da decisdo de Bayes e as abordagens para estimagao dos parametros

das distribuigoes de probabilidade.

No Capitulo 3 sao apresentados, inicialmente, os conceitos de regressao linear e
como esses modelos podem ser expandidos para descrever fungoes nao-lineares. A seguir,
sao apresentadas algumas fungoes de bases e uma discussao a respeito da estimacao dos
parametros de um modelo de regressao linear. Além disso, é formalizado o problema de
resolucao de sistemas lineares de forma esparsa e uma revisao bibliografica de métodos que
podem obter tais solu¢oes. No fim da primeira parte do capitulo, a versao do algoritmo
SBL para sistemas lineares de resposta tinica é explicado. A segunda parte explica todos
os conceitos apresentados na primeira parte, mas expandindo os conceitos para sistemas

lineares de multiplas respostas. O Capitulo finaliza com a explicacdo de uma extensao do
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algoritmo SBL para sistemas lineares de miltiplas respostas.

No Capitulo 4, é apresentado o método proposto nesse trabalho. O capitulo inicia
com uma explicagao sobre as Maquinas de Aprendizagem Minimas e uma elicitacao das
limitagdes de seu método padrao de treinamento. Apds isso, é apresentada a abordagem

proposta para substituir o processo de treinamento do MLM.

Os experimentos e resultados obtidos com o método proposto sao apresentados no
Capitulo 5. Foram realizados quatro tipos de experimentos a fim de avaliar a capacidade
do modelo em termos de acuracia, esparsidade, tempo de treinamento e complexidade.
Cada uma das simulagoes é dividida em duas se¢oes nas quais ¢ explicada a metodologia

utilizada no experimento e apresentada uma discussao dos resultados obtidos.

Por fim, o Capitulo 6 apresenta as conclusoes e contribui¢coes do método proposto.
Além disso, sdo elicitados algumas deficiéncias do método proposto e algumas possiveis

solugoes para trabalhos futuros.
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2 Fundamentacao Tedrica

Um ponto que é tratado em aprendizagem de maquina é a incerteza de informagoes.
Essa operagao é importante devido a ocorréncia de dados ruidosos ou pela insuficiéncia de
informacoes para inducao de superficies de decisao eficientes. A teoria da probabilidade
agrupa um conjunto de ferramentas que sao largamente aplicadas na representagao e
tratamento da incerteza de informacgoes. Muitos fundamentos de probabilidade serdo
apresentados durante este capitulo. Na Secao 2.1 serao apresentadas as variaveis aleatérias
e sua relacao com probabilidade, enquanto na Secao 2.2 serao apresentadas algumas
distribui¢des de probabilidade largamente utilizadas na derivacao de modelos. Além disso,
na Secao 2.3 sera explicada a Teoria de decisdo de Bayes. Por fim, métodos de estimacao
de fungoes de densidade de probabilidade e seus devidos parametros, serao apresentados
na Secao 2.4. Todos os fundamentos de probabilidade apresentados no presente capitulo
foram baseados em Bishop (2006), Theodoridis e Koutroumbas (2008) e Murphy (2012).

2.1 Conceitos iniciais

Quando se fala em probabilidade, se pensa na chance ou possibilidade de algum
evento ocorrer. Em aprendizagem de maquina, existe uma relacao direta com probabilidade
quando se pensa na possibilidade de um padrao ser igual a um determinado valor ou
na chance de um padrao pertencer a uma determinada classe. Ao analisar dois eventos,
¢é possivel observar a probabilidade dos dois eventos ocorrerem simultaneamente ou a
probabilidade de um evento ocorrer dado que um outro ocorreu. Para iniciar o entendimento
formal, é possivel definir a probabilidade de um evento ocorrer como sendo uma fragao
entre a quantidade de vezes que um evento ocorreu pelo niimero de tentativas. conforme a
equagao a seguir:

N,
p(X =x) = N (2.1)
na qual p(X = xj) representa a probabilidade do evento X = x ocorrer e n; é a
quantidade de ocorréncias, dentre as N tentativas, que o evento X = x; ocorreu. Com
base na Equagcao (2.1), se uma moeda é jogada 10 vezes ao acaso e em 5 dessas jogadas ela
caiu na posicao “cara”, a probabilidade do evento “cara” ocorrer é de 0,5. Pode-se notar

que, por defini¢do, a probabilidade de eventos é definida no intervalo [0, 1].

Também pode ser definida a probabilidade em relagao a duas variaveis aleatorias.
Para isso foram realizadas N observagoes ao acaso dos valores das variaveis aleatorias X

e Y. O quadro a seguir representa a quantidade de ocorréncias de cada par de eventos
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(xi,y;) dentre as N tentativas.

yj o o e n;; e Ir; (2.2)
o [ ) [ ] [ ) [ )
—
=

A primeira forma de analisar a ocorréncia de dois eventos é pela probabilidade
conjunta, que se refere a dois eventos ocorrerem simultaneamente com as duas varidveis
aleatérias. A probabilidade conjunta é definida pela equacao a seguir:
N
N
na qual p(X = z;,Y = y;) representa a probabilidade dos eventos X = z; e Y = y;

N (2.3)

ocorrerem simultaneamente, n;; ¢ a quantidade de tentativas em que os dois eventos
ocorreram dentre as N tentativas ao acaso. Também ¢ possivel calcular a probabilidade de
X receber o valor z; independentemente dos valores de Y, a saber
Ci

N

onde ¢; = Y-;n; ;. Na Equacao (2.4) o cdlculo da probabilidade p(X = z;) necessita do

p(X =ux;) = (2.4)

valor do somatdério de todos os elementos da coluna em que X = x;, dessa forma todas as
possibilidades de valores de y; sdo levadas em consideragao. A partir das equagoes (2.3) e

(2.4), é possivel escrever
P(X =) =D p(X =2,Y =), (2.5)
J

que é conhecida como regra da soma. O valor p(X = z;) também é conhecido como
probabilidade marginal. O processo de marginalizacao calcula o valor de probabilidade

através da soma de outras variaveis.

O segundo método de andlise é observar na Equagao (2.2) somente os valores de YV
para os quais o evento X = x; ocorreu. Os valores possiveis para Y podem ser descritos
por p(Y = y;|X = ;). Isso é chamado de probabilidade condicional de Y = y; dado
X = x; e pode ser obtido por

n; 4
p(Y =y;|X =) = ij (2.6)
A partir das Equagoes (2.3) e (2.4), é possivel escrever
N j ni; €
p(X =2,V =y;) = f=—. 2= p(Y = y;| X = 2;) p(X = z). (2.7)

N C; N
Isso é conhecido como regra do produto de probabilidades. Para buscar uma notacao

mais simples, denota-se a probabilidade de uma variavel aleatéria simplesmente por
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p(X). A partir dessa notagao, é possivel descrever a regra da soma e a regra do produto,

respectivamente, pelas equagoes a seguir:
p(X) =) p(X,Y), (2.8)
Y
p(X,Y) = p(Y[|X) p(X). (2.9)

Utilizando a regra do produto e a propriedade da simetria p(X,Y) = p(Y, X), obtem-se o

relacionamento entre as probabilidades condicionais, a saber

p(X[Y)p(Y)
p(X)

Essa relacao é conhecida por Teorema de Bayes, que é uma regra central em reconhecimento

p(Y[X) = (2.10)

de padroes e aprendizagem de maquinas. O termo p(Y|X) é chamado de probabilidade a
posteriori, p(X|Y) é a verossimilhanga, p(Y') é a probabilidade a priori e o denominador
p(X) é chamado de evidéncia ou probabilidade marginal. Pode-se reescrever a evidéncia
em funcao da regra da soma, denotada pela Equagao (2.8), e da regra do produto, descrita
através da Equacao (2.9). Assim,

p(X|Y)p(Y)
Xy p(X[Y)P(Y)

A evidéncia pode ser entendida como um termo de normalizacao. Isso é necessario para

p(Y|X) = (2.11)

fazer com que a soma da posteriori em relacao a todos os valores de Y seja igual a 1.

2.1.1 Funcao densidade de probabilidade

Além de eventos discretos, também é possivel calcular a probabilidade em relagao
a varidveis continuas. Se a probabilidade de uma variavel real x cair em um intervalo
(x,z + dx) é dada por p(z)dx para dx — 0, entdo p(z) é chamado de densidade de
probabilidade sobre z. A probabilidade de = ocorrer em um intervalo (a,b) é entdo dada

por
b

p(z € (a,b)) :/ p(z)dz. (2.12)

a

Pelo fato de que probabilidades possuem valores nao-negativos e o valor de x ser um

numero real, uma funcao de densidade de probabilidade deve satisfazer duas condic¢oes:
p(z) = 0, (2.13)
“+o0o
/ p(z)dr = 1. (2.14)

Considerando duas variaveis reais = e y, as regras da soma e do produto podem ser

reescritas como:

ple) = [ ple.y)dy, (2.15)

p(z,y) = p(y|z) p(x). (2.16)
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2.2 Distribuicoes de probabilidade mais comuns

Na area de aprendizagem de maquina os classificadores baseados na Teoria de Bayes
utilizam informacgoes da disposicao dos dados de treinamento no espaco para induzir suas
superficies de decisao. A localizagao de um padrao da base de dados é tratado como um
evento dependente do acaso, ou seja, é uma variavel aleatéria. O comportamento de tais
variaveis sao descritos por distribuicoes de probabilidade que podem ser classificadas em
continuas ou discretas com base na natureza dos valores. O conceito formal de distribuicao
de probabilidade pode ser visto na SubSe¢ao 2.1.1 e mais detalhadamente em Adams e
Guillemin (1996). Nas préximas subsegoes, sdo apresentadas algumas das distribuigoes de

probabilidade mais conhecidas.

2.2.1 Distribuicao Normal

A distribui¢cdo normal, também conhecida como distribuicao Gaussiana, é um
modelo que descreve variaveis continuas. Com essa distribui¢do, uma tnica variavel z € R

pode ser escrita na forma

1 1

Nl o) = i o0 { =503 (e = 1)} (217)

em que p é a média e o2 é a varidncia. Na Figura 1, sao apresentados dois exemplos do

comportamento da distribuicao descrita na Equacao 2.17.

=== 1 =10.0,0%2 = 1.0
----- pw=00,02=15
—pn=1.0,02=05

Figura 1 — Exemplos de distribui¢coes normais univariadas.

Fonte — Préprio autor.

Quando x € R”, o ponto pode ser descrito através da forma multivariada da

distribuicao normal, a saber

Nl =) = @r) P28 op (@ -w' S @ -w). 213)
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Note que pu = E[z] é um vetor pertencente ao R que representa a média, ¥ é a matriz

de covariancia D x D definida por

¥ =E[(@ - p)(z—p)7] (2.19)

e |X| é o determinante da matriz X. E facil notar que para o caso em que D = 1, a
distribuicao multivariada coincide com a univariada. Uma distribuicao normal com média

p e covariancia 3 é denotada por N (u, X).

A distribuicdo normal possui uma dimensdao a mais em relagdo a sua entrada.
Em outras palavras, quando a distribuicao ¢ estimada a partir de dados pertencentes ao
R?, ela pertencerd ao R3. Sabendo disso, para que alguns casos sejam analisados, serdo

considerados pontos no R? por questdes de visualizacdo. Seja X dado por

Ty — o? o
L=E L (21— p, 02 — o] | = ' 122 ) (2.20)
Lo — U2 012 09

onde E[x;] = p;,1 = 1,2 e por definigdo o015 = E[(z1 — p1)(x2 — p2)], que é conhecido
como covariancia entre as variaveis aleatérias x; e x5. Isso é uma medida de correlacao
estatistica mutua. Se as varidveis sdo estatisticamente independentes, a covaridncia entre
tais variaveis é zero. Obviamente, os elementos da diagonal de ¥ sdo as variancias dos

respectivos elementos do vetor aleatorio.

Os valores da matriz de covariancia influenciam diretamente na disposicao da
distribuicao no espaco. E possivel analisar a geometria da distribui¢do normal considerando
quatro situagoes, apresentadas na Figura 2. Na primeira, Figura 2a, acontece a igualdade
0? = 03, logo a distribui¢do gerada é totalmente simétrica. Quando 0% > o3, a distribuicio
resultante é alongada na direcao do eixo z1, como mostrado através da Figura 2b. A normal
¢ alongada na diregdao do eixo x5 quando 0? < 03, como pode ser visto na Figura 2c. No
ultimo caso, Figura 2d, a matriz de covaridncia é nao-diagonal, por isso a distribuicao

pode assumir diversas formas e orientagdes no espaco.

A maior razao da popularidade da distribuicao Normal é devido sua tratabilidade
computacional e o fato do modelo se adequar a um grande niimero de casos (THEODO-
RIDIS; KOUTROUMBAS, 2008). Para uma tnica variavel, a distribui¢do que maximiza
a entropia ¢ a normal. Além disso, quando considera-se a soma de multiplas variaveis
aleatérias, também tem-se uma distribui¢ao normal. O segundo caso, é justificado pelo
teorema do limite central. Esse teorema refere-se ao fato de que sujeita a certas restrigoes,
a soma de um conjunto de variaveis aleatérias, que também é uma varidavel aleatoria, tem

uma distribuicao que tende a uma normal com o aumento do nimero de termos da soma

(BARRON, 1986).
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N o
: S|
Z1 T
(a) 0'%:0'%, o12=0 (b) 0'% >>0'%, 012 =0
N a
8 8 ,
L1 1
(c) 0} < 03, 012 =0 (d) Covariancia nao-diagonal.

Figura 2 — Exemplos de distribui¢cdes normal bivariadas. Sao apresentadas diversas formas
da distribuicao com base na disposicao da matriz de covariancia. Nas Figs. 2a,
2b e 2c sao apresentados os casos em que a matriz de covariancia é diagonal.
No caso ilustrado na Fig. 2d a distribuicao normal possui uma matriz de
covariancia nao-diagonal.

Fonte — Préprio autor.

2.2.2 Distribuicao de Bernoulli

A distribuicdo de Bernoulli trata de varidveis aleatérias binarias, que por sua
vez também sao variaveis discretas. Por isso, considerando uma variavel x € {0,1}, a

probabilidade de x = 1 é denotada pelo parametro u tal que

p(z = 1lp) = p, (2.21)

onde 0 < p < 1. Por outro lado, a probabilidade de x = 0 é dada por p(z = 0|u) =1 — p.

A distribuicao de probabilidade sobre a variavel x pode ser escrita na forma

Bern(z|u) = p"(1 — p)' =" (2.22)

E facil observar que essa distribuicao é normalizada. Além disso, possui média e

covariancia dada por

Var[z| = p(1 — p). (2.24)
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2.2.3 Distribuicao Laplaciana

Figura 3 — Exemplos de distribuigoes Laplacianas.

Fonte — Préprio autor.

A distribuicao Laplaciana, também conhecida como exponencial de duplos lados, é

uma distribuicao de caldas pesadas dada pela seguinte equacao, a saber:

Lap(x|p, b) £ iexp <— [z M’) . (2.25)

b
Nessa distribuicao, p ¢ um parametro de localizacao e b > 0 é um parametro de escala.
Essa distribuicdo possui as seguintes propriedades:

o Média: p,

e Moda: p,

e Variancia: 2b%.
Exemplos para tal distribuicdo podem ser vistas na Figura 3. Essa distribuicao é robusta
quanto a ocorréncia de dados discrepantes (outliers). Além disso, sua propriedade de ter

os maiores valores de probabilidade no ponto médio, favorece a esparsidade em modelos

de aprendizagem quando centrada em zero (MURPHY, 2012).

2.2.4 Distribuicao Gamma

A distribui¢do gamma é flexivel e definida para valores reais positivos x > 0. Essa
distribui¢ao depende de dois pardmetros, conhecidos como forma (a > 0) e taxa (b > 0), e

¢ dada pela equacao:
a

A a—1 .
Gamma(a,b) = F(a)x exp(—xb), (2.26)
em que ['(a) é a fungdo gamma:
[(z) £ /OO u® ! exp(—u)du. (2.27)
0

A distribuicao Gamma possui as seguintes propriedades:
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e Média: a/b,
e Moda: (a —1)/b,

e Variancia: a/b?.

Na Figura 4, sdo apresentados alguns casos dessa distribuicdo. E possivel observar que

na medida em que o parametro a cresce, o ponto de maximo é reduzido. O parametro b
modifica o espalhamento da distribui¢cao na direcao do eixo.

=== a=1.0,b=1.0
----- a=2.0b=10
—a =3.0,b=2.0

8 16

Figura 4 — Exemplos de distribui¢goes Gamma

Fonte — Préprio autor.

Existem algumas distribui¢oes que sao casos especiais da Gamma, a saber:

e Distribuigdo Exponencial: E definida por Exponencial(\) £ Gamma(1, \),
onde A é o parametro de taxa.
e Distribuicdo de Erlang: E um caso especifico da distribuicio Gamma, porém
com a assumindo somente valores inteiros. Essa distribui¢do também possui uma
formulagdo com um tnico parametro. Nesse caso, o valor de a = 2 ¢ fixado, ou
seja, Erlang(\) = Gamma(2, ) onde A é o parametro de taxa.
e Distribui¢do Chi-quadrado: Essa distribui¢do é definida como x*(v) £ Gamma(¥, 1).
Essa distribuicao é a soma dos quadrados de variaveis aleatorias Gaussianas.

Mais precisamente, se Z; ~ N'(0,1), e S =YV | Z2, entdo S ~ x>

Se X ~ Gamma(a,b), entdo pode ser mostrado que % ~ InvGamma(a,b), onde
IGam é a inversa da distribuicao Gamma e é definida por:

') 2~ @D exp(—b/x).
Essa distribuicao possui as seguintes propriedades:

e Média: b/(a — 1),

e Moda: b/(a + 1),

e Variancia: v*/((a — 1)*(a — 2)).

IGam(a,b) & (2.28)
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A média existe somente se @ > 1 e a variancia existe somente se a > 2.

2.2.5 Distribuicao Beta

A distribuigao beta tem suporte no intervalo [0, 1] e é definida a seguir:

1 -1 b—1
= a 2.2
Beta(a, b) @ b)x (1—2)", (2.29)
em que B(a, b) é a funcao beta, dada por:
['(a)T(b)
B(a,b) & ——2. 2.30
(0’7 ) F(a b) ( )

Na Figura 5 podem ser vistos alguns exemplos dessa distribui¢ao com diversos valores de

parametros a e b.

Para garantir que a distribuicdo seja integravel, é necessario que a,b > 0. Quando
a = b =1, a distribuicao obtida é uniforme. Se a,b < 1, a distribui¢ao resultante é bimodal
com pontos de maximo em 0 e 1. Quando a,b > 1, a distribuicdo é unimodal. Além disso,

a distribuicao possui as seguintes propriedades:
e Média: a/(a +b),
e Moda: (a —1)/(a+b—2),
e Variancia: ab/((a+ b)*(a + b+ 1)).

ce-a=1.0,b=1.0
----- a=20b=30
—a=280,b=4.0

Figura 5 — Exemplos de distribuigoes beta.

Fonte — Préprio autor.

2.3 Teoria da decisao de Bayes

Uma das formas de definir um sistema de reconhecimento de padroes é utilizando

os fundamentos probabilisticos. Para operacao de tais sistemas é necessaria a geracao de
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informagoes estatisticas, a partir de um conjunto de amostras divididas em classes, para
estimar a probabilidade de um padrao desconhecido pertencer a uma determinada classe.
Essa estimacao ¢ necessaria devido a variagoes estatisticas nos dados como ruidos em
sensores que capturam as amostras. Sabendo disso, a teoria de decisao de Bayes fornece
um conjunto de recursos estatisticos que serao necessarios para elaborar classificadores

capazes de identificar a qual classe um padrao desconhecido pertence.

Considerando, inicialmente, um problema em que os padroes sdo divididos em duas
classes, C; e Cy. Além disso, considerando também que as probabilidades a priori, p(Cy)
e p(Cy), sao conhecidas. Tal suposicao é bem razodvel uma vez que as probabilidades a
priori podem ser calculadas a partir do conjunto de vetores de treinamento. Ou seja, se o
conjunto de treinamento possui N padroes, onde Ny é a quantidade associada a C; e Ny a
quantidade associada a Cq, p(C1) = Ni/N e p(C2) =~ Ny/N.

Uma outra medida estatistica, que supoe-se que é conhecida, é a fun¢ao de densidade
de probabilidade p(x|C;),i = 1,2. Essa fungao descreve a distribuigdo dos vetores de
caracteristicas pertencentes a cada classe. Quando nao é conhecida, pode ser estimada a
partir dos dados de treinamento. A fungao de densidade de probabilidade p(x|C;) é referida
como a verossimilhanca de C; com respeito a . Em casos discretos, p(x|C;) torna-se uma
probabilidade.

De posse das informagoes de verossimilhanca e probabilidade a priori, é possivel

calcular a probabilidade a posteriori através da Regra de Bayes. Essa regra é denotada

por:
p(x|Ci)p(C;)
C;lx) = ELIPT) 2.31
p(Cilx) (@) (2.31)
onde p(x) é chamada de evidéncia e é dada por:
2
p(®) =) _p(@|C:)p(C:). (2.32)

i=1

A classificacao através da regra de Bayes pode ser determinada pelas condigoes a seguir

Se p(Ci|lx) > p(Csolx), @ é classificado como Cy, (2.33)
Se p(Cilx) < p(Cylx), @ é classificado como C. '

Quando ocorrer uma igualdade entre p(C;|x) e p(Cq|x), pode ser atribuida qualquer uma
das classes ao padrao x. Observando a Equagao (2.31), é possivel notar que p(C;|x) é
diretamente proporcional ao produto entre a verossimilhanca e a probabilidade a priori.

Por isso, a regra de decisao pode ser baseada nas inequagoes a diante

p(x|C1)p(C1) > p(x|C2)p(Ca),
p(]C1)p(C1) < p(x|C2)p(Ca).

A evidéncia p(x) nao entra no calculo, pois tem o mesmo valor para todas as classes e

(2.34)

isso nao afeta a decisdao. Além disso, se as probabilidades a priori forem iguais, p(C;) =
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p(C2) = 1/2, a Equagao (2.34) torna-se

p(x|C1) > p(x|Ca),

(2.35)
p(x[C1) < p(x|Ca).

Assim, no caso de classes em que as probabilidades a priori forem iguais, a decisao é baseada
somente na avaliacao da distribuicao de verossimilhanca. Na Figura 6 sao apresentadas as

distribui¢oes para um problema de duas classes com probabilidades a priori iguais.

Figura 6 — Distribuicdes normais para um problema de duas classes com probabilidades a
priori iguais. Nesse caso, as distribuigoes a posteriori sao iguais as verossimi-
lhancas de cada classe. Nesse exemplo, os valores de € R, logo as distribui¢oes
sao geradas no espaco R%. O ponto extremo ou limiar de decisao x, é o ponto
em que p(x|Cy) = p(x|Cs). Esse ponto divide os padroes em duas regices de
decisao, R, e R».

Fonte — Préprio autor.

De acordo com a regra de Bayes e o caso explanado na Figura 6, pode-se realizar uma
analise do comportamento do classificador Bayesiano. Se um padrao « € R é classificado
como pertencente a classe Cy, significa que ele esta localizado em uma regiao R; em que
a probabilidade a posteriori da classe C; possui um valor maior que a da classe Cy. Caso
contrario, o padrao x seria classificado como pertencente a classe Cs e estaria localizado
na regiao R,. Ainda com base na regra de Bayes, existe um ponto extremo x( entre as
classes Cy e Cy, no qual o valor das suas distribuicoes a posteriori sao iguais. Considerando

padroes & € R, os valores de & < xy pertencem a classe C; ou a classe Co, caso contrario.

Nesse contexto, é possivel notar que podem ocorrer erros de classificacdo. A proba-
bilidade de erro pode ser calculada com base na probabilidade de um padrao @ € C; cair
na regiao da classe Cy e de um padrao x € C, cair na regiao da classe C;. Quando C; e Cy
sao equiprovaveis, a probabilidade de erro p, é dada por

+o0

1 fzo 1
P = 5/ p(@(C)dz + 3 [ pla|C)da. (2.36)

—00 x0
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Até agora, toda a formulacao do modelo de classificagdo, baseado na regra de Bayes,
foi obtido através de uma andalise empirica. Para isso, utilizou-se o termo mais provavel
para guiar a decisao. Porém, existe uma sélida fundamentagao matematica que valida o
método empirico obtido, por mais simples que seja. O modelo de classificacao elaborado
no presente capitulo, doravante chamado de classificador Bayesiano, é 6timo em relagao
a minimizacao da probabilidade de erro de classificacdo. A prova disso é apresentada no
Apéndice A.

O classificador Bayesiano também pode ser facilmente generalizado para problemas
com mais de duas classes. Em uma tarefa de classificacdo com M classes, C1,Ca, ...,Cy,

um padrao desconhecido @ é dito pertencer a uma classe C; se
p(Cilz) > p(Cjlz),Vj # i (2.37)

Mesmo para problemas de multiplas classes, o classificador Bayesiano ainda minimiza a

probabilidade de erro p,.

2.3.1 Funcoes discriminantes

Algumas vezes, em um ponto de vista matematico, é mais conveniente traba-
lhar com funcgoes equivalentes do que utilizar probabilidade diretamente. Por exemplo,
gi(x) = f(p(Cix)), onde f(-) é monotonicamente crescente. Nesse sentido, g;(x) é

chamada de funcao discriminante.

Com a aplicacao de uma funcao discriminante, a fungdo de decisao descrita na

Equacao (2.37), pode ser reescrita como:
xecC se g(x)>gjx) Vj#i. (2.38)
As superficies de decisao, que separam o espaco entre classes, sdo descritas por
gij(®) = gi(x) —gj(x) =0, 4,57=1,2,.., M, i#j. (2.39)

A aplicacao de uma funcao discriminante nao afeta a probabilidade em termos de maximi-

zZagao ou minimizagao.

2.4 Estimac3o da funcdo de densidade de probabilidade e seus pa-

rametros

O funcionamento do classificador Bayesiano, depende da distribuicao de probabili-
dade dos dados. Porém, nem sempre essa distribui¢cao é conhecida. Por isso, em muitos
problemas, a funcao de densidade de probabilidade precisa ser estimada a partir dos dados

disponiveis. Varias metodologias podem ser aplicadas na estimagao da distribuicao, mas a
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abordagem escolhida serd baseada nas informagoes que se possui a respeito dos dados. As
vezes se conhece a distribuicdo de probabilidade, mas os parametros estatisticos nao sao
conhecidos, como média e variancia. Por outro lado, algumas vezes se tem informacoes
estatisticas, mas nao se conhece a distribuicdo de probabilidade. Nesta subsecao sao

apresentados métodos que permitem a estimacao de tais distribuigoes.

2.4.1 Estimacao de parametros por maxima verossimilhanca

Considerando um problema com L classes em que seus respectivos padroes sao
gerados a partir da distribuicao p(x|C;),i = 1,..., L. Além disso, assumindo que essas
fungoes de verossimilhanca estao em uma forma paramétrica em que os parametros corres-
pondentes sao representados pelos vetores desconhecidos 6;. Nesse sentido, a distribui¢ao
de probabilidade dos padroes de cada classe é reescrita como p(x|C;; 6;), em funcao dos
vetores de parametros 8;. O objetivo é estimar os parametros desconhecidos utilizando
os padroes de cada classe. Supondo também que os dados de uma classe nao afetam a
estimacgao de parametros de outras classes, é possivel formular o problema de maneira

simplificada e independemente de classes.

Sejam X1, xs, ..., &y amostras aleatérias obtidas a partir da pdf p(x;@). A distri-
buigdo conjunta de todos os padrdes é dada por p(X;0), onde X = {x1,xs,...,xN} é
o conjunto de amostras. Assumindo que existe uma independéncia entre as amostras, a

distribuicao conjunta pode ser escrita por:

N
p(X;0) = p(@1, @, .., T 0) = [ p(:: 6). (2.40)
=1

Essa é uma funcao de @ e também é conhecida como verossimilhanca de 8 em relagao a X.
O método de maxima verossimilhanga (ML) estima os valores de € de modo que a fungao

de verossimilhancga tenha seu valor maximo, a saber

N
01, = argmax [ p(i;6). (2.41)
0

=1

Uma condigdo necesséria para que @y, seja um ponto de maximo, é o gradiente da fungao

de verossimilhanca em relacao a @ ser igual a zero, assim

de‘]\il p(wk; 9)
do

= 0. (2.42)

Como a funcao logaritimo é monotonicamente crescente, é possivel aplicar essa funcao a

expressao da verossimilhanca. Com isso, é definida a seguinte expressao:

N

L) =In]]p(zs;0). (2.43)

i=1
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Com isso, a Equagao (2.42) é equivalente a

dL(6) Xdlnp(z;0) dp(@i; )
o~ e :1:1,9) N (244)

i=1 :1

<.

A estimacgao por ML corresponde ao ponto de maximo na fun¢do de verossimilhanca,

conforme apresentado na Figura 7.

Figura 7 — Parametro estimado pelo método de maxima verossimilhanca.

Fonte — Préprio autor.

2.4.2 Estimacao de parametros por maxima posteriori

Quando se estima os hiperparametros através do método de maxima verossimilhanca,
o vetor @ é desconhecido. Neste caso, ele é tratado como um vetor aleatorio e que sua
estimacgao estd condicionada as amostras @1, ..., &y ocorrerem. Seja X = {x1, T2, ..., Ty},
nosso ponto inicial é p(@|X’). A posteriori a partir do teorema de Bayes é dada por
p(X[0) p(6)
p(0|X) = ———=——=. (2.45)
p(X)
O método de estimagao por maxima posteriori (MAP) estima o 9MAP, que representa o
ponto em que a distribui¢do p(8|X) é maxima. Ou seja,

d(p(X|6) p(6))

= 0. 2.4
0 0 (2.46)

Nota-se que o denominador nao entra no calculo do gradiente, ja que nao possui
relagdo com o valor de 6. Além disso, como o denominador é o mesmo para todos os
termos do numerador da fracao, é possivel retira-lo do calculo sem afetar a maximizacao da
fungao. A principal diferenca entre estimacao por ML e MAP ¢ a utilizacao da distribuicao
a priori p(@). Quando adota-se uma distribui¢do uniforme, o valor de @yap é equivalente
ao obtido pelo método Oy,. Em termos praticos, geralmente é adotada uma distribuicao

nao-uniforme em estimadores MAP.
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2.5 Conclusao do capitulo

As fungoes de densidade de probabilidade sao a base para a regra de decisao de
Bayes. Para que os dados sejam classificados é necessario que se tenham pelo menos
duas distribuigoes, a priori e verossimilhan¢a dos dados. Em termos praticos, podem ser
realizadas suposicoes de qual é a distribui¢do dos dados e os parametros estimados por
maxima verossimilhanga ou maxima posteriori. Os pontos de maximo das distribuicoes
estao localizados nos pontos em que o gradiente das distribuicoes ¢ igual a zero. Em
algumas situagoes, podem ser aplicadas fun¢oes discriminantes, como a logaritmo natural,

a fim de simplificar o computo desses pontos de maximo.

Por outro lado, a prépria fungdo de densidade de probabilidade pode ser estimada
utilizando modelos de misturas. Especificamente, o modelo de mistura de Gaussianas realiza
uma combinacao de varias componentes, que sao distribuigoes normais. Nesse processo,
os pesos da mistura, ou coeficientes da combinacao, e os parametros da distribuicao sao

estimados através do algoritmo Ezpectation-Maximization.
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3 Modelos lineares

O objetivo da tarefa de aprendizagem ¢ estimar o valor de uma ou mais saidas
t € R, dado um vetor de entrada x € R”. Em outras palavras, se busca uma funcio que
descreva um mapeamento entre os dados de entrada e suas respectivas saidas. Uma forma
de aproximar fungoes é através de uma combinacao linear entre as variaveis de entrada e
um vetor de coeficientes w € RP. Uma limitacdo dessa abordagem é que as funcoes obtidas
sempre sao lineares. Para superar isso, sao aplicadas funcoes de base nos dados de entrada.
Com isso, o modelo se torna uma combinacgao linear de fun¢oes nao-lineares e muitos
outros modelos podem ser obtidos. Neste capitulo serao apresentados os modelos lineares
e as principais fungoes de base que podem ser aplicadas. Além disso, serao discutidos
métodos para obtencao dos valores dos coeficientes w. Os conceitos explicados no presente
capitulo foram baseados nos trabalhos de Bishop (2006), Wipf (2006) e (WILLIAMS;
RASMUSSEN, 2006).

3.1 Introducao

O modelo linear mais simples para regressao, envolve uma combinagao linear de

variaveis de entrada, a saber
y(x,w) = wo + wizy + ... + wpxp, (3.1)

onde & = (x1, %2, ...,zp)T é o vetor de entrada e w = (wq, wy, ..., wp)T é conhecido como
vetor de pesos. Tal modelo é conhecido como regressdo linear e sua principal propriedade
é tratar-se de uma funcao linear com parametros (wg, wy, ..., wp). Por outro lado, também
é uma fungdo linear nas varidveis de entrada (x1,Zs,...,2p), 0 que impoe limitagdes
significativas aos modelos que seguem esse formato. Por isso, a classe de modelos é
extendida considerando uma combinacao linear de fung¢des nao-lineares fixas sobre as

variaveis de entrada. Com isso, o modelo torna-se

M-1

y(x, w) = wy + Z w;ip;(x), (3.2)

j=1
onde ¢;(x) sdo conhecidas como fungoes de base. Nesse caso, a quantidade total de

parametros do sistema é M.

O parametro wy, também é conhecido como bias ou intercepto. Para escrever o
modelo na forma de produto interno, é conveniente definir uma func¢ao de base constante
adicional ¢g(x) = 1 para multiplicar o pardmetro wy, tal que

M-1

y(x, w) = Z w;pj(x) = wd(x) (3.3)

Jj=0
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onde w = (wg, wy, ..., wp—1)T € ¢(x) = (Ppo(x), P1(x), ..., ppr—1(x))T. Geralmente, existe
uma etapa de pré-processamento nos dados de entrada antes de se aplicar as fungoes

nao-lineares.

Em termos praticos, ¢ dado um conjunto de dados de treinamento na forma
{(z;,t;)}¥, onde x; € RP sdo os vetores de entrada e os valores ¢; sao as saidas desejadas
correspondentes. A natureza do valores t; definem o problema que sera tratado. Quando
t; pode assumir somente valores discretos e o conjunto desses possiveis valores ¢é finito,
o problema é de classificagao. A discretizacao da saida é realizada através de funcgoes
de limiar. Quando t; pode assumir qualquer valor em R, o problema é de regressao. De
qualquer forma, o objetivo é estimar os pardmetros w, de modo que y(x;, w) sejam os
mais proximos possiveis de t;. Tal processo é chamado de treinamento. Uma vez que o
vetor w foi devidamente estimado, o modelo pode ser utilizado para obter os valores das
saidas t*, desconhecidas, a partir de vetores de entrada * € R”. Vale observar que os
padroes * nao pertencem ao conjunto de treinamento. Essa fase ¢ chamada de predicao

ou teste.

Quando sao aplicadas fungoes de base aos N vetores de treinamento, é definida

uma matriz N x M, conhecida por matriz de kernel, denotada por

do(x1) O1(T1) -+ dum-1(x1) (1)
do(2)  O1(T2) - du-1(x2) ()

P = (3.4)

do(xn) O1(Tn) -0 dum-1(xN) o(xn)

Além disso, também é definido o vetor t = (t1,...,tx5)7, que engloba todas as saidas
correspondentes aos padroes de treinamento. O modelo generativo a seguir, pode representar
o mapeamento entre a saida desejada e a saida do modelo a partir dos dados de entrada,

a saber,

t=%w+e. (3.5)
Um ponto importante a ser observado é que cada linha da matriz de kernel, quando
multiplicada pelo vetor de pesos, formam uma combinagao linear da forma descrita na

Equacao (3.3). Seguindo esse modelo generativo, o objetivo é encontrar o vetor de pesos

desconhecido w, dados t e ®. O vetor € representa um vetor de ruido aditivo.

3.1.1 Funcoes de base

Existem muitas possibilidades para a escolha das fungoes de base. Nesta Subsecao,

serao apresentadas algumas das principais.
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3.1.1.1 Funcao Gaussiana

A funcao de base Gaussiana nao requer nenhuma interpretacao probabilistica. Ela

é definida através da equacao a seguir:

45(2) = exp {—“’”} | (36)
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em que y; define a localizacdo do ponto médio da funcdo no espago de entrada e o2 ¢
um parametro que define a escala da funcdo. Como a funcao serd multiplicada pelos
pardmetros adaptativos w;, nos modelos lineares definidos pela Equacao (3.3), um termo
de normalizagdo nao é importante. Na Figura 8 sdo apresentados exemplos da func¢ao de

base Gaussiana variando o parametro de localizacao.

0 1
Figura 8 — Exemplos de func¢oes de base Gaussiana.

Fonte — Préprio autor.

3.1.1.2 Sigmoide Logistica

Outra possibilidade para funcao de base é a sigmoide. Tal funcao é denotada por:

6y(a) = o (). (.7

s
onde o(a) é uma fungao sigmoide logistica definida por

1
~ 1+exp(—a)

o(a) (3.8)
O parametro p; define a localizacao do ponto de inflexao da funcao e o parametro s
¢ responsavel por modificar a inclinacao. Quanto maior é o valor de s, mais suave é o

crescimento da fungdo. Na Figura 9 sdo apresentados exemplos dessa funcao.
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0.5

0 1
Figura 9 — Exemplos de fungoes de base sigmoidais.

Fonte — Préprio autor.

3.1.1.3 Tangente Hiperbdlica

Similarmente a fun¢ao sigmoide logistica, a funcao tangente hiperbdlica também

pode ser utilizada como func¢ao de base, sendo descrita por
tanh(a) = 20(a) — 1, (3.9)

onde o(a) é uma fungao sigmdide logistisca definida na Equagao (3.8). Uma combinagao
linear de fungoes logisticas sigmoidais é equivalente a uma combinacao linear de fungoes
tanh(-) (BISHOP, 2006). Na Figura 10 é dado um exemplo da funcao tangente hiperbdlica.

—1 | |
-1 0 1

Figura 10 — Funcao de base tangente hiperbdlica.

Fonte — Préprio autor.

3.1.2 Estimacao de parametros

A forma mais direta de estimar os valores de w ¢ por Maxima Verossimilhanca

(Secao 2.4.1) dos dados p(t|w). Segundo Bishop (2006), Essa abordagem é equivalente
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a solugao por minimos quadrados. Quando a dimensao de w é menor em relagdo a
quantidade de padroes, M < N, entao a solugdao de ML ¢é bastante efetiva. Porém, em uma
grande quantidade de problemas, a dimensao do vetor de pesos w excede a quantidade de
padroes (WIPF, 2006). Nessa situacdo, o mapeamento inverso de ¢ para w ¢é indeterminado.
Além disso, consiste em uma tarefa de estimacao mais complicada, ja que existe um niimero

infinito de solu¢des produzidas com a mesma verossimilhanca.

Uma alternativa Bayesiana para a solugdo do problema assume que w foi obtida a
partir de alguma distribuicao p(w). Isso permite que o espago de solugoes seja restrito a
partir de informagoes especificas do problema. A solucdo, nesse caso, é obtida através do

método MAP(Segao 2.4.2) conforme a equacao a seguir:
wyap = argmax {p(tjw) p(w)} . (3.10)

Um problema dessa abordagem é a grande quantidade de coeficientes w; com valores
diferentes de zero (WIPF, 2006).

Outra forma de tratar o problema é considerando que em w existem muitos
elementos iguais a zero. Tais solugoes sao conhecidas como esparsas e o nivel de esparsidade
cresce proporcionalmente a quantidade de elementos iguais a zero em w. Tal caracteristica
é enfatizada com a incorporacao de distribui¢oes a priori de caudas longas, possivelmente
infinitas e centradas em zero (RAO et al., 2003). Um caminho alternativo para esparsidade
¢é usar as chamadas distribui¢oes a priori empiricas, que sao caracterizadas por parametros
flexiveis que podem ser estimados a partir dos proprios dados (NEAL, 1996). Uma das
caracteristicas de ambas as abordagens é que a estimativa de w a partir de t e ® é
nao-linear. Além disso, embora o valor de M cresca, existe uma grande possibilidade de
que uma representacao altamente esparsa exista. Em geral, a tarefa de estimacgao de w
torna-se exponencialmente mais dificil, mesmo em problemas de tamanho moderado. Por

isso, a resolugao de alguns problemas chega a ser impraticavel (WIPF, 2006).

Na proxima secao, o problema de estimar uma solugao esparsa para um sistema

linear conforme na Equagao (3.5) é apresentado.

3.2 Definicao do problema da esparsidade

A fim de simplificar os cdlculos, é ttil definir

M
lwllo = > Z(Jwi| > 0), (3.11)

i=1
em que Z(-) é uma funcdo indicadora, || - ||o ¢ uma medida de diversidade pois tal medida
conta a quantidade de elementos em w que nio sdo iguais a zero. E comum se referir a

isso como norma £y, mesmo nao sendo uma norma verdadeira. O contrario de diversidade
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é a esparsidade, que conta o niimero de elementos em w que sdo exatamente iguais a zero.

As duas medidas sao relacionadas através da equacao:
diversidade = M — esparsidade . (3.12)

Os elementos de w diferentes de zero sao chamados de fontes ativas.

Em Elad (2010) sao estabelecidos alguns critérios para que o conjunto de pardmetros
encontrados, seja o mais proximo possivel de um vetor de parametros geradores wgey,
do sistema. Em ambientes nao ruidosos, uma posivel solugao para tal problema é pela
minimizag¢ado da norma zero do vetor w. Isso é equivalente a resolver o problema de
otimizagao a seguir:

min  ||wl|o,

(3.13)
s.a. t=dw.

Esse problema algumas vezes é chamado de recuperacao exata de esparsidade, ja que
qualquer solucao forca a igualdade. Como dito, em geral, problemas como o apresentado
na Equagao (3.13) é NP-Dificil (NATARAJAN, 1995) e, assim, solugdes sdo encontradas
através de métodos de aproximagao. Tais métodos foram estudados em profundidade nos
trabalhos Donoho e Elad (2003), Fuchs (2004), Gribonval e Nielsen (2003), Tropp (2004).

Em bases de dados reais, como as que serao tratadas nessa dissertacao, dificilmente
nao ha ocorréncia de ruido. Por isso, somente a norma ¢y nao é uma medida que representa
tais problemas com precisao. Como o ruido esta presente, tipicamente nao é possivel
representar t com exatidao. Nesses casos, o problema de otimizacao relaxado a seguir é
sugerido:

wo(\) = argmin|[t — ®wl|3 + \|w]|o, (3.14)
w

onde A\ é uma taxa de balanceamento entre a qualidade da estimacgao e a esparsidade. Do
mesmo modo que nos problemas apresentados pelas equagoes (3.13) e (3.14) também se
trata de um problema NP-Dificil, mas o que nao é claro é como selecionar o valor de A
(WIPF, 2006). Além disso, ndo se tem a garantia de uma solugdo global, j4 que mesmo
encontrando o valor 6timo de A é necessario ter um bom estimador para w,e, ou pelo
menos um perfil de espasidade correspondente. O perfil de esparsidade de w é altamente

importante, pois ira ditar quais colunas de ® sao mais relevantes.

De um ponto de vista conceitual, o problema descrito na Equagao (3.14) pode ser
reformulado adicionando constantes e aplicando uma transformagao exp(—(+)). Isso leva a

uma funcao de verossimilhan¢a Gaussiana p(t|w) com uma varidncia dependente de A
1 2
p(tlw) oc exp(— ||t — Pwll3) (3.15)
e uma distribuicao a prior: dada por

po(w) o exp(—||wl|o)- (3.16)
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No espaco dos pesos, a distribuicdo impropria descrita pela Equacao 3.16 mantém um
pico afiado quando um peso ¢é igual a zero e caldas uniformes em qualquer outro lugar. O

problema descrito na Equacao (3.14) pode ser reescrito como

p(tlw)po(w)

wo(A) = argmax p(t|w)po(w) = argmax ®
w w p

= argmax po(wlt). (3.17)
w
Além disso, o problema pode ser visto como uma tarefa de estimacao MAP com uma

posteriori caracterizada por numerosas solugoes 6timas locais.

Em resumo, a esparsidade em problemas dessa natureza, atua como um mecanismo
de regularizagao para evitar um sobreajuste (overfitting) aos dados de treinamento ¢. Além

disso, permite a geracao de modelos com estruturas mais interpretaveis (WIPF, 2006).

3.2.1 Métodos para solucao de sistemas unirespostas

Existem varios modelos de aprendizagem com treinamento baseado na solugao
de um sistema linear de resposta tinica. Dentre eles estao as Maquinas de Aprendizado
Extremo (ELMs)(HUANG; ZHU; SIEW, 2006), em situagoes que se tem somente um
neurénio na camada de saida, e as Maquinas de Vetores Suporte de Minimos Quadrados
(LSSVMs) (SUYKENS; VANDEWALLE, 1999). No caso do ELM, que é uma rede neural,
o conhecimento é retido através do armazenamento de pesos de neurdnios. Geralmente,
esses modelos possuem uma quantidade elevada de neuronios em sua camada oculta.
Nesse sentido, solugoes esparsas permitem a remocao dos neurénios que sao menos im-
portantes para a solu¢ao. No modelo LSSVM, o conhecimento obtido durante o processo
de treinamento é representado por um vetor de multiplicadores de lagrange e por toda
a base de treinamento. Diversos métodos também foram propostos a fim de identificar
quais sao os padroes de treinamento que sao realmente importantes para representacao do
conhecimento. Essas amostras sao conhecidas por vetores suporte e no modelo precursor do
LSSVM, conhecido como Maquinas de Vetores Suporte (SVMs) (HEARST et al., 1998), ha
a identificacao automatica desses padroes. Ou seja, o modelo SVM gera modelos esparsos

apos seu processo de treinamento.

Para obtencao de solugoes esparsas segundo as formulagoes apresentadas nas
equagoes (3.13) e (3.14), existem, basicamente, duas estratégias que sdo mais aplicadas.
A primeira engloba métodos gulosos e por outro lado existem estratégias Bayesianas.
Os métodos gulosos sao abordagens que permitem obter solu¢des 6timas locais. Nessa
categoria, existem algoritmos de sele¢ao sequencial baseados em perseguicao correspondente
(Matching Pursuit) (TROPP; GILBERT, 2007). Esses algoritmos constroem uma pequena
colecao de colunas da matriz de coeficientes do sistema linear, com cada nova adic¢ao
correspondente a solucao residual atual. A primeira estratégia Bayesiana é o método ML,

que é discutida na Secao 3.1.2, sendo equivalente a solu¢ao por minimos quadrados. Além
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disso, existem os métodos MAP e o método Bayes Empirico (Empirical Bayes) (MURPHY,
2012).

Os métodos bayesianos baseados em MAP, adotam novas ideias para distribuicoes
a priori. Para o método Basis Pursuit (CHEN; DONOHO; SAUNDERS, 2001), também
conhecido como LASSO (TIBSHIRANI, 1996) ou norma ¢; regularizada, é adotada uma

distribuicao de probabilidade a priori Laplaciana sobre w, dada por:

p;(w) o< exp (— é Iwi!> : (3.18)

Com isso, a funcao de custo a seguir é otimizada para buscar o conjunto de pardmetros w,
tal como,
M
w = argmin||t — w3 + A |wl. (3.19)
w i=1
Existem diversas propriedades e algoritmos que permitem a otimizacao dessa funcao de

custo (DONOHO; ELAD, 2003; RAO et al., 2003; TROPP, 2006). Em geral, esses métodos
geram solugoes pouco esparsas (WIPF, 2006).

Alternativamente, é possivel adotar uma distribuicao a priori de Jeffreys

pj(w) o 1_{|w11|, (3.20)

a qual é invariante a escala. Embora seja uma distribui¢ao a priori imprépria (BERGER,
2013), possui caracteristicas de distribuigbes esparsas, ji que tem caldas pesadas e um

pico em zero. Com isso, o problema de otimizacao torna-se:

M
w = argmin||t — dw||3 + A _log |w], (3.21)

=1
em que o termo de regularizagdo A algumas vezes é chamado de entropia Gaussiana (RAO;
KREUTZ-DELGADO, 1999). A funcao de custo baseada na distribuicao a priori de

Jeffreys possui muitos minimos locais, porém, se o algoritmo possui uma boa iniciagao,

podem ser encontradas solugoes mais proximas de wg., do que o método Basis Pursuit.

Uma terceira abordagem MAP usa como distribui¢do de probabilidade a priori

uma Gaussiana generalizada, dada por:

plw) x s - f ). (322

em que r € [0,1] é um pardmetro definido pelo usudrio. O problema de otimizagao
correspondente, chamado por Focal Underdetermined System Solver(FOCUSS), envolve a
seguinte equacao:

M
w = argmin||t — ®w||5 + A Jw]" (3.23)
w i=1
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Esse procedimento foi originalmente proposto por Leahy e Jeffs (1991). Quando o valor de
r — 0, o problema de otimizagdo se aproxima da norma ¢y, descrito na Equacao (3.14).
Por outro lado, quando » — 1, o problema é equivalente a aplicar o método Basis Pursuit,

ja que minimiza a norma /.

O método Bayes empirico, é uma alternativa as estratégias baseadas em maxima a
posteriori com distribuigoes a priori fixas. Nesse método sao adotadas distribuigoes a priori
flexiveis durante o processo de otimizagao. O algoritmo que descreve esse procedimento é

descrito na Segao 3.3.

3.3 Sparse bayesian Learning

O método Sparse Bayesian Learning (SBL), também conhecido como Empirical
Bayes (MURPHY, 2012) ou Automatic Relevance Determination (ARD)(WIPF; NAGARA-
JAN;, 2008), inicialmente foi aplicado ao treinamento de redes neurais artificiais (MACKAY,
1992a). Posteriormente, no trabalho de Tipping (2001), o SBL foi aplicado em métodos
de kernel a fim de obter padroes de treinamento relevantes (relevant vectors), sendo
tal denominado de Médquinas de Vetores Relevantes (RVM). Devido sua capacidade de
obter solugoes esparsas na resolucao de sistemas lineares, o SBL serd descrito no presente

trabalho e é a base para a proposta dessa dissertacgao.

Ao se expandir o modelo generativo descrito na Equacgao (3.5), pode-se apresentar

o sistema linear da seguinte forma:

th do(®1) ¢1(x1) - Pmoa(m1) | |wn €1
S e R ] S I PR RS
In ¢0(33N) ¢1(513N) te ¢M—1(513N) WN EN

Observa-se que cada elemento ¢; é obtido através do produto interno da linha ¢(x;) com o

vetor w somado de um residuo ¢;, tal como

Supondo que ¢; é obtido a partir de um processo contaminado com um ruido aditivo gerado
a partir de uma distribui¢do normal com média zero, isto é, ¢; ~ N(0,0?), a distribuicao

de verossimilhanca sobre os dados é dada por:

p(tz|m’b7 w, 0-2) = N(y(mzv ’UJ), 0-2)a

= 2rot) Fexp {1t~ (e w)?)

— (2702) b exp {—1(7; _ wT¢(mi))2}. (3.26)
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Observando as N padroes de treinamento simultaneamente, a distribuicao de
probabilidade sobre todos os dados pode entao ser calculada com base do produtério a

seguir

N(“’Td)(xl)v 02)7

|
—

s
I
—_

p(t|X, w,o?)

Il
—

@
I
—

(2m0) 7 exp { = (1 — wT ()2}

o2

_N
2

Y

Il
o
3
S)

1
exp{—wHt—(I)wHZ}. (3.27)

Em problemas de aprendizado supervisionado, como regressao e classificacao, é possivel
notar que nao se busca para o modelo a distribuicao das variaveis de entrada diretamente,
e sim a distribuicdo dessas varidveis em relacao a t (BISHOP, 2006), uma vez que o
conjunto de todas as varidveis de entrada X = {x;}, sempre estdao dentre as variaveis
condicionantes do problema. Entao, para se obter uma notacdo mais concisa, o conjunto
que representa todas as variaveis de entrada foi removido do conjunto de parametros
explicitos da distribuicao de probabilidade. Por isso, a verossimilhanca é escrita como

p(tlw, o?).

Quando se deseja relacionar as variaveis de entrada e saida através de um modelo
generativo, é necessario que a complexidade do modelo seja controlada. Ou seja, é necessario
que o crescimento dos parametros w seja limitado. Isso é feito pela definicdo de uma
distribuicao a priori explicitamente sobre w. E preferivel que seja escolhida uma distribuicao
suave e com baixa complexidade (WIPF, 2006). No presente trabalho, serd seguida a
abordagem utilizada na formulagao do modelo RVM em que se aplica uma distribuicao
normal com média zero (TIPPING, 2001). Assim, para uma componente do vetor w, a
distribuicao ¢ dada por:

p(wila;) = N(0, ;7 Y), (3.28)

em que «; € o hiperparametro da distribuicdo. Observando os M valores de w simultanea-

mente, obtem-se a distribuicao de w, sujeita aos hiperparametros «, a saber

p(wla) = [NV (0,077,

=1

M —1y—1 1 2
= H(Qﬂa )2 exp ~oo T (w; —0)" ¢,
i=1

— (277)_% (1:[ a}) exp {—; Z:aiw?} : (3.29)

Para simplificar, ¢ possivel substituir o termo >, a;w? por wTAw, em que A = diag(a).

Assim,

p(wla) = (27) % <fj[l a}> exp{—;wTAfw}. (3.30)
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Isso significa que todo hiperparametro «; esta associado a um peso w;. Tais hiperparametros

sao responsaveis por dar importancia aos componentes de w.

Como as distribuigoes de verossimilhanca e a priori sdo distribui¢cdes normais, entao
a distribuigao de probabilidade a posteriori também serd uma normal N (m,X). Para

simplificacdo dos célculos, foi assumido que 37 = 2. Assim,

p(w[t, o, B) = p(t|w, B) p(w|a) ~ N (m, ), (3.31)

em que
m = X7t e (3.32)
Y= (A+p97P) (3.33)

A esparsidade do modelo, é naturalmente alcancada sempre que os valores dos
hiperparametros «; tendem ao infinito. Quando o valor de «; é muito grande, a distribuicao
que representa a i-ésima componente de w tem uma abertura muito grande, logo seu valor
serd muito préximo de zero. Isso estimula o surgimento de varios componentes em w iguais

a Zero.

3.3.1 Estimacao dos hiperparametros

A estimacao dos hiperparametros é realizada utilizando o processo criado em
MacKay (1999). Alguns autores também chamam tal procedimento de type-II maximum
likelihood (JAMIL; BRAAK, 2012) ou evidence framework (MACKAY, 1999). Nesse
processo, a evidéncia p(t|a, §) é considerada como a verossimilhanga de um outro modelo
de inferéncia com distribuigao a posteriori dada por p(e, B|t). A posteriori desse segundo
modelo deve ser maximizada a fim de se obter os hiperpardmetros « para a distribuicao
a priori do primeiro modelo de inferéncia. Portanto, para calcular m e 3, a seguinte

distribuicao a posteriori deve ser maximizada:

p(a, B[t) o p(t|e, B) p(er) p(B). (3.34)

Ao se adotar distribui¢oes uniformes e assim as distribui¢oes p(a) e p(f) sao ignoradas.
Com isso, o problema se resume a maximizar a evidéncia do primeiro modelo de inferéncia,
ou seja

pltler, ) = [ plthw, ) plw|a)dw. (3.35)

Substituindo a Equagao (3.27) e Equagao (3.30) para integracao, a evidéncia é dada por

p(tla, B) = (fﬁ)

E(t) = ;(ﬁtTt —m'™ 'm). (3.37)

vl

( : )N; (iMla}> exp {~E(t)} (2m) [B]2, (3.36)

2

em que
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Para encontrar o ponto de maximo da funcao, é aplicada a func¢ao discriminante logaritimo

natural, assim

N

1 M
5 In(27) + 3 > Ina,. (3.38)

i=1

Inp(t|a, §) jzvlnﬁ _B(t) - ;m 5| -

Essa funcao precisa ser maximizada em relacao a a e 3. Assim, é calculado o ponto em
que o gradiente da funcao ¢é zero, em relacdao a a e B. Resolvendo tais operagoes, sao

obtidas as regras de atualizacao desses parametros que sao dadas por

almew) = Tt (3.39)
m;
N — Sy
(new) _ “7 v 3.40

em que y; = 1 —q;2;. Os valores de a e f maximizam a distribuicao marginal, apresentada
na Equacao (3.38).

Na pratica, sao dados valores iniciais para os parametros a e . Com isso, os
parametros da média e covariancia da distribuicao de probabilidade a posteriori é calculada
utilizando a estimativa inicial de ac e § através das equagoes (3.32) e (3.33). Iterativamente,

os valores de a e [ sdo recalculados através das equagoes (3.39) e (3.40), até que algum

critério de convergéncia seja satisfeito.

Os valores de a e  que maximizam a evidéncia sao utilizados para calcular a
distribuigao preditiva p(t|t, o, 3) = N (mTé(x*),0%(x*)) para novas entradas x*, em que
t={t:;}¥, e o?(x*) = 871+ ¢(x*)TZp(x*). O valor de ¢ é a média da distribuigao acima

mT¢(x*). A confianca na predi¢ao é determinada por o?(z*).

3.3.2 Resumo do algoritmo para SBL

Dadas as informagoes t e uma matriz de kernel @, o algoritmo SBL ¢é apresentado

pelos passos descritos no Algoritmo 1.

3.4 Modelos lineares de multiplas respostas

Nesse caso sao considerados L modelos generativos tal como apresentado na Equa-

¢ao (3.5). Isso é escrito como um modelo linear de multiplas respostas apresentado a seguir:

T = ®W +E, (3.41)

em que T = (tq,...,t ), W= (w,,..,wy), e Eéa matriz de ruido. Para simplificar a

notacao, x.; € a j-ésima coluna de uma matriz X enquanto x; representa a i-ésima linha.
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Expandindo o modelo descrito na Equagao (3.41), é obtida a equagao matricial a seguir:

t11 tlL ¢1($1) ¢M($1) W11 w1y, €11 ... €11

tNl tNL ¢1($N) ¢M($N) wypyr ... WapL EN1 ... €ENL
(3.42)

Nesse sistema, pode ser observado que a coluna t.; da matriz T é gerada a partir do
produto da matriz ® pela coluna w.; somada com a coluna €;. Além disso é possivel
notar que um vetor de base, uma linha da matriz ®, é responsavel pela criacdo de mais
de um vetor de resposta, uma coluna da matriz T. Diante disso, quando se deseja obter
solucoes esparsas, assume-se que a matriz de pesos W deve possuir um niimero minimo
de linhas diferentes de zero, o que é equivalente a remover colunas da matriz ® e, por sua
vez, colunas da matriz T. O objetivo da inferéncia torna-se obter simultaneamente cada

vetor de pesos w.; adotando a todos um perfil de esparsidade comum.

Algoritmo 1 Algoritmo SBL
Entrada:

e Matriz de kernel ®.

e vetor de rotulos de treinamento .
Saida:

e Vetor de pesos w esparso.
Procedimento:

1. Atribua valores para a;, de tal maneira que sejam iguais a 1 ou faga uma escolha
aleatoria de niimeros nao-negativos.

2. Atribua um valor para . Defina uma estimativa inicial para a variavel.

3. Calcule os pardmetros da distribui¢io a posteriori m e ¥ através das equagoes (3.31)
e (3.33).

4. Atualize o valor de a através da Equagao (3.39).

5. Atualize o valor do pardmetro de abertura da distribuicdo de verossimilhanca [
através da Equacao (3.40).

6. Remova da matriz ® e do vetor ¢, as colunas e as linhas correspondentes aos
hiperpardmetros a que sdo maiores que um valor limiar muito grande. (tendem ao
infinito)

7. Ttere nos passos 3, 4, 5 e 6, até que algum critério de convergéncia seja satisfeito.

8. Utilize a média da distribuicdo a posteriori obtida apds a execucao dos passos
anteriores como uma estimativa de w ge,.
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3.5 Esparsidade em modelos lineares de miltiplas respostas

Para simplificar os calculos, é 1til definir uma notagao para medidas de esparsidade

em solugoes de sistemas lineares de multiplas respostas, dada por

M

dW) £ I(||lws.| > 0). (3.43)

i=1

De maneira similar a definicdo do problema de esparsidade em sistemas lineares unires-
postas, a fun¢ado Z(-) é uma funcao indicadora e || - || é uma norma vetorial arbitraria.
d(-) é uma medida de diversidade linear j& que conta o nimero de linhas em W que nao
sao iguais a zero. Por outro lado, a medida de esparsidade linear mede a quantidade de
linhas em W que sdo iguais a zero. Além disso, para um vetor coluna w.;, tem-se que
d(w.;) = ||lw.||o e que d(-) é uma extensdo da norma ¢, para matrizes. As linhas diferentes

de zero na matriz de pesos W também sao conhecidas como fontes ativas.

Em Wipf (2006) é definida uma matriz de pesos gerados Wy, e critérios que
garantem sua unicidade em termos de esparsidade. Os métodos pra resolucao de sistemas
lineares de multiplas respostas tem como objetivo estimar solu¢oes mais préoximas possiveis
de W, Inicialmente, serd considerado o caso mais simples em que nao existe a presenga
de ruido. Nesse caso, a matriz E ¢ nula e uma das formas de estimar a matriz W, ¢
através da resolucao do problema de otimizagao

W, £ argmin(d(W)),

v (3.44)

s.a. T =dW.

Em geral isso é um problema NP-Dificil, por isso métodos aproximados sao utilizados para

se obter tal solugao (WIPF, 2006).

Quando o ruido é levado em consideragao, ou seja, a matriz E nao é nula, o
problema é ainda mais complexo. Tipicamente, T nao é representado com exatidao e uma

forma de obter esse valor é buscando solugao para o problema de otimizacao
Wy (\) £ argmin(|| T — ®W||% + Ad(W)), (3.45)
W

em que A é um parametro de balanceamento entre qualidade e esparsidade. Uma carac-
teristica essencial de utilizar d(W) como um termo regularizador é que sempre que um
unico elemento em uma linha de W for diferente de zero, nao existe penalidade a mais
pela existéncia de outros elementos diferentes de zero na mesma linha. Isso promove um
perfil de esparsidade comum, como desejado. Infelizmente, resolver o problema apresentado
na Equacgao (3.45) também é um problema NP-Dificil e ndo é claro como obter o valor
de A. Além disso, a minimizacao da funcao de custo nao é garantia de se encontrar uma

solugao global ou pelo menos uma solugao com perfil de esparsidade correspondente a
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W e, ainda que se tenha o valor 6timo de A (WIPF, 2006). A condi¢ao de se obter um
perfil de esparsidade equivalente é crucial ja que esse fator determina quais colunas de ®

sao relevantes. Em termos fisicos, essa propriedade é altamente desejavel.

A partir de um ponto de vista conceitual, o problema apresentado na Equacao (3.45)
pode ser reformulado em termos Bayesianos aplicando uma transformagao exp(—(+)). Isso
gera uma funcao de verossimilhanga normal p(T|W) com varidncia A e uma distribuigao
a priori dada por p(W) o exp(—d(W)). No espago dos pesos, tal distribui¢do possui um
pico afiado e caudas pesadas sempre que uma norma de linha é igual a zero e sao uniformes
em qualquer outro lugar. De maneira equivalente o problema de otimizagao apresentado

na Equacao (3.45) pode ser reescrito como:
Wo(A) = argmax(p(T|W) p(W)) = argmax(p(W[T)). (3.46)

Desse modo, o problema descrito na Equagao (3.46) pode ser visto como um problema de

estimacao por MAP, caracterizado pela ocorréncia de solu¢oes 6timas locais.

3.5.1 Métodos para solucao de sistemas lineares de multiplas respostas

Para resolucao de sistemas lineares com multiplas respostas, abordagens utilizadas
na resolucao de sistemas de resposta tnica, descritas na Secao 3.2.1, foram extendidas. Da
mesma forma, os métodos sao divididos basicamente em estratégias gulosas e métodos
Bayesianos e todas visam a resolu¢ao dos problemas apresentados nas equagoes (3.44) e
(3.45).

Dentre as estratégias gulosas, se destaca o algoritmo, baseado em busca correspon-
dente (matching pursuit), e é a extensao do método Orthogonal Matching Pursuit (COT-
TER et al., 2005). Esse método, de forma sequencial, constréi uma pequena colegiao
de colunas da matriz de kernel, em que cada nova adi¢cao ao conjunto continua sendo

equivalente ao atual.

As estratégias de solugoes Bayesianas sao divididas em métodos baseados em MAP
e o Bayes empirico (MACKAY, 1992a). Os métodos MAP modificam a distribuicao a
priori a fim de obter novas func¢oes para serem otimizadas. A primeira abordagem baseada
em MAP é uma extensao do método Basis Pursuit (CHEN; DONOHO; SAUNDERS,
2001) ou LASSO (TIBSHIRANI, 1996) para sistemas lineares de multiplas respostas. Esse
algoritmo realiza um relaxamento convexo no problema apresentado na Equagao (3.45) e

tenta resolver o seguinte problema
M
W = argmin||T — @W||% + 1Y _ |lw;[». (3.47)
w i=1

Para a otimizacao dessa funcao de custo, muitos métodos podem ser aplicados. Observando

em uma perspectiva Bayesiana, o problema descrito na Equacao (3.47) é equivalente a
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uma estimacao MAP com uma distribuicdo a priori Laplaciana sobre a norma ¢y para cada
linha. As propriedades desse método sao discutidas em Cotter et al. (2005), Malioutov,

Cetin e Willsky (2005).

Uma segunda estratégia baseada em MAP, é a extensao do método que utiliza a
distribuicao a priori de Jeffrey', onde a penalidade baseada na norma ¢; é substituida
por um termo regularizado baseado na negativa do logaritimo da distribuicao a priori de
Jeffreys sobre a norma das linhas da matriz de pesos. Com isso, o problema de otimizacao
se torna

M
W = argv{fninHT—<I>W||3g+/\Zlog||'wi.||2. (3.48)

i=1
Essa funcao de custo sofre com a existéncia de muitos minimos locais, mas com uma boa
iniciacao pode encontrar estimativas para W, melhores que a extensao do método Basis

Pursuit.

O método M-FOCUSS, descrito em Cotter et al. (2005), Rao e Kreutz-Delgado
(1998), Rao, Engan e Cotter (2004), é¢ uma extensdao do método FOCUSS para sistemas
lineares de resposta tnica. Essa abordagem emprega uma norma ¢, como medida de
diversidade, onde p € [0, 1] é um parametro definido pelo usuério, para estimular a produgao
de modelos com poucas linhas em W diferentes de zero. No contexto de estimagao por
MAP, esse método pode ser derivado utilizando uma distribuigdo a priori Gaussiana
generalizada sobre a norma das linhas, como ocorrido com a distribuicdo Laplaciana e a

priori de Jeffreys. O algoritmo M-FOCUSS busca o ponto de minimo da funcao

M
W = argmin||T — @W||% + 1D _([lw;.[]2)". (3.49)
w i=1
Quando p — 0, a fungao de custo aproxima-se do problema descrito na Equacao (3.45). Por
outro lado, quando p = 1, a funcao de custo é equivalente a funcao de custo da extensao

do método Basis Pursuit para sistemas lineares de multiplas respostas.

O método SBL também foi extendido para trabalhar com sistemas lineares de mul-
tiplas respostas. Sua abordagem é uma alternativa aos métodos que utilizam distribui¢oes
a priori fixas. Como esse método faz parte da proposta principal dessa dissertagao, ele é

apresentado em mais detalhes a seguir.

3.6 Sparse Bayesian Learning para miltiplas respostas

Em Wipf e Rao (2007), o método SBL foi extendido para trabalhar com sistemas

lineares de multiplas respostas. Tal melhoria, que sera referida como Multiresponse Sparse

L A distribuigdo a priori de Jeffreys é uma distribui¢do imprépria e segue a forma p(z) = 1/z (BERGER,

2013).
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Bayesian Learning (M-SBL), permitiu a aplicagdo de tal modelo em métodos de aprendi-
zagem como as maquinas de aprendizagem minimas, conforme serd proposto no presente

trabalho. A descrigdo do M-SBL ¢é baseada em Wipf (2006).

Considerando o modelo de multiplas respostas apresentado na Equagao (3.41), é
definida uma distribuicio de probabilidade de verossimilhanca sobre os pesos p(T|W). E
adotada uma distribuicdo Normal com média zero e variancia . Assim, para cada par

t.j,'w.j,

p(tw.;, B) = (278) % exp {—1||t-j - ‘I’w-ng} : (3.50)

2p
Isso é equivalente a distribuicao de verossimilhanca dos sistemas lineares de resposta unica,

descrita pela Equagao (3.27).

No caso de multiplas respostas, quando se quer estimar os parametros W, é
preferivel que se tenham muitas linhas iguais a zero. Sabendo disso, visando restringir
o crescimento dos valores das linhas de W, sao associadas as suas linhas distribuigoes
de probabilidade a priori com dimensao L. Nesse caso, sao adotadas distribui¢oes Nor-
mais multivariadas com média zero. Portanto, a i-ésima linha de W é associada a uma

distribuicdo Normal com média zero e covariancia «o;1, tal que o; € R,. A saber,
p(w;; a;) 2 N(0, ou1). (3.51)

Observando simultaneamente as M linhas de W, é obtida a probabilidade a priori sobre

toda a matriz de pesos
M

p(W;a) = [JN(0, i), (3.52)

=1

em que a = (g, g, ..., ap)T.

A distribuicao de probabilidade a posteriori é obtida pelo produto da verossimi-
lhanca com a distribuic¢ao a priori. Além disso, como foram adotadas distribui¢goes Normais
para a distribuicao de verossimilhanca e também para a priori, a posteriori também sera
uma Normal. Assim, a distribuicdo a posteriori da j-ésima coluna de W é dada por:

p(w.;,t; @)

p(w'j|t‘j; a) = fp(w-j,t-j; a)dwj ~ N(:u'ja 2)7 (353)

em que a média e covariancia é dada por:

2 £ Cov(w,jlt;a) =A - AP '®AVj=1,.., L, (3.54)
m = (jty,...., 1) = E(W|T;a) = AT, T, (3.55)
tal que A = diag(a) e 3, = 1+ PAPT.

De maneira similar ao caso unidimensional, a média da distribuicdo a posteri-

ori m é uma estimativa para Wy.,. A esparsidade ¢ naturalmente atingida quando
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os hiperarametros «; tendem a zero. Isso forca a distribuicdo a posteriori satisfazer
p(w;. = 0|T;; = 0) = 1, fazendo com que a média da i-ésima linha ;. seja zero, como
desejado. Com isso, o problema de estimar os pardmetros W, é transferido para a tarefa
de estimacao dos valores adequados e localidacao dos valores diferentes de zero para
os hiperparametros a. Isso pode ser realizado através do processo de aproximagao da

evidéncia, descrito a seguir.

3.6.1 Estimacao dos hiperparametros

O processo de estimagao dos hiperparametros, da mesma forma que no caso unidi-
mensional, é realizado através da maximizacgao da evidéncia em relagdo aos hiperparametros
a e f3. Isso é feito buscando o ponto em que o gradiente da evidéncia é nulo através de
um processo iterativo. Antes do calculo do gradiente, é aplicada a funcao discriminante

logaritima a evidéncia. Com isso, a funcao que se deseja maximizar é dada por:

2l p(T|a) = —2ln/p(T|W) p(W: a)dW (3.56)
= —2Inp(T; a) (3.57)

L
=LIn|%, |+ ) th5; 't (3.58)

j=1

O produto por —2 foi realizado em termos de simplificacdo da func¢ao. Isso ndo modifica o

ponto em que o gradiente é zero, somente o problema de maximizagao para minimizacao.

A operacao de marginalizagdo para otimizacao dos hiperparametros é praticada
por Bayesianos, como uma forma natural de incorporar uma medida de complexidade a
tarefa de comparacao de modelos. A medida de complexidade que se incorpora é a navalha
de Occam (MACKAY, 1992a). Existem, pelo menos duas maneiras de minimizar a funcao
—2Inp(T|e). A primeira é através do algoritmo Ezpectation-Mazimization(EM), proposto
em Dempster, Rubin e Tsutakawa (1981), Harville (1977). A regra de atualizagdo dos

hiperparametros através do método EM é dada por:

2

1
Oé(new) - ZH“@H% + Z'LwVZ - 17 7M (359)

O algoritmo EM possui garantia de convergéncia comprovada, mas em termos praticos,
a convergéncia é lenta. Alternativamente, os hiperparametros podem ser atualizados
utilizando a regra proposta por MacKay (1992a). Essa metodologia também possui
convergéncia comprovada e é bem mais rapida do que o algoritmo EM. A regra de
atualizagao é dada por:
1 2

o) = 1L_H51”;VZ =1,.., M. (3.60)

Em termos praticos, a qualidade dos resultados obtidos através da regra de atualizacao

baseada no EM é mais elevada, mas possui um desempenho mais baixo. A regra que
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permite a atualizacao do parametro [ é dada por:

LT — ®ml||3
B(new) _ L|| rr]\i[HfZ.. ) (361)
N—M+52, 3

Esse processo é originalmente discutido em Tipping (2001) e MacKay (1992a).

3.6.2 Sumario do algoritmo

Algoritmo 2 Algoritmo M-SBL

Entrada:

e Matriz de kernel ®.
e matriz de saidas T'.

Saida:
e Matriz de pesos W esparsa.
Procedimento:
1. Atribua valores para «. Defina todos os valores iguais a 1 ou faca uma escolha

aleatéria de ntimeros nao-negativos.

. Calcule os parametros da distribuicao a posteriori m e ¥ com base nas equagoes

(4.13) e (3.54).

. Atualize o valor de « utilizando a regra EM, apresentada na Equagao (3.59), ou

através da regra rapida, mostrada na Equacao (3.60).

. Atualize o valor do pardmetro de abertura da distribuicdo de verossimilhanca 5 com

base na Equagao (3.61).

Remova da matriz ® e da matriz T, as colunas correspondentes aos hiperparametros
o que sao menores que um limiar muito pequeno. (tendem a zero)

Itere nos passos 2, 3, 4 e 5, até que algum critério de convergéncia seja satisfeito.

Utilize a média da distribuicao a posteriori obtida apods a execugao dos passos
anteriores como uma estimativa de W g,,.

O Algoritmo M-SBL consiste de um processo iterativo. No inicio de sua execucao,

sao dadas estimativas iniciais para os valores de a e A. O objetivo é calcular os parametros

da distribuicao a posteriori, mais precisamente sua média m, que representa a estimativa

de Wy, que se busca. A cada iteracao, novos valores para a e \ sao estimados e as

colunas de ® podem ser removidas quando se observam valores em a que tendem a zero,

ou seja, menores que um limiar muito pequeno (a; < 10712). Isso faz com que o algoritmo

tenha iteracoes cada vez mais rapidas a medida em que elas ocorrem, pois os computos

dos parametros se tornam menos custosos, ja que as matrizes se tornam cada vez mais

esparsas. Esse processo é realizado até que algum critério de convergéncia seja satisfeito.

Um sumario do algoritmo M-SBL é apresentado no Algoritmo 2, em que se tem como

entrada as matrizes T e uma matriz de kernel ®.
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3.7 Conclusdo do capitulo

Um sistema linear de multiplas respostas é composto por um conjunto de sistemas
lineares de resposta tnica. Nesses problemas, solugoes em que a matriz de pesos possui a
maioria das linhas com norma igual a zero, sdo preferidas. Na literatura, as abordagens para
resolver problemas de multiplas respostas sao extensoes das metodologias convencionais,
para resolucao de sistemas de resposta tnica. O método SBL também foi extendido
para trabalhar com problemas de multiplas respostas e adota uma estratégia em que os
parametros da distribuicao a priori sobre os pesos sao modificados durante a execucao
do algoritmo. Essa abordagem ¢é uma alternativa a metodos que utilizam distribuigoes de

probabilidade a priori fixas.
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4 Maquina de Aprendizagem Minima Bayesi-

ana Esparsa

Neste capitulo serd apresentado o modelo proposto nessa dissertacao. Esse método
consiste em uma abordagem Bayesiana para superar algumas limitacoes da Maquina
de Aprendizagem Minima (Minimal Learning Machine, MLM)(SOUZA et al., 2015) no
tocante ao treinamento do modelo. Neste capitulo serao apresentados os fundamentos do
modelo MLM, serao levantados alguns questionamentos acerca do modelo e sera descrita a

proposta principal dessa dissertacao.

4.1 Maquinas de Aprendizagem Minima

Uma MLM é um método supervisionado no qual o processo de treinamento consiste
na resolucao de um sistema linear de multiplas respostas a fim de encontrar o mapeamento
existente entre as distancias de entrada e de saida. Nesse modelo, a saida para padroes
nao vistos durante o treinamento sao calculadas através da resolucao de um sistema linear,

juntamente de um processo de otimizacao no espaco de saidas possiveis.

4.1.1 Formulacao basica

Considando um conjunto de pontos de uma funcao continua f : X — ) dado por
D = {(xi,y;, = f(z:))}Y,, em que X € RP e ¥ € R®. O objetivo do método MLM &
estimar uma aproximacao para a funcao f, a partir dos pontos do conjunto D. Porém,
essa estimacao é realizada no espaco das distancias dos pontos de D. Por isso, considere o
conjunto de K pontos de referéncia, denotado por D,.r, tal que D,y € D. A matriz de
distancias no espaco de entrada Dy representa as distancias do dominio de cada ponto
de D ao dominio dos pontos de D,.s. De maneira similar, a matriz Dy representa as
distancias das imagens dos pontos de D até as imagens dos pontos do conjunto D,.¢. Em
ambas as matrizes, Dy e Dy, cada coluna 7 representa a distancia Euclidiana de cada
ponto de D ao i-ésimo ponto de referéncia de D,f, logo possuem dimensoes N x K. Além
disso, Dy e Dy sao chamadas de matrizes de distancia no espaco de entrada e de saida,

respectivamente.

4.1.1.1 Regressao de distancias

O processo de treinamento consiste em recuperar o mapeamento existente entre

as distancias no espago de entrada e de saida. Isso pode ser feito através do modelo de
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regressao de miiltiplas respostas a seguir:
Dy = g(Dx) +E, (4.1)

em que g é uma fungao cujo dominio é representado pelo conjunto induzido pelas distancias
de entrada e a imagem é definida pelo conjunto induzido pelas distancias no espago de
saida. Além disso, E é uma matriz de residuos. Assumindo que o mapeamento possui uma

estrutura linear para cada resposta, o modelo de regressao pode ser reescrito na forma:
Dy =Di+B+E, (4.2)

onde B é uma matriz K x K e corresponde aos coeficientes do sistema para as K respostas.
Uma forma de estimar a matriz B é através da minimizagdo da soma residual quadratica

(residual squared sum, RSS), dada por:
RSS(B) =1tr ((Dy - D/\/B)T (Dy - D/\(B)) . (43)

No caso em que K < N, o sistema é sobredeterminado e nao possui soluc¢oes diretamente.
Isso corresponde ao caso em que D,y ¢ um subconjunto préprio de D. Nessa situagao, B

pode ser aproximada utilizando o método de minimos quadrados, a saber

B = (D}Dy) 'D}Dy. (4.4)

Observando o caso em que a matriz Dy utiliza todas as amostras em D como

pontos de referéncia, isto ¢, K = N, o sistema possui uma tnica solucao, dada por:
B = D,'Dy. (4.5)

A terceira situacao que pode ocorrer é a quantidade de pontos de referéncia ser maior
que a quantidade de amostras utilizadas na criacao das matrizes de distancia, ou seja,
(K > N). Isso pode acontecer quando K pontos de referéncia sdo selecionados e na criagao
das matrizes de distancia, somente () elementos de D, tal que ) < N, sado utilizados para
compor as linhas de Dy e Dy, ou seja, as matrizes de distancia terao dimensao Q) x K.
Nesse caso, o sistema linear é indeterminado e possui infinitas solugoes possiveis. Uma

observagao importante ¢ que outras metodologias podem ser utilizadas na estimacao de B,
como RLS (GRANT, 1987).

4.1.1.2 Estimacdo da saida

De posse da matriz B e do conjunto de pontos de referéncia D,..f, é possivel estimar
a imagem de pontos de teste cujos elementos do dominio sdo representados por =* € RP.
Durante o treinamento, foi encontrada uma estimativa do mapeamento entre os espacos
de distancias no espaco de entrada e saida. Por isso, é necessario que o padrao «* também

seja representado no dominio das distancias. Essa representacao é dada pelo vetor d,- de
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dimensoes 1 x K, que possui as distancias euclidianas do ponto de teste * ao dominio
de todos pontos de referéncia D,.r. A partir de d,-, é possivel estimar as distancias no

espago de saida através do mapeamento B, a saber

dy* — dm*B (46)

O problema se torna estimar a imagem y* = f(x*), a partir de d,« e das imagens
dos pontos de referéncia em D,.s. Isso pode ser tratado como um problema de multila-
teracao (NIEWIADOMSKA-SZYNKIEWICZ; MARKS, 2009). Em um ponto de vista
geométrico, estimar y* pertencente ao conjunto RS é equivalente a resolver um conjunto so-
bredeterminado de K equagoes nao-lineares correspondentes a hiper-esferas S-dimensionais
centradas sobre as imagens dos pontos de referéncia, denotadas por {#;}X ;. Isso ¢ apre-
sentado na Figura 11. A localizacao de y* pode ser estimada através da minimizacao da

funcao de objetivo abaixo:

K
. 2
y* = argmin S (y—t)(y—te) —dP), (4.7)
k=1

em que d;k) ¢ a distancia euclidiana do rétulo y até a imagem do k-ésimo ponto de

referéncia.

Vs

Vi

Figura 11 — Estimacao da saida y*. Esse vetor representa o ponto que se deseja estimar
através da multilateragao, {t}+_; sdo as imagens dos pontos de referéncia D,
e d’;*, ¢ a distancia de saida estimada das imagens dos pontos de referéncia
até o rétulo yx.

Fonte — Proposta original do MLM, apresentada no trabalho de Souza et al. (2015).
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No tocante a problemas de classificacao, foi provado que o ponto de minimo da
Equagao (4.7) é o rétulo do ponto de referéncia de menor distancia. Essa abordagem foi

chamada de MLM-NN (MESQUITA; GOMES; JUNIOR, 2017).

4.1.1.3 Resumo para o algoritmo do MLM

O modelo MLM ¢é composto por uma fase de treinamento e outra de predi¢ao. A
primeira é a de treinamento, que é responsavel pela identificacdo dos pontos de referéncia
e estimacao do mapeamento das distancias de entrada e de saida. Todo esse processo
¢é realizado a partir do conjunto de dados de treinamento sendo o mesmo descrito no
Algoritmo 3. A etapa de predicao consiste na estimacao do rétulo para uma dado padrao

nao visto no conjunto de treinamento. Esse processo é apresentado no Algoritmo 4.

Algoritmo 3 Processo de treinamento do modelo MLM
Entrada:

e Conjunto de pontos de treinamento D
Saida:

e Conjunto de pontos de referéncia D,y

e Mapeamento entre distancias de entrada e de saida B
Procedimento:

1. Selecione o conjunto de pontos de referéncia D,.r C D. Na formulagao padrao, essa
escolha ¢ aleatoria.

2. Calcule as matrizes de distancias no espago de entrada e de saida Dy e Dy utilizando
a base de dados D e os pontos de referéncia selecionados D,y.

3. Calcule o mapeamento entre as distancias de entrada e de saida através da Equa-
¢ao (4.4) ou Equacao (4.5), com base na quantidade de pontos de referéncia selecio-
nados.

Algoritmo 4 Processo de predicao do modelo MLM
Entrada:
e Padrao de teste x*
e Conjunto de pontos de referéncia D,y
e Matriz de mapeamento de distancias de entrada e de saida B
Saida:
e Rotulo y*
Procedimento:

1. Calcule o vetor de distancias d,- utilizando o dominio dos pontos de referéncia D,y.

2. Utilize o mapeamento B para estimar as distancias no espaco de saida d,~ com base
na Equagao (4.6).

3. Estime o réotulo y* resolvendo o problema de otimizacao apresentado pela Equa-
cao (4.7).
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4.1.1.4 Implicacdes acerca do treinamento do MLM

O MLM consiste em um método que estima uma funcao f : X — ) levando
o problema para o espago das distancias. Nesse segundo plano, é resolvido um sistema
linear de multiplas respostas a fim de encontrar o mapeamento entre as distancias de
entrada e saida. Tal problema é dado pela Equagao (4.2) e dependendo das dimensoes das
matrizes que compdem o problema, ele pode ser resolvido com base na Equagao (4.4) ou
Equacao (4.5). A qualidade da solugao desse problema é um dos principais fatores que
definem o desempenho do modelo gerado, ja que B, mesmo que indiretamente, representa

o mapeamento entre os padroes de entrada e saida.

Ainda no contexto do MLM, o primeiro fator determinante para uma boa capacidade
de generalizacao do modelo, é a escolha dos pontos de referéncia. Eles definem as colunas
das matrizes Dy e Dy e isso impacta diretamente na qualidade da resolucao do sistema
linear descrito na Equagao (4.2). Durante a escolha de tais pontos de referéncia, dois
pontos devem ser analisados: (i) a quantidade de pontos e (ii) qual subconjunto de pontos
de treinamento sera escolhido. Na formulacao padrao somente a quantidade é considerada,
ja que a escolha de quais amostras de treinamento a serem utilizadas é feita de maneira

aleatoria.

Um segundo ponto que define a qualidade do modelo durante o processo de
treinamento é o método de resolucao do sistema linear de multiplas respostas. No Capitulo 3,
sao discutidas varias abordagens para resolver esse tipo de problema e suas implicagoes. A
complexidade é um fator importante que deve ser analisado durante a concepcao de um
modelo. Uma das formas de controlar isso ¢ pela adog¢ao de um perfil de esparsidade a
solugao. Seguindo a discussao apresentada na Secao 3.5, quando se deseja solugdes esparsas
para sistemas lineares de multiplas respostas, se busca uma matriz de parametros em que
a maioria das linhas é nula. Isso é equivalente a eliminar colunas da matriz de coeficientes.
Relacionando isso ao modelo MLM, a selecao de pontos de referéncia pode ser vista como
uma tentativa de impor esparsidade a um modelo linear em que todas as amostras de
treinamento sao consideradas como pontos de referéncia. Isso ocorre devido as colunas da

matriz Dy serem definidas pelos pontos de referéncia do modelo.

A busca por solugoes esparsas durante o treinamento do método MLM é uma
caracteristica desejavel nao s6 em termos de reducao da complexidade do modelo. Também
se deve ao fato de que em sua etapa de predicao, a complexidade do algoritmo de
multilateragdo cresce com o ntmero de pontos de referéncia. Portanto, solugoes com

poucos pontos de referéncia, favorecem o desempenho do modelo durante essa etapa.

Na Figura. 12, sao apresentados modelos gerados a partir do processo de treinamento
do MLM utilizando diferentes grupos de pontos de referéncia. Na superficie apresentada

na Figura 12a, foi escolhida uma quantidade maior de pontos de referéncia de maneira
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Figura 12 — Superficies de decisdao do modelo MLM utilizando diferentes conjuntos de
pontos de referéncia.

Fonte — Préprio autor.

aleatéria. Por outro lado, na Figura 12b, foi adotado um certo critério na determinacao
dos pontos e na quantidade. E possivel notar que a superficie apresentada na Figura 12a ¢
menos suave do que a superficie apresentada na Figura 12b. Isso suporta a hipotese de
que a quantidade e a escolha correta dos pontos de referéncia é um fator determinante da

complexidade do modelo gerado.

4.2 Maquina de Aprendizagem Minima Bayesiana Esparsa (Pro-
posta)

Conforme descrito no Capitulo 3, o modelo M-SBL é capaz de resolver sistemas
lineares de multiplas respostas impondo esparsidade a solugao. Devido a essa caracteristica
e a necessidade de um critério para impor esparsidade ao MLM, o M-SBL ira substituir
seu processo de treinamento padrao. Com isso, a busca pelos pontos de referéncia e o
calculo dos parametros sera feito através do algoritmo M-SBL. Nesse processo, todo o
conjunto de treinamento ¢é considerado, inicialmente, como pontos de referéncia e o proprio
M-SBL é responsavel por identificar os padrées (ou pontos) que irdo ser mantidos como

pontos de referéncia no modelo final.

4.2.1 M-SBL aplicado ao modelo MLM

A partir do conjunto de amostras de treinamento D, sdo montadas as matrizes
de distancias considerando que D,.; = D. Com isso, as matrizes de distancias Dy e Dy
possuem dimensoes N x N. De posse dessas matrizes, o problema é estimar o mapeamento
entre as distancias de entrada e de saida. Isso ¢ feito através da resolugao do sistema linear

descrito pela Equagao (4.2). A resolugao desse sistema linear de miltiplas respostas serd
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realizado com base no método M-SBL. Com isso, serdo obtidas as matrizes de distancia

Dy e Dy de forma esparsa, assim como a matriz B.

Como discutido no Capitulo 3, quando se deseja obter solucoes esparsas para o
sistema linear na forma da Equacao 4.2, assume-se que a matriz de pesos B deve possuir
um namero minimo de linhas diferentes de zero, o que é equivalente a remover colunas
da matriz Dy e, por sua vez, colunas da matriz Dy. Nesse caso, o objetivo da inferéncia
torna-se obter simultaneamente cada vetor de pesos b; da matriz B adotando um perfil de
esparsidade comum. Por questdes de notagao, considere d; e d.yj como sendo o j-ésimo vetor
coluna da matriz de distancias no espaco de entrada e saida, respectivamente. Considerando
esse modelo, é definida uma distribui¢do de probabilidade de verossimilhanga sobre os pesos
p(Dy|B). Nesse caso, foi adotada uma distribuigdo Normal com média zero e variancia 3.

Assim, para cada par d?’j, b.;, temos:
N 1
p(a0.5) = 2r3) % exp{ = 1~ Dt 3. (48)

Para adocdo de um perfil de esparsidade para a solucdo do sistema linear de
multiplas respostas descrito na Equacao 4.2, é desejavel que se tenham muitas linhas iguais
a zero na matriz B. Para restringir o crescimento dessas linhas, sdo associadas a cada
linha da matriz, distribuicoes de probabilidade a priori com média zero e covariancia o;l,
tal que a;; € R,. A saber,

p(bi; i) = N(0, a;1). (4.9)

Observando simultaneamente as K linhas de B, é obtida a probabilidade a priori sobre
toda a matriz de pesos

p(B;a) = [[N(0, o,1), (4.10)

em que & = (ay, g, ..., ax)T. Como o método proposto também é uma forma de definir
quem serao os pontos de referéncia, inicialmente todos os dados de treinamento sdo tomados

como candidatos a pontos de referéncia. Com isso, K = N no inicio do processo.

De posse das expressoes para as distribuicoes a priori e verossimilhanca, a dis-
tribuicao posteriori é obtida através do produto entre as duas. Assim, a distribuicao a

posteriori da j-ésima coluna de B é dada por:

p(bj, t.;; o)

p(b,lt.; ) = ~N(p;,X), 4.11

em que a média e covariancia é dada por:
2 £ Cov(bjlt;;a) = A — ADLE, 'DyAVj=1,.., L, (4.12)
m = (jt.y,..., u.r) = E(B|Dy; ) = ADLE, ' Dy, (4.13)

tal que A = diag(a) e 3, = 1+ DyAD}.
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Como descrito no Capitulo 3, a esparsidade do modelo ocorre com o alto crescimento

dos valores de «;.

4.2.2 Estimacao dos hiperparametros para o SBMLM

A estimagao dos hiperpardmetros do modelo segue conforme descrito na Segao 3.6.1.
Ou seja, a evidéncia é maximizada em relagao aos hiperparametros a e (. Isso é feito
através de um processo iterativo que caminha em direcao ao gradiente nulo da evidéncia.
Antes do calculo do gradiente, consideramos a aplicagdo de uma fungao discriminante

logaritima sobre a funcao custo. A saber,

“2lnp(Dyla) = —21n/p(Dy|B)p(B;a)dB (4.14)
= —2Inp(Dy; o) (4.15)

L
= LIn|%| + ) (d%)™s; " dY. (4.16)

j=1

O produto por —2 foi realizado em termos de simplificacdo da func¢do. Isso ndo modifica o

ponto em que o gradiente é zero, somente o problema de maximizagao para minimizacao.

Com isso, a primeira forma de atualizacao dos hiperparametros é através do método
EM, assim:

1
") — Z““Z“”g + Y, Vi=1,.., K. (4.17)

(2

A comprovacao da convergéncia da solugao utilizando o EM é comprovada, porém é um
processo demorado. Alternativamente, podemos utilizar uma segunda regra para atualizacao

dos hiperparametros com convergéncia comprovada e desempenho mais elevado que o

método EM: ) )
a(new) o ZHH’ZHQ

? - —1
1-— a, Eu

A regra que permite a atualizacao do parametro g é dada por:

6(new) _ %HDy B DXmH.QF
N-—K+yk =a

Vi=1,.. K. (4.18)

(4.19)

Esse processo é discutido em detalhes no Capitulo 3.

Devido a solugao esparsa, nem todas as amostras de D,.¢ sao utilizadas no processo
de predicao. Ou seja, devem ser mantidos nesse conjunto somente as amostras que sao
pontos de referéncia, que por sua vez, sao as amostras correspondentes as colunas que
foram mantidas nas matrizes Dy e Dy. Para identificar os pontos de referéncia, uma
modificacao no algoritmo padrao do M-SBL foi realizada para que ele também retorne os
indices das colunas das matrizes de distancias que foram removidas. Com isso, as amostras
correspondentes a esses indices também podem ser removidas do conjunto D,.s. Com essas
modificacdes o processo de treinamento do método, doravante denominado SBMLM, ¢

descrito no Algoritmo 5.
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Algoritmo 5 Processo de treinamento do modelo SBMLM
Entrada:

e Conjunto de pontos de treinamento D
Saida:

e Conjunto de pontos de referéncia D,y

e Mapeamento entre distancias de entrada e de saida B
Procedimento:

1. Inicialmente, considere todos os pontos de treinamento como pontos de referéncia,
ou seja, D,y = D.

2. Calcule as matrizes de distancias Dy e Dy utilizando D,y e D.
3. Utilize o método descrito na Segao 4.2.1 para resolver o sistema linear Dy, = DyB+E.

4. Remova as amostras de D,.r que nao sao pontos de referéncia, utilizando os indices
das colunas que foram removidas das matrizes Dy e Dy durante a resolugao do
sistema.

O processo de predicado do MLM nao foi modificado na proposicao do método
SBMLM. Porém, essa é uma etapa beneficiada pela esparsidade obtida no processo de
treinamento, ja que o algoritmo de multilateracao tem crescimento de custo com base no
numero de pontos de referéncia. Um ponto importante a ser ressaltado é que o modelo
SBMLM tem seus pontos de referéncia encontrados automaticamente aproveitando-se dos
critérios de complexidade incorporados naturalmente pelo M-SBL. Além disso, a matriz de
parametros B também ¢é um produto do processo M-SBL. Ou seja, no SBMLM, a selecao
de pontos de referéncia e calculo da matriz de parametros nao sao tarefas independentes,

como na formulagao padrao.

No algoritmo M-SBL, podem ser adotadas diversas distribui¢oes de probabilidade.
Porém, no SBMLM ¢ adotada uma distribuicao de verossimilhanga normal com média
zero e abertura 3. Além disso, foi utilizada uma distribuicao de probabilidade a priori
normal com média zero e abertura ;I (hiperparametros) sobre cada linha da matriz B.
Por mais que a tarefa utilizada seja de classificacao, o M-SBL é baseado na maximizacao
da evidéncia para estimar os hiperparametros do modelo, ou seja, é necessario que se utilize
distribui¢es continuas devido a integracao da evidéncia. Por esse motivo, foi adotada
uma distribuicao normal como verossimilhanca do modelo. Com isso, também é evitado
o uso de outros algoritmos de aproximagao para calcular a distribuicao a posteriori e a

evidéncia, como ocorrido no RVM.

4.3 Conclusado do capitulo

O modelo MLM ¢ baseado no mapeamento entre as distancias de entrada e de saida.

Uma etapa importante desse modelo é a sele¢ao de pontos de referéncia, que originalmente
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é feita de forma aleatéria. Com os pontos de referéncia, é possivel montar as matrizes de
distancias que serao utilizadas na composicao do sistema linear de multiplas respostas
que define o MLM. A selecao aleatoria de pontos de referéncia, é uma tentativa de impor
esparsidade ao sistema linear, mas nao possui um critério para a escolha de quais pontos sao
os melhores candidatos a pontos de referéncia. O método proposto, chamado de SBMLM,
resolve o sistema linear através do método M-SBL, que impde esparsidade automaticamente
a0 sistema linear durante sua resolucao. Com isso, o SBMLM visa preencher a necessidade
de critérios na escolha dos pontos de referéncia do MLM padrao e na abordagem de

resolucao do sistema linear.
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5 Simulacoes Computacionais

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtidos para o modelo proposto,
SBMLM, comparativamente a outros métodos. Além disso, sdo feitas discussoes a fim de
enfatizar as qualidades e limitacoes do método proposto. A analise do modelo sera baseada

em quatro pontos que descrevem diversas caracteristicas do modelo, a saber:

1. Analise empirica da superficie de decisao: Esta ¢ uma estratégia empirica
para verificar a complexidade do modelo (overfitting) e a quantidade de pontos de

referéncia.

2. Comparativo do SBMLM com outros métodos da literatura: Este experi-
mento visa comparar acuracia e tempo de treinamento do método proposto em meio

a outros métodos da literatura.

3. Analise comparativa com outras abordagens do préoprio MLM: Este expe-
rimento permite analisar as melhorias e problemas que foram causadas pela adogao
do algoritmo M-SBL no processo de treinamento do MLM padrao. Tal abordagem
experimental visa a comparacao entre SBMLM e o MLM em termos de acurécia e

esparsidade.

4. Andlise da variagao dos parametros do SBMLM: Este experimento visa verifi-
car a influéncia da variacao do valor inicial do pardmetro de abertura da distribuicao
de verossimilhancga sobre a taxa de erro, esparsidade e decaimento do niimero de

pontos de referéncias.

Nos experimentos realizados neste trabalho, foram utilizadas as bases de dados
do UCI Machine Learning (LICHMAN, 2013). Além disso, foi utilizada a base de dados

artificial Ripley. Todas sdo descritas na Tabela 1.

5.1 Analise empirica da superficie de decisao

Neste experimento, sao comparadas as superficies de decisao geradas pelo SBMLM,
com a versao convencional do MLM, em que ocorre a selegao de pontos de referéncia

aleatéria, que nesse caso ¢ chamada de RNMLM.

5.1.1 Configuracao dos experimentos

Nessa analise, foram utilizadas duas base de dados artificiais. A primeira delas é

a Ripley, que ja é largamente utilizada na literatura. O segundo problema consiste de
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Tabela 1 — Bases de dados utilizadas neste trabalho.

Base de dados Abreviacio  #Amostras # Caracteristicas
Sonar, Mines vs. Rocks SON 208 60
Heart Disease HEA 270 13
Breast Cancer Winconsin BCW 683 9
Haberman’s Survival HAB 306 3
Pima Indians Diabets PID 768 8
Ripley RIP 1250 2
Vertebral Column Pathologies VCP 310 6
Australian Credit Approval AUS 690 14
Hepatitis HEP 80 19

uma base artificial binaria em que os padroes de cada classe tem seus dados organizados
em formato de quadrados. Além disso, os dois quadrados sao sobrepostos em uma de
suas extremidades. Os resultados utilizando esse conjunto de dados sao apresentados
na Figura 13c e Figura 13d. Os modelos foram treinados utilizando 80% das amostras
de cada base de dados. O parametro § do modelo SBMLM foi otimizado através de
validacao cruzada com busca em grade. Em tal processo, a base de dados de treinamento
foi particionada em 10-folds e um intervalo de 20 valores linearmente crescentes de 277 a
23 foram utilizados. O parametro K do RNMLM, também foi obtido através de validacao
cruzada com busca em grade. Porém, os valores de K variaram de 5% a 50% do tamanho

total da base de dados com incrementos de 5%.

5.1.2 Resultados e discussoes

As superficies de decisdo nas bases de dados sao apresentadas na Figura 13.
Observando os resultados para a base de dados Ripley, Figura 13a e Figura 13b, percebe-se
que o modelo SBMLM utilizou menos pontos de referéncias que o método RNMLM. Além
disso, a complexidade da superficie de decisao do RNMLM é bem maior que a superficie
gerada pelo SBMLM. Um outro ponto importante é a discrepancia entre a quantidade de
pontos de referéncia utilizados pelo RNMLM e o SBMLM. Enquanto o RNMLM utilizou
302 padroes de treinamento como conjunto de pontos de referéncia, o SBMLM utilizou

apenas 8.

O comportamento apresentado pelas superficies de decisao nas figuras 13c e 13d,
também é similar ao caso da base de dados Ripley. O modelo RNMLM apresentou uma
quantidade mais elevada de pontos de referéncia do que o modelo SBMLM, além disso
observa-se na superficie gerada pelo modelo RNMLM um desvio na superficie de decisao
sobre a regiao de sobreposicao. Ou seja, a superficie gerada pelo modelo RNMLM ainda
¢ mais complexa do que a superficie gerada pelo SBMLM. Em termos de esparsidade,
enquanto o modelo RNMLM gera sua superficie de decisao utilizando 83 pontos de
referéncia, o SBMLM utiliza 5.



5.1. Andlise empirica da superficie de decisdo 85

(a) SBMLM na base Ripley.

(c) SBMLM na base binaria. (d) RNMLM na base bindria.

Figura 13 — Superficies de decisao geradas pelo modelo SBMLM e pelo RNMLM em bases
de dados artificiais.

Fonte — Préprio autor.

Empiricamente, os resultados da Figura 13 confirmam que a proposicao do método
SBMLM gera solugdes menos complexas e mais esparsas. Mas para mostrar que a escolha da
quantidade e escolha dos pontos corretos sao critérios importantes na geracao da superficie
de decisao, na Figura 14, sao apresentadas mais superficies de decisao geradas pelo modelo
RNMLM. Nesses resultados foram utilizadas quantidades de pontos de referéncia iguais
as alcancadas pelo SBMLM, nos resultados da Figura 13. E possivel observar que a
complexidade foi reduzida em relagao aos resultados do RNMLM na Figura 13. Porém,
acontecem pequenas distor¢oes nos resultados. Tal acontecimento se deve ao fato de que
o método de minimos quadrados, que é a abordagem adotada para resolver o RNMLM,
nao possui um critério para controle de complexidade. Isso é discutido em detalhes no
Capitulo 3.
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(a) RNMLM na base Ripley. (b) RNMLM na base binaria.

Figura 14 — Superficies geradas pelo modelo RNMLM utilizando uma quantidade de
pontos de referéncia com uma quantidade aproximada da obtida pelo método
SBMLM.

Fonte — Préprio autor.

5.2 Comparativo do SBMLM com outros métodos da literatura

Nesta se¢ao, sao analisados resultados de acuracia e tempo de execugdo do SBMLM

em relacao a outros classificadores encontrados na literatura.

5.2.1 Configuracao dos experimentos

Neste experimento, o modelo SBMLM ¢é comparado com as maquinas de vetores
suporte de minimos quadrados (Least Squares Support Vector Machines, LSSVM) (SUY-
KENS; VANDEWALLE, 1999), Maquinas de Aprendizado Extremo (Extreme Lear-
ning Machines, ELM) (HUANG; ZHU; SIEW, 2006), rede RBF(Radial Basis Function,
RBF) (PARK; SANDBERG, 1991), Mdquinas de Vetores Suporte (Support Vector Machi-
nes, SVM) (STEINWART; CHRISTMANN, 2008) e as Maquinas de Vetores Relevantes
(Relevance Vector Machines, RVM) (TIPPING, 2001). Todos os modelos foram aplicados
aos problemas descritos na Tabela 1. Além disso, os resultados foram gerados a partir de
30 realizagoes independentes, de modo que em cada uma, as bases de dados sao divididas
em duas partigdes. A primeira delas representa o conjunto de treinamento e possui 80%
das amostras do conjunto de dados total. O conjunto de teste é a segunda particao e possui
20% dos dados. Em cada rodada, todos os modelos sdo avalidados sobre a mesma particao
da base de dados.

Para obtenc¢ao dos valores dos parametros dos modelos, um processo de validagao
cruzada com busca em grade foi realizada em cada rodada (ARLOT; CELISSE, 2010).
Nesse processo, os intervalos de valores dos parametros sao os mesmos para todas as
bases de dados. Para a estimativa inicial do pardmetro 5 do modelo SBMLM, 20 valores

linearmente crescentes de 277 a 2% foram utilizados. Esse intervalo foi definido através
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de resultados experimentais. Para modelo RVM, a estimativa inicial para o parametro
da abertura da verossimilhanga também foi definido no intervalo [277,2%] com 20 valores
linearmente crescentes. Além disso, o intervalo de busca do parametro de abertura da
funcao de kernel Gaussiana, foi definido como 20 valores linearmente crescentes no intervalo
(2715 23]. Os intervalos de busca para os parametros C' e abertura da fungio de kernel
Gaussiana, foram definidos no trabalho de Hsu et al. (2003). Sao respectivamente 20
valores linearmente crescentes entre [27°, 25] e 20 valores linearmente crescentes entre
[2715,23]. Os mesmos intervalos de busca dos pardmetros do SVM foram aplicados aos
parametros v e abertura do kernel no LSSVM. Para a rede RBF, a quantidade de fungoes
Gaussianas aplicadas varia entre 5% a 100% com incrementos de 5%. O parametro de
abertura das fungoes foi estimado em 20 valores linearmente crescentes no intervalo de
2715 ¢ 23, Finalmente, o classificador ELM teve a quantidade de neurdnios da camada

oculta variando de 10 a 100 com incrementos de 5.

5.2.2 Resultados e discussoes

Tabela 2 — Resultados experimentais do SBMLM e de outros métodos da literatura.
Sao apresentados resultados de acuracia e desvio padrao sobre 30 realiza-
¢oes independentes. Os indicadores (v/) e (X), representam equivaléncia ou
nao-equivaléncia dos resultados com os do método SBMLM. O teste estatistico
de Friedman define os valores dos indicadores de equivaléncia.

base |  SBMLM RVM SVM RBF ELM LSSVM

RIP |92,34+0,29 | 90,004+0,00X | 92,32+£0,43 v | 91,93+0,36 X | 91,16 0,21 X | 91,54+0,29 X
HEP | 74,79+£6,02 | 68,54+3,00X | 64,16£4,62 X | 69,16+£5,42 v | 58,7546,27 X | 63,95+4,24 X
BCW | 96,52 +1,52 | 95,55+ 1,65 X | 96,084+1,56 v | 96,15+1,52 v | 96,18 1,47 v | 96,18+ 1,44 /

AUS | 83,55+2,26 | 84,71+£1,17v | 84,134+1,06 v | 84,54 +2,50 X | 85,79 +£0,40 X | 83,98+2,59 /

|
HAB | 74,37+7,27 | 73,2746,16v | 74,59+2,64 v/ | 71,53+2,63 v | 78,19 +£3,47X | 73,55+6,42 /
VCP | 84,08 41,17 | 85,69+ 1,17/ | 86,93+0,88 X | 81,02+2,06 v | 87,15+0,29 X | 87,20+ 0,58 X
HEA | 82,8342,99 | 80,12+2,37X | 80,49+1,73 X | 81,854+2,72v | 79,32+5,71 X | 84,62+ 3,04 X
SON | 87,85+2,52 | 85,55+2,41X | 88,01+2,37 v/ | 90,63 +£0,86v | 76,19+7,26 X | 90,39+ 0,43 v/
PID | 74,80+0,71 | 73,57+£1,06 X | 77,16 +0,59X | 74,82+0,82 v | 73,52+£0,82 X | 72,854+0,71 X

Os resultados da comparacao do modelo SBMLM com outras abordagens da
literatura podem ser visualizados na Tabela 2. Observando os resultados na base RIP,
nota-se que somente o classificador SVM atigiu resultados equivalentes ao modelo SBMLM
e na base de dados HEP, somente a rede RBF atingiu a equivalencia. Nessas duas bases de
dados, o modelo proposto obteve seus melhores resultados. Quanto a base de dados BCW,
o SBMLM alcangou uma acuracia média maior que os outros modelos, mas em termos
estatisticos, somente o RVM nao obteve resultado equivalente. Na base de dados AUS,
o método SBMLM obteve seu resultado mais baixo, mas estatisticamente, os modelos
RVM, LSSVM e SVM apresentam resultados equivalentes. Relacionando o modelo RVM
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com o SBMLM, observa-se que o RVM alcangou resultados equivalentes ao SBMLM
somente nas bases de dados HAB, VCP e AUS. Nas demais bases de dados, o RVM
obteve resultados inferiores ao SBMLM. Isso mostra que a aplicagdo do método SBL ao
MLM obteve resultados melhores, na maioria das bases de dados utilizadas, que o método
adotado no RVM.

BCW HAB VCP HEA RIP AUS SON PID HEP 10.154s

SBMLM e

RVM

SVM 5.077s
RBF

ELM
LSSVM 0.003s

Figura 15 — Tempo de treinamento consumido pelos classificadores nas bases de dados utilizadas
nesse experimento.

Fonte — Préprio autor.

Na Figura 15, sao apresentadas as informagoes de tempo médio de treinamento do
método SBMLM e dos outros classificadores da literatura nesse experimento. A maioria dos
métodos consumiram tempo médio de aproximadamente trés milésimos de segundo. Porém,
os métodos SBMLM e RVM, na base de dados RIP, obtiveram tempos mais discrepantes.
O método SBMLM obteve um maior consumo de tempo dentre todos os outros modelos,
na base de dados RIP. Uma justificativa disso é o elevado custo computacional do método

M-SBL e o tamanho da base de dados RIP em relacao as outras.

5.3 Comparativo do SBMLM com outras versdes do MLM

Nesta secao, serao analisadas as melhorias do método SBMLM em relagao a outras
versoes do método MLM. Nessa comparacao, sera utilizada uma versao do MLM com
selecdo de pontos de referéncia aleatéria, chamada de RNMLM. Além disso, sera utilizada
uma versao em que todos os pontos de treinamento sao considerados pontos de referéncia,

neste experimento é chamada de FLMLM.

5.3.1 Configuracao dos experimentos

Neste experimento, cada base de dados foi particionada de modo que 80% das
amostras sao utilizadas para treinamento e 20% para testes. Os resultados sdo calcula-
dos sobre 30 realiza¢oes independentes. Em cada uma delas, os trés classificadores sao

submetidos a mesma particao da base de dados.

A selecao dos parametros dos modelos utilizados neste experimento, foi feita através

de validagao cruzada com busca em grade. Para a estimativa inicial do parametro 8 do
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modelo SBMLM, 20 valores linearmente crescentes de 277 a 23 foram utilizados. Esse
intervalo foi definido através de resultados experimentais. O modelo FLMLM, nao possui
parametros a serem otimizados, ja que todos os padroes de treinamento sao selecionados
como pontos de referéncia. Na versao do MLM com selecao aleatoria de pontos de referéncia,
RNMLM, a quantidade de pontos de referéncia varia de 5% a 50% do nimero de padroes

da base de dados de treinamento, com incrementos de 5%.

5.3.2 Resultados e discussoes

Na Tabela 3, sao apresentados os resultados de acuracia dos modelos SBMLM,
RNMLM e FLMLM. Analisando essa tabela, nota-se que o modelo FLMLM obteve os
resultados mais baixos, ja que em seis bases de dados, os resultados foram inferiores ao
SBMLM e ao RNMLM. Por outro lado, o RNMLM atingiu resultados estatisticamente
equivalentes em quase todas as bases de dados testadas. Uma informacao importante disso,

é que o SBMLM manteve os resultados atingidos pelo RNMLM e melhorou em relagao a

versao FLMLM.

Tabela 3 — Resultados comparativos entre o método SBMLM com outras versdes do MLM.
Os métodos RNMLM e FLMLM, representam versoes do MLM com escolha
aleatéria de pontos de referéncia e uma versao em que toda a base de dados
é utilizada como pontos de referéncia, respectivamente. O teste estatistico de
Friedman é utilizado para comparar os resultados com o modelo SBMLM, de
modo que (V') representa equivaléncia e (X) representa nao-equivaléncia.

base |  SBMLM RNMLM FLMLM
VCP | 85,32+£4,00 | 84,514+3,45 v | 85,59+ 3,46 v/
RIP |90,90+1,53 | 90,50+1,41 v | 89,61+1,56 X
AUS | 86,15+2,85 | 85,21+2,98 X | 83,21 +3,06 X
SON | 87,46 +5,33 | 86,19+5,46 v | 87,06+5,78 v
BCW | 96,49+1,27 |96,71+£1,24/ | 96,49+1,24 /
X
X
X
X

HAB | 73,984+3,59 |75,13+3,73 / | 67,97 +4,78
HEA | 82,77+4,81 | 80,55+7,94 v | 79,134+4,48
PID | 77,05+3,28 | 76,71+3,73 v | 74,45+3,34
HEP | 74,37 +12,53 | 70,62+11,62v | 68,95+ 12,22

As informagoes no tocante a quantidade de pontos de referéncia sdo apresentados
na figuras 16 e 17. Em todas as bases de dados, o SBMLM gerou modelos mais esparsos
que o RNMLM. As quantidades de pontos de referéncia mais discrepantes entre o SBMLM
e o RNMLM ocorrem nas bases de dados VCP, RIP e AUS. Nessas bases, o método
SBMLM atingiu seus resultados utilizando menos de 30 pontos de referéncia, enquanto o
RNMLM utilizava em torno de 90. A base de dados SON os dois modelos utilizaram uma
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Figura 16 — Quantidade de pontos de referéncia média obtida pelos modelos SBMLM e RNMLM
apds o processo de treinamento. Esses valores foram obtidos sobre 30 realizacoes
independentes e utilizando 80% da quantidade de amostras das bases de dados
para treinamento.

Fonte — Préprio autor.

quantidade de pontos de referéncia aproximada. Nesse caso, os dois modelos obtiveram

aproximadamente 120 padroes de treinamento como pontos de referéncia.

Uma segunda forma de ler os resultados em termos de esparsidade, é através da
Tabela 17. Esses resultados apontam que em relacao a quantidade total de amostras de
treinamento, os modelos SBMLM e o RNMLM atingiram reducoes sempre proximas a 80%,
com excecao do que ocorreu na base de dados SON, em que os dois modelos atingiram
reducoes proximas a 40%. Essa informacao é interessante, pois mostra que embora diferenca
entre a quantidade de pontos de referéncia seja elevada, em termos de reducao em relagao
a quantidade total de amostras da base de dados, é bem pequena. Consequentemente, o

modelo SBMLM atingiu reducoes mais elevadas que o RNMLM em todos os cendrios.

Analisando os resultados de acurédcia, apresentados na Tabela 3, e esparsidade, des-
critos nas figuras 16 e 17, em conjunto, nota-se que o modelo SBMLM alcangou resultados
equivalentes ou superiores em termos de taxa de acerto, utilizando uma quantidade menor
de pontos de referéncia. Observando o exemplo da base dados RIP, em termos de taxa
de acerto, os resultados sao equivalentes entre o modelo SBMLM e RNMLM. Entretanto,
enquanto o RNMLM utiliza mais de 120 pontos de referéncia, o SBMLM utiliza menos de
30. Esse perfil se repete na maioria da bases de dados, com excecao da SON, em que as
taxas de acerto do SBMLM e RNMLM sao equivalentes e as quantidades de pontos de

referéncia utilizadas pelos modelos também sao aproximadas.
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Figura 17 — Reducdo média alcancada pelos modelos SBMLM e RNMLM apés o processo de
treinamento. Esses resultados sdo obtidos sobre 30 realizacdes independentes e
utilizando 80% das amostras das bases de dados para treinamento.

Fonte — Préprio autor.

5.4 Anilise da variacdo dos parametros do SBMLM

Neste experimento, é analisado o comportamento do SBMLM com diferentes valores
iniciais do parametro (3. Serao analisados critérios de esparsidade, taxa de erro e decaimento

do niimero de pontos de referéncia.

5.4.1 Configuracao dos experimentos

Este experimento é divido em duas etapas. Na primeira, serao analisados os valores
de taxa de erro e nimero de pontos de referéncia para valores de (3, variando no intervalo
[277 23]. Cada taxa de erro e quantidade de pontos de referéncia, serdo obtidos através
da média de 30 realizacoes independentes. Serao aplicadas duas bases de dados, uma
artificial e outra real. A base real utilizada é a VCP e a artificial consiste da base binéria
utilizada nos experimentos descritos nas Figura 13c e Figura 13d. A segunda etapa deste
experimento, consiste de uma analise da velocidade de decaimento do niimero de pontos de
referéncia no decorrer das iteragoes do algoritmo M-SBL. Sao apresentados decaimentos dos
pontos de referéncia para valores de 3 iguais a {277,2% 23}. As bases de dados utilizadas

nessa analise sao a RIP e VCP.

5.4.2 Resultados e discussoes

Na Figura 18, sao apresentados os graficos de variagao da taxa de erro e do nimero
de pontos de referéncia. Analisando a taxa de erro, a base artificial apresentou uma baixa
variagdo com o aumento do parametro 3. Por outro lado, na base de dados real, a taxa

de erro aumenta consideravelmente com o crescimento do parametro 5. A base de dados
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Figura 18 — Variacdo da taxa de erro e nimero de pontos de referéncia em funcao do
parametro 3. Cada valor da taxa de erro e niimero de pontos de referéncia é
obtido pela média de 30 realizagoes independentes.

Fonte — Préprio autor.

artificial consiste de um problema bem mais simples que a base real, por isso, nao sofre
tanto com a variagao do parametro. A variagdo do nimero de pontos de referéncia entre
as duas bases é muito préxima, mas com uma maior discrepancia com valores de 3 entre
1.6 e 3.2.

No tocante aos resultados apresentados na Figura 19, nota-se que nas duas bases
de dados, ha uma tendéncia a uma queda de pontos de referéncia mais rapida quando se
tem valores de 8 maiores. além disso, para valores pequenos de 3, o algoritmo nao encerra
com uma quantidade pequena de pontos de referéncia, como pode ser observado nos casos

em que 3 =27".

Fazendo uma relagao entre os resultados da Figura 18 e Figura 19, nota-se que
para valores pequenos de 3, o erro tende a diminuir e a poda de pontos de referéncia é
mais suave. Por outro lado, para valores grandes de (3, o decaimento do nimero de pontos
de referéncia é mais acentuado, o modelo final é mais esparso, mas possui uma maior
taxa de erro. Ou seja, o parametro [ funciona como um compromisso entre qualidade do

modelo e esparsidade.

5.5 Conclusido do capitulo

Nesse Capitulo, foram apresentados os experimentos e os resultados obtidos com o
modelo SBMLM. Os experimentos foram divididos em quatro pontos de modo a analisar
diversas caracteristicas do modelo SBMLM. Inicialmente, é feita uma anélise empirica da
superficie de decisao gerada pelo modelo SBMLM e pelo MLM. Na segunda anélise, o MLM
é comparado com outros classificadores da literatura em termos de acuracia. Para analisar

esparsidade e acuracia, também foi feita uma comparacao entre o SBMLM e abordagens
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Figura 19 — Decaimento do niimero de pontos de referéncia durante uma iteragao do
algoritmo M-SBL com alguns valores do parametro f.

Fonte — Préprio autor.

do préoprio MLM. Por fim, sao analisadas as implicagoes da variagao do parametro 5 do

modelo SBMLM. Todos os experimentos foram realizados sobre as bases de dados do UCI

Machine Learning e sobre a base artificial Ripley.
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6 Conclusao e Trabalhos Futuros

O objetivo deste capitulo é a apresentacao das conclusoes acerca do método proposto
no presente trabalho. Além disso, serdo elicitadas as principais contribui¢oes da proposta.
Por fim, serao levantados os principais problemas do método proposto e serao sugeridas

metodologias para resolucao desses problemas como trabalhos futuros.

6.1 Conclusao

O principal ponto dessa dissertacao é tratar duas limitagoes do modelo MLM. A
primeira delas, é a adog¢ao de um critério para selecao de pontos de referéncia e a segunda
¢ uma metodologia para solugao do sistema linear de multiplas respostas que adote algum
critério de controle complexidade. Para contornar isso, é proposto o método SBMLM,
que consiste de uma abordagem Bayesiana para treinamento do modelo MLM. Uma das
principais caracteristicas do método proposto, é a solucao esparsa do sistema linear de
multiplas respostas, que define o mapeamento entre as distancias de entrada e de saida no
treinamento do modelo MLM. Essa solugao ¢é obtida pelo método M-SBL, que ¢ baseado
no Fuvidence Framework e é capaz de encontrar uma solugao para o sistema linear de
multiplas respostas juntamente dos pontos de referéncia associados. Além disso, o M-SBL
incorpora um critério de complexidade chamada de navalha de Occam para obtencao de

suas solugoes.

O método proposto foi submetido a uma série de quatro tipos de experimentos
para avaliacao de diversas caracteristicas. Nesses exprimentos foram aplicadas bases de
dados do UCI Machine Learning e a base de dados artificial Ripley. Com base na analise
do primeiro experimento, que avaliava de forma empirica a complexidade do modelo e
esparsidade, conclui-se que o SBMLM gera superficies menos complexas que a versao
original do MLM, além de obter solu¢oes mais esparsas. O segundo grupo de experimentos
permite concluir que o modelo atingiu taxas de acertos préximas de outros classificadores
da literatura, apesar do elevado tempo de treinamento. Em comparagao com versoes do
MLM, o SBMLM atingiu resultados equivalentes ou superiores em termos de taxas de
acerto e com uma esparsidade superior em todas as bases de dados. Por fim, no ultimo
experimento foram observados resultados do modelo com a variagao do parametro de
abertura da distribuicao de verossimilhanga. Com isso, notou-se que esse parametro ¢ um

compromisso entre qualidade do aprendizado e esparsidade.

Em resumo, o método proposto atingiu os resultados esperados em termos de

controle de complexidade, esparsidade e taxa de acerto.
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6.2 Contribuicoes desse trabalho

As contribuicgoes desse trabalho estao relacionadas principalmente ao modelo MLM,
ja que é apresentada uma nova abordagem de atacar o problema de selecao de pontos de
referéncia em conjunto com a resolucao do sistema linear. Além disso, os resultados obtidos
pelo método proposto em termos de esparsidade favorece, por exemplo, a utilizacao do

modelo MLM por dispositivos embarcados, onde existe uma caréncia de memoria.

Uma segunda contribuicao é a propria revisao bibliografica acerca de métodos para
resolucao de sistemas lineares de resposta tnica e de miiltiplas respostas. Isso pode guiar
varias metodologias de reducao de modelos de aprendizagem baseados na resolucao de

sistemas lineares.

6.3 Trabalhos Futuros

Como primeiro futuro, é sugerida a aplicacado do método SBMLM a bases de dados
de regressao. Essa sugestao parte da prépria formulagao do método M-SBL utilizando

distribui¢cao normal como verossimilhanca dos dados.

A adocao de uma distribui¢cao de verossimilhanca normal no modelo SBMLM foi
feita para se obter uma solu¢ao analitica para a evidéncia e para a propria distribuicao a
posteriori. Porém, isso é uma limitacao do método proposto, ja que outras distribui¢oes pos-
suem suporte mais adequado para se trabalhar com dados discretos, que é o caso da matriz
de distancias de saida em problemas de classificacdo. Uma sugestao de trabalho futuro, é a
adoc¢ao de uma distribuicao de Bernoulli como verossimilhanca e obtencao da distribuicao
a posteriori através de métodos de aproximacao, como o de Laplace (AZEVEDO-FILHO;
SHACHTER, 1994).

Um outro problema que pode ocorrer é a situacao em que o sistema linear de
miultiplas respostas é indeterminado. Nesse caso, as matrizes de distancias possuem
mais colunas do que linhas e o sistema pode ter infinitas solugoes. Uma proposta para
resolucao desse tipo de problema, é a utilizacao do método de resolucao de sistemas lineares
indeterminados FOCUSS (GORODNITSKY; RAO, 1997), pois ele também obtém solugoes

esparsas e possui um controle de complexidade.
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APENDICE A — Minimizacio da
probabilidade de erro

Para iniciar a prova de que o classificador Bayesiano minimiza a probabilidade de
erro de classificag@o, é necessario partir da premissa de que se o ponto extremo x, for
movido para qualquer local, a regiao de intersecao entre as distribui¢oes aumenta. Em
outras palavras, a probabilidade de um padrao @ ser classificado de forma errada cresce.

A prova formal é apresentada a seguir.

Prova: Seja R; a regido do espaco de caracteristicas em que se decide que padroes
pertencem a classe C; e Ry a regiao em que se decide que padroes pertencem a classe
Cy. Um erro ocorre quando um padrao que pertence a classe C; é dito pertencer a classe
Cy ou quando um padrao que pertence a classe Cy é classificado como pertencente a
classe C;. Sabendo disso, a probabilidade de um erro ocorrer pode ser expressa através de

probabilidade conjunta, a saber
pe:p(a: € R2,61)+p<$ S Rl,CQ). (Al)

Seguindo a Equacgado (2.6), pode-se reescrever a probabilidade de erro p, em fungao da

probabilidade condicional, conforme descrito a seguir

P. = (T € R3|Cy) p(C1) + p( € R1|C2) p(Ca)
—p(@) [ p(alC)dz + p(C) /. p(alCa)de (A.2)

Uma outra maneira de escrever a probabilidade de erro, é através da propria regra de

Bayes. Assim,
b.= [ p(Cle)p@)de+ [ p(Cle)plw)da. (A.3)
RQ Rl

E possivel observar que a probabilidade de erro é minimizada quando as particoes

Ry e Rs sao selecionadas de modo que:

Ry :p(Cilz) > p(Co|z)

(A4)
Ry : p(Calx) > p(Ci|).

Pela defini¢ao de funcao de densidade de probabilidade, para analisar a probabilidade total
de uma determinada classe ocorrer, é necessario verificar todo o espago de caracteristicas.
Tal espacgo é coberto pela uniao das regioes R; e Ry. Sabendo disso, pode-se escrever a

probabilidade de C; ocorrer como

[, pl@ile) p@)dz + [ p(Cifz) pla)de = p(Ca). (A5)
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Combinando as Equagoes (A.3) e (A.5), é possivel obter

p. = p(C1) — /R1 p(Ci]x) p(z)dx + /Rl p(Ce|z) p(x)de,

= p(@) ~ [ p(Ci]2)p(@) ~ p(CaJ) p(a)]da.

1

=p(@) ~ [, p(@)[p(Ci]2) - p(Cale))da. (A6)

E possivel notar, a partir da Equacdo A.6, que p. € minimizado quando a regiao R,
tem p(Ci|x) > p(Cz|x). Por outro lado, para a regidao Ry o oposto é verdadeiro. Logo, o

classificador Bayesiano minimiza a probabilidade de erro p,. [
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APENDICE B - Mapas opostos para

reducao de conjuntos em Maquinas de Vetores

Relevantes

Neste apéndice sao apresentados os resultados obtidos com o método Mapas Opostos
Gaussianos para conjuntos reduzidos em MAaquinas de Vetores Relevantes (Gaussian
Opposite Maps for Reduced-set Relevance Vector Machine, GOM-RVM), proposto no
trabalho Sousa e Rocha Neto (2017). Esse método consiste de uma abordagem para
reducao de padroes de treinamento antes da aplicacdo do SBL no treinamento do RVM.
Durante o restante deste apéndice, é apresentado o método de Mapas Opostos Gaussianos
(Gaussian Opposite Maps, GOM) e como tal abordagem foi agregada ao treinamento
do modelo RVM. Em seguida sao apresentados os resultados obtidos com o método
GOM-RVM.

B.1 Mapas Opostos Gaussianos

O método de Mapas Opostos (Opposite Maps, OM) é uma técnica baseada nos
Mapas Auto-Organizaveis (Self-Organized Map, SOM) e foi utilizada para obtencao de
conjuntos reduzidos no treinamento dos modelos SVM e LSSVM (ROCHA NETO; BAR-
RETO, 2013). O método OM encontra os pontos na regiao entre duas classes em problemas
de classificagdo. Com isso, esse método fornece ao SVM os vetores suporte, que geralmente
estdo préximos a superficie de decisao. Na abordagem proposta neste trabalho, o OM foi
modificado para trabalhar com modelos de misturas de Gaussianas ao invés de SOM na

tarefa de selecao de pontos.

Dado um conjunto de dados de treinamento D = (x;, ti)N o processo do GOM ¢

i=1

iniciado com a divisao dos padroes de treinamento em dois subconjuntos D; e Dy, tal que:
Dl = {(.’Bl,tl)’tl = 1},7, = 1, Ny,
DQ = {(wl,tl)]tz = 0} ,i = 1, ..., No,

em que ny e Ny sao as cardinalidades dos conjuntos D; e Dy, respectivamente.

Seja X} e Xy, o conjunto de entrada dos padroes pertencentes aos conjuntos D; e
D,, respectivamente. Também considere 7; e T o conjunto de saidas de cada padrao dos
conjuntos DM e D@ respectivamente. E aplicado um processo de mistura de Gaussianas

com ¢ componentes em cada conjunto de padroes, X; e X5, a fim de se obter as distribuigoes
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(a) A=0,1 (b) A=10,5

Figura 20 — Pontos selecionados pelo método Mapas Opostos Gaussianos para base de
dados artificial com sobreposicao.

Fonte — Préprio autor.

de probabilidade p(X;) e p(A5). Essas distribuigoes sao utilizadas para encontrar o mapa
oposto dos padroes. Isso é feito através da avaliacao de cada padrao x; € X, sob a

distribuicao p(&;) para se obter o vetor ¢!, tal que
Cl(-l) :p(/'\fl,wi),i: 1,...,n2, (Bl)

em que p(X7,x;) é o valor da probabilidade p(AX}) no ponto ;. Por outro lado, é avaliado

cada padrdo x; € X; sob a distribuigio p(X,) para se obter o vetor ¢, tal que
c§~2) =p(AXs, x;), 7 =1,...,n4, (B.2)
em que p(&Xs, x;) é o valor da probabilidade p(&X>) no ponto x;.

Seja gV

1
[cg ) ] um vetor ordenado de forma decrescente com os valores
)

de ¢V e g = [cg2 e cg] um vetor ordenado de forma decrescente com os valores de
c®. O conjunto reduzido é dado por D = D) U DI em que DI sdo os padrdes
(z; € X1,t; € Ti) correspondentes aos [Any] primeiros elementos de g0 e DY) sdo os

padrdes (x; € Xy, t; € Ty) correspondentes aos [Ang] primeiros elementos de g(®).

O parametro A define a quantidade de padroes que serao encontradas pelo método
GOM e seus valores variam no intervalo [0, 1]. Quando A = 1, toda a base de dados de
treinamento é considerada como padrao pertencente ao mapa oposto. Por outro lado,
quando A — 0, o GOM seleciona pontos mais préximos da regiao de sobreposicao entre as

classes. Esse comportamento pode ser visto na Figura 20.

B.2 GOM aplicado ao treinamento do modelo RVM

O treinamento do modelo RVM, consiste de um processo iterativo para se obter

os pardmetros da distribui¢ao a posteriori, dados pelas equagoes (3.32) e (3.33). Nota-se
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que o parametro X é obtido através de uma inversao de matriz de ordem N, pois na
proposta original do modelo RVM (TIPPING, 2001), todos os padrdes de treinamento sao
utilizados na fase de inicializagdo do algoritmo. Entretanto, em cada iteracao do algoritmo
uma porc¢ao dos valores de e tendem ao infinito, isto é, as colunas da matriz de kernel
correspondentes a esses elementos sdo removidas. O problema é que as primeiras iteragoes

do algoritmo tem custo elevado.

O método GOM-RVM substitui o conjunto de treinamento D pelo conjunto D),
obtido pelo método de Mapas Opostos Gaussianos, durante a fase inicial do algoritmo de
treinamento do modelo RVM. Além da redugao do custo inicial de treinamento, o método
é uma tentativa de fazer com que o RVM encontre os vetores relevantes mais préoximos da

superficie de decisao.

B.3 SimulacGes e Discussoes

Para avaliacao do modelo, foram utilizadas bases de dados do UCI Machine Learning
(LICHMAN, 2013) e uma base de dados artificial chamada Ripley, as quais sdo descritas
na Tabela 4. Os modelos de aprendizagem GOM-RVM, RVM e o SVM foram comparados

nos experimentos em termos de acuracia, esparsidade e tempo de treinamento.

Tabela 4 — Bases de dados utilizadas nos experimentos do método GOM-RV M.

Base de dados Abreviacao # Amostras # Caracteristicas
Breast Cancer Winconsin BCW 683 9
Haberman’s Survival HAB 306 3
Pima Indians Diabets PID 768 8
Ripley RIP 1250 2
Vertebral Column Pathologies VCP 310 6

Durante os experimentos 80% dos padroes das bases de dados foram utilizados
para treinamento e 20% foram aplicados durante os testes. Cada resultado é obtido a
partir de 30 realizacoes independentes sobre cada base de dados. Em todos os métodos
foram utilizadas func¢oes de kernel Gaussianas cujos parametros de abertura, bem como o
parametro C no SVM e o pardmetro A do GOM-RVM, foram otimizados por validagao
cruzada com busca em grade com 10-folds. O pardametro § do modelo GOM-RVM foi

fixado em 5 neste experimento.

Na Figura 21, sao apresentadas as superficies de decisao obtidas pelos modelos
GOM-RVM, RVM e SVM. Essas figuras permitirdo uma andlise qualitativa a respeito do
método proposto. Nota-se que a superficie de decisao do RVM, pouco foi afetada pela
aplicacdo do GOM na inicializacao do treinamento. Além disso, a quantidade de vetores

relevantes é exatamente a mesma obtida pelo modelo RVM. Tanto o método proposto como
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(a) Base de dados (b) GOM-RVM

(c) RVM (d) SVM

Figura 21 — Superficies de decisao obtidas com os modelos GOM-RVM, RVM e SVM.

Fonte — Préprio autor.

o proprio RVM obtiveram uma quantidade de pontos relevantes menor que a quantidade

de vetores suporte do método SVM.

Na Tabela 5 sdo apresentados resultados de acuracia do modelo proposto, GOM-
RVM em meio aos modelos RVM e SVM. Os valores apresentados sao obtidos através da
média de 30 realizacoes independentes. Observa-se que somente na base de dados VCP,
nenhuma abordagem do GOM-RVM alcancgou resultados equivalentes ao RVM. Um caso
interessante é o apresentado na base BCW, em que o método GOM-RVM com A = 0, 4,
obteve um resultado maior que o obtido pelo modelo RVM. Em relacao ao modelo SVM,

somente nas bases BCW e PID, o modelo SVM nao atingiu resultados superiores ao SVM.

Observa-se na Figura 22 que o modelo GOM-RVM, além de atingir bons resultados
em termos de acuracia, apresentou uma quantidade de vetores relevantes bem pequena.
Quando se compara a quantidade de vetores suporte obtidos pelo SVM com a quantidade
de vetores relevantes dos demais modelos, nota-se uma discrepancia elevada. Em geral, o
parametro A influencia ndo s6 a quantidade de padroes de treinamento inicial, mas também

observa-se que apos o processo de treinamento os modelos gerados sao mais esparsos com
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Tabela 5 — Taxas de acerto obtidas com os métodos GOM-RVM, RVM e SVM. Os trés
indicadores ao lado dos resultados dos modelos RVM e SVM, (V) ou (X),
representam equivaléncia ou nao-equivaléncia com os respectivos resultados do
método GOM-RVM. Esses resultados foram obtidos através do teste estatistico
de Friedman.

A=0,4 A=0,3 A=0,1
base | GOM-RVM GOM-RVM GOM-RVM RVM SVM

BCW | 0,95+0,01 | 0,95+0,02 | 0,93+0,02 | 0,934+0,00 X v v | 0,96 +0,01 X XX
HAB | 0,71£0,01 | 0,71+0,01 | 0,7140,01 | 0,71£0,01v v v | 0,69+0,01 X X X
PID | 0,71+0,02 | 0,73+0,02 | 0,63+0,01 | 0,74+0,03X v v/ | 0,734£0,02¢/ X X
RIP | 0,93+0,01 | 0,92+0,01 | 0,51+0,07 | 0,93+0,01v X X | 0,9240,00 X X X
VCP | 0,84+0,02 | 0,8440,02 | 0,8440,01 | 0,86£0,01 X X X | 0,8040,03 X X X

| |
) | |
) | |
N
]

N°. de Pontos

o
v}
I N N S

i
BCW HAB PID

licoM(\ = 0.4) IngoM(A = 0.3) lsgoM(A = 0.1) IIRVM BaSVM

Figura 22 — Quantidade de pontos retidos no treinamento dos modelos GOM-RVM, RVM e
SVM.

Fonte — Préprio autor.

a reducao do valor do parametro. Relacionando a quantidade de vetores relevantes obtidos
pelo método GOM-RVM com o RVM, observa-se que o método GOM-RVM com A = 0.4
gera uma quantidade final de vetores relevantes mais aproximada da quantidade obtida
com o modelo RVM.

Na Tabela 6 é apresentada uma andlise da reducgao obtida através da aplicagao
do método de mapas opostos Gaussianos antes do processo de treinamento ser realizado.
Com isso, pode ser realizada uma analise de quanto o método GOM reduz em relagao ao
total da base de dados. Para cada variacao do parametro A, é apresentada a quantidade
de padroes de treinamento encontrados pelo método GOM e o percentual de reducao que
esse valor representa em relacao ao total da base de dados. Com o valor de A = 0,4, as
taxas de reducao chegam proximas a 90%. O menor percentual de redugao ocorreu na
base de dados RIP.
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Tabela 6 — Taxa de reducao obtida com o método de mapas opostos Gaussianos. Para
cada valor de A, sao apresentados valores de quantidade de pontos obtidos e o
percentual de reducao sobre o total da base de dados.

base  N° Padroes | GOM (A =0,4) GOM (A =0,3) GOM (A=0,1)

BCW 683 | 115,1— 83,2% | 229,6 — 66,4% | 272,5 — 60,1%
HAB 306 | 22,1— 92,8% | 70,0— 77,1% | 93,0 — 69,6%
PID 768 | 105,6 — 86,2% | 281,0 — 63,4% | 356,7 — 53,6%
RIP 1254 | 252,4— 79,9% | 611,1— 51,3% | 740,2 — 41,0%
VCP 310 | 22,0— 92,9% | 63,1— 79,7% | 83,8 — 73,0%

B.4 Conclusao

Neste trabalho é proposta uma variacao das Maquinas de Vetores Relevantes
utilizando o método de mapas opostos Gaussianos, chamada de GOM-RVM. O ponto
chave desse método é a substituicao da base de dados de treinamento pelo conjunto de
padrdes encontrados pelo método GOM. A utilizacao desses pontos for¢a o algoritmo de
treinamento do modelo RVM a buscar os vetores relevantes em uma regiao mais proxima
da superficie de decisao. Essa suposicao de que os vetores relevantes estao mais proximos

da superficie de decisao é baseada na localizagdo dos vetores suporte do modelo SVM.

Como pode ser observado nos resultados, o modelo GOM-RVM alcancou taxas de
acertos equivalentes e em alguns casos superiores aos modelos SVM e RVM. Além disso, a
quantidade de vetores relevantes foi reduzida. Conclui-se que a utilizacao de mais padroes
de treinamento gera modelos com taxas de acerto mais elevadas e isso é confirmado pelo
aumento do parametro . Valores pequenos de \ dificultam a convergéncia do algoritmo
de treinamento do RVM, consequentemente esses modelos possuem uma taxa de acerto
mais baixa. Por fim, a modificagao do algoritmo padrao de mapas opostos utilizando as
distribui¢oes normais encontraram pontos proximos a superficie de decisao, conforme o

método de mapas opostos convencional.
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APENDICE C - Mistura de Gaussianas

Uma forma de determinar uma distribuicao de probabilidade desconhecida é através
de uma combinagao linear de fungoes de densidade de probabilidade. Cada parametro das
componentes da combinacao linear é ajustado através do algoritmo de maximizacao da
esperanga ( Ezpectation Maximization, EM). A prova da convergéncia do algoritmo EM

pode ser encontrada no trabalho de Dempster, Laird e Rubin (1977).

C.0.1 Modelos Gerais de Misturas

Considerando o conjunto de amostras X = {x,...,xy}, em que x; € R e
assumindo que os pontos do conjunto X sdo gerados de forma independente a partir de
uma distribuigdo p(x). Além disso, supondo que p(x) é definido como um modelo de

mistura finita com K componentes, tal que

p(|6) = ];Oékpk(w,(‘)k), (C.1)

onde:

e Os valores ay, 1 < k < K sao os pesos da mistura e representam a probabilidade
de que uma amostra aleatéria a foi gerada pela componente k. Como ay, repre-
senta a probabilidade de um evento ocorrer em um espago amostral de tamanho
K, entdo i, ap = 1.

e As componentes da mistura sao as distribuigoes py(x, 0y), 1 < k < K. Cada py
¢ uma fungdo de densidade ou distribuicao definida sobre p(x) com parametros
0.

O conjunto completo de parametros para o modelo de mistura com K componentes é:

Hz{al,...,aK,Ol,...,BK}. <C2)

Dada uma amostra x; e o conjunto de parametros do modelo da mistura @, a
incerteza de qual das K componentes geraram o vetor a; pode ser calculada através da
equagao:

pr(i, Or) -

Wik =
Eﬁﬁ pm(wza Om) a7

1<k<K,1<i<AN. (C.3)

w;, também é conhecida como peso de pertinéncia.
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C.0.2 Modelos de misturas de Gaussianas

Em um modelo de mistura de Gaussianas, para € R, cada componente py(x|6y)

da Equagao (C.1) é uma distribui¢do Gaussiana multivariada que segue a forma:

1 1 S
plaldn) = omen | —ple S e ) (C)

onde 6y = {p,, Xi}.

C.0.3 O Algoritmo EM para mistura de Gaussianas

O algoritmo EM, detalhado no trabalho de Moon (1996), pode ser aplicado ao
problema de estimacao de parametros das componentes em modelos de mistura. O método
consiste de um processo iterativo que inicia com uma estimagao, geralmente aleatoria,
do vetor 6. O algoritmo atualiza as componentes desse vetor até que um critério de
convergéncia seja satisfeito. Cada iteragao consiste de um passo E( Ezpectation) e um passo

M(Mazimization).

e Passo E: Utilizando o conjunto de parametros @ atual, calcula-se w;;, através da
Equagao (C.3) para todas as amostras x;, 1 < i < N e todas as componentes da
mistura pi(z|0;),1 < k < K. Note que Y5, wy = 1 para cada ponto x;. Tal
passo gera uma matriz com dimensdes N x K, na qual a soma de cada linha é
igual a 1.

e Passo M: Agora utilizam-se os pesos w;;, e os dados para calcular os novos valores
de parametros. Seja N = Zfil w;k, ou seja, a soma dos pesos de pertinéncia
para a k-ésima componente. Em outras palavras, N representa o niimero de

amostras associadas a componente k.

Especificamente, os novos pesos da mistura sao calculados através da equacao

Ni,
— 1<Ek<K. C.5
Ve <k (©5)

*
Qp =

A média atualizada p}, Equacgao (C.6), é calculada de maneira similar & uma média
empirica padrao, exceto que a i-ésima amostra a; tem um peso w;;. Note que isso é uma

equagao vetorial ja que p; e x; sao vetores d-dimensionais.

1 N
Np i=1

A matriz de covariancia atualizada, dada pela Equacao C.7, é calculada de maneira
muito parecida com o calculo padrao da covariancia. Porém, cada amostra é ponderada

pelo peso de pertinéncia w;;. A matriz de covaridncia possui dimensoes D x D.

1 N
i = (]Vk) > wik(Xi — py)(xi — pp)T 1< k< K. (C.7)
=1
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As equagoes do passo M precisam ser computadas em ordem. Primeiro os K novos valores

de oy, entao as K novas médias p;, e por fim as K novas matrizes de covariancia 3.
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APENDICE D - Maquinas de Vetores

Relevantes Reduzidas por Centros de Misturas

Neste Apéndice é apresentada uma abordagem desenvolvida durante o desenvolvi-
mento dessa dissertagao, originalmente proposta no trabalho SOUSA, DIAS e ROCHA
NETO (2017), para reducao do conjunto de treinamento em Maquinas de Vetores Relevan-
tes. Esse método baseia-se no uso de centros das componentes de um processo de mistura
de Gaussianas como conjunto de treinamento para o modelo RVM. Com essa abordagem
se deseja reduzir o custo computacional das primeiras iteragoes do algoritmo SBL. Na
proxima secao é apresentado o método proposto, doravante denominado GMC-RVM, e a

seguir os resultados e conclusoes.

D.1 Centros de Misturas de Gaussianas para Maquinas de Vetores

Relevantes

Esse método é uma estratégia de pré-processamento dos padroes de treinamento
com o intuito de reduzir o custo inicial do algoritmo SBL durante o treinamento do modelo
RVM. Isso é realizado através da aplicagao de um processo de mistura de Gaussianas,
descrito no Apéndice C, com K componentes. O algoritmo de mistura de Gaussianas
gera um conjunto © com K subconjuntos 6 contendo os parametros das distribui¢oes
Gaussianas que compdem a mistura. Os centros pu; de cada subconjunto de pardametros 6y,
sao utilizados como padroes de treinamento para iniciar o algoritmo de treinamento do

modelo RVM. Os pontos encontrados pelo processo podem ser vistos na Figura 23.

D.2 Resultados e Discussoes

Inicialmente é realizado um experimento para analise qualitativa da superficie de
decisao obtida pelo modelo GMC-RVM. Para isso, foram geradas superficies de decisao com
os modelos GMC-RVM e RVM sobre a base de dados RIP. A estimagao do pardmetro de
abertura do kernel Gaussiano utilizado nos dois classificadores foi realizada por validacao
cruzada com busca em grade com 10-folds. O pardametro K do modelo GMC-RVM foi
fixado em 100, isto é, foram utilizadas 100 componentes Gaussianas na mistura. O resultado

obtido nesse experimento é apresentado na Figura 24.

Observa-se que a utilizagdo dos centros da mistura de Gaussianas no modelo GMC-

RVM nao afeta a qualidade da superficie de decisdo obtida, ja que é bem préxima da
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Figura 23 — Centros de componentes de misturas de Gaussianas encontrados na base de
dados RIP.

Fonte — Préprio autor.

(a) GMC-RVM (b) RVM

Figura 24 — Superficies de decisao geradas pelo modelo GMCRVM e pelo modelo RVM na
base dados RIP.

Fonte — Préprio autor.

superficie de decisao gerada pelo modelo RVM padrao. Um segundo ponto que pode ser
observado pela figura é que o modelo GMC-RVM obteve menos vetores relevantes que o
modelo RVM padrao. Empiricamente, pode-se afirmar que o modelo GMC-RVM reduz o

numero de vetores relevantes sem afetar a qualidade do modelo.

Um segundo grupo de experimentos visa comparar os resultados obtidos pelo
modelo GMC-RVM com os classificadores RVM e SVM. Esses testes foram realizados
utilizando as bases de dados do UCI Machine Learning e a base de dados artificial Ripley
e Banana, as quais sdo descritas na Tabela 7. Nesse experimento, as bases de dados foram
divididas em 80% para treinamento e 20% para testes. Os parametros dos modelos foram
otimizados por validacao cruzada com busca em grade com 10-folds, com excecao do

pardametro K que recebeu os valores fixos 10, 50 e 100. Cada resultado é calculado sobre a
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média de 30 realizagoes independentes.

Tabela 7 — Lista de bases de dados aplicadas na comparag¢ao do modelo GMC-RVM.

Base de dados Abreviagao # Amostras # Caracteristicas
Haberman’s Survival HAB 306 3
Vertebral Column Pathologies VCP 310 6
Pima Indians Diabets PID 768 8
Australian Credit Approval AUS 690 14
Ripley RIP 1250 2
Banana BNA 5300 2

Observando os resultados apresentados na Tabela 8, nota-se que na base de dados
HAB, o método GMC-RVM com K = 10 atingiu resultados superiores aos modelos RVM
e SVM. Na base de dados VCP o GMC-RVM atingiu valores menores em média, mas
devido o alto desvio padrao, obteve resultados equivalentes estatisticamente. Os resultados
mais baixos em termos de acurdcia do modelo ocorreram nas bases de dados PID e AUS,
em que os classificadores RVM e SVM atingiram resultados superiores ao GMC-RVM em

todas as variacoes do parametro K.

Tabela 8 — Valores de acuracia obtidas com os modelos GMC-RVM, RVM e SVM. Os
resultados apresentados para os modelos RVM e SVM sao acompanhados
pelos indicadores de equivaléncia (v/) ou nao-equivaléncia (X) com os modelos
GMC-RVM com K =10, K =50 e K = 100.

K =10 K =50 K =100
base GMC-RVM GMC-RVM GMC-RVM RVM SVM

HAB | 75,19+1,27 | 70,66 +4,90 | 73,28 +4,89 | 70,93+1,42Xv/ vV | 70,77+£1,06 X v/ V
VCP | 78,87 +13,18 | 80,54+ 12,39 | 80,16 12,80 | 85,11+4,33v v v | 84,25+ 4,88V v V
PID | 63,74+7,52 | 71,62+2,86 | 70,56 +4,13 | 75,80 +£2,55 X X X | 75,67 +2,26 X X X
AUS | 74,69 +4,12 | 71,06 +15,24 | 67,58 £ 13,36 | 80,65+ 1,32 X X X | 84,73+2,56 X X X
RIP | 90,6441,62 | 91,044+1,17 | 90,56 +1,24 | 90,59+ 1,77/ v v | 90,59 +1,82¢/ v vV
BNA | 90,93+1,11 | 89,88+0,92 | 89,87+0,27 | 90,69+1,36v v v | 91,114+0,83v X X

A Tabela 9 apresenta resultados em termos de quantidade de vetores relevantes
obtidos com os modelos GMC-RVM e RVM e também em termos da quantidade de vetores
suporte obtidos com o modelo SVM. Nota-se que em todas as bases de dados, o niimero
de vetores relevantes dos modelos GMC-RVM e RVM sao inferiores ao ntimero de vetores
suporte obtidos com o modelo SVM. Também observa-se que na maioria das bases de
dados o método GMC-RVM gera modelos com quantidade média de vetores relevantes

menor que o modelo RVM.

Analisando em conjunto os resultados apresentados nas tabelas 8 e 9, nota-se
que na base de dados HAB, o modelo GMC-RVM com K = 10 obteve resultados de
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Tabela 9 — Quantidade de vetores relevantes obtidos com os modelos GMC-RVM, RVM e
SVM. Cada valor foi calculado sobre a média de 30 realiza¢des independentes.

K =10 K =50 K =100

base | GMC-RVM ~ GMC-RVM  GMC-RVM RVM SVM
HAB | 1.07+0.37 | 4.87+6.83 | 543+£8.76 | 21.47+4.87 | 187.80 +£5.38
VCP | 6.10+3.69 | 6.13+3.69 | 547+3.16 | 11.33+£3.70 | 122.174+52.15
PID | 18.63+£4.82 | 21.57 £4.05 | 20.43+6.37 | 27.97+£2.06 | 369.57 +24.19

AUS | 19.87+£3.88 | 18.00£6.80 | 13.57 £8.73
RIP | 18.00 +8.64 | 16.63+6.63 | 19.60 & 7.83
BNA | 23.60£2.63 | 16.17+2.17 | 15.50 +0.73

17.53 £ 7.25 245.50 &+ 25.02
23.17£3.78 | 1135.27 £ 86.13

|
|
|
20.50 £ 1.50 ‘ 274.40 £+ 52.16
|
|

acuracia superiores aos modelos RVM e SVM utilizando um niimero muito menor de
vetores relevantes. O mesmo comportamento se repete na base de dados RIP para o modelo
GMC-RVM com K = 50, mas com uma discrepancia menor em termos de quantidade
de vetores relevantes. Um comportamento interessante ocorre nas bases de dados PID
e AUS, pois os resultados de acuracia do modelo GMC-RVM sao inferiores, mas isso
foi obtido utilizando uma quantidade aproximada de vetores relevantes do RVM. Esse
comportamento ocorre devido a perda de padroes de treinamento importantes durante a

aplicacao do processo de mistura de Gaussianas.

D.3 Conclusao

O método GMC-RVM e um modelo que constréi um conjunto reduzido de padroes
de treinamento para iniciacdo do classificador RVM. A abordagem proposta, chamada
de GMC-RVM, consiste na aplicagao de um processo de mistura de Gaussianas para
identificagdo dos centros das componentes que sao utilizadas como padroes de treinamento.
Os resultados demonstram que o modelo GMC-RVM atingiu resultados significativos em
relacao aos modelos RVM e SVM em termos de acurécia, gerando modelos com poucos

vetores relevantes ao final do processo de treinamento.
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