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RESUMO

Esta tese investiga as representacdes dos ntimeros figurados na formacdo de professores de
Matematica, buscando compreender como diferentes abordagens podem favorecer e ampliar
estratégias de ensino. O estudo adota como referencial tedrico a Teoria das Situagdes Didaticas
e a metodologia de pesquisa Engenharia Didéatica, estruturada em suas quatro fases: analises
preliminares, analises a priori, experimentacao e analises a posteriori. As representagdes
classicas de ntimeros figurados como féormulas gerais, equacdes de recorréncia e fungdes
geradoras serviram de base para o desenvolvimento de trés formas de representagao exploradas
na pesquisa: (i) visualiza¢do de configuracdes no GeoGebra, que explora o assunto de forma
geométrica e tecnologica, (ii) construcdes por ladrilhamento envolvendo ntimeros poligonais,
que aborda os numeros figurados por meio de uma representacdo visual alternativa e (iii)
abordagem em forma matricial, que estabelece uma relagdo entre nimeros figurados ¢ a nogao
de matriz companheira. Na etapa de aplicagdo pratica, foram trabalhadas apenas duas dessas
formas: a visualizacdo no GeoGebra, direcionada especificamente para propriedades de
numeros figurados via nimeros triangulares, ¢ a constru¢ao por ladrilhamentos dos nimeros
triangulares. Para operacionalizar a proposta, elaboraram-se cinco situag¢des didaticas aplicadas
a turmas de licenciatura em Matematica, integrando recursos digitais, materiais manipulaveis e
contextos histdricos. Os resultados apontam que a articulagdo entre representagdes classicas e
novas configuragdes favoreceu a transposi¢ao entre formas algébricas, visuais e geométricas,
estimulando a formulagdo de conjecturas e a investigagdao de propriedades, com potencial para

enriquecer a formagao docente.

Palavras-chave: Numeros figurados; Representacoes matematicas; Engenharia Didética;

Teoria das Situagdes Didaticas; GeoGebra.



ABSTRACT

This thesis investigates the representations of figurate numbers in the training of mathematics
teachers, aiming to understand how different approaches can support and expand teaching
strategies. The study adopts the Theory of Didactical Situations as the teaching framework and
Didactical Engineering as the research methodology, structured into its four phases: preliminary
analysis, a priori analysis, experimentation, and a posteriori analysis. Classical representations
of figurate numbers, such as general formulas, recurrence relations, and generating functions,
serve as the foundation for the development of three forms of representation explored in this
research: (i) the visualization of configurations using GeoGebra, which approaches the topic
from a geometric and technological perspective; (ii) tiling constructions involving polygonal
numbers, which address figurate numbers through an alternative visual representation; and (iii)
a matrix-based approach, establishing a relationship between figurate numbers and the notion
of companion matrices. In the practical implementation phase, only two of these forms were
applied: GeoGebra-based visualization, specifically focused on the properties of figurate
numbers through triangular numbers, and tiling constructions of triangular numbers. To
operationalize the proposal, five didactical situations were designed and implemented with
undergraduate Mathematics teacher education students, integrating digital resources,
manipulatives, and historical contexts. The results indicate that the articulation between
classical representations and new configurations facilitated transitions among algebraic, visual,
and geometric forms, fostering the formulation of conjectures and the investigation of

mathematical properties, with significant potential to enrich teacher education.

Keywords: Figurate numbers; Mathematical representations; Didactical Engineering; Theory

of Didactical Situations; GeoGebra.
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1.INTRODUCAO

Diversos estudos tém se dedicado a investigar os elementos que impactam
significativamente o ensino da Matematica. Entre as abordagens mais influentes, destaca-se a
Didatica da Matematica (DM) de origem francesa, cujos primeiros estudos foram
desenvolvidos na década de 1970, no contexto da reforma da Matematica Moderna e da criagao
dos IREM (Institutos de Pesquisa sobre o Ensino da Matematica), conforme apontado por
Almouloud (2018). Nesse cenario, havia a forte convicgao de que o sistema educacional francés
necessitava de mudangas substanciais, o que mobilizou pesquisadores no ambito das
universidades francesas (Alves, 2016).

Essa corrente tedrica enfatizava a importancia de métodos de ensino alinhados aos
avancos das teorias de aprendizagem, conferindo a Matematica o estatuto de um conhecimento
especifico, dotado de l6gica propria. Tal perspectiva gerou a necessidade de um debate continuo
sobre as praticas pedagogicas, abrangendo aspectos que transcendem a sala de aula, tais como
a formagao de professores, a estrutura curricular, os materiais didaticos e o papel da pesquisa
académica no desenvolvimento da Educacao Matematica (Almouloud, 2018).

Nessa mesma linha de pensamento, voltada ao aprimoramento constante do ensino,
torna-se fundamental desenvolver estratégias didaticas que articulem contetidos matematicos
relevantes aos principios dessa abordagem. Uma dessas estratégias consiste em utilizar temas
matematicos como ferramentas para investigar e enriquecer o processo de ensino-
aprendizagem. Entre esses temas, destaca-se a Historia da Matematica (HM) que, integrada a
assuntos como algebra, teoria dos nimeros, geometria ¢ ao uso de tecnologias digitais, pode
oferecer suporte conceitual, epistémico e visual ao trabalho do professor de Matematica.

No ambito da HM, o estudo das sequéncias numéricas tem se consolidado como um
campo fértil para andlises interdisciplinares, possibilitando a construgdo de situagdes didaticas
com fundamentacdo tanto historica quanto matematica. Dentre os objetos de estudo mais
expressivos nesse campo estdo os numeros figurados, cuja origem remonta aos pitagdricos e
sua evolugdo perpassa por séculos de investigacdo matematica. Essa trajetoria ¢ documentada
por autores como Burton (1976), Boyer (1991), Conway e Guy (1996) e Stillwell (2010), que
exploram os vinculos entre pensamento matematico e elementos culturais e filosoficos da
antiguidade. Complementarmente, h4 contribui¢des mais recentes da matematica pura, como
os trabalhos de Deza e Deza (2012), Sun (2015), Ge e Sun (2009), e Gopalan, Somanath e
Geetha (2008), bem como estudos voltados ao ensino da matematica, como os de Alves (2012)

e Alves e Barros (2019), que evidenciam o potencial didatico desse tema.
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Os numeros figurados constituem sequéncias numéricas que se destacam por uma
caracteristica peculiar: quando representados graficamente, como pontos ou padroes discretos,
formam figuras no plano ou sélidos no espaco. Essa dualidade entre o algébrico e o geométrico
amplia as possibilidades de abordagem do tema, tornando-o especialmente rico para fins
educacionais. Assim, além de serem interpretados por meio de expressdes formais, esses
numeros podem ser visualizados, manipulados e investigados por meio de representagdes
especiais.

Uma das abordagens mais promissoras para o estudo dessas sequéncias consiste na
analise de suas multiplas representagdes, das quais algumas ja foram amplamente exploradas
em escritos que tratam desse tema, como € o caso da recorréncia, da expressdo do termo geral
e da funcdo geradora. Essas representacdes de cunho mais algébrico sdo amplamente descritas
por Deza e Deza (2012), que ndo apenas as descrevem, como também abordam seu crescimento
dimensional e as classificam no ambito da geometria.

Diferentes formas de representacdo de sequéncias numéricas podem ser construidas a
partir do estudo de sequéncias ja consolidadas na literatura matematica, como ¢ o caso da
sequéncia de Fibonacci, cujo fascinio resultou em uma vasta comunidade cientifica e de
entusiastas que exploram suas ocorréncias em praticamente todos os ramos da Matematica,
como representacdes polinomiais (Hoggat; Bicknell, 1973), representacdes bindrias e
ladrilhamentos (Benjamin; Quinn, 2003). Usando essa sequéncia classica como exemplo, o uso
de representacdes alternativas pode constituir um caminho promissor para ampliar e integrar a
compreensdo dos padrdes envolvidos em outras sequéncias numéricas. No nosso trabalho, essas
representacoes sao usadas para ampliar a ideia das representagdes de nimeros figurados.

O ladrilhamento constitui uma forma de representagdo que articula aspectos
geométricos e combinatdrios, sendo amplamente utilizado para modelar padrdes, regularidades
e processos de contagem. No contexto das sequéncias numéricas, o ladrilhamento permite
interpretar termos da sequéncia, como arranjos de pegas que cobrem uma regido segundo
determinadas regras, favorecendo uma leitura visual e estrutural do crescimento sequencial.
Essa abordagem tem se mostrado particularmente relevante em sequéncias recorrentes, pois
possibilita associar relagdes algébricas a configuragdes geométricas, tornando evidentes
propriedades como recorréncia, decomposi¢ao e generalizagdo (Benjamin; Quinn, 2003;
Benjamin; Erickson, 2011).

Além de seu valor matematico, o ladrilhamento de sequéncias numéricas apresenta um
forte potencial didatico, pois promove a articulagdo entre diferentes registros de representagao,

conforme discutido por Duval (2003), ao permitir a conversdo entre o registro geométrico-
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visual e o algébrico. Em particular, estudos envolvendo niimeros figurados e sequéncias
classicas, como a de Fibonacci, mostram que os ladrilhamentos funcionam como um meio
privilegiado para a construcao de significados e para a formulagdo de conjecturas, ao evidenciar
regularidades que nem sempre sdo imediatamente perceptiveis na forma simbolica (Koshy,
2011). Dessa forma, o uso de ladrilhamentos se apresenta como uma ferramenta conceitual
relevante tanto para a investigacdo matematica quanto para propostas de ensino que valorizam
a visualizagdo e a experimentagao.

Além das representagdes de carater geométrico e visual, existem também representagdes
que possuem um cunho estritamente algébrico. Nesse contexto, destacam-se as representagdes
matriciais, amplamente utilizadas no estudo de sequéncias numéricas, como em Koshy (2011),
que aborda a sequéncia de Fibonacci e Lucas, e Koshy (2016), que aborda a sequéncia de Pell
também em um contexto matricial. Essa representacao pode ser dada por meio da chamada
matriz companheira, a qual permite descrever relagdes de recorréncia e analisar propriedades
estruturais das sequéncias de forma sistematica. Tal abordagem ¢ consolidada na literatura
matemética no contexto da Algebra Linear como forma candnica (Horn; Jhonson, 2013).

No entanto, quando se trata especificamente dos niimeros figurados, ndo se encontram,
até o momento, registros na literatura matematica que explorem representagdes matriciais
construidas a partir de suas particularidades estruturais e combinatérias. Essa lacuna evidencia
um campo ainda pouco investigado, no qual as representacdes algébricas ndo dialogam
diretamente com os aspectos figurais que caracterizam esses nimeros. Dessa forma, a presente
pesquisa se configura como inovadora ao propor a exploracdo desse espaco tedrico, abrindo
possibilidades para novas interpretagdes, generalizagdes e articulagdes entre representacdes
algébricas e figurais no estudo dos niimeros figurados.

Partindo para abordagens mais acessiveis ao ensino, pode-se constatar que o emprego
de tecnologias digitais interativas possibilita ao estudante visualizar transformagdes, reconhecer
padrdes, formular hipdteses e avaliar conjecturas a partir de manipulagdes dinamicas,
favorecendo processos ativos de construcao do conhecimento matematico, ou seja, podem ser
utilizadas nos processos formativos como atribuicdo de sentido ao processo educativo e a
producdo de significados (Oliveira; Amancio, 2022). Diante disso, o uso de recursos digitais
como o GeoGebra, pode facilitar o elo entre as representagdes e visualizagao dessa classe de
sequéncias ao representar algumas propriedades antes vistas apenas como puramente
algébricas.

Dento de um olhar visuoespacial, a representacdo geométrica ¢ relevante, como

mencionado anteriormente. Como essas sequéncias representam configuragdes k-dimensionais,
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¢ possivel trabalhar com a visualizagdo, especialmente ao utilizar softwares de Geometria
dindmica como o GeoGebra. Além de permitir a visualizagdo do comportamento das figuras, o
GeoGebra oferece recursos que facilitam a compreensdo das outras representagdes
mencionadas. E o recurso mais empregado para fazer a transi¢cdo entre os conceitos da
matematica pura para o ensino.

A presenca das representacdes de numeros figurados em diferentes contextos
matematicos ¢ amplamente observada, evidenciando sua estreita relagdo com as regularidades
e estruturas fundamentais que caracterizam sequéncias numéricas. Esses nimeros estdo
diretamente associados a relagdes internas entre termos sucessivos, permitindo a construgao de
formas gerais, descricdes simbolicas e expressdes que capturam seu comportamento de
crescimento e organizagao.

Além disso, a possibilidade de transitar entre diferentes tipos de representacao confere
aos numeros figurados um papel articulador, uma vez que objetos descritos visualmente ou
configurados a partir de arranjos espaciais podem ser reinterpretados como sequéncias,
preservando suas propriedades estruturais. Essa caracteristica favorece a conversao entre
registros de representacdo distintos, contribuindo tanto para a andlise tedrica quanto para a
compreensdo dos padroes que emergem dessas configuragdes.

Dessa maneira, este estudo dedica-se, entre outras peculiaridades, a explorar
representacoes das sequéncias dos numeros figurados no contexto do ensino de Matematica.
Isso visa proporcionar uma visao mais orientada para o ensino e para a Historia da Matematica,
destacando a importancia desse tema que, além de ter passado por varias descobertas ao longo
dos anos desde os pitagoricos, representa uma ampla linha de estudo.

Esta pesquisa possui um fio condutor conectado a dissertacdo de Mestrado do mesmo
autor, que aborda os aspectos histdricos e matematicos que impulsionaram a evolucdo das
representacdes dos numeros figurados, desde sua representacdo plana até suas representagoes
em piramides e, atualmente, na generalizacdo das figuras e nimeros figurados no espago -
dimensional. Utilizou-se a Engenharia Didatica (ED) na perspectiva de Artigue (1995) como
metodologia de pesquisa e a Teoria das Situagdes Didaticas (TSD) de Brousseau (1976) como
teoria de ensino, o que permitiu a estruturagdo do documento. Essa abordagem foi novamente
adotada, ampliando o alcance em relagdo ao trabalho anterior € mantendo a triade ED, TSD e
Numeros Figurados como pilares da pesquisa.

Para concluir, apresentam-se algumas analises que serdo guias desta pesquisa, incluindo

a revisdo da literatura, uma breve contextualizacdo historica dos numeros figurados e a
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definicdo dos problemas e objetivos da pesquisa. Essas andlises prévias serviram como base
para o desenvolvimento do estudo e auxiliaram na compreensao e evolucdo do tema.

Dentro da ED, ¢ crucial organizar o estudo em etapas para garantir uma sequéncia logica
e eficaz. Nesse sentido, uma parte inicial da pesquisa foi dedicada a revisao bibliografica. Essa
etapa envolveu a busca por autores que abordassem a ED, a TSD e os numeros figurados.

Por outro lado, outra parte fundamental do estudo consistiu em investigar uma
abordagem que conectasse a historia dos numeros figurados a sua evolugdo ao longo dos anos,
considerando o contexto da Histéria da Matematica e da Didatica da Matemadtica. Essa
abordagem historica permitiu uma compreensao mais profunda das origens e desenvolvimento
dos numeros figurados, o que por sua vez foi fundamental para criar e modificar situagdes de
ensino. Tais situagdes de ensino foram essenciais para o progresso € aprimoramento da pesquisa
em questao, uma vez que contribuiram diretamente para a evolucao do estudo.

Para realizar o estudo em questdo, foi essencial conduzir um levantamento detalhado
para cada um dos temas abordados. Para isso, foram consultados documentos como
dissertagdes, livros, teses e artigos relacionados a ED, a TSD e aos Numeros Figurados gregos,
que sdo uma classe especial de sequéncia numéricas que se diferenciam das demais por
possuirem uma representacdo geométrica. Ou seja, esses numeros, quando representados por
pontos, formam figuras geométricas especificas. Como exemplo, tem-se os numeros
triangulares, os nimeros quadrados, os pentagonais, entre outros.

Embora esses temas sejam muitas vezes tratados de forma independente, o intuito
objetivo deste trabalho ¢ unir esses conhecimentos de modo a contribuir para o ensino de
Matematica em nivel superior, conforme proposto pela pesquisa.

No ambito da ED, destacam-se diversas fontes, incluindo o livro de Artigue (1995)
como principal referéncia sobre o assunto. Além disso, foram explorados artigos como Alves e
Dias (2018), que discutem as duas primeiras etapas da ED, a disserta¢do de Oliveira (2018) que
abrange todas as fases da ED aplicadas ao ensino da sequéncia de Fibonacci, e o artigo de
Almouloud e Silva (2012), que define as etapas da ED e discutem seu uso e evolugdo. Também
foram revisados os trabalhos de Alves (2014; 2016) e Pommer (2013).

Para compreender como elaborar a fase experimental da ED, foi necessario estudar a
Teoria das Situacdes Didaticas (TSD). Foram consultadas obras como as de Brousseau (1986)
e Brousseau (1997), que definem e detalham as fases da TSD. Além disso, consideramos as
dissertacdes de Oliveira (2018), Teixeira e Passos (2013) e Fonseca (2011), que contribuem
com perspectivas brasileiras sobre a elaboracdo de situagdes didaticas. Com essas bases, foi

iniciada a exploracdo do campo matematico.
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Em relacdo aos nimeros figurados, buscou-se compreender sua generalizagdo, suas
formas gerais, recorréncias e fungdes geradoras. Para isso, tomou-se por base a dissertacdo de
Silva (2015), que aborda recorréncias lineares. Ja para entender a geometria presente nas
sequéncias dos numeros figurados, foi realizado um estudo exaustivo acerca do crescimento
dimensional dos politopos, utilizando os livros de Coxeter (1969) e Coxeter (1973).

Continuando com o estudo especifico dos numeros figurados, também foi estudado o
livio de Deza e Deza (2012), que trata da generalizacdo de diversas classes de numeros
figurados, e o trabalho de Alves (2012), que aborda a evolugao historica e algumas propriedades
desses nimeros. Também foram consultados livros que apresentam as primeiras defini¢cdes de
alguns nimeros figurados, como Conway e¢ Guy (1996), Burton (1986) e a dissertagdo de
mestrado de Chipatala (2016), que foi um suporte na estruturagdo dos primeiros capitulos.

Posteriormente, foram elaboradas as situagdes de ensino previstas na ED com aporte da
TSD. Foram estudadas as mesmas obras da fase inicial da pesquisa, em especial as dissertagdes
de Oliveira (2018) e Santos (2017), para compreender o percurso metodologico a ser seguido.
Esses trabalhos também descrevem situacdes didaticas, porém com aplicagdes da sequéncia de
Fibonacci, proporcionando diferentes enfoques e abordagens.

Dessa forma, a revisdo bibliografica foi conduzida alinhada as etapas da Engenharia
Didatica, analisando separadamente as metodologias de pesquisa, as metodologias de ensino e
o conteudo matematico. Essa abordagem mostrou-se necessaria para que cada aspecto fosse
compreendido em profundidade, permitindo, posteriormente, a integracdo dos conhecimentos
e o prosseguimento da pesquisa.

Para esse estudo, ¢ necessario detalhar como os nimeros figurados podem ser abordados
em sala de aula e determinar o contexto de aplicacdo. Para isso, foi realizado um estudo da
Matriz Curricular do curso de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal de Educacao,
Ciéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE campus Fortaleza). O objetivo foi identificar a disciplina
que melhor se adequasse ao conteudo dos numeros figurados, considerando que seu
desenvolvimento envolve teoria dos niumeros, conceitos de geometria, historia da matematica,
entre outros temas que poderiam ser integrados em diversas disciplinas desta grade curricular.

Apds uma andlise cuidadosa, estabeleceu-se que a disciplina de Historia da Matematica
seria a mais adequada para abordar o tema. Essa escolha baseou-se no fato de que a Historia da
Matematica ndo apenas aborda conteudos historicos sobre diversos matematicos, mas também
explora a evolugdo histérica da aritmética, que ¢ fundamental para o desenvolvimento das
noc¢des relacionadas aos numeros figurados. Além disso, a geometria ¢ essencial para

compreender os crescimentos dimensionais € a nomenclatura de politopos, enquanto a analise
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algébrica ¢ crucial para as generalizagdes previstas em muitas explicagdes sobre niimeros
figurados.

Ao aprofundar-se na disciplina de Historia da Matematica, observa-se que os numeros
figurados sdo estudados no contexto da historia pitagdrica. Além disso, como a disciplina
também aborda a evolucdo da sequéncia de Fibonacci, identificou-se a oportunidade de
desenvolver tanto a vertente historica quanto a matematica dos niimeros figurados, utilizando
recursos como livros de Histéria da Matematica para a parte historica e artigos que discutem
esses numeros de forma algébrica e analitica para a abordagem matematica. Essa descrigdo
minuciosa permitiu apresentar toda a problematica e justificativa da pesquisa, as quais
serdo detalhadas no préximo topico.

A problematica e a justificativa desta pesquisa baseiam-se no fato de que os livros de
Historia da Matematica, em sua maioria, oferecem uma abordagem bastante detalhada sobre os
primeiros numeros figurados, especialmente aqueles estudados pelos pitagoricos. Essas
obras se concentram sobretudo nas primeiras sequéncias de nimeros figurados planos, que
representam poligonos, e em algumas configuracdes que representam poliedros. Embora
Pitdgoras seja reconhecido como o descobridor das triplas pitagdricas e da relacdo entre catetos
e hipotenusa, os livros de histéria da matematica dedicam espaco aos numeros figurados de
forma introdutoéria, servindo como um ponto de partida para que outras areas da matematica
possam apresentar resultados mais abstratos.

Por se tratar de uma classe infinita de sequéncias numeéricas, esses livros ndo oferecem
uma evolugdo historica abrangente, desde a descoberta inicial até os desenvolvimentos
posteriores ao longo do tempo, quando o niimero de sequéncias aumentou consideravelmente.
Como resultado, ndo hd uma compreensao clara de quais autores contribuiram para discutir
outras sequéncias que também representam figuras geométricas. Embora muitos autores tenham
abordado esses temas, por estarem muitas vezes voltados para areas como Algebra e Teoria dos
Numeros, esse debate nao ¢ amplamente explorado na disciplina de Historia da Matematica,
que se concentra principalmente nas descobertas de Pitdgoras e seus seguidores, deixando
um hiato historico relacionado a essa classe de nimeros especiais.

No entanto, durante a revisdo bibliografica dos niimeros figurados, identificaram-se
relagdes que tém implicagdes tanto cognitivas quanto didaticas. Essas sequéncias podem
oferecer uma variedade de opcdes didaticas para o ensino € a compreensao de temas historicos
e matematicos dentro da disciplina de Histéria da Matematica, aspecto de grande

importancia para estudantes e futuros professores.
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No aspecto cognitivo, destaca-se a relagdo entre as sequéncias que seguem padrdes
semelhantes aos encontrados na geometria com as figuras geométricas. No aspecto didatico,
enfatiza-se que essas sequéncias sao aplicaveis em diferentes niveis de ensino, proporcionando
varias op¢des para futuros professores. Desde o ensino fundamental, onde podem ser exploradas
as representacdes por pontos, até o ensino superior, onde se pode abordar o crescimento
dimensional das sequéncias e seus equivalentes multidimensionais.

Diante dessas consideracdes, a justificativa desta pesquisa busca responder a seguinte
questao: como desenvolver uma engenharia didatica para os numeros figurados que permita a
transposi¢do da evolug¢do matemdtica desse contevdo por meio de situagoes de ensino em sala
de aula?

Para abordar essa questdo, estabelecem-se objetivos que orientam o desenvolvimento
da pesquisa e a elaboracdo das situagdes de ensino. Esses objetivos visam promover uma melhor
compreensdo do assunto, abordando aspectos cognitivos e didaticos. No aspecto cognitivo,
busca-se explorar a evolugdo dos conceitos matematicos para estimular o raciocinio dedutivo-
matematico dos estudantes durante a aplicacdo das fases da TSD. Quanto ao aspecto didatico,
planeja-se trabalhar a transposicdo didatica das relagdes matemadticas presentes nos numeros
figurados, também seguindo as fases da TSD.

Para os objetivos da pesquisa, observou-se que Almouloud e Coutinho (2008)
destacaram que, na Engenharia Didatica (ED), era fundamental que os objetivos estivessem
alinhados as fases de analise a priori e a posteriori, implicando relacionar as observagdes do
processo de ensino com os objetivos predefinidos para avaliar a reprodutibilidade e a
regularidade dos fendmenos didaticos. Nesse contexto, os objetivos deste trabalho foram
descritos de acordo com as fases da ED, visando comparar resultados e analisar as etapas
anteriores e posteriores a aplicagdo da pesquisa. Definidos em niveis geral e especifico, o
objetivo geral consistiu em compreender a articulagdo entre a metodologia de ensino e a
metodologia de pesquisa; os objetivos especificos envolveram a analise das fases a priori € a
posteriori, a relagdo entre objetivos e observagdes, a estimativa da reprodutibilidade e
regularidade dos fenomenos, € a comparacdo dos resultados obtidos com os objetivos
estabelecidos, estruturagdo que visou garantir uma analise abrangente do processo de ensino-
aprendizagem no contexto da ED.

Diante do contexto apresentado, o objetivo geral deste trabalho foi realizar uma
investigacdo, fundamentada na Engenharia Didatica, envolvendo o objeto matematico
numeros figurados k-dimensionais, suas multiplas representacées e aplicacées. A pesquisa

priorizou o uso da visualizacdo como elemento estruturante na constru¢ao do conhecimento
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matematico, articulando essas representacdes ao ensino por meio da Teoria das Situagdes
Didaticas, de modo a analisar tanto os aspectos matematicos quanto didaticos envolvidos.

Para alcancar esse objetivo geral, definiram-se os seguintes objetivos especificos:

1) apresentaram-se as relagdes algébricas e geométricas existentes entre os nimeros
figurados e suas multiplas representagdes, tomando-se os niimeros triangulares como ponto de
partida para a construgdo e generalizagao dessas relagdes;

2) construiram-se as propriedades matematicas e as inter-relagdes entre os numeros
figurados a partir dos numeros triangulares, utilizando-se o software GeoGebra para descrever
o itinerario dessas relagdes por meio da visualizagao;

3) associaram-se representagoes classicas e inéditas e as relagcdes entre os numeros
figurados, descrevendo-se suas propriedades matematicas sob as formas algébrica e geométrica,
com foco no ensino mediado pela visualizagdo; e

4) exploraram-se, em situagdes didaticas, as relagdes entre os numeros figurados e suas
representacdes visuais no software GeoGebra, evidenciando-se seu potencial para a
compreensdo das propriedades matematicas construidas.

Diante dos objetivos expostos, a pesquisa foi desenvolvida de modo a permitir a
comparag¢do entre os resultados obtidos e a avaliagdo de seu efetivo alcance. Para que o estudo
estivesse alinhado as propostas da Engenharia Didatica (ED) e da Teoria das Situacgdes
Didaticas (TSD), o referencial tedrico referente a essas abordagens serd apresentado nos

capitulos seguintes, juntamente com uma introdugdo inicial aos numeros figurados.
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2. REFERENCIAL TEORICO

Este capitulo explora a evolugdo das teorias de ensino e pesquisa conhecidas como
Teoria das Situacdes Didaticas (TSD) e Engenharia Didatica (ED). Essas teorias t€ém origem no
campo da Didatica da Matematica (DM), que emergiu no final da década de 1960 e inicio da
década de 1970. A DM, neste contexto, ¢ apresentada como um campo de estudo que visa
compreender e aprimorar os métodos de ensino da Matematica, levando em consideragao
aspectos cognitivos, didaticos e epistemoldgicos relacionados a sua aprendizagem.

Ao longo do capitulo, discute-se a intersec¢do entre a TSD e a ED, destacando como
essas teorias se complementam na busca por estratégias eficazes de ensino-aprendizagem. A
TSD concentra-se na analise das situagdes de ensino em termos de sua eficacia didatica,
considerando as interagdes entre o professor, os alunos ¢ o conteido matematico. Por outro
lado, a ED estd voltada para o planejamento e desenvolvimento de atividades e materiais
didaticos que possam potencializar o processo de ensino, levando em conta as especificidades
do contexto educacional ¢ as necessidades dos alunos. Juntas, essas teorias fornecem um
arcabouco conceitual robusto para a reflexao e acao na pratica educacional, especialmente no

campo especifico do ensino da Matematica. Sobre esse processo, D’Amore (2007) coloca que

A arte de conceber e conduzir condi¢des que podem determinar a aprendizagem de
um conhecimento matematico por parte de um sujeito (que pode ser qualquer
organismo envolvido nessa atividade: uma pessoa, uma instituigdo, um sistema, até
mesmo um animal). Aqui € preciso entender que a aprendizagem como um conjunto
de modificagdes de comportamentos (portanto de realizacdes de tarefas solicitadas)
que assinalam, para um observador pré-determinado, segundo sujeito em jogo, que o
primeiro sujeito dispde de um conhecimento (ou de uma competéncia) ou de um
conjunto de conhecimentos (ou de competéncias), o que impde a gestdo de diversas
representacdes, a criagdo de convicgdes especificas, o uso de diferentes linguagens, o
dominio de um conjunto de repertérios de referéncias idoneos, de experiéncias, de
justificagdes ou de obrigagdes. Essas condi¢des tém que poder ser colocadas em acdo
e reproduzidas intencionalmente. Nesse caso fala-se de praticas didaticas (D’Amore,
2007, p.183)

Considerou-se, neste caso, que se tratava de como esse conhecimento poderia ser
transmitido. Essa definicdo voltou-se tanto para a arte de ensinar quanto para a preocupagao
com o aprender. Para Brousseau (1986), se, por um lado, o professor esperava algo do aluno, o
aluno também esperava algo do professor. Para D’ Amore (2007), as praticas didaticas eram
formadas por um tipo de condi¢do e acabavam por se tornar o proprio objeto de estudo. Sendo
assim, a didatica mostrou-se como o estudo dessas condi¢des, bem como das propostas e

realizagdes que buscavam a efetividade do que se desejava ensinar. O autor complementa que:
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Os estudos cientificos — de tipo experimental — nesse campo necessitam da
explicitagdo de conceitos ¢ métodos que tém que ser submetidos a exigéncias de
verificagdo de coeréncia e de adequag@o a contingéncia especifica. Certas teorias,
como por exemplo, a teoria das situagdes didaticas, t€m como objeto dizer o que
estuda a didatica (D’ Amore, 2007, p. 184).

Nas subsec¢des seguintes, exploram-se aspectos da ED e da TSD como recursos
fundamentais para o ensino de conceitos no ambito da DM. Examina-se brevemente a histéria
e a relevancia dessas teorias no contexto educacional, com o objetivo de compreender como
esses processos poderiam impactar e transformar as praticas adotadas pelos professores em sala
de aula. Ao mergulhar nesses aspectos, buscou-se uma compreensao mais profunda de como a
ED e a TSD influenciaram o ambiente de ensino e contribuiram para a melhoria do processo de

aprendizagem dos alunos.

2.1 A Engenharia Didatica

Para estruturar a pesquisa, adotou-se a metodologia da Engenharia Didatica (ED) ou
seus elementos, pois considerou-se que, ao identificar um problema, o primeiro passo para a
investigagdo era iniciar uma ED. No entanto, antes de adentrar no estudo da ED, foi essencial
fornecer um relato historico sobre seu surgimento. De acordo com Douady (1995), durante as
décadas de 1960 e 1970, a comunidade cientifica e educacional enfrentou uma forte crise
matematica em diversos paises europeus, incluindo a Franca. Nesse periodo, o curriculo
matematico era moldado por estudiosos e intelectuais renomados, com o objetivo de simplificar
as ferramentas matematicas poderosas , mantendo o rigor matematico. A ideia era que, ao
reduzir o nimero de ferramentas complexas, os alunos pudessem aplicd-las em diversas
situacdes.

Para enfrentar essa crise, surgiram na Franca os Institutos de Pesquisa sobre Ensino de
Matematica (IREM), fortemente influenciados por Bourbaki. Segundo Douady (1995), esses
institutos reuniam professores de todos os niveis interessados em investigacdes no campo do
ensino de Matematica. A partir dessa sinergia, emergiram novas abordagens e problematicas,
com foco no significado dos contetidos e nas dificuldades de aprendizagem dos alunos. Artigue
(1995) relatou que a Engenharia Didatica surgiu com o proposito de abordar questdes
fundamentais dentro da didatica da matemadtica, buscando compreender e melhorar o processo

de ensino-aprendizagem nessa area. Segundo a autora,
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A nocdo de engenharia didatica surgiu na didatica da matematica no inicio dos anos
oitenta. Foi nomeado com este termo uma forma de trabalho didatico comparavel ao
trabalho do engenheiro que, para realizar um projeto especifico, ¢ baseado no
conhecimento cientifico de seu dominio e concordar em submeter a um tipo cientifico.
No entanto, a0 mesmo tempo, ele é obrigado a trabalhar com objetos muito mais
complexos que objetos refinados da ciéncia e, portanto, tem que abordar praticamente,
com todos os meios disponiveis, problemas que a ciéncia ndo quer ou nido pode
assumir (Artigue, 1995, p. 197).

A Engenharia Didatica (ED), conforme delineada por Santos (2017), ¢ uma metodologia
que valoriza a experiéncia e a pratica do professor dentro da sala de aula. Ao reconhecer o
professor como um pesquisador em potencial, a ED permite que suas experiéncias sejam
utilizadas como base para investigar os processos de ensino e aprendizagem de conceitos
matematicos especificos. Isso significa que as estratégias e abordagens desenvolvidas pelo
professor podem ser analisadas e adaptadas para promover uma melhor compreensao e
assimila¢do dos contetidos pelos alunos.

A ideia central por tras da ED é promover uma integracao entre a pratica docente e a
pesquisa educacional. Ao articular suas praticas de ensino com processos investigativos, o
professor pode enriquecer sua abordagem pedagdgica, incorporando novas metodologias e
estratégias didaticas. Dessa forma, a ED ndo apenas valoriza a expertise do professor, mas
também incentiva a constante busca por aprimoramento € inovagao no processo de ensino.

Essa metodologia, ao permitir que o professor se aproprie de novas praticas a partir de
suas experiéncias, contribui para a constru¢do de um ambiente de aprendizagem mais eficaz
para os alunos. Ao refletir sobre suas praticas, identificar desafios e buscar solu¢des baseadas
em evidéncias, o professor cria um ambiente educacional mais dindmico e estimulante,

favorecendo o desenvolvimento cognitivo e o sucesso académico dos estudantes.

A Engenharia Didatica foi criada para atender a duas questdes: a) das relagdes entre
pesquisa ¢ agdo no sistema de ensino; b) do lugar reservado para as realiza¢des
didaticas entre as metodologias de pesquisa. E uma expressio com duplo sentido.
Designa produgdes para o ensino, derivadas de resultados de pesquisa, ¢ também
designa uma especifica metodologia de pesquisa baseada em experiéncias de sala de
aula. Nessa linha, pratica de ensino ¢ articulada com prética de investigagdo. A teoria
da Engenharia Didatica pode ser vista como referencial para o desenvolvimento de
produtos para o ensino, gerados na jun¢do do conhecimento pratico com o
conhecimento tedrico (Carneiro, 2005, p. 3).

A Engenharia Didatica ¢ dividida, segundo Artigue (1996), em quatro fases entre sua
elaboracdo e execucdo. Essas fases sdo conhecidas como: 1) andlise preliminar; 2) concepgao e
andlise a priori; 3) implementacdo da experiéncia; 4) andlise a posteriori e validacdo da

experiéncia. A seguir, descrevem-se cada fase com suas caracteristicas especificas.
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2.1.1 Andlises preliminares

Nesta etapa inicial da pesquisa, o foco estd em realizar um estudo minucioso para
analisar a forma como o conteudo ¢ transmitido, ja que essa analise ¢ fundamental para obter
0s meios necessarios para propor intervengoes eficazes posteriormente. De acordo com Santos
(2017), esse trabalho deve ser subdividido em trés dimensdes cruciais: a dimensdo
epistemologica, que aborda o conhecimento em estudo e inclui a observagdo de sua evolugao
histérica, bem como a identificagao de obstaculos relacionados a sua natureza e outros aspectos
relevantes; a dimensao didatica, que se concentra na maneira como o conteudo ¢ apresentado
nos livros didaticos e proposto para o ensino pelos professores; e a dimensdo cognitiva, que
envolve a analise das questdes relacionadas ao conhecimento dos alunos sobre o tema estudado.

Artigue (1995) define essa fase da seguinte maneira:

Dans la recherche en ingénierie didactique, la phase de conception repose non
seulement sur un cadre théorique didactique général et sur les connaissances
didactiques acquises précédemment dans le domaine d'étude, mais aussi sur un certain
nombre d'analyses préliminaires. Les plus fréquentes sont: < L'analyse
épistémologique des contenus envisagés dans l'enseignement ¢ L'analyse de
l'enseignement traditionnel et de ses effets ¢ L'analyse des conceptions des étudiants,
des difficultés et des obstacles qui déterminent leur évolution * L'analyse du champ
des contraintes ou va se situer la réalisation didactique effective « Et, Bien sir, tout
ce qui préceéde est fait en gardant a l'esprit les objectifs spécifiques de la recherche.
En général, malgré le fait que cette série d'analyses ne soit pas mise en évidence dans
les publications, le travail que le chercheur a réalisé en tant que piliers de son
ingénierie est repris et approfondi au cours des différentes phases de celle-ci, en
fonction des besoins ressentis. Par conséquent, les études préliminaires ne conservent
leur statut « préliminaire » qu'au premier niveau d'élaboration (Artigue, 1995, p. 27).!

Segundo Almouloud (2017), essas etapas sao descritas de maneira mais detalhada como:
1) o estudo da organizagdo matemadtica, que compreende a analise da origem do contetido,
alguns aspectos histdricos relevantes e como isso pode servir como subsidio para novas
praticas; e 2) a andlise didatica do objeto, em que se realiza um estudo sobre como o conteudo

¢ abordado nos livros e as diferengas entre as abordagens didaticas. Na etapa 1, ocorre uma

! Na pesquisa em Engenharia Didatica, a fase de concepgio baseia-se ndo apenas em um referencial tedrico didatico
geral e nos conhecimentos didaticos previamente adquiridos no campo de estudo, mas também em um certo
numero de analises preliminares. Os mais frequentes sdo: * A analise epistemologica dos conteudos contemplados
no ensino ¢ A analise do ensino tradicional e seus efeitos ¢ A andalise das concepgdes dos alunos, das dificuldades
e obstaculos que determinam sua evolucao * A andalise do campo de restricdes onde se situara a efetiva realizagao
didatica « E, ¢ claro que tudo isso ¢ feito com os objetivos especificos da pesquisa em mente. Em geral, apesar de
essa série de analises ndo ser evidenciada nas publicacdes, o trabalho que o pesquisador tem realizado como pilares
de sua engenharia ¢ retomado e aprofundado no decorrer das diferentes fases da mesma, dependendo das
necessidades sentidas. Portanto, os estudos preliminares s6 mantém seu status "preliminar" no primeiro nivel de
elaboragdo (Artigue, 1995, p. 197, em tradugdo livre).
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revisdo documental para buscar argumentos histéricos que fundamentam as fases posteriores
da pesquisa, servindo como base para as praticas adotadas. J& na etapa 2, ¢ necessario
compreender a relacdo do contetdo como objeto de ensino, a importancia atribuida pelos
materiais didaticos e se o tema esta sendo explorado em sua plenitude, considerando aspectos
didaticos, cognitivos e epistemologicos.

No estudo da dimensao epistemologica, ¢ fundamental considerar a origem do objeto de
ensino e buscar entender aspectos especificos para validar esse contetdo, destacando-se a
importancia de analisar os elementos historicos e priorizar os conceitos matematicos. Dessa
forma, a andlise epistemoldgica pode proporcionar uma investigagao aprofundada dos conceitos
matematicos, permitindo questionamentos e contribuindo para a compreensdo das relagdes
entre esses conceitos e as variaveis didaticas relacionadas ao processo de ensino e
aprendizagem.

Almouloud (2007) ressalta a importancia de compreender profundamente as relagdes
entre os objetos matematicos durante uma andlise epistemologica, pois isso permite
compreender as variaveis didaticas que afetam o processo de ensino e aprendizagem desses
objetos. Esse compreensdo ¢ essencial para que o professor estruture uma abordagem
pedagogica eficaz, visando atingir a compreensao dos conteudos matematicos pelos alunos.

Oliveira (2018) enfatiza que essa analise ndo busca apenas o conhecimento cientifico
em si, mas sim a diferenca entre esse conhecimento e o que se deseja ensinar, o que pode resultar

na identificacdo de obstdaculos epistemologicos. Estes sdo descritos por Bachelard (1934) como:

Une connaissance acquise par un effort scientifique peut elleméme décliner. La
question abstraite et franche s'use: la réponse concréte reste. Dés lors, l'activité
spirituelle s'invertit et se bloque. Un obstacle épistémologique s'incruste sur la
connaissance non questionnée. Des habitudes intellectuelles qui furent utiles et saines
peuvent, a la longue, entraver la recherche. L'idée gagne ainsi une clarté intrinséque
abusive. A l'usage, les idées se valorisent indiment. Une valeur en soi s'oppose a la
circulation des valeurs. C'est un facteur d'inertie pour 'esprit> (Bachelard, 1934, p.
18).

Bachelard introduziu o conceito de obstdaculo epistemologico, que se refere as barreiras
mentais e conceituais que impedem a compreensdo € o avango do conhecimento cientifico.

Esses obstaculos podem surgir de varias fontes, como preconceitos, crengas arraigadas, ideias

2 O proprio conhecimento adquirido através do esforgo cientifico pode declinar. A pergunta abstrata e franca se
desgasta: A resposta concreta permanece. A partir dai, a atividade espiritual ¢ invertida e bloqueada. Um obstaculo
epistemolodgico estd enraizado em um conhecimento inquestionavel. Habitos intelectuais uteis e saudaveis podem,
a longo prazo, dificultar a pesquisa. A ideia ganha, assim, uma clareza intrinseca que ¢ indevidamente clara. No
uso, as ideias sdo indevidamente valorizadas. Um valor em si se opde a circulagdo de valores. Este é um fator de
inércia para o espirito (Bachelard, 1934, p.18, em tradugdo livre)
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preconcebidas, tradi¢des cientificas estabelecidas e até mesmo linguagem inadequada. O autor
argumentava que superar esses obstaculos era crucial para o progresso da ciéncia, pois permitia
questionar e reformular conceitos, teorias e métodos, levando a descobertas e avangos
significativos. Em resumo, um obstaculo epistemologico, na visao de Bachelard (1934), ¢ algo
que impede a mente de um cientista de perceber, entender ou aceitar novas ideias ou
interpretagdes que poderiam enriquecer e transformar seu campo de estudo.

Ao abordar a questdo dos obstaculos epistemologicos, ¢ fundamental considerar dois
processos distintos no desenvolvimento dos conceitos matematicos. O primeiro processo esta
relacionado a fase inicial da descoberta desses conceitos, enquanto o segundo processo diz
respeito a forma como esses conceitos sdo representados e redigidos. No contexto da
Matematica, € notavel que os obstaculos que surgem durante a producdo e aprendizagem do
conhecimento nem sempre sdo registrados historicamente, o que destaca a complexidade e a
importancia de identificar e superar esses obstaculos para garantir uma efetiva compreensao e
aprendizado dos conteudos matematicos.

Em outras palavras, um obstaculo epistemologico ¢ uma ideia que pode parecer eficiente
e util em determinado contexto, mas ao tentar aplica-la em outro cenario, pode resultar em
fracasso. O pesquisador muitas vezes tenta preservar essa ideia na esperanga de usa-la
futuramente, porém, isso pode prejudicar a aprendizagem posterior, uma vez que nao ¢
adaptavel a diferentes situacdes ou problemas (D’Amore, 2007, p.211).

Um obstaculo epistemoldgico na didatica da matematica pode ser exemplificado pela
dificuldade dos alunos em compreender conceitos abstratos, como niimeros irracionais. Isso
ocorre porque os alunos, com frequéncia, apresentam uma visao limitada do nimero como algo
inteiro ou fracionario, ndo conseguindo conceber nimeros que ndo podem ser expressos por
uma fragdo simples. Tal obstaculo surge devido a forma como os niimeros irracionais sao
introduzidos e explicados, muitas vezes sem uma contextualizagdo adequada que permita aos
alunos compreenderem sua natureza e importancia.

Outro exemplo de obstaculo epistemologico ¢ a compreensao equivocada de certas
operagdes matematicas, como a divisdo por zero. Observa-se que os alunos podem ter
dificuldade em entender por que a divisdo por zero ndo ¢ definida ou resulta em um valor
indeterminado. Essa dificuldade pode advir de uma abordagem superficial ou inadequada
desses conceitos durante o ensino, sem que se explorem as razdes matematicas subjacentes as

regras e definigdes.
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Esses obstaculos epistemoldgicos na didatica da matematica reforcam a importancia de
uma abordagem pedagdgica cuidadosa e contextualizada, que conside ndo apenas a formalidade
dos conceitos matematicos, mas também sua aplicagdo pratica e significado para os alunos.

Sobre a analise de um objetivo de ensino quanto ao aspecto didatico, este engloba a
observagao das condigdes de funcionamento do ensino, incluindo o material didatico, as
abordagens pedagogicas e as condi¢des de aprendizagem. Almouloud (2014) aponta que esses
elementos sdo cruciais, pois influenciam diretamente as informacdes transmitidas pelo
professor aos alunos, impactando no processo de ensino e aprendizagem.

Na dimensao cognitiva, ¢ essencial considerar o conhecimento prévio dos alunos e como
isso influencia sua relagdo e interesse pelo conteudo. Esses conhecimentos prévios delimitam
o estilo de aprendizado dos estudantes € sdo importantes para a delimitacao adequada do tema
em estudo. E valido ressaltar que as dificuldades identificadas nas etapas anteriores também
devem ser consideradas nesse aspecto cognitivo.

Em resumo, essa fase da Engenharia Didatica consiste em investigar as potencialidades
do contetido estudado, sua natureza intrinseca e busca de dominio sobre o assunto para subsidiar
as proximas etapas da pesquisa. A analise a priori, baseada na Teoria das Situacdes Didaticas,

¢ abordada na etapa seguinte.

2.1.2  Concepgao e andlise a priori

Nessa fase especifica, o pesquisador concentra-se no desenvolvimento de um plano de
acao baseado no conteudo que foi estudado na etapa anterior. A elaboragdo do plano considera
duas categorias de variaveis que podem ser manipuladas pelo pesquisador. Conforme delineado

por Artigue (1988), essa fase caracteriza-se:

Dans cette deuxiéme phase, le chercheur prend la décision d'agir sur un certain
nombre de variables systéme non fixées par les contraintes : des variables de controle
qu'il suppose étre des variables pertinentes par rapport au probleme étudi¢. Afin de
faciliter l'analyse de l'ingénierie, il est utile de distinguer deux types de variables de
controle: les variables macrodidactiques ou globales qui se rapportent a l'organisation
générale de l'ingénierie, et les variables microdidactiques ou locales qui concernent
l'organisation locale de I'ingénierie, c'est-a-dire I'organisation d'une session ou d'une
phase, qui peuvent toutes deux étre des variables générales ou des variables
dépendantes du contenu didactique auquel l'enseignement est destiné® (Artigue, 1988,
p- 291).

3 Nessa segunda fase, o pesquisador toma a decisdo de agir sobre um determinado namero de variaveis do sistema
ndo fixadas por restrigdes: variaveis de controle que ele assume como variaveis relevantes em relagao ao problema
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Variaveis Macrodidaticas ou Globais: Essas varidveis estdo intrinsecamente ligadas
a estrutura geral da Engenharia Didatica (ED). Elas abrangem os elementos que t€ém um impacto
direto e significativo no processo de ensino e aprendizagem em um contexto mais abrangente.
Estas varidveis podem incluir o planejamento curricular, a selecdo de estratégias de ensino e
avaliagdo, o ambiente educacional (como a disposi¢do fisica da sala de aula, recursos
tecnologicos disponiveis, entre outros) e os recursos didaticos disponiveis, como livros,
materiais de laboratorio, softwares educacionais e outras ferramentas de apoio ao ensino.
Juntas, essas varidveis formam a base para o desenvolvimento de um ambiente educacional
eficaz e bem-sucedido, onde os alunos podem adquirir conhecimentos, habilidades e
competéncias de forma significativa e engajada.

Variaveis Microdidaticas ou Locais: Ao contrario das variaveis macrodidaticas, essas
estdo mais relacionadas a organizagdo de fases especificas ou momentos particulares dentro da
engenharia. Elas abrangem aspectos mais detalhados e especificos do processo de ensino-
aprendizagem, como a sequéncia de atividades de aprendizagem, a interag¢@o entre os alunos e
o professor, o uso de materiais didaticos especificos e a adaptacao do ensino as necessidades
individuais dos alunos. “Esta segunda distingdo ¢ classica, pois distinguimos as chamadas
variaveis de problema das chamadas variaveis de situagdo ligadas a organizagdo e gestao do
ambiente (Brousseau 1986), sendo as variaveis didaticas, entre elas, aqueles cujo efeito didatico
tenha sido atestado™ (Artigue, 1988, p. 291).

Essas duas categorias de variaveis podem ser influenciadas pelo contetdo matematico
em estudo e sdo analisadas em trés dimensdes distintas durante a fase de analise a priori. A
dimensao epistemoldgica foca nas caracteristicas intrinsecas do conhecimento matematico em
questao, buscando compreender como ele € estruturado e suas relagdes conceituais. A dimensao
cognitiva concentra-se nas caracteristicas cognitivas dos alunos envolvidos no processo de
aprendizagem, considerando seus conhecimentos prévios, habilidades e estratégias cognitivas.
Por fim, a dimensao didatica aborda as caracteristicas do ambiente de ensino, incluindo a
metodologia utilizada, a interacao professor-aluno, os recursos didaticos disponiveis e as

estratégias de avaliacdo utilizadas para monitorar o progresso dos alunos.

estudado. Para facilitar a analise de engenharia, € Util distinguir entre dois tipos de variaveis de controle: variaveis
macrodidaticas ou globais que se relacionam com a organizagdo geral da engenharia, e variaveis microdidaticas
ou locais que se relacionam com a organizacao local da engenharia, ou seja, a organizagdo de uma sessao ou fase,
ambas podem ser varidveis gerais ou dependentes do conteudo didatico a que se destina o ensino (Artigue, 1988,
p. 291, em tradugao livre).

4 Cette seconde distinction est classique, puisque I'on distingue les variables dites problémes des variables dites de
situation liées a I'organisation et a la gestion de I'environnement (Brousseau 1986), et les variables didactiques
sont celles dont 'effet didactique a été attesté (Artigue, 1988, p. 291, em tradugdo livre).



40

Nesse contexto, o objetivo da andlise a priori consiste em conceber as situacdes
didaticas com base em hipdteses acerca dos possiveis comportamentos e estratégias dos alunos.
Para tanto, devem ser identificadas as variaveis didaticas cuja manipulagdo permite controlar e
antecipar os resultados esperados, bem como explica-los a posteriori. Conforme Almouloud e

Coutinho (2008), a analise a priori deve:

1) Descrever as escolhas das variaveis locais e as caracteristicas da situagao adidatica
desenvolvida. 2) Analisar a importancia dessa situacao para o aluno e, em particular,
em fun¢do das possibilidades de acdes e escolhas para construgdo de estratégias,
tomadas de decisdes, controle e validagdo que o aluno terd. As ac¢des do aluno sdo
vistas no funcionamento quase isolado do professor, que, sendo o mediador no
processo, organiza a situagdo de aprendizagem de forma a tornar o aluno responsavel
por sua aprendizagem; 3) Prever comportamentos possiveis e tentar mostrar como a
analise feita permite controlar seu sentido, assegurando que os comportamentos
esperados, se ¢ quando eles intervém, resultam do desenvolvimento do conhecimento
visado pela aprendizagem (Almouloud; Coutinho, 2008, p. 67).

Para garantir um controle eficaz das escolhas feitas durante a andlise a priori, €
fundamental seguir as diretrizes estabelecidas por Artigue (1988), que enfatiza a importancia
de basear as suposi¢des que serdo posteriormente validadas. Isso significa que as hipoteses
levantadas durante essa fase serdo confrontadas e verificadas na etapa seguinte, conhecida como
analise a posteriori. Essa andlise, conforme Artigue (1988), tradicionalmente inclui uma
abordagem descritiva e preditiva, focada nas caracteristicas de uma situacao a-didatica, ou seja,
uma situacao que leva o estudante a perceber padrdes que serdao aplicados na resolu¢ao de uma
situagdo didatica especifica.

Assim, a andlise a priori desempenha um papel crucial como uma fase de controle
dentro do processo da ED. Ela possibilita a definigdo das necessidades dos estudantes por meio
de situacdes previamente planejadas de acordo com o publico-alvo da pesquisa. Esse

planejamento ¢ fundamental para orientar a etapa subsequente, que ¢ a experimentagao.

2.1.3  Experimentagdo

Na experimentagdo, terceira fase da Engenharia Didatica, as situagdes previamente
concebidas na andlise a priori sao aplicadas em um ambiente real de aprendizagem, permitindo
testar as hipoteses e estratégias delineadas, bem como verificar sua eficicia e adequagdo ao
publico-alvo. Nessa fase, coletam-se os dados necessarios a pesquisa por meio de diversos
instrumentos, tais como videos, relatorios de aula, registros fotograficos, gravagdes em audio,

produgdes dos alunos, entrevistas e outros recursos, 0s quais constituem o corpus da pesquisa
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—isto €, o conjunto de dados que sera analisado posteriormente. Dessa forma, a experimentacao
mostra-se como um momento crucial tanto para validar e aprimorar as abordagens didaticas
propostas quanto para formar a base empirica das analises a posteriori.

De acordo com Almouloud e Coutinho (2008), durante a experimentacao, hé a aplicagao
efetiva das situagdes didaticas, e caso necessario, sao realizadas corregoes com base nas analises
locais do desenvolvimento experimental. Essas analises podem identificar a necessidade de
ajustes, o que implica em um retorno a fase de analise a priori. Esse retorno € necessario quando
o pesquisador identifica possiveis obstaculos ou quando os conhecimentos prévios dos
estudantes ndo estdo alinhados com o que foi desenvolvido na fase anterior.

Além disso, os autores ressaltam a importancia de trabalhar uma metodologia de ensino
estruturada para aplicar eficazmente esta fase da ED. No contexto da presente pesquisa, sera
utilizada a TSD e seus mecanismos de coleta de dados. E fundamental garantir a qualidade desta
coleta, pois ela influenciard diretamente na analise a posteriori, que confrontara os dados

obtidos com os objetivos pretendidos.

2.1.4  Andlise a posteriori e validagio

Na analise a posteriori da ED, o corpus da pesquisa € organizado de maneira sistematica
a partir dos dados coletados durante a experimentacdo. Nessa etapa, as hipoteses e as analises
formuladas na analise a priori sdo confrontadas com os resultados obtidos, com o objetivo de
verificar a eficacia da metodologia empregada. Essa confrontagdo permite avaliar se as
intervengodes propostas alcancaram os objetivos estabelecidos € promoveram a aprendizagem
de forma significativa para os alunos.

Além disso, essa etapa possibilita o levantamento de questionamentos relevantes, que
podem orientar investigacdes futuras sobre o tema abordado. Os questionamentos levantados
durante essa etapa podem direcionar novos estudos e contribuir para o aprimoramento das
praticas educacionais, especialmente no que diz respeito ao ensino de conteidos matematicos.
Dessa forma, a andlise a posteriori desempenha um papel fundamental para a validagdo da
engenharia desenvolvida, a continuidade dos estudos e aprimoramento do conhecimento

educacional. Ademais, Carneiro (2005) coloca que:

As investigagdes que recorrem a experimentacdo em sala de aula, muitas vezes,
incluem uma avaliagdo externa de grupos experimentais ou grupos de testemunho
diferentes, para verificar sua validade. Na Engenharia Didatica, a validagdo ¢
essencialmente interna, fundada no confronto entre a analise a priori e a analise a
posteriori (Carneiro, 2005, p. 105).



42

Segundo Carneiro (2005), todo o material coletado na fase de experimentacao deve ser
analisado e confrontado com as hipoteses da analise a priori, a fim de que se identifiquem as
ideias que sofreram distor¢des durante essa fase e que, portanto, ndo puderam ser validadas
naquele momento. Embora a andlise cuidadosa do material coletado, confrontado com as
hipoteses a priori, seja um passo essencial para identificar e corrigir tais distorg¢des, esse
processo ndo esgota a validagdo exigida pela ED. Nesse sentido, as valida¢des interna e externa
sao de suma importancia para garantir a qualidade e a relevancia dos resultados obtidos.

As validagoes interna e externa na ED sdo etapas que visam garantir a confiabilidade e
a validade dos resultados obtidos durante o processo de pesquisa. A validagdo interna refere-
se a andlise rigorosa do material coletado durante a fase de experimentagdo, confrontando-o
com as hipoteses estabelecidas na andlise a priori. Isso permite identificar e corrigir distor¢des
nas ideias apresentadas, garantindo que os resultados reflitam de forma precisa e fiel as

conclusdes derivadas do processo de investigacdo. Além disso,

[...] o processo de validag@o interna que aqui estd em causa ndo cai certamente na
armadilha habitual das validacdes estatisticas associadas a experiéncias de sala de aula
que consiste em basear-se implicitamente no principio de que as diferencas
mensuraveis observadas estdo ligadas as variaveis de controlo sobre as quais jogdmos
para diferenciar aulas experimentais e aulas de controle. No entanto, ndo esta isento
de problemas (Artigue, 1988, p. 292).

Por outro lado, a validagdo externa envolve a comparag¢do dos resultados obtidos na

experimentacdo com o conhecimento existente na area de estudo, sendo

Uma comparagdo das produgdes dos estudantes antes ou ao longo da sequéncia, ou
ainda apds experimentacdo em sala, o que pode ocorrer por meio de entrevistas
individuais ou em grupo, bem como por meio de questionarios. E, também, por meio
da comparagdo de produgdes externas, envolvendo outros alunos ndo submetidos a
mesma sequéncia estruturada de ensino (Laborde, 1995, p. 105 apud Alves, 2016, p.
697).

Isso significa verificar se as conclusdes e as propostas de melhoria derivadas da ED
estdo alinhadas com teorias, pesquisas e praticas reconhecidas no campo da Educacao
Matematica. A validacdo externa € essencial para garantir que as descobertas e as
recomendacdes geradas pela ED sejam validas e relevantes dentro de um contexto mais amplo
da area de estudo.

Diante das definicdes de cada fase da ED, e, percebendo que durante o processo de
experimentacdo da pesquisa, deveremos nos basear em alguma teoria de ensino e coleta de

dados, no proximo topico descreveremos a teoria de ensino utilizada nesta pesquisa.
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2.2 Teoria das Situacoes Didaticas (TSD)

A Teoria das Situacdes Didaticas (TSD), desenvolvida por Guy Brousseau, enfatiza a
importancia dos elementos essenciais no processo de ensino, incluindo tanto o professor quanto
o aluno, e o ambiente em que ocorre essa interacdo, denominado por milieu (meio). Esse meio
¢ fundamental para compreender como os individuos interagem e aprendem, Brousseau (1998)

define uma situagao como:

Une situation est I’ensemble des circonstances dans lesquelles une personne se trouve,
et des relations qui 1’unissent & son milieu. Prendre comme objet d’études les
circonstances qui président a la diffusion et a I’acquisition des connaissances conduit
donc a s’intéresser aux situations. Les situations didactiques sont, dans la langue
francaise, des situations qui servent a enseigner. Deux points de vue s’opposent alors
: Selon le premier, la situation est I’environnement de 1’éléve mis en ceuvre et
manipulé par I’enseignant ou I’éducateur qui la considére comme un outil. Selon le
second, qui sera étudié¢ dans la partie B de ce texte, la situation didactique est
I’environnement tout entier de I’¢léve, I’enseignant et le systéme éducatif lui méme y
compris (Brousseau, 1998, p. 2.)°.

A parte B na qual Brousseau se refere, diz respeito ao conceito de milieu. Segundo o
Brousseau (1998), enquanto Skinner, Rosemblatt, Chomski, Suppes, e outros estavam
concentrados em criar modelos para entender o comportamento humano ¢ a aquisi¢do do
conhecimento por meio de diferentes abordagens, como modelos estimulo-resposta e modelos
estocasticos, surgiu a ideia de que também seria possivel aplicar esses mesmos principios para
modelar situagdes, especialmente o ambiente adverso em que o sujeito estd inserido. A partir

dessa ideia, ele descreve o milieu:

Considérons un dispositif mis en oeuvre par une personne qui veut enseigner une
connaissance ou contrdler son acquisition. Ce dispositif comprend un milieu matériel
: les pieces d’un jeu, une épreuve, un probléme, voire un exercice, une fiche etc. et les
régles d’interactions de I’apprenant avec ce dispositif : le jeu proprement dit. Mais
seuls le fonctionnement et le déroulement effectif du dispositif , les parties
effectivement jouées, la résolution du probléme etc., peuvent produire un effet
d’enseignement (Brousseau, 1998, p. 3)°.

5 Uma situagdo € o conjunto de circunstincias em que uma pessoa se encontra € as relagdes que a unem ao seu
ambiente. Tomar como objeto de estudo as circunstincias que presidem a disseminagdo e aquisi¢do do
conhecimento leva, portanto, ao interesse pelas situagdes. Situa¢des didaticas sdo, na lingua francesa, situagdes
que sdo usadas para ensinar. Dois pontos de vista opostos sdo entdo opostos: segundo o primeiro, a situagdo € o
ambiente do aluno implementado e manipulado pelo professor ou educador que o considera como ferramenta. De
acordo com a segunda, que serd estudada na Parte B deste texto, a situagao didatica é todo o ambiente do aluno,
incluindo o professor e o proprio sistema educacional (Brousseau, 1998, p. 2., em tradugao livre).

¢ Consideremos um dispositivo implementado por uma pessoa que quer ensinar conhecimento ou controlar sua
aquisicdo. Este dispositivo inclui um ambiente material: as pecas de um jogo, um teste, um problema, ou mesmo
um exercicio, uma folha etc. e as regras de interagdo do aprendiz com esse dispositivo: 0 jogo em si. Mas somente
o funcionamento e o desenvolvimento efetivo do dispositivo, os jogos realmente jogados, a resolug¢do do problema
etc., podem produzir um efeito didatico (Brousseau, 1998, p. 3, em tradug@o livre).
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Oliveira (2018) esclarece que se trata de um conjunto de elementos externos ao aluno,
que exercem influéncia sobre o sujeito no sentido oposto, ou seja, enquanto o aluno busca
construir conhecimento e significados, o milieu representa os elementos que moldam e
influenciam essa construcdo. Tais elementos podem ser variados e incluem fatores como o
contexto cultural, social, material e histérico em que a aprendizagem ocorre. Ainda segundo a

autora:

O milieu atua como um conjunto adidatico, que ndo possui propositos didaticos, no
entanto, por meio de um efeito retroativo a ag@o do individuo, possibilita-o a participar
ativamente do processo de ensino e aprendizagem. Nesse sentido, “segundo a teoria
piagetiana, a crianga aprende adaptando-se a um milieu numa situacdo nao didatica”
(Oliveira, 2018, p. 30).

Teixeira e Passos (2013) relata que Brousseau seguiu o sentido inverso de Comenius
que sugeria que “o estudo do ensino comecava, de modo direto, pelo inventario dos principios
gerais da educacdo e das condigdes que decorriam racionalmente desses principios. A
considera¢do do conhecimento ensinado, objeto principal do ensino, s6 intervinha depois”

(Teixeira; Passos, 2013, p. 2).

[...] Partiu de tragos/vestigios da atividade cultural que produz precisamente tal
conhecimento matematico a ser ensinado (um texto) e buscou estabelecer condigdes
para que essa atividade possa ir ao encontro de um modo de aculturagdo para um
jovem iniciante. Dos textos aos problemas, depois as situa¢cdes matematicas... e,
enfim, as condi¢des didaticas que permitem sustentar essas situacdes e fazé-las
produzir a acultura¢do visada. [...] a Didatica da Matematica estuda atividades
didaticas que tém como objetivo o ensino da parte especifica dos saberes matematicos,
propiciando explicagdes, conceitos e teorias, assim como meios de previsao e analise;
incorporando resultados relativos aos comportamentos cognitivos dos alunos, além
dos tipos de situacdes utilizadas e os fendmenos de comunicacio do saber (Teixeira;
Passos, 2013, p. 3).

Nesse sentido, apresenta-se a seguir o que Brousseau (1998) denomina como as
dialéticas (ou situacdes) da TSD: a¢do, formulagao, validacao e a institucionalizagao.

Situacio de Acdo: a primeira etapa da sequéncia, com a finalidade de envolver o aluno
no processo de aprendizagem. Nesta fase, as respostas sdo puramente experimentais, ou seja,
nao possuem grande influéncia do ponto de vista tedrico. Todas as a¢des sdo estabelecidas
conforme o estudo pré-estabelecido, mas que ndo permitem a compreensdo sistematica do

objeto em estudo. Segundo Brousseau (1998):

Plus généralement nous pouvons considérer de la méme maniére les interactions d’une
institution avec d’autres institutions. “Agir” consiste pour un sujet a choisir
directement les états du milieu antagoniste en fonction de ses propres motivations. Si
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le milieu réagit avec une certaine régularité, le sujet peut étre conduit a anticiper ces
réactions et a en tenir compte dans ses propres actions. Les connaissances sont ce qui
permet de produire et de changer ces “anticipations”. L’apprentissage est le processus
par lequel les connaissances se modifient. Nous pouvons représenter ces
connaissances par des descriptions de tactiques (ou procédures) que le sujet semble
suivre ou par des déclarations dont le sujet semble tenir compte, mais il ne s’agit que
de projections. La manifestation observable est un patron de réponse expliqué par un
“modele implicite d’action” (Brousseau, 1998, p. 6).

A organizagdo da sequéncia deve “possibilitar ao aluno (individualmente ou em grupo)
enfrentar o problema sem intervencao direta do professor” (Nunes; Nunes, 2019, p. 164). Neste
momento, o estudante, j& de posse do problema, deve buscar métodos para a resolucao,
interagindo com o milieu, buscando refletir a partir de suas tentativas para encontrar um método
que alcance uma solugdo para o problema. Brousseau (2008) apresenta uma representagao para

mostrar esta situacao:

Figura 1 - Esquema de uma situagdo de acao

feedback
action \
situation o student
information

Fonte: Brousseau (1998, p.2)

A figura apresenta como o aluno lida com a informacdo e a transmite ao meio sob forma
de acdo. Essa acgdo retorna ao aluno, configurando-se, assim, como a situacdo de agdao (Nunes;
Nunes, 2019).

Situacio de Formulacao

Devido ao processo de ag¢do desenvolvido na etapa anterior, o aluno possivelmente
poderé elaborar uma situacao que se aproxime do rigor matematico exigido, para tento, este se
utiliza de alguma teoria ou elementos de uma, mesmo que nao intencionalmente, esta resposta

ainda nao pode ser validada pois o aluno ndo tem a obrigatoriedade de a justificar.

7 De maneira mais geral, podemos considerar da mesma forma as interagdes de uma instituicdo com outras
instituigdes. “Agir” para um sujeito envolve escolher diretamente os estados do ambiente adverso com base em
suas proprias motivacdes. Se o ambiente reage de forma regular, o sujeito pode ser levado a antecipar essas reagdes
e a leva-las em conta em suas proprias agdes. O conhecimento € o que permite produzir e alterar essas
“antecipagdes”. A aprendizagem ¢ o processo pelo qual o conhecimento se modifica. Podemos representar esse
conhecimento por meio de descrigdes de taticas (ou procedimentos) que o sujeito parece seguir ou por declaracdes
as quais o sujeito parece prestar aten¢ao, mas essas sao apenas projecdes. A manifestacdo observavel ¢ um padrao
de resposta explicado por um “modelo implicito de agdo” (Brousseau, 1998, p. 6, em tradugdo livre).
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Segundo Nunes e Nunes (2019), para que o processo ocorra de forma satisfatoria, é
necessaria uma intensa comunicagdo entre ideias, assim como no processo de investigacao.
Ocorre, entdo, a interacdo do aluno com o milieu; para tanto, ¢ importante que a linguagem
utilizada seja a mais proxima possivel do estudante, ndo exigindo uma linguagem matematica
formal. Nesse processo, podem aparecer termos que ndo condizem com a situagdo, e o aluno
procurara a melhor maneira de se expressar, cabendo, entdo, “o uso de metaforas, criacdo de
termos semioldgicos novos, falta de pertinéncia e de eficacia na mensagem, dentro de
retroacdes continuas” (Teixeira; Passos, 2013, p. 166). A Figura 2 representa o que Brousseau

utilizou para demonstrar essa situagao.

Figura 2 - Situagdo de formulagdo por esquema

R1 feedback

This student ¢annot 4ct on
the sturtion exeept by
means of communication

=

I siuation I

student

informanon

achon

student [

studen:  r-—

siudent e
R2 ("l understand” or
[ do not understand™)

Milen

Fonte: Brousseau (1998, p. 29).

Na Figura 2, Brousseau (1998), explica que nesta fase o sujeito ¢ capaz de reconhecer,
identificar, decompor e reconstruir um conhecimento e, assim, transforma-lo em uma descrigao
por palavras. Neste caso, o meio deve oferecer a esse sujeito, um outro sujeito para que este
possa informar sobre suas descobertas.

Situacio de Validacao

Diferentemente da etapa anterior, na qual o aluno podia expressar suas ideias sem a
exigéncia de justificativa formal, na situacdo de validagdo o professor conduz o discurso de

modo que o estudante seja levado a formular suas ideias considerando, agora, o rigor
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matematico necessario. Isso implica, por exemplo, a producdo de provas, demonstragdes ou

argumentacdes logicamente estruturadas, que validem as conjecturas apresentadas.

Dans ce nouveau type de situation, les éléves organisent des énoncés en
démonstrations, construisent des théories - des ensembles d’énoncés de référence -, et
apprennent comment convaincre les autres ou se laisser convaincre sans céder aux
arguments rhétoriques comme 1’autorité, la séduction, I’amour propre, 1’intimidation
etc. (Brousseau, 1998, p. 8)%.

Nessa situagdo, os estudantes tentam convencer seus interlocutores da resolucdo do
problema, agora utilizando uma linguagem matematica apropriada, com o apoio de
demonstragdes. Cabe lembrar que, nas etapas anteriores, o professor deve permitir que os alunos
sigam seus proprios caminhos na busca pela resolucgao; essas fases sao denominadas adiddticas.

A seguir, apresenta-se a Figura 3, que representa essa situagao.

Figura 3 - Esquema da situag¢do de formulagao

Fonte: Nunes e Nunes (2019, p. 166).

A Figura 3 representa a troca de ideias de maneira mais coletiva, agora orientada pelo
rigor matematico. A comunicacdo leva a escolha de respostas; essas respostas formam um
conceito, e este pode ser validado.

Situacio de Institucionaliza¢iao

Na TSD, a situacdo de institucionalizagdo trata-se da etapa em que o professor intervém
na aprendizagem para revelar a resolugdo esperada, apresentando o caminho matematicamente

correto. Nesse momento, o professor retoma para si a responsabilidade antes atribuida ao aluno,

8 Nesse novo tipo de situagdo, os alunos organizam depoimentos em demonstragdes, constroem teorias - conjuntos
de enunciados de referéncia - e aprendem a convencer os outros ou se deixam convencer sem ceder a argumentos
retéricos como autoridade, sedugdo, autoestima, bullying etc. (Brousseau, 1998, p. 8, em tradugao livre).
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podendo desfazer percursos que ndo se mostraram necessarios a constitui¢do do objeto de
estudo, visando a sua devida generalizagdo. Conforme Teixeira e Passos (2013, p. 12): “E na
institucionalizagdo que o papel explicito do professor ¢ manifestado: o objeto ¢ claramente
oferecido ao aluno.”

Apobs a exposicdo das quatro dialéticas da TSD — agdo, formulagdo, validagdo e
institucionalizacdo —, evidencia-se a articulacdo dessa teoria com a Engenharia Didatica (ED).
Conforme Artigue (1988; 1995), a ED fornece um quadro metodoldgico que organiza o trabalho
do pesquisador desde as andlises preliminares até a validagdo dos resultados, passando pela
concepgdo, experimentagdo e analise a posteriori. Para que a experimentacdo pudesse ser
conduzida e os dados coletados fossem interpretados a luz das hipoteses didaticas, adotou-se a
TSD como referencial tedrico subjacente, conforme recomendado por Almouloud e Coutinho
(2008) e Almouloud (2014). Dessa forma, a ED e a TSD ndo se sobrepdem, mas
complementam-se: enquanto a primeira estrutura a pesquisa em suas fases, a segunda oferece
0s conceitos e as situacdes que orientam a andlise das interacdes didaticas. No que tange ao
objeto matematico — os niimeros figurados —, sua apresentacdo e desenvolvimento seguem o0s
pressupostos da ED, partindo da génese historica e conceitual até a concepgao das situagdes de
ensino, posteriormente validadas conforme as fases da ED. Tal contetido serd tratado no

capitulo seguinte.
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3. NUMEROS FIGURADOS E SUAS REPRESENTACOES

Neste capitulo, explora-se a fase da Engenharia Didatica conhecida como analise
preliminar, com foco especifico no contexto dos numeros figurados. A andlise preliminar
constitui uma etapa fundamental que antecede a experimentagdo, na qual sdo identificadas
hipoteses e questdes a serem investigadas ao longo da fase pratica. No caso dos numeros
figurados, essa fase envolve a compreensdao aprofundada dos conceitos envolvidos —
notadamente nimeros triangulares, quadrados, pentagonais e outras formas geométricas —, além
da explora¢dao de suas propriedades matematicas e das relagdes estabelecidas entre si. Ao
fundamentar uma base sélida na analise preliminar, é possivel direcionar efetivamente as
investigacdes durante a experimentagdo, com vistas a desenvolver estratégias de ensino mais
eficazes e promover uma compreensdo mais solida dos numeros figurados pelos alunos.

Antes de abordar os numeros figurados em um contexto educacional, mostra-se
importante considerar os conhecimentos prévios necessarios aos alunos. Tal consideragao inclui
a compreensado das defini¢cdes de sequéncias numéricas, recorréncias e formulas do termo geral
associadas aos numeros figurados. Além disso, a contextualiza¢do historica dos numeros
figurados, incluindo a exploracdo de sua origem e de sua relevancia ao longo do tempo, pode
enriquecer a compreensao desses conceitos matematicos. No ensino dos nimeros figurados, ha
multiplas possibilidades de abordagem, tais como o uso de materiais manipulaveis fisicos,
atividades praticas que explorem as propriedades e relagdes entre os nimeros figurados,
investigacoes matematicas para a descoberta de padrdes nas sequéncias, € o emprego de
recursos tecnoldgicos, como softwares interativos, para a visualizacdo e exploragao dos
numeros figurados em diferentes contextos. Essas estratégias podem criar um ambiente de
aprendizagem dinamico, favorecendo a compreensdo e o dominio dessa classe de niimeros.

Para iniciar o estudo dos nimeros figurados, € necessario que se explique que estes
podem ser indicados por sequéncias numéricas recorrentes € que se pretende aqui apresentar a
recorréncia de algumas classes especificas, formula geral e fun¢do geradora. Para isso, ¢é
necessaria uma breve explica¢do do que cada uma dessas formulas significa. Por isso, antes de
mostrar os numeros propriamente ditos, apresentar-se-4 a Matematica que existe nestas

representacdes, ou seja, nas sequéncias lineares recursivas.

3.1 Fundamentacao Teorica
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Neste topico, apresentam-se as compreensoes € definicdes fundamentais para a andlise
de conceitos mais avancados. Entre essas defini¢des, destacam-se as sequéncias, que
representam padroes ordenados de niimeros ou objetos, podendo ou ndo apresentar uma
determinada regra de formagdo. Além disso, exploram-se as equagdes de recorréncia, que
descrevem uma relacdo entre termos sucessivos de uma sequéncia, sendo fundamentais para
modelar e resolver problemas que envolvem progressdes numéricas e fendmenos de repeticao.

De modo geral, abordam-se também outras propriedades matematicas essenciais, como
relagdes de ordem e operagdes bdsicas, que constituem a base para o entendimento mais
aprofundado de temas relacionados aos numeros figurados. Ao estabelecer uma solida
compreensdo dessas definigdes matematicas, fica-se preparado para explorar de forma mais

abrangente e aprofundada as aplicacdes e implicagdes desses conceitos.

Definicao 1 (Sequéncia numérica). Os numeros naturais 0,1,2,3, ..., ordenados de acordo com

sua magnitude, formam uma sequéncia: a sequéncia dos nimeros naturais. Se a cada um desses

numeros !, estiver associado um unico nimero definido (complexo) 4, , entdo esses nimeros

a,,4,,4,,04,,..d, formam uma sequéncia infinita de nimeros, resumidamente, uma sequéncia

(Knopp, 1956).

Claro que esta ¢ uma defini¢do geral em que o conjunto de numeros associados ¢ o
conjunto dos nimeros complexos. Contudo, as sequéncias tratadas nesta tese estdo limitadas ao
conjunto dos numeros inteiros. Dessa forma, uma sequéncia pode ser escrita de forma ordenada,

em que cada termo ¢ denominado termo da sequéncia, € apresentado da seguinte maneira:

A=(ay,a,,a,,..,a,)

Em que @, ¢ o n-ésimo nimero associado a sequéncia. Em alguns casos, ao longo deste
trabalho, serd necessario trabalhar com indice zero; ou seja, por vezes a sequéncia apresentada
terd a configuragio 4=1(a,,4,,a,,...,4,) .

Algumas sequéncias possuem uma associagdo entre seus termos anteriores: estas sao

chamadas de sequéncias recorrentes, a qual define-se a seguir:

Definicao 2 (Sequéncia Recorrente). Uma sequéncia recorrente ¢ uma sequéncia matematica
na qual cada termo posterior ¢ definido em func¢ao dos termos que o antecedem. Essa relacdo ¢
expressa por uma equagdo de recorréncia, a qual descreve a dependéncia entre os termos

sucessivos. Tal sequéncia pode ser representada pela seguinte equagao:
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a,=f(a, ,a, ,,...a, )
Sendo a4, ¢ o n-ésimo termo da sequéncia, (a,,_l,a,,_2,---,dn_k) 0s termos anteriores

necessarios para se calcular @, e f° ¢ uma funcio que estabelece uma relacao entre os termos.

Como exemplo, tem-se a sequéncia de Fibonacci (1,1,2,3,5,8,13,...), que pode ser

representada pela equacdo de recorréncia I, =F | +F , | com termos iniciais F,=0¢ F =1

As equagdes de recorréncia, podem ser classificadas quanto a sua ordem, quanto a sua

linearidade e quanto a homogeneidade.

Definicao 3. Quando a relacao de recorréncia toma a forma:
a, = f(n, a, i, 4,y .., an_k) ,
dizemos que se trata de uma recorréncia de ordem & (Cardoso; Szymanski; Rostami, 2009).
Por exemplo, a equacdo de recorréncia 1, =31 ,—3T +T ¢ uma equacio de

recorréncia de 3* ordem, pois para encontrarmos um certo termo a partir dos termos iniciais, €

necessaria uma combinagao de seus trés termos imediatamente anteriores.

Definicao 4 (Equacgdo de Recorréncia Linear). Designa-se por equagdo de recorréncia linear

homogeénea toda equagao da forma:

an :clanfl + C2an—2 oot Cran—r s

onde c,i=1,2,...,r sdo constantes ndo nulas € ndo dependem de » (Cardoso, Szymanski e

Rostami, 2009).

Definicao 5. As equagdes de recorréncia lineares nao homogéneas sdao da forma:
a, = Clan—l + CZan—Z Tt cran—r + f(n) s

n

onde f(n)=0 para pelo menos um » natural. A recorréncia Q , =0, +2n+1 ¢ linear de

ordem 1 e ndo homogénea, pois 2n+1 ¢ uma funcdo nao nula para qualquer niimero natural.
Os numeros figurados sdo definidos por recorréncias lineares, por isso nao serao

definidas aqui as recorréncias nao lineares.

3.2 Ferramentas de apoio ao estudo das sequéncias
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Essa se¢do tem como foco principal discorrer sobre os principais meios de apoio desta
pesquisa. Em um primeiro momento, apresenta-se o site The Online Encyclopedia of Integer
Sequences (OEIS), que se caracteriza como um amplo catdlogo de sequéncias inteiras e tera
participacao essencial quando as sequéncias forem analisadas quanto as suas representagdes €
propriedades. Em seguida, discute-se a segunda ferramenta de apoio, a plataforma e o software
GeoGebra, cujo papel ¢ crucial para o desenvolvimento das representagdes e, principalmente,
para a exploracao das relagdes entre niimeros triangulares e nimeros simplexos, quando
considerados em dimensao k.

Dessa forma, essas ferramentas atuarao como suporte metodologico e conceitual para a
construcdo e validagdo das conjecturas formuladas ao longo das fases da ED. Ambas serdao
utilizadas tanto para verificar padroes numéricos identificados pelo autor e pelos estudantes,
quanto para fornecer a valida¢ao de representacdes algébricas e geométricas que possibilitem
aprofundar a andlise dos resultados. Assim, elas ndo apenas contribuem para o rigor matematico
da investiga¢do, mas também ampliam as possibilidades de visualizagdo e interpretacdo das
estruturas dos niumeros figurados.

Nas proximas se¢des, abordam-se os nimeros figurados e, por vezes, sera necessaria de
uma catalogacao e assim o faremos por meio da enciclopédia on-/ine OEIS. Para tanto, dedica-
se este topico para uma melhor familiariza¢do com esta importante ferramenta.

A OEIS ¢ uma vasta e abrangente base de dados que cataloga sequéncias de numeros
inteiros. Fundada por Neil J. A. Sloane, em 1964, a enciclopédia tem como objetivo principal
ser uma ferramenta util para matematicos, cientistas e entusiastas da Matematica em geral
(Sloane, 2018). Cada entrada na OEIS inclui a sequéncia numérica, descri¢des detalhadas,
referéncias a trabalhos académicos, graficos e programas de computador relacionados. A
acessibilidade e a colaboragao aberta sdo marcas registradas da OEIS, permitindo que qualquer
pessoa submeta novas sequéncias ou edite entradas existentes, desde que sigam critérios
rigorosos de verificacdo e relevancia.

Segundo a OFEIS Foundation Inc. (2025), ao longo dos anos a OEIS tornou-se uma fonte
inestimavel para a pesquisa matematica, ao facilitar a descoberta de novas propriedades e
conexdes entre diferentes sequéncias. A base de dados reune mais de 350.000 sequéncias,
abrangendo uma ampla variedade de topicos, que vao desde problemas classicos da Teoria dos
Numeros até aplicagdes em Ciéncia da Computagcdo e Engenharia. O impacto da OEIS ¢
evidenciado pela frequéncia com que € citada em publicagdes académicas, bem como pelo papel
fundamental que desempenha na resolu¢do de problemas matematicos complexos. Ademais, a

comunidade ativa de colaboradores e usudrios assegura que a enciclopédia continue em
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constante expansdo e aprimoramento, consolidando sua posi¢ado como um recurso essencial no
campo da Matematica. A popularidade e a utilidade da OEIS vao além do ambito académico:
entusiastas da matematica e programadores frequentemente recorrem a OEIS para inspiragao
em desafios de programacdo. A interface da plataforma, combinada com a riqueza de
informacdes e a possibilidade de visualizagdes graficas, torna a experiéncia de uso bastante
intuitiva.

A comunidade OEIS ¢ outro aspecto que destaca a plataforma. Com contribuigdes de
usudrios ao redor do mundo, a enciclopédia ¢ um exemplo de colaboragao global em ciéncia.
Os foruns de discussao e as possibilidades de feedback permitem um didlogo continuo entre os
usuarios, facilitando a troca de conhecimentos e a corre¢do de possiveis erros nas entradas. Essa
abordagem colaborativa ndo apenas enriquece a base de dados, mas também fortalece a
comunidade matematica, promovendo um ambiente de aprendizado mutuo e inovagao continua.

Desse modo, essa ferramenta desempenhara um papel importante nesse trabalho pois
guiara a identificagdo da sequéncia dos nimeros figurados. Contudo, ela ndo serd usada para
apresentar formulas e defini¢des — que também estao disponiveis no site —, mas apenas para a
identificacdo e a validade das sequéncias aqui discutidas.

Sobre a segunda ferramenta — o GeoGebra —, este ¢ um software interativo de acesso
aberto que possui aplicagdes em varias areas da Matematica. Foi criado por Markus
Hohenwarter em 2001/2002 como parte de sua tese de mestrado (Hohenwarter, 2002) em
Educagdo Matematica e Ciéncia da Computagdo na Universidade de Salzburgo, na Austria.
Com o apoio de uma bolsa DOC da Academia Austriaca de Ciéncias, ele conseguiu continuar
o desenvolvimento do software como parte de seu projeto de doutorado em Educagdo
Matematica (Hohenwarter, 2006). Durante esse periodo, o GeoGebra ganhou diversos prémios
internacionais, incluindo os prémios europeus e alemaes de recurso tecnoldgico educacional, e
foi traduzido por instrutores e professores de matematica em todo o mundo para mais de 25
idiomas. O GeoGebra sempre esteve disponivel gratuitamente, inicialmente gragas ao apoio do
Ministério da Educacdo da Austria e, posteriormente, gragas ao projeto americano da NSF:
Standard Mapped Graduate Education and Mentoring (Roanes-Lozano; Solano-Macias,
2023). A interface grafica do GeoGebra ¢ semelhante a de outros softwares matematicos.

Nesse trabalho, o GeoGebra constitui o principal recurso tecnoldgico educacional € um
dos eixos centrais da pesquisa, em articulagdo com as teorias adotadas e o estudo dos nimeros
figurados. O uso desse software possibilita a transposi¢ao das propriedades matematicas para
representacdes visuais dindmicas, favorecendo a interacdo dos estudantes com o objeto

matematico investigado. Dessa forma, o GeoGebra assume papel fundamental no
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desenvolvimento do trabalho em todas as fases metodologicas, destacando-se, sobretudo, na

analise a priori, na concepg¢ao das situacdes didaticas e na fase de experimentagao.

3.3 Numeros figurados na Historia da Matematica

Nesse topico analisa-se o desenvolvimento histérico dos numeros figurados ao longo do
tempo, comegando com os pitagoricos, conforme descrito em livros de Histéria da Matematica,
e seguindo até os dias atuais, com o progresso dos nimeros figurados desde suas formas planas
e sua origem até as configuracdes de varias dimensodes e sua aplicacdo em diferentes areas da
Matematica.

Os registros historicos atribuem a classificagdo dos Numeros Figurados aos pitagoricos,
conforme mencionam varios autores de Histéria da Matematica (Roque, 2012; Eves, 1995;
Conway; Guy, 1998). No entanto, ¢ importante ressaltar que a existéncia real de Pitagoras ¢
colocada em duvida devido a falta de fontes diretas e a interpretagdo seletiva dos textos
disponiveis, como destaca Roque (2012), ao questionar a existéncia de um matematico chamado

Pitagoras.

Figura 4 - Pitagoras de Samos

Fonte: Kenny (2004)

Nao ha registros de tratados sistematicos de aritmética entre Euclides, que viveu em

torno de 300 a.C., e Nicomaco de Gerasa, que possivelmente viveu por volta de 100 d.C. e era
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membro do grupo neopitagédrico. Nicomaco foi mais conhecido por ser um divulgador e
compilador de manuais do que por contribui¢des matematicas originais. Suas obras incluem
uma “Introduc¢do a Harmonia”, um livro sobre a doutrina mistica dos numeros denominado
Theologoumena Arithmeticae e uma “Introducdo a Aritmética”.

Segundo Almeida (2003, p. 86), o livro “Introdu¢do a Aritmética”, de Nicomaco, foi
amplamente utilizado como manual, tanto na antiguidade quanto na Idade Média. Segundo o
autor, nessa obra pode-se encontrar exposigoes da teoria pitagorica dos Numeros Figurados que
sobreviveram até os dias atuais.

Para Roque (2012), os pitagoricos enxergavam a matematica de um modo diferente do
que se tem hoje. Os niimeros eram entes fisicos, e ndo abstratos como passaram a ser
compreendidos ao longo do tempo; eram bem diferentes do predominantemente compreensao
quantitativa de hoje. Para o Pitagorico, o numero é vivo (Kenny, 2004), e pode ser representado
por pedrinhas e outros objetos. Estes tinham um sentido ndo apenas matematico, mas sobretudo

sagrado, divino.

O uso pitagdrico ndo é, em certo sentido, mesmo um uso em tudo: Numero néo é algo
para ser usado; em vez disso, sua natureza deve ser descoberta. Em outras palavras,
usamos numeros como tokens para representar as coisas, mas para Pitagoricos
Numero ¢ um principio universal, como real como luz ou som. Como a ciéncia
pitagoérica possuia uma dimensdo sagrada, o numero ndo € visto apenas como um
principio universal, mas também como um principio divino. O objetivo de Pitagérico
e ciéncia platonica posterior ¢ diferente da ciéncia moderna "aristotélico™: ndo ¢ tanto
envolvido com a investigacdo das coisas, como a investigacdo de principios. Ele deve
ser muito firmemente enfatizado, no entanto, que para Pitagoras o cientifico e
dimensdes religiosas de numero nunca estavam em desacordo uns com os outros.
Além disso, o Abordagem pitagorica para o Numero, pela primeira vez na Grécia,
matematica elevada para um estudo que vale a pena perseguir acima de qualquer
extremidade puramente utilitario para o qual tinha anteriormente foi empregado
(Kenny, 2004, p. vi).

De acordo com Almeida (2003, p. 87), os pitagoricos “ndo tinham um conceito de
numero abstrato”, o que € corroborado pelos escritos de Nicomaco. No entanto, Nicdmaco
introduziu uma forma diferente de representar pontos e estruturas aritméticas, utilizando uma
abordagem semigeométrica em seu livro “Introducdo a Aritmética”. No Capitulo VI de sua
obra, Nicomaco descreve uma maneira semigeométrica de representar nimeros por meio de
alfas (o). Embora ele ndo mencione diretamente a representacdo por meio de pontos, afirma
que a unidade que ocupa o lugar de um ponto [¢], serd o comego de intervalos e de nimeros.
Isso sugere que a representagdao dos numeros figurados também pode ser feita por meio de

pontos, o que justifica a representagdo tradicional dos numeros figurados por meio de pontos
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no plano ou no espago, uma pratica possivelmente derivada do uso de seixos nas colunas do
abaco.

Essas observagdes indicam que o sistema de representacdo dos numeros figurados,
incluindo a representacdo geométrica, pode ter suas raizes em praticas mais antigas, como o
emprego de seixos no abaco, e que o sistema atico, se existente na época de Pitdgoras, era
provavelmente rudimentar.

A descri¢do de Nicomaco era feita por meio de simbolos como o « , diferentemente
dos representados pelos pitagoricos, conforme a Figura 5, retirada do livro de Nicomaco de
Gerasa. A referida obra foi traduzida em 1926, em que o autor descreve alguns numeros
triangulares e os representa por meio da letra grega « . Este também apresenta algumas relagoes

aritmética que serviriam de base para os estudos futuros acerca deste tema:

Figura 5 - Representagcdo dos numeros triangulares por Nicomaco de Gerasa

Fonte: D’ooge, Robbins e karpinski (1926).

Os pontos representavam a estrutura dos nimeros e, assim, poderiam escrever qualquer
niimero por meio de arranjos geométricos. Para representar os nimeros planos, por exemplo,

deveria ser construido antes nos nimeros lineares, como ilustra a Figura 6:

Figura 6 - Numeros lineares

Fonte: (Almeida, 2003)
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Estes, por sua vez, davam origem a outros numeros, agora com configuragdes que
remetem a poligonos — € o caso dos nlimeros triangulares, representados na Figura 7, formando

filas de pontos usados na representagao da figura anterior.

Figura 7 - Configura¢do com bolinhas formando niimeros triangulares

-
- L
ks 9 9 9 .
L ¢ 2 o & 2 ¢ 4 2 2
- ¢ 2 ¢ & 2 ®» @ ¥ 9 ¢ 4 4 2 2
L e 2 ¢ & 2 I A S ¢ & 9 2 2 @ & 4 2 9 2

Fonte: Roque (2012).

Estes nimeros provavelmente foram os primeiros nimeros planos descritos pelos
pitagdricos, pois sdo obtidos a partir da adi¢cdo dos primeiros nlimeros lineares (apresentados
na Figura 3), e passaram a conter o simbolo da seita pitagdrica, o chamado Tetraktys (Mol,
2013). Este simbolo ¢ representado pelo niimero 10, ou seja, o quarto nimero triangular,
apresentado na Figura 5.

Os pitagoricos atribuiam grande importincia ao conceito de Tetraktys, que representava
a perfei¢do do Numero, como descrito por Kenny (2004). Para eles, o Tetraktys era uma imagem
emblematica da unidade, refletida através de quatro niveis, que comegavam com o nimero 1 e
progrediam até 4, representados pela linha, o plano e o espaco. Esses quatro niveis também
correspondiam, geometricamente, aos pontos minimos necessarios para formar essa estrutura.

Além do Tetraktys, os pitagdricos também exploraram outras configuragdes que
levaram ao conceito de gnomon, como observado por Almeida (2003, p. 68). Enquanto os
numeros triangulares eram formados pela adicao dos » primeiros nimeros naturais a partir de
1, os numeros quadrados dos pitagdricos eram obtidos pela adicdo dos n primeiros nimeros
impares. Essa abordagem levou ao estudo das triplas pitagéricas, que exploravam a relagdo
entre nimeros quadrados e como adicionar um niimero quadrado a um niimero impar para obter
outro numero quadrado. Essa relagdo ¢ visualizada na Figura 8, que apresenta o quadrado
separado por gnomons, o que pode ser entendido como uma peca que, ao completar um numero
quadrado, formaria outro maior e pertencente a mesma sequéncia. Isto destaca a complexidade

e a profundidade dos conceitos matematicos desenvolvidos pelos pitagoricos.
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Figura 8 - O gnémon

Fonte: Almeida (2003).

Na Figura 9, os nimeros quadrados s3o alocados a uma peca em forma de L e, assim,
formam outro numero quadrado. Almeida (2003) afirma que esse termo era usado apenas para
os numeros quadrados, porém o conceito pode ser estendido aos demais numeros figurados, os
quais foram desenvolvidos pela escola pitagdrica por meio da manipulagdo de pedras e objetos
diversos. Esses nimeros possuiam trés caracteristicas fundamentais: comecavam sempre pela
unidade; o segundo numero assumia uma forma poligonal qualquer; e, a partir do segundo
numero, utilizava-se um gnémon para construir o proximo nimero. E importante destacar que
se opta por referir-se ao gnémon sem aspas quando se refere ao mecanismo utilizado para
encontrar os proximos numeros quadrados, e com aspas quando se mencionam outros nimeros

figurados, como os pentagonais, hexagonais, € assim por diante.

Figura 9 - Numeros pentagonais

HUMERDS PEMTAGOMAIS

i g 12 22

Fonte: Almeida (2003, p. 69).
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Nao ha consenso quanto ao alcance dos estudos pitagoricos, os quais sdo frequentemente
associados apenas aos niimeros triangulares e quadrados. No entanto, Alves (2012) apresenta
uma perspectiva distinta ao afirmar que as ideias pitagoricas contribuiram para a ampliagao do
estudo dos numeros figurados, estendendo configuragdes inicialmente restritas ao plano para o
campo das figuras tridimensionais. Tal ampliagdo teve como objetivo a generalizacdo das
formas geométricas e dos padrdes numéricos a elas associados.

E interessante notar que tampouco ha um consenso claro sobre quando e onde surgiu a
ideia de estender a concepgao de numeros figurados a representagdes tridimensionais com vistas
a generalizacdo. Nicomaco de Gerasa descreve essa concep¢do como um empilhamento de
configuracdes planas, sem demonstrar preocupagdo explicita com a generalizagdo para
dimensdes superiores. Esse enfoque mais pratico e geométrico pode ter sido uma etapa inicial
no desenvolvimento dessa perspectiva, anterior & sua formalizagdo em um contexto mais

abstrato e matematico.

Figura 10 - Representacdo piramidal de Nicomaco de Gerasa

Pyramids numerically represented :

a a a
a -3 a
a a a a a
a - a a o a
a a -3 a a a
a a a a (-3
a a a a a
First Pyramid Second Pyramid Third Pyramid

Fonte: D’Ooge, Robbins e Karpinski (1926, p. 250).

Acredita-se que o estudo dos numeros figurados mais antigos esteja limitado aos
poligonais, conforme realizado pelos pitagoricos, tendo sido estendido para o campo
tridimensional por Nicomaco, com a finalidade de representar piramides de pontos. Essa
ampliacdo para as trés dimensdes foi uma das primeiras incursdes nos nimeros figurados em
3D, tendo como base configuracdes de pontos.

No entanto, a obra “O livro dos numeros”, de Conway e Guy (1996), parece deixar de
lado o contexto histdrico ao utilizar pontos para representar os numeros figurados em 3D. Os

autores concentram-se na utilizacao dessas estruturas para relaciona-las a algebra, descrevendo
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suas formulas e propriedades. Nesse contexto, o sentido pitagorico € tratado apenas como uma
referéncia historica, enquanto o livro se dedica a explorar as propriedades e a apresentar a
formula do termo geral dos niimeros piramidais triangulares, bem como outras configuracdes,

como as que formam o tetraedro truncado, a stella octangula, o octaedro, entre outras.

Figura 11 - Numeros octaedrais

.@66

1 6 19 44 85
Fonte Conway e Guy (1995, p. 50).

Estes numeros ja sugerem a ideia de empilhamento de duas pirdmides e, a partir deles
surgem outras sequéncias de nimeros, como os da Stella octangula, que é formada por um

nucleo octaédrico com tetraedros aderidos a cada uma de suas faces.

Figura 12 - Numeros da stella octangula

..““

1 14 51 124 245
Fonte Conway e Guy (1995, p. 51).

Os numeros figurados evoluiram ao longo do tempo, transitando de uma representagdo
visual para um caréter mais abstrato a medida que sua visualizacdo se tornava progressivamente

mais complexa. Deza e Deza (2012) generalizaram esses nimeros para a k-€sima dimensao em
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sua obra Figurate Numbers, relacionando-os as classes de politopos apresentadas por Coxeter
(1973), tais como simplexos, hipercubos e ortoplexos.

Com o avanco da matematica, a representagao dos numeros figurados no plano e no
espago foi gradualmente relegada a um papel secundario, dando lugar a abordagens mais
abstratas no &mbito da matematica pura — em contraste com o carater representativo valorizado
pelos pitagoricos. Nesse sentido, torna-se relevante retomar a relagdo entre esses numeros e
suas representagdoes geométricas no plano e no espago, uma vez que tal retomada favorece uma
compreensdo mais significativa e facilita sua aplicacao em diferentes contextos, inclusive com
o auxilio de softwares matematicos.

Nesse contexto, o presente trabalho busca apresentar a evolugao histdérica dos nimeros
figurados, desde suas representagdes iniciais até as generalizagdes para dimensdes superiores,
explorando conceitos como recorréncia, termo geral, fungdo geradora e visualizacdo, conforme

sera detalhado na secdo seguinte.

3.4 Classificacio dos Numeros Figurados

Nesta secdo, definiremos os numeros figurados de forma geral e, em seguida,
especificaremos alguns deles, como os niimeros triangulares, poligonais, piramidais, simplexos,
dentre outros. Como se trata de uma fonte inesgotavel de sequéncias numéricas, apresentaremos
posteriormente uma classificacdo propria para identificar esses nimeros no ambito da
geometria.

Tomaremos como referéncia a obra de Deza e Deza (2012), que realiza um estudo
sistematico dessa categoria de nimeros especiais. Em seguida, apresentaremos a classificacdo
de Barros (2021) para familias e classes de sequéncias, e utilizaremos a OEIS para classificar
alguns nimeros figurados dentro de suas classes, objetivando, assim, uma melhor compreensao
por parte do leitor. Desse modo, iniciaremos definindo um numero figurado de acordo com

Deza e Deza (2012).

Definicao 6 (Numero Figurado). Um nimero figurado ¢ um nimero que pode ser representado
por um padrao geométrico regular e discreto de pontos igualmente espagados (Deza; Deza,
2012, p. xv).

Dessa forma, pode-se definir a sequéncia de nlimeros poligonais, como por exemplo 0s

numeros triangulares, que formam a sequéncia (1,3,6,10,...), pois seus termos, quando
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representados por pontos, formam tridngulos equilateros com pontos equidistantes e usam o
triangulo anterior como base para formar o proximo triangulo.

A representacao visual de numeros triangulares pode ser percebida na Figura 13:

Figura 13 - Numeros triangulares

Fonte: (Koshy, 2004).

Um ntmero poligonal, ou m-gonal, é qualquer nimero que, quando representado por
pontos ou qualquer padrao discreto, configura um poligono regular no plano. Dessa forma, os
nimeros triangulares mencionados anteriormente sdo nimeros poligonais, assim como 0s
nimeros quadrados, pentagonais, hexagonais e assim sucessivamente. Esse padrao insere-se no
contexto bidimensional, uma vez que os numeros figurados considerados apresentam
configuragdes que formam poligonos no plano. No entanto, essa mesma ideia pode ser
estendida a outras dimensdes. Em particular, € possivel construir sequéncias cujas
configuragdes geram poliedros no espaco tridimensional. Tais sequéncias foram classificadas
por Barros (2021) como uma familia denominada niimeros poliédricos, a qual se subdivide em
categorias como: numeros piramidais, quando a configuracao representa piramides; numeros
prismaticos, para as representagdes de prismas; € numeros platdnicos, que representam os
poliedros de Platdo.

Os niimeros figurados podem representar qualquer tipo de objeto geométrico (figura ou
solido); assim, € coerente que a linha poligonal linear também seja tratada como numero
figurado. Neste trabalho, denominam-se tais nimeros de lineares, conforme Deza e Deza (2012)

o fazem ao assumir que:

Colocando os pontos em uma linha, pode-se falar sobre niimeros lineares. De fato,
qualquer numero inteiro positivo ¢ um numero linear. De maneira semelhante a
construcao acima, os nimeros lineares tém, como gnémon, o numero 1, e sdo obtidos
como somas consecutivas dos elementos da sequéncia 1, 1, 1, 1, ..., 1, ...: 1=1, 2=1+1,
3=2+1, 4=3+1, .... De fato, os nimeros lineares sdo analogos unidimensionais dos
numeros poligonais bidimensionais (Deza; Deza, 2012).
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Assim, fica claro que niimeros lineares sdo os nimeros que forma a sequéncia dos
gnomons dos numeros triangulares, ou seja, a adi¢do iterativa de nimeros lineares sucessivos

iniciando em 1 gera niimeros triangulares, conforme a ilustrado na Figura 14:

Figura 14 - Numero triangular escrito em linhas

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura 14 tem-se a constru¢do de um numero triangular formado por linhas de
pontos. Esses pontos formam niimeros lineares em cada linha, que também sao os gnomons dos
numeros triangulares. Esses nimeros, como Deza e Deza (2012) esclarecem, formam a
sequéncia (1,2,3.4,...).

Outra sequéncia importante, ainda segundo Deza e Deza (2012), ¢ a sequéncia de
)

nimeros gndmicos, descrita como uma sequéncia “intimamente ligada aos nimeros quadrados’

Dessa forma, os autores descrevem como:

Os numeros gndmicos estdo intimamente associados aos numeros quadrados. Um
nimero gndémico ¢ um nimero figurado em forma de L, representando a area do
gndémon quadrado obtido ao remover um quadrado de lado n — 1 do quadrado de lado
n. Como n?> — (n — 1)>=2n — 1, os nimeros gndmicos sdo equivalentes aos nimeros
impares 2n — 1, n € N, e os primeiros s3o 1, 3,5, 7,9, 11, 13, 15, 17, 19, ...(A005408
de Sloane) (Deza; Deza, 2012).

A 1ilustracdo da Figura 15 mostra esses nimeros como decomposicao de numeros

quadrados, o que pode esclarecer essa relagao:



64

Figura 15 - Numero quadrado formado por gnomons

n3g

- & 2 * 2 L]
- L J
L L
- L]
L] - L]

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura 15 observa-se o sexto nimero quadrado como uma adigdo de gnéomons. Cada
L representa um numero da sequéncia dos nimeros gnomicos, que também sdo gnomons dos
numeros quadrados.

Os gnomons dos demais nimeros poligonais ndo recebem nomes especiais, como ocorre
com os numeros lineares ou nimeros gnomicos. No entanto, essas sequéncias constituem
progressdes aritméticas e serdo tratadas aqui apenas como sequéncias dos gnomons dos
nimeros figurados. Como exemplo, tem-se o caso dos nlimeros cuja soma sucessiva forma a

sequéncia dos nimeros pentagonais, os quais sdo apresentados na Figura 16.

Figura 16 - Numero pentagonal formado por seus gnomons

T

Fonte: Elaboracao do autor (2024).
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Na Figura 16, temos um numero pentagonal formado por linhas que percorrem 3 das 5
bordas de um pentdgono; unidos ao primeiro ponto, formam a sequéncia dos numeros de
gnomons pentagonais (1,4,7, 10,...) A016777 na OEIS.

Ademais, convém ressaltar a relagdo algébrica entre um numero poligonal e seus
gnomons, uma vez que o gndmon nada mais ¢ do que uma camada adicionada a um numero
poligonal para construir o seu sucessor. Assim, fica evidente que um nimero que representa um
gnomon ¢ obtido pela diferenca entre nimeros poligonais consecutivos, conforme se observa

na Figura 17.

Figura 17 - Subtragdo de Numeros pentagonais

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na figura, um numero que representa um gnomon de um niimero pentagonal € mostrado
pela diferenca entre dois nimeros pentagonais consecutivos. Essa ilustracdo revela-se
importante para que se definam essas sequéncias.

Para uma melhor sistematizacdo, definem-se essas familias de sequéncias associadas
aos numeros poligonais, adotando-se uma nota¢do unificada que permita evidenciar a
correspondéncia entre cada nimero poligonal e a sequéncia de gndmons a ele relacionada. Essa
convengdo facilita a observagdo das regularidades estruturais e das relagdes de crescimento

presentes em cada sequéncia poligonal.

Defini¢io 7 (Sequéncias dos gnomons dos niimeros poligonais). Seja (S, () - A
sequéncia dos niimeros poligonais de m lados, em que S_(n) denota o n-ésimo termo dessa

sequéncia, correspondente a uma representagao no plano.
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A . A 1 . ~
Define-se a sequéncia dos gnémons, denotada por (S,,(7)),. , cujos termos sdo dados
por:

S (n)=S.(n)—S.(n—1) para n>2 e S, (1) =1

1 A . ; . , .
Nesse contexto, S, (1) representa o gnomon associado ao n-ésimo niimero poligonal,

isto ¢, a quantidade de pontos adicionados a figura ao passar da posi¢do n — 1 para n,

preservando sua forma.
De modo intuitivo, cada termo de (S,,(n)),., indica o contorno que se adiciona ao

nimero poligonal anterior, caracterizando a camada que dd continuidade a progressao
aritmética.

Vale ressaltar que também ¢€ possivel relacionar essas sequéncias de gnomons com as
sequéncias que as geram a partir de adigdes sucessivas. Essas sequéncias podem ser vistas como
numeros figurados da dimensao zero, que geralmente ¢ representado pelo ponto. A Tabela 1
mostra os primeiros termos de alguns numeros poligonais e seus analogos 1 e zero

dimensionais.

Tabela 1 - Catalogo dos nimeros poligonais

Sequéncia Termos OEIS Analogo OEIS Anialogo na | OEIS

unidimensional dimensao

Zero

Triangulares | 1,3,6,10,... A000217 | 1,2,3,4,... A000027 | 1,1,1,1,... A000012
Quadrados 1,4,10,16 A000290 | 1,3,5,7,... A005408 | 1,2,2,2,... A040000
Pentagonais | 1,5,12,22.... A000326 | 1,4,7,10,... A016777 | 1,3,3,3,... A122553
Hexagonais | 1,6,15,28,... | A000384 | 1,5,9,13.... A016813 | 1,4,44,... A123932
Decagonais | 1,10,27,52,... | A001107 | 1,9,17,25,... A017077 | 1,8,8.8,...
Icosagonais | 1,20,57,112,... | A051872 | 1,19,37,55,... A161705 | 1,18,18,18,...

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Dessa maneira, estabelecemos uma relacdo dimensional com as sequéncias de nimeros
poligonais e seus analogos de dimensdes anteriores, o que nos permite compreender melhor a
estrutura de crescimento e a logica de formacao dessas figuras. O proximo passo ¢ avangar para
a classificagdo dos principais numeros figurados de dimensdes superiores, analisando como
suas propriedades se estendem e se transformam a medida que passamos do plano para o espago

e, posteriormente, para dimensdes ainda mais elevadas.
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3.4.1 Numeros figurados espaciais

Nesta secdo, trata-se da classificagdo de algumas familias de nimeros figurados cuja
configuragdo discreta revela padroes geométricos de determinados solidos. A secao nao
pretende informar formas ou construgdes, mas apenas a classificagdo dentro da dimensado
considerada, utilizando uma estrutura semelhante a que Barros (2021) empregou para abordar
trés classes importantes: as pirdmides, cuja sequéncia de nimeros figurados associada ¢
denominada numeros piramidais, incluindo, entre outras, a sequéncia dos nameros tetraédricos.

Outra sequéncia bem desenvolvida por Deza e Deza (2012) e por Barros (2021) ¢ a dos
nimeros cubicos, que se classificam em uma familia de sequéncias aqui denominada nimeros
prismaticos. A ultima sequéncia a ser descrita ¢ a dos numeros octaédricos, classificada na
familia dos nimeros figurados bipiramidais. Dessa forma, iniciar-se-a pelos nimeros figurados
piramidais e sua representacdo geométrica.

Na geometria, os poliedros, assim como os politopos convexos em geral, sdo
classificados em algumas classes, das quais se destacam trés: simplexos, hipercubos e politopos
cruzados, conforme Griinbaum e Shephard (2003). Nesse sentido, faz sentido estender o
entendimento de piramides nao apenas ao simplexo da dimensao, mas também a outros niumeros
figurados piramidais. Inicialmente, apresenta-se a sequéncia dos numeros tetraédricos, seus

primeiros termos e sua classificagdo na OEIS, conforme a figura a seguir.

Figura 18 - Numeros tetraédricos

a
@ @y

@ @b o 2fa,
o o otfe,  adide,

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Figura 18 apresenta uma sequéncia de configuragdes que forma um tetraedro, € os
pontos estdo crescendo conforme sdo adicionados numeros triangulares em sua base. Em

numeros a sequéncia que surge € (1, 4,10, 20, ...); essa € a sequéncia dos nimeros figurados
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tetraédricos A000292 na OEIS. Usando o mesmo argumento, pode-se construir numeros
piramidais quadrados, pentagonais, e assim por diante. Na Figura 19 tem-se a configuragdo para

0s numeros piramidais quadrados.

Figura 19 - Numeros piramidais quadrados
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Figura 19 apresenta a configuragdo da sequéncia (1, 5, 14, 30, ...) A000330 na OEIS,
que sao os numeros formados pela adi¢ao sucessiva de niumeros quadrados consecutivos.
Obviamente, a0 mencionar gnomons de numeros piramidais, isto quer dizer que se refere aos
numeros poligonais de uma forma geral.

Seguindo a apresentacdo, tem-se os numeros piramidais pentagonais, descritos pela
sequéncia (1, 6, 18, 40, ...), que possui codigo A002411 na OEIS referente as sequéncias

inteiras. Sua configurag@o esta presente na proxima figura.

Figura 20 - Numeros piramidais pentagonais

@ 8
¢ o8 231
Y e B =M 0 |

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Diante dessa breve apresentagdo, pode-se estabelecer uma relagdo entre um ntimero
piramidal e o niimero poligonal que constitui sua base. A partir do estudo dos numeros
tetraédricos, € possivel definir uma notagdo que generalize essa relagdao, de modo que os
numeros piramidais sejam compreendidos como uma sequéncia construida sobre os nimeros
poligonais, tendo estes como seus gnomons, isto ¢, como as camadas que se somam

sucessivamente para formar a piramide figurada.

Definicao 8 (Numeros piramidais). Sao numeros figurados tridimensionais cuja disposi¢ao de

pontos forma uma pirdmide.
. 3 ;. , - A .
Seja S, (n) o n-ésimo nimero de base m-gonal, em que cada camada da piramide

corresponde a um numero poligonal de base fixa, ¢ a soma dessas camadas sucessivas da origem
aos numeros piramidais. Assim, os nimeros tetraédricos correspondem aos numeros piramidais
triangulares, os numeros piramidais quadrados possuem base quadrada, os piramidais
pentagonais possuem base pentagonal, e assim sucessivamente. Fica claro que a diferenga entre
dois niumeros piramidais sucessivos resulta no n-ésimo numero poligonal que compde sua base,

de modo que:
S0~ (1—1) = S2(n)
Outra sequéncia de nimeros figurados tridimensionais de bastante relevancia sdo os
numeros cibicos. Estes nimeros formam a sequéncia (1,8,27, 64,...), com o codigo A000578
no site OEIS, sendo denotados por C(1)=1,C(2)=8,C(3)=27, ¢ assim por diante. Esses

nimeros pertencem a uma segunda classe de politopos regulares, chamados por Coxeter (1973)

de hipercubos. Sua configuracdo em padrdes discretos esta representada na Figura 21:

Figura 21 - Numeros cubicos
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Fonte: Elaboragdo do autor (2024).

Essa sequéncia ¢ formada somando copias do mesmo numero poligonal, diferente dos
nimeros piramidais, onde sdo adicionados termos sucessivos de nimeros poligonais. Com essa
ideia, ¢ possivel também construir sequéncias que sigam o mesmo tipo de construcdo para
outros numeros poligonais. A titulo de apresentacdo, a figura a seguir mostra o que seria um

numero prisma pentagonal, formado pela soma de nimeros pentagonais iguais.

3.4.2 Numeros figurados multidimensionais

Este topico tem como objetivo classificar os nimeros figurados quanto a sua familia e
a sua classe. Para isso, ndo se pretende realizar uma descricdo minuciosa de todas as classes
figuradas. Em vez disso, adota-se a classifica¢ao proposta por Barros (2021), ja consolidada na
literatura. No entanto, serd dada atengo especial a uma classe de particular relevancia para este
trabalho, a saber, a classe dos simplexos. Desse modo, como ja foram apresentadas
caracteristicas gerais para k=1, k=2 e k=3, classificam-se, a partir disto, os simplexos da
quarta dimensao e, logo a seguir, a classe como um todo.

Para os numeros figurados que compdem a quarta dimensao, toma-se por apoio as
construcdes de Barros (2021), que criou uma forma de visualizacdo dos nlimeros na janela 3D
do GeoGebra. O objetivo ¢ fornecer uma visualizagdo de alguns nimeros figurados dessa
dimensao, bem como alguns de seus termos e catalogacao na OEIS.

Iniciaremos pelos nimeros de pentatopicos descritos por Deza e Deza (2012) como:

um numero figurado que representa um hipertetraedro de quatro dimensdes. E o
analogo em quatro dimensdes dos niimeros tetraédricos tridimensionais e dos numeros

. - L . , L 4 ,
triangulares bidimensionais. O n-ésimo niimero pentatopico S, (n) ¢é dado como a

soma dos primeiros n numeros tetraédricos (Deza; Deza, 2012, p. 162).

Essa sequéncia possui codigo A000332 e seus primeiros termos sdo (1, 5, 15, 35, 70,
126, ...). Sua representagdo discreta pode ser pensada como uma adi¢do de numeros tetraédricos

sucessivos como mostra a Figura 22.
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Figura 22 - Numeros pentatopicos
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Figura 22 representa os quatro primeiros nimeros de pentatope como somas de
nimeros tetraédricos consecutivos. A figura usada para essa construcdo sao 0s proprios
numeros tetraédricos.

Assim como o n-ésimo numero triangular ¢ formado por camadas do n primeiros
nimeros lineares, o n-ésimo numero tetraédrico ¢ formado por camadas de n numeros
triangulares, e os numeros de pentatope seguem o processo, sendo formados por camadas de

numeros tetraédricos consecutivos. Pode-se definir, com base em Deza e Deza (2012) e Barros

(2021), os nimeros simplexos da seguinte maneira.

Definicio 9 (Nitmero simplexo). E um niimero cuja representagio por pontos configura o
politopo mais simples em uma dada dimensdo. Sdo exemplos de niimeros simplexos, os
numeros triangulares (tridngulos sao os poligonos que possuem a quantidade minima de arestas
e vértices em duas dimensdes) e nimeros tetraédricos pois o tetraedro € o poliedro mais simples
em trés dimensdes.

Neste escrito, optou-se por chamar um conjunto de sequéncias que representam
politopos de mesma dimensao de familia e, quando a relagdo existir conforme o crescimento
dimensional, esta serd chamada de classe. Dessa forma, os nimeros poligonais sao uma familia
de sequéncias que representam poligonos regulares, enquanto os simplexos sdo uma classe de

sequéncias que representam os andlogos multidimensionais de um tridngulo. A Tabela 2 mostra



aclassificag@o de algumas sequéncias, familias e classes, conforme descrito na OEIS e adaptado

pelo autor.

Tabela 2 - Classificagdo de nimeros figurados em familias e classes

NUMEROS FIGURADOS
1-d 2-d 3-d 4-d k-d classes
Nimeros Nimeros Nimeros Nimeros Nimeros
naturais | triangulares | tetraédricos | pentatope simplexos Simplexo
Numeros Nimeros Nimeros
cubicos tesseraticos hipecibicos Hipercubo
Sequéncias : :
Numeros Numeros
impares | quadrados
Nuimeros Nuimeros Nuimeros
octaédricos | 24-celulas ortoplexos Ortoplexo
Numeros
pentagonais
Numeros Numeros
piramidais hiperpiramidais
Familias Numeros
poligonais
Numeros Numeros de
prismas hiperprismas
Outras Numeros Numeros da
sequéncias estrela estrela
octangular

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Esta secdo teve por objetivo classificar os numeros figurados em diferentes classes e
familias de sequéncias, buscando ndo apenas organiza-los de forma sistematica, mas também
familiarizar o leitor com as notagdes a serem utilizadas ao longo deste trabalho. Foram
apresentados os principais modos de representacdo desses numeros, com é&nfase nas

configuragdes obtidas a partir de padrdes discretos, os quais permitem visualizar de maneira
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intuitiva as estruturas formadas por pontos que ddo origem as figuras geométricas
correspondentes.

Além disso, foram indicadas as conveng¢des simbolicas adotadas e as referéncias as
catalogacdes existentes no banco de dados da OEIS, que constitui uma ferramenta fundamental
para a identificacdo e comparacdo das sequéncias numéricas relacionadas aos numeros
figurados. Essa etapa introdutoria teve, portanto, um carater essencialmente descritivo e
classificatorio, sem recorrer, por ora, a formulacao algébrica detalhada, uma vez que o foco
esteve na compreensao estrutural e visual dessas representagdes.

Nas se¢oes subsequentes, abordam-se as propriedades analiticas dos ntimeros figurados,
incluindo o estudo de recorréncias, expressdes do termo geral e fungdes geradoras. Tais
elementos permitirem compreender como as relagcdes entre os termos das sequéncias se
estabelecem e de que maneira as estruturas figuradas podem ser formalizadas por meio de
expressoes algébricas.

Por fim, apresenta-se a construg¢ao dos numeros figurados a partir dos simplexos de cada
dimensdo, destacando-se, inicialmente, os numeros triangulares e sua generalizagdo para
dimensdes superiores. Essa abordagem serve de base para a introducao de novas representagdes
e extensoes dos numeros figurados, ampliando o campo de estudo e oferecendo novas

perspectivas de investigacdo dentro dessa tematica.

3.5 Recorréncia e forma geral dos niumeros figurados

Numeros figurados poligonais sdo os nimeros formados por pontos que, se arranjados,
formam figuras geométricas planas. Esses nimeros foram objeto de estudo da escola pitagorica,
com a finalidade de buscar padroes numéricos que pudessem relacionar a geometria com a
aritmética. Assim, um numero poligonal distribuido em arranjos pode formar triangulos,
quadrados, pentagonos etc., gerando assim as sequéncias de niameros listadas neste topico, que
sdo as sequéncias de nimeros triangulares, quadrados, pentagonais, hexagonais e assim por
diante.

Embora este trabalho contemple numeros figurados em diferentes dimensdes, a énfase

recai sobre aqueles construidos no plano; por isso, chamaremos de (Sm (n))neN a sequéncia dos

nuimeros m-gonais e ocultaremos o valor da dimensao por esses nimeros, que aparecerem como
centro do estudo pitagdrico acerca de numeros figurados. Para isso, inicia-se com uma

apresentacdo da recorréncia e forma geral de nimeros triangulares, quadrados e poligonais de
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uma forma ampla. Adiante, estender-se-a a relagdo para numeros piramidais, cotando primeiro

os numeros tetraédricos e por fim os piramidais de uma forma geral.
3.5.1 Recorréncia e forma geral dos numeros triangulares

Numeros triangulares, sdo os nimeros de pontos que formam tridngulos equilateros, tal

conjunto gera a sequéncia numérica(0,1,3,6,10,...) , A000217 na OEIS, conforme a Figura 23:

Figura 23 - Os quatro primeiros numeros triangulares

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

A Figura 23 apresenta os quatro primeiros numeros triangulares a partir de uma
disposi¢do de pontos. Deve-se relacionar tais pontos com os gnomons estudados na se¢ao
anterior, para que consigamos encontrar sua recorréncia e forma fechada. Pode-se observar,

ainda, a Figura 24, que apresenta um niimero triangular como soma de gnémons.

Figura 24 - Gnémons formando o quinto numero triangular
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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A Figura 24 apresenta a disposi¢cdo dos numeros triangulares como uma soma de
nimeros naturais, os gnomons, que sao “uma forma que, quando adicionada a uma figura,
produz outra figura semelhante a original” (Deza; Deza, 2012). Essa forma para niimeros

triangulares ¢ a sequéncia numérica (1,2,3,4,...). Assim, podemos descrever a sequéncia dos

gnomons dos nimeros triangulares como uma progressao aritmética em que o primeiro termo
e a razdo sdo iguais a 1. Tal sequéncia pode ser observada de forma mais simples, como a
sequéncia dos niumeros naturais positivos. Logo, pode-se apresentar as somas que formam os

numeros triangulares como S,(n)=1+2+3+---+n, neN,n>1. Tal observa¢do permite

encontrar uma formula recorrente e termo geral para os nimeros triangulares. A recorréncia

para essa sequéncia ¢ apresentada como:

Definicao 10 (Recorréncia dos niumeros triangulares). A sequéncia dos niameros triangulares
(S3 (n))nEN pode ser definida recursivamente pela formula:
S,(n+1)=S,(n)+n+1, n=0,S5,(0)=0.

De fato, reescrevendo os termos da sequéncia dos nimeros triangulares, e associando

cada niimero ao seu anterior, tem-se que S;(1)=1=0+1=S5,(0)+1. No segundo termo, de
modo  andlogo ao  primeiro, tem-se S,(2)=3=1+2=5,()+2 e ainda
S,(3)=6=3+3=S,(2)+3, e assim por diante, de tal forma que para um certo S,(n+1) com
n>1 arelagdo € estabelecida por S,(n+1)=S,(n)+(n+1).

Em posse da recorréncia e da soma parcial apresentada anteriormente, pode-se enunciar
um teorema de acordo com Alves e Borges Neto (2012), que trata de niumeros triangulares.

Assim, tem-se:

Teorema 1 (Forma geral dos numeros triangulares). Dada a sequéncia dos numeros

triangulares (1,3,6,10,...), a formula que permite encontrar o n-ésimo termo ¢ dada por:

S3 (n)=

@ , 120,5,(0)=0

Demonstracio. Considerando um certo nimero triangular como a soma dos » primeiros

naturais consecutivos, temos:
S,(n)=0+1+2+---+(n-2)+(n-1)+n.

Agora consideremos a soma,
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28,(n)=(0+1+2+--+(n=2)+(n—1)+n)+(0+1+2+---+(n=2)+(n—1)+n). Isso

significa que 25,(n) =(0+n)+(1+n—1)+---(n—1+1)+(n+0) e, entdo S,(n)= n(n+1).

(n+1)vezes

Agora provaremos que essa formula ¢ valida para todo » € N, usando o principio de

1(1+1)

indug¢do e a recorréncia. Entdo, para n=1 tem-se S;(1)= =1, para n=2 tem-se

8,(2) = 2(22+ 1)

=3 ¢, assumindo que seja valido para um certo n = & , tem-se que a recorréncia

k(k+1)

de S,(k+1) édadapor S,(k+1)=S,(k)+k+1.Como S,(k)= segue que:

S;(k+1)=8,(k)+k+1=

2

k(k+1)+k+1k(k+l)+2(k+l) _ (k+1)(k+1+1) Lo
2 2 ’

S3(k+1):(k+1)2(k+2),

Com isso, ¢ possivel construir uma tabela de nUmeros triangulares com sua

representacao por sequéncia, recorréncia e forma fechada, como a Tabela 3 que segue.

Tabela 3 - Sequéncia, recorréncia e termo geral dos nlimeros triangulares

Numeros triangulares
Sequéncia o, 1,3,6,10,15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, ...)
Recorréncia S,(n+1)=S,(n)+n+1
Forma fechada S,(n) = n(n+1)
Registro na OEIS A000217

Fonte: Elaboragdo do autor (2025).

3.5.2 Recorréncia e forma geral dos numeros quadrados
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Numeros quadrados sdo os niimeros de pontos que formam quadrilateros equilateros.

Esse conjunto gera a sequéncia numeérica (0,1,4,9,16,...) , conforme as figuras a seguir:

Figura 25 - Os quatro primeiros numeros quadrados

P & # L

» » L

= L L

L & L L

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

A Figura 25 apresenta os quatro primeiros numeros quadrados. Usando raciocinio
andlogo ao empregado no caso dos niimeros triangulares, deve-se relacionar tais pontos com os
gnomons e, dessa forma, encontrar sua recorréncia e formula geral. Observa-se a Figura 26, que

apresenta um numero quadrado separado em gnémons.

Figura 26 - Gnémons formando o quinto nimero quadrado

@ & 2 & i
+ & & & L
+ i ® ® ®

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).



78

Seguindo o modelo da proposta apresentada para nimeros triangulares, deve-se definir
também a relagdo de recorréncia e a sequéncia que forma gnomons dos niumeros quadrados.
Assim, tem-se:

Definicao 11 (Recorréncia dos numeros quadrados). A sequéncia dos numeros quadrados
pode ser definida recursivamente pela formula:

S,(n+1)=S8,(n)+2n+1,n>0,5,(0)=0

De fato, observamos que:
S,(0)=0
S,(H)=1=0+1=8,(0)+2-0+1
S,(2)=4=1+3=5,1)+2-1+1
S,3)=9=4+5=5,2)+2-2+1
S,(4)=16=9+7=5,(2)+2-3+1

S,(n+1)=8,(n)+2n+1.

Deve-se lembrar que gnomon de um ntimero quadrado ¢ a diferenga entre dois niimeros
quadrados consecutivos, ou seja S,(n)=S,(n+1)—S,(n). Essa sequéncia ¢ definida por
S,(n)=2n-1 e forma a sequéncia dos niimeros impares (1,3,5,7,...) .

De fato, pode-se perceber que essa formula € obtida pela propria lei de recorréncia, e

que as somas parciais dos nimeros quadrados sdo dadas por S,(n)=0+1+3+5+---+2n—1.

Dessa forma, e em posse da recorréncia e das somas parciais apresentadas anteriormente, pode-

se enunciar, de acordo com Deza e Deza (2012), um teorema acerca de nimeros quadrados.

Teorema 2 (Forma geral dos numeros quadrados). Dada a sequéncia dos numeros quadrados

(0,1,4,9,16,...), a forma que permite encontrar o n-€simo termo sem a necessidade do anterior,

ou seja, sua forma fechada, ¢ dada por:

S,(my=n* n>0,8,(0)=0
Demonstragio. Tem-se que, S,(n) =0+1+2- --+(2n —3)+(2n —1). Entio,
28,(m)=0+(1+3+---+(2n=3)+(2n—1))+(1+3+---+(2n-3)+(2n-1))

=(1+2n-1)+(3+2n-3)+--+(2n—-1+1)+(2n-3+3)+0

(I’I)VEZG:'S




79

28,(n)= n(2n)
S,(n)y=n’

Por indugcdo, e wusando a recorréncia, tomemos um certo n==k,
S,()=1"=1,5,(2)=2"=4,5,(3) =3" =9,... Pela hipétese de indugio, tem-se que S, (k) =k".
Dessa forma, pela recorréncia, tem-se S,(k+1)=3S,(k)+2k+1,S,(k+1)=k>+k+1, ou seja,

S,(k+1)=(k+1)’ n

Com isso, pode-se construir uma tabela de numeros quadrados com sua representacao

por sequéncia, recorréncia e forma fechada (Tabela 4).

Tabela 4 - Sequéncia, recorréncia e termo geral dos nimeros triangulares

Numeros quadrados
Sequéncia ©,1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, ...)
Recorréncia S,(n+1)=S8,(n)+2n+1
Forma fechada S,(n)= n’
Registro na OEIS A000290

Fonte: Elaboragdo do autor (2025).

A Tabela 4 apresenta a sequéncia dos nimeros quadrados, bem como sua recorréncia,
termo geral e registro na OEIS, como forma de resumir as principais caracteristicas — algébrica,
sequencial, recursiva e documental — dessa sequéncia. Esse conceito de uma forma mais geral

sera explorado na proxima se¢do com os nimeros poligonais.

3.5.3 Recorréncia e forma geral para nitmeros poligonais.
Tem-se, para os nimeros m-gonais ou numeros poligonais, como m >3, que 0s trés
primeiros termos, incluido S, (0) dos nimeros poligonais sdo S2(0)=0,S>(1)=1¢ S.(2)=m.
A formula para os gnomons dos numeros poligonais pode ser extraida de uma

progressdo aritmética a, =a, +(n—1)r, pois como os numeros figurados possuem uma
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padronizagdo que o termo da posi¢do 1 € também 1, entdo a, =1 e arazdo € r =m—2, pois ao
acrescentar qualquer gnémon ao redor de um conjunto de pontos, estes formam uma
configuracdo poligonal. Entretanto, esse crescimento ndo acontece de maneira independente em
todos os m lados. H4 uma espécie de sobreposi¢ao natural das extremidades das camadas nos
vértices, o que faz com que dois desses lados ndo contribuam com acréscimos independentes
de novos pontos, ou seja, a progressdo aritmética a, =1+(n—1)(m—2). Assim, os primeiros
numeros dos gnomons m-gonais formam a sequéncia.

a=1+1-)(m-2)=1=0m-2)+1

a,=1+2-1)(m-2)=1(m-2)+1

a,=1+3-1)(m-2)=2(m-2)+1

L =l+(n=-1-1)(m=-2)=(n-2)(m-2)+1
=(n-1)(m-2)+1

al’l
an
Usando o raciocinio dos nimeros triangulares e quadrados, apresenta-se a recorréncia

dos niimeros poligonais.

Proposicao 1 (Recorréncia dos niimeros poligonais). Seja S, (n) o n-ésimo niimero poligonal
de m lados. Entdo S, (n) satisfaz a recorréncia ndo homogénea de primeira ordem:

S (n+1)=S (n)+(m—-2)n+1
Demonstracio. De fato, para m=3, tem-se: S;(n+1)=S,(n)+n+1.Para m=4, aplicando o
mesmo procedimento, resulta em S,(n+1)=S,(n)+2n+1, e segue que, para todo m=>3:

S (0)=0
S ()=0+1=58 (0)+(m-2)1-1)+1
S Q) =m=1+m-1=8 (I)+(m-2)2-1)+1

S m+)=8 (n)+(m-2)n+1
[

Com isso, o teorema pode ser enunciado da forma geral dessa familia de sequéncias de

acordo com Deza e Deza (2012).

Teorema 3. Seja S, (n) um namero poligonal com n e m naturais e m >3 . Sua forma geral ¢

dada por:
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n((m-2)n—m+4)

S, () = >

Demonstracao. Para encontrar a formula que representa os nimeros poligonais de forma geral,
deve-se considerar que esses numeros sdo resultantes da soma de termos da progressdao
aritmética que tem forma geral dada por a, =1+ (n—1).(m—2). Assim, segue que:

(I+1+(n—-1)(m—-2))-n

S, (n) = 5

g (n)_(2+2—m—2n+mn)-n
e 2

g (n):n((m—2)n—m+4)

m 2

o que fornece o resultado desejado. Outra maneira de obter a mesma formula ¢ usando a
recorréncia, onde tem-se:
S m+)=§ (n)+(m-2)-n+1, S, (1) =1
_ n(m—-2)n—m+4)

+(m-2)-n+1

2
B n((m—2)n—m+4)+2n(m—2)+2
- 2 2
_ (n(m—-2)n—-m+4)+2n(m—-2)+2
2
:nz(m—2)—nm+4n+2n(m—2)+2+(m—2)—(m—2)
2

_ (n+1)’(m=2)—nm+4n—m+4

2
_ (n+1)>-(m=2)+(—m+4)(n+1)

2
_(n+D)(m=-2)(n+1)—m+4)
- 2

Por fim, tem-se S (n+1)= (n+1)((m—2)§n+1)—m+4).

]
Apresenta-se a seguir a tabela de Deza e Deza (2012) para apresentar alguns niimeros

poligonais.



Tabela 5 - Numero poligonais, formulas e catalogo na OEIS
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Fonte: Deza e Deza (2012).

A Tabela 5 exibe alguns nimeros poligonais, suas formas gerais e seu registro na OEIS.
Contudo, propde-se agora outra maneira de obter essas formulas, usando um recurso simples e
uma propriedade que relaciona qualquer nimero figurado plano com ntmeros triangulares.
Essa relagdo serd tratada na proxima secdo e servird de base para o desenvolvimento de todo

esse estudo.

3.5.4 Recorréncia e forma geral dos numeros simplexos
De acordo com Deza e Deza (2012), pode-se extrair um resulado que apresente a forma

geral dos nimeros simplexos.

Teorema 4 (Forma geral dos niimeros simplexos). Dado um nimero simplexo k-dimensional,
denotado por S} (n), sua forma geral ¢ dada por:

n(n+D)(n+2)(n+1+k-1)
k!

S¥(n)= ,neN,n>0
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Demonstracio. Observe que os numeros lineares da sequéncia (1,2,3,...,n), ou seja, 0s

. . ~ 1
simplexos de dimensio 1, possuem o termo geral dado por S; =7 . Reescrevendo essa forma,

. . no o, . . .
vemos que estes também podem ser escritos como S, =F. J4 os triangulares sdo obtidos

: . . 1
somando-se os termos sucessivos dos nimeros lineares, ou seja 1+2+3+---+n= En(n +1).

. , . , +1
Assim, o termo geral dos numeros triangulares ¢ dado por Sf(n)=M,

n(n+1 ) . , g
S3(n) :%. Seguindo o mesmo raciocinio para os numeros tetra¢dricos, temos
; n (n + 1) (n + 2)
83 (n) =

Assim, podemos propor uma hipotese de que, para um certok N, tem-se que

St (n) = n(n+1)---(n+k-1)

e, para provar tal fato para n+l1, tem-se que

k!
_ +1)-(n+k-1 +)(n+2)(n+1+k-2
S R
: +1)--(n+k-1 +)(n+2)---(n+k-1)k!
Sgk(n+1)=S3k(n)+S3k1(n+1)=n(n )k(!n ) [ )(n(kzl)!(llci! )
_n(nt ) (nak 1) (n+1)n+2)-(n+k = D(k-1D)!
k! (k—1)!k!
_n(n+1)---(n+k—1)+(n+1)(n+2)---(n+k—l)k
- k! k!
_n(n+1)-(n+k-1)(n+k)
- k!
ou seja,
Sf(n+l)=S3k(n)+S3k1(n+1)=n(n+l)(n+2)l;"(n+l+k_l)=,neN,n>0
| |

3.5.5 A construcdo de niimeros poligonais por meio de niimeros triangulares
Iniciaremos essas construgdes pela relacdo entre ntimeros triangulares e numeros

quadrados. Como ja apresentado, os numeros quadrados formam a sequéncia (1,4,9,16,...) €
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2 , .
tem sua forma geral dada por S, (n) =n". Os nimeros triangulares, por sua vez, formam a

sequéncia (1,3,6,10,...) . Dessa maneira, percebe-se que, a partir do segundo termo dos niumeros
quadrados, pode-se observar uma relagdo com os numeros triangulares. De fato, tem-se:
4=3+1 ou seja S,(2)=S,(2)+S,(1). Da mesma forma, o proximo termo dos numeros
quadrados pode ser apresentado pela relagio 9=6+4+3 ou S,(3)=S5,(3)+5,(2), e assim

sucessivamente, de modo que ¢ valida a propriedade a seguir, de acordo com Alves e Borges

Neto (2012):

Propriedade 1 (Relacdo entre niimeros triangulares e quadrados). A relacdo existente entre
numeros triangulares e quadrados pode ser obtida algebricamente pela formula
S,(n)=8;(n)+S;(n—1) com S, =5,=0,n>1

Demonstracio. De fato, utilizando um procedimento algébrico simples, tem-se que S, (n) =n’

2
pode ser escrito como S,(n)= 2% . Apdés uma reorganizacdo de termos tem-se ainda que
n+n*+n-n _ n—n+n’+n _nn+)+(n-1n
2 2 2
S,(n)=8,(n)+S,(n-1). [

S,(n) = , 0 que equivale a afirmar que

Usando o recurso da visualizacdo pelo software GeoGebra (SG), fica perceptivel a

relagdo estabelecida nesta propriedade, conforme a Figura 27:

Figura 27 - Nono niimero quadrado como soma de dois numeros triangulares

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Na Figura 27, observa-se o quinto numero quadrado representado a partir de dois
numeros triangulares. As cores diferenciam o maior do menor, assim como as linhas tragadas
transversalmente. A figura apresenta duas visualizagdes — uma na janela 2D e outra na janela
3D — com o intuito de aproximar os pontos e destacar o tridngulo formado por eles.

Essa relacdo ¢ relevante para este trabalho, pois sera utilizada na defini¢do de outras
relacdes com representacdes alternativas, bem como na elaboragdo das situagdes didaticas
apresentadas posteriormente.

A seguir, aplica-se 0 mesmo procedimento para apresentar uma relagdo analoga, agora
referente aos numeros pentagonais. Primeiramente, utiliza-se o recurso visual do SG (software
grafico) para exibir a relagdo por meio da configuragdo; em seguida, apresenta-se a propriedade
correspondente.

Observam-se dois triangulos retangulos, que correspondem a nimeros triangulares, e

uma semirreta, indicando que a propriedade pode ser percebida na figura em questao.

Figura 28 - Quarto numero pentagonal triangulado

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Os numeros pentagonais sao os numeros que formam a sequéncia (1,5,12,22,...),

registrada com o cdodigo A000326 no catdlogo da OEIS. Dessa maneira, define-se como

Ss(1)=1,85(2),=5,5(3)=12,5,(4)=22, de modo que S, (n)= 3"22_n pela forma dos

numeros poligonais. Para essa sequéncia, ¢ estabelecida a seguinte propriedade.
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Propriedade 2 (Relacdo entre numeros pentagonais e numeros triangulares). Seja

n(3n—-1) n(n+1)

Si(n) = o n-ésimo numero pentagonal e S;(n)= 0 n-ésimo numero

triangular. A relagdo existente entre essas duas sequéncias ¢ dada por:
S,(n)=S,(n)+28,(n—1) com S;(1)=S,(1) =1

Demonstraciao. De fato, pode-se perceber pelos primeiros nimeros pentagonais que estes

podem ser expressos em termos de numeros triangulares, em que se observa que

S;(2)=5=3+1+1=85,(2)+25,(1). Da mesma forma, o proximo niimero pentagonal também
apresenta essa caracteristica. Tem-se que S,(3)=12=6+2-3=5,(3)+2S5,(2), ¢ por fim,

aplicando a relacdo partindo dos numeros triangulares, chega-se até a forma fechada dos

+1 -1
numeros pentagonais, ou seja  S,(n)+2-S; (n —1) = n(n2 ) +2-((’1 > )nj' Utilizando apenas

1 -1 3n-1
recursos algébricos, tem-se n(n+ )+2_((n 5 )n] = g(n+1+2n—2) = %

Como sugestao para apoiar a constru¢do desse nimero no software GeoGebra, descreve-
se a seguir o protocolo de construcdo, que servird também para outras construgdes posteriores
e para a compreensdo de como algumas propriedades podem ser obtidas a partir desses
protocolos.

Para a constru¢do dos nimeros pentagonais apresentada anteriormente no SG, ¢
necessario criar trés listas de nameros triangulares: uma com o nimero triangular de ordem

igual ao numero pentagonal em questdo, e as outras duas referentes a S,(n—1). Para isso,

devem-se transladar vetores pelas listas de tridngulos. Observe que, na figura seguinte, ¢ feita
a constru¢dao de um pentagono e, entre seus pontos, formam-se vetores pelos quais as listas de

pontos serdo transladadas.



Figura 29 - Esquema do poligono de constru¢do dos nimeros pentagonais
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Na Figura 29 observa-se um pentagono de lado u (uma unidade de medida) e, a partir

desses lados, pode-se construir vetores por onde serdao transladadas as listas de pontos ou

tridangulos, usando os mesmos comandos usados para construir nimeros triangulares. A Figura

30 apresenta uma lista de tridngulos pelos vetores u € v, em que a imagem gerada forma o

primeiro tridngulo dentro de um pentagono.

Figura 30 - Constru¢ao de uma lista de pontos sobre o poligono base para os nimeros

pentagonais
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A partir dessa construgdo e seguindo o mesmo procedimento para as outras listas, aplica-
se o protocolo de constru¢do para os outros vetores, de modo que as listas de numeros
triangulares preencham os triangulos desenhados por vetores dentro do pentdgono inicial.
Assim, tem-se a segunda e terceira listas indicadas nas Figuras 31 e 32, que encerram a

construcdo da sequéncia desejada.

Figura 31 - Construgdo de nimeros pentagonais via SG
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Figura 32 - Quinto nimero pentagonal
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As duas ultimas figuras apresentadas mostram os numeros triangulares que compdem o
nimero pentagonal, diferenciados por cores. As linhas que percorrem cada lista de pontos
definem a sucessao dos numeros pentagonais, conforme a sequéncia apresentada anteriormente.
Esse esquema, por meio da manipulacao de cores, permite identificar outras propriedades —
algumas triviais, outras mais elaboradas — evidenciando o potencial do software grafico (SG)
para a investigacao de propriedades de numeros figurados a partir do padrdo discreto.

Dessa forma, ¢ possivel construir também ntiimeros hexagonais, heptagonais e assim
sucessivamente, bastando definir vetores pelos quais as listas de pontos serdo transladadas. A

titulo de ilustracao da relagdo entre nimeros hexagonais e triangulares, apresenta-se a Figura

33.

Figura 33 - Relacdo dos nimeros hexagonais e triangulares

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Esta configuracio de numeros hexagonais e triangulares ¢ dada por
Ss(n)=8;(n)+3S,(n—1),n>18,(1)=1,5,(1) =1, que resulta de fato na formula dos ntimeros

hexagonais. Com isso, pode-se construir a formula dos numeros m-gonais a partir dos nimeros

triangulares.

Propriedade 3. Os nimeros poligonais podem ser escritos em termos de nimeros triangulares

da seguinte forma:
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S, (n)=58,(n)+(m-3)S,(n-1),n>15,(1)=LS8,(1)=1

Demonstracao. De fato,

S,(n) =5, (n)+ 08, (n-1),n> 1,5, (1)
S,(n)=58;(n)+18;(n—-1),n>1,8,(1)=1,5,(1) =
Si(n)=58,(n)+28,(n-1),n>1,8,(1)=1,5,(1)=1
Ss(n)=8,(n)+38;(n-1),n>18,(1)=1,5,(1) =1

ou

S, (n)=S,(n)+(m=3)8,(n-1)
Usando agora apenas argumentos algébricos, parte-se da hipotese e encontra-se a forma
geral,

S, (n)=8;(n)+(m—3)S,(n-1)

_—+(m_3)(n—21)n

:g(n+l+mn—m—3n+3)

n
=—mn-2n-m+4

_ n((m—2)n—m+4)
2

]

Essa propriedade serd amplamente utilizada nas se¢des seguintes, pois contribui para o
cumprimento de um dos objetivos da pesquisa: a construcao de propriedades a partir de numeros
poligonais utilizando exclusivamente niimeros triangulares. De modo analogo, a relagdo entre
nimeros triangulares e numeros quadrados constitui o passo inicial para uma generalizagdo a
todos os numeros poligonais.

Adiante, serdo descritas definigdes e teoremas semelhantes para a classe dos numeros
figurados tridimensionais, mais especificamente os nimeros piramidais, que constituem a

familia de sequéncias andlogas aos nimeros poligonais na estrutura dos simplexos.

3.5.6 Recorréncia e termo geral para niimeros piramidais

Os ntmeros figurados que formam pirdmides constituem a classe mais conhecida de
numeros figurados tridimensionais entre aqueles associados a poliedros. Isso se deve ao fato de
serem compostos por camadas de nimeros poligonais, que vao desde o n-ésimo nimero

poligonal, localizado na base da piramide, até o primeiro nimero poligonal, correspondente ao
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topo, ou seja, ao vértice que ndo pertence a base. Tais nimeros sdo o passo seguinte a defini¢ao
dos niimeros poligonais e estdo entre as poucas familias de nimeros figurados que ndo so
regulares, com excecdo dos numeros tetraédricos, que pertencem a familia dos nimeros
piramidais, da familia dos nimeros platonicos (associados aos solidos de Platao) e da classe
dos nimeros simplexos, que serdo descritos posteriormente.

Assim como os niumeros poligonais podem ser classificados em triangulares, quadrados,
pentagonais, entre outros, os numeros piramidais também podem ser apresentados como
piramidais triangulares, piramidais quadrados e assim sucessivamente, conforme a forma da
base do poliedro que compde a pirdmide.

Para iniciar, serdo descritos os nimeros piramidais triangulares (niumeros tetraédricos),

que podem ser apresentados dada a sequéncia(1,4,10,20,...), A000292, sendo definidos por

S;()=1, $;(2)=4, 5(3)=10, §(4)=20.

Figura 34 - Os quatro primeiros nimeros tetraédricos
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Fonte: Elaboragdo do autor (2024).

Definicao 12 (Recorréncia dos numeros tetraédricos). Denomina-se nimero tetraédrico de
3 Lo , . g .
ordem n e representado por S (n), o n-ésimo niimero figurado tridimensional que representa a

quantidade de pontos necessarios para formar um tetraedro regular composto por camadas
triangulares sucessivas.

A sequéncia dos nimeros tetraédricos pode ser definida recursivamente por:
n+l)(n+2
=5+ N g

De fato, tomando nimeros tetraédricos como a soma sucessiva dos # primeiros nimeros

triangulares tem-se S;(1)=1=5,(1). Da mesma forma, S;(2)=4=1+3=5;(1)+5,(2).
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Perceba que a estrutura na forma expandida pode ser representada também por numeros
lineares. Pode-se observar que S;(3)=1+(1+2)+(1+2+3), ou seja, S;(3)=1+3+6, ou
S3(3)=S;(2)+ S, (3), e assim sucessivamente.

Usando essa ideia, pode-se definir a forma recorrente para qualquer nimero piramidal.
A forma que representa o termo geral para numeros piramidais pode ser analisada a partir da
forma geral dos ntimeros tetraédricos. Portanto, nessa se¢ao serd construida também a forma
geral dessa sequéncia para que possamos relaciona-la a construcdo de todos os numeros
piramidais, de modo analogo ao que foi feito anteriormente para os nimeros poligonais.

Para encontrar a fébrmula dos nimeros tetraé¢dricos, € necessaria a definicao da soma dos

n numeros quadrados, que pode ser encontrada em Baumann (2019).

Lema 1 (Soma dos n niumeros quadrados). Denomina-se soma dos n primeiros quadrados a
expressao numérica formada pela adigdo sucessiva dos quadrados dos n primeiros nimeros
naturais, isto &,
S =1P+2"+--+n’
A forma geral resultante dessa expressao, ¢ dada por:

_ n(n+1)(2n+1)

Sn
6

Com essa formula, pode-se enunciar um teorema sobre a formula geral dos niimeros
tetraédricos, embora este ja seja amplamente conhecido nos textos sobre numeros figurados. A
ideia aqui € exibir o teorema por se tratar de uma formula que sera bastante usada no decorrer
do texto, portanto necessita de ter sua estrutura provada de forma separada.

Na Figura 35 apresenta-se novamente os quatro primeiros nimeros tetraédricos com um
crescimento triangular, mostrando a Gltima camada de outra cor para que se perceba claramente

a lei de recorréncia.
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Figura 35 — Sétimo ntimero tetraédrico formado pela adi¢do do sétimo niimero triangular ao

sexto numero tetraédrico

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Assim, tem-se:
S;()=1=5,(1)
S3(2)=4=1+3=S,(1)+5,(2)
S7(3)=10=1+3+6=S,(1)+5,(2)+S,(3)

S2(n) = Sy(1)+ S4(2) + 8,(3) 4+ Sy(m) = 3 8,(1)

i=1
. 3 o ’ r . 4
Teorema 5. Seja S;(n) o n-ésimo numero tetraédrico, formado pela soma dos » niimeros

triangulares, a forma geral que o define ¢ dada por:

nn+)(n+2)

52 =D

Demonstracgio. Observa-se que S;(n) =1+3+6+---+ @ . Porém, cada namero triangular

pode ser representado usando a férmula fechada, ou seja

L+ 2:2+D) 3-G+D)  n(n+D)
2 2 2

S;(n)= . Separando os quadrados, segue que

2+22+32+---+n2)+(1+2+3+---+n)
2

(1
S3(n)= Pode-se reescrever como

2S;(n):(12+22+32+---+n2)+(1+2+3+---+n). Como ja se sabe que
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ou

- +1)(2n+1 < +1
3 _n(n )6( n+l) e que Zi:n(n2 ), . 2S33(”)=n(n+1)6(2n+1)+n(n2+1)’
i-1 i=1

ainda S} (n)= n(n +11)§2n L)) + 3n(1nz+ D . Colocando o termo n(n+1) em evidéncia, tem-se

n(n+1)2n+1+3) n(n+1)2n+4) 2n(n+1)(n+2)
12 - 12 - 12

n(n+1)(n+2)

e

83 (n) =

, ou seja:

Si(n) =

]
Usando ainda o GeoGebra para determinar os 100 primeiros termos dessa sequéncia,
obteve-se a Figura 36 apresentada a seguir. Essa representagdo mostra mais uma forma de
visualizar a sequéncia por meio do GeoGebra, evidenciando como o sofiware pode contribuir
significativamente para a compreensdo dos padrdes ndo s6 geométricos, mas também os

numeéricos envolvidos no estudo.

Figura 36 - NUimeros tetraédricos como lista no SG

+ Janels de Visualzapdo

fL,a, 10, 20 35, 56, B4 120, 1ad, 220, 280, 2o, 455, 5e, c30, §Lo, 509, L1140, 1350, 1540, 1771, 2024, 2300,
Ji, B2 BTG Bo5E 4050, 4405 4ha0, 3456 R6A4 G345 D140 TYTE BL3GE R1AG DERO, | (ndl, | 14E
12347 13244 14190 15180, PE2 1S 17200, 18424 19600, 3025 X000, 13420, 24804, 206235, 29720 19260,
IUESER RIA0A, G120, W50, ATHIN FETT. 41664, S16E0, A3 TR, 47905, 30116 52394, 54740, STTES, F90640.
GAT0A BdEI4. RTR2S TOA0, FTR1EE, TROTS, TA0T9 HZTA0, 83520, BRSAL PISKL. 5284, 9E70, 10230
LESSSS, 108736, 113564, D174, 121455, 125580, 1ZY766, 134044, T3R41 5. T4TRS0, 147400, 152095,
Laab1s, 161700 Lagesn, D717}

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Além disso, o uso do GeoGebra permite explorar dinamicamente a formagdo e o
comportamento da sequéncia. Isso contribui para a constru¢do de representacdes diferentes e a

percepc¢ao das regularidades que surgem a partir dos termos.

Proposicao 2. A recorréncia dos nimeros piramidais ¢ dada por

§ (n+1)= 52 (n)+5, (n+1)
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~ ; . . 3 . ,
Demonstracio. Observa-se que um niimero piramidal S;(7) possui em sua base o nimero

poligonal S,(n). Portanto, para construir o préximo numero piramidal S;(n+1), basta

adicionar ao seu anterior o nimero poligonal S;(n+1). [

Teorema 6 (Forma geral dos niumeros piramidais). A formula geral para o n-ésimo niumero
piramidal m-gonal tem a forma:

n(n+D)(m—-2)n—m+)5)
6

S, (m) =

Demonstracio. Para os nimeros piramidais, a forma geral ¢ descrita por meio de uma relagao
de recorréncia, conforme observado no caso dos numeros piramidais triangulares. Assim, tem-
se:

n-(n+1)-((m—2)-n—m+5)+(n+1).((m—2)-(n+1)—m+4)

S (n+1)=8(n)+S, (n+1) = - :

(”gl)[ (m=2)+n-(5-m)]+ ("H) 3 [(m=2)(n+1)—m+4]

=D -2y o5+ (””) [3(n+1)(m—2)=3-(4—m)]

(”;“1) [(n® +3n+3)(m=2) +n(5—m)+3(4—m)]

_+D e +3n+2)(m—2)+(m—2)+n(5—m)+3(4—m)]

=D 0 4304 2)(m=2) 4 (m=2) + (0 +2)(5=m) =2-(5—m) +3-(4—m)]

= CD )+ 2)(m=2) 4 (0 2)(5 = m)+ m =210+ 2m +12—3m)

_(n+) (n+1)(n+2)-[(m—2)(n+1)—m+5]

J(n+D)(n+2)(m-2)+(n+2)(5-m)]=

6
n(n+1)(m—-2)yn—m+5)

HUE -

[
Dessa forma, agora sera descrito outro tipo de representacao de sequéncias: as fungoes

geradoras, que serdo objeto de estudo do proximo topico.

3.6 Funcio geradora
A fungdo geradora, ferramenta matematica amplamente utilizada por Leonhard Euler
notadamente em sua obra Introductio in analysin infinitorum, teve seu conceito reconhecido

como central no estudo de séries e no tratamento de problemas envolvendo sequéncias
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numéricas, conforme apontado por Machado (2015). Posteriormente, outros matematicos de
destaque, como N. Bernoulli e P. S. Laplace, também recorreram as fungdes geradoras como
instrumento fundamental para a formalizagdo e resolugdo de problemas em distintos contextos
matematicos.

As fungdes geradoras apresentam aplicagdes em diversos campos do conhecimento
matematico e cientifico, com destaque para a analise matematica, a teoria das probabilidades, a
combinatoria € a mecanica estatistica. Essa versatilidade evidencia o carater unificador dessas
fungdes, uma vez que permitem descrever, de forma compacta e estruturada, propriedades e

relacdes associadas a sequéncias e estruturas discretas.

Defini¢ao 13 (Fungdo geradora). Chama-se funcio geradora de uma sequéncia (a(n)) L, 2

estrutura matematica dada por:
F[a(n),x] =a(D)x+a)x’ +a3)x’ ++--+a(n)x" +---
em que a(1),a(2),...,a(n) sdo os termos da sequéncia (a(n))
Deza e Deza (2012) apresentam a seguinte solucdo para se encontrar a fungdo geradora
para qualquer sequéncia linear homogénea.
Seja f(x)=a, +ax+ax’ ++a x" eg(x)=b,+bx+bx’ +--+bx", comm<n,de

ALY

modo que 0 quociente ? , tenha  como  resultado a  funcdo
g\x

2 ~ r A -
Cytex+ex +--+c, X" ++-+cx"+-++. Esta fungdo é chamada de geradora da sequéncia
: 2
C15C1rCosennsChppunnsCppenn . Assim,  f(X)=g(x)- (¢, +cx+cx" +--+c, X" +--+c x"+--), que
. 2 2
pode ser reescrito como @, +ax+a,x +---+a x" =(b,+bx+bx" +---+b x")

(¢, +ex+cx’ ++c X" +++-+c x" +--). Entdo, pode-se determinar o valor para cada 4@;,
com i > N. Com base na igualdade, tem-se que:

a, = by,

a, =byc, +bc,

a, =b,c, +bc, +byc,

a, =byc, +bc, +b,c, + by,

a,=bc, +bec,  +bec, ,+--+b c,

m-2

Ainda se tem que os valores de b e ¢ maiores que m sdo todos nulos, ou seja:
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0=byc,,, +bc, +bc, +--+b .c,
0=byc,+bc, +bec, ,+---+bc,
0=b.c,,, +bc,+bc, ,+---+b,,.c,
0=>byC,. +bC,y 00y +- 4D, 46

Agora vejamos que dada uma sequéncia qualquer, podemos determinar uma recorréncia

linear de modo que essa sequéncia seja a solugdo da recorréncia. Entdo tomando como base a

sequéncia CosC5CyseensCpyenesCpponnny e a recorréncia linear

b,c

o +be.  +bc, o, +-+b c,=0, sendo Dy,0,b,,b;,....D, os coeficientes dessa

n+k—1
recorréncia, assim, pode-se determinar os valores de a para o maior indice m possivel em

relacdo a n, ou seja, n — I, usando os valores iniciais da recorréncia linear. Entdo, ¢ possivel
2 m __ 2 n 2
reescrever a,+ax+ax +--+a x" =, +bx+bx +---+bx")(c, +ex+cx +---+
¢, X" +--+cx"+--), com indices n. Desse modo, tem-se que: @, +a1x+a2x2 -I—----I—an_l)c"_1 =
2 2 .
(by+bx+bx"+---+bx")c, +ex+c,x" +-+c X" +-+1), ou ainda,

2 n—1
a,tax+a,x”+---+a, x
2 n
by +bx+b,x" +---+b x

=c, +cx+c,x’ ++--+c x" +---. Definindo os valores para a com

base no indice n:
a, = by,
a, =b,c, +bc,
a, =b,c, +bc, +byc,
a, =b,c, +bc, +b,c, +bic,

a, =bc

. +bc, ,+bc, s +--+b,

Sempre que se deseja descobrir uma fun¢do geradora para sequéncias subsequentes, ¢
crucial ter conhecimento dos seus primeiros termos e garantir que a equacdo de recorréncia seja
homogénea. Agora, serd abordada a descri¢cdo das primeiras sequéncias dos nimeros figurados
que compdem os gnomons dos numeros poligonais. No entanto, antes disso, serd feita uma

introducdo breve sobre os nimeros figurados a luz da matematica que os envolve.

3.6.1 Funcao geradora de numeros poligonais
Para determinar a funcao geradora das sequéncias dos nimeros poligonais, ao ja possuir
a forma candnica, deve-se ter somente a recorréncia linear e homogénea e os primeiros termos

das sequéncias desejadas.
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Assim, tudo que ¢ preciso agora ¢ de uma sequéncia, sua recorréncia e seus valores
iniciais e, empregando elementos aritméticos de acordo com Deza e Deza (2012), ¢ possivel
encontrar sua func¢dao geradora. Vamos tomar como exemplo a sequéncia dos numeros

triangulares(1,3,6,10,15, ...).

Lema 2. A relag¢do de recorréncia homogénea para os nimeros triangulares ¢ descrita como:
S,(n+3)=3S,(n+2)-3S,(n+1)+S,(n)
Demonstracio. A formula para se encontrar o préximo nimero triangular a partir do anterior
como visto anteriormente ¢: S,(n+1)=S,(n)+(n+1), que ¢ uma recorréncia linear ndo
homogénea; e, para encontrar a recorréncia linear homogénea relacionada a essa sequéncia, ¢
preciso usar alguns processos algébricos. Veja que: S,(n+2)=S,(n+1)+(n+2), e ao subtrair
a primeira da segunda formula, observa-se que:
S;(n+2)=S;(n+)=S;(n+1)-S;(n)+(n+2)—(n+1)
S,(n+2)-S;(n+1)=8,(n+1)—-S,(n)+1
S,(n+2)=28,(n+1)—-S,(n)+1
Agora adota-se
S,(n+3)=8,(n+2)+(n+3)
e subtrai-se
S,(n+2)=28,(n+1)-S,(n)+1
com isso,

S,(n+3)=S,(n+2)=S,(n+2)=28,(n+1)+ S,(n) + (n+3) -1
S(n+3)=28,(n+2)=2S,(n+1)+S,(n)+(n+2)

Usando o mesmo procedimento, pode-se subtrair:
S;(n+2)=8,(n+1)+(n+2)
de
S,(n+3)=28,(n+2)-2S,(n+1)+S,(n), +(n+2)
Visando eliminar o termo (# + 2), portanto:
S,(n+3)=S,(n+2)=28,(n+2)=-25,(n+)=S,(n+ D+ S;(n)+(n+2)-(n+2),
ou seja,

S,(n+3)=38,(n+2)—3S,(n+1)+5,(n)
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Perceba que a recorréncia encontrada ¢ linear homogénea de 3* ordem. Reescrevendo
essa recorréncia igualando a zero, tem-se que S;(n+3)-3S,(n+2)+3S,(n+1)-S,(n)=0. A

partir disto, pode-se enunciar um teorema.

Teorema 7. Seja F(S,,x) a fungdo geradora dos niimeros triangulares, sua formula ¢ dada por:

1
F(Sg,x)—m,

x|£1

Demonstracio. Veja que comparando com a fungdo genérica,

2 n—1
a,+ax+a,x +---+a, x
by +bx+b,x* ++--+b x"

_ 2 n
—CO +C1x+C2X +--~+cnx +---

como temos »n =3, ao reescrever com os valores, tem-se

2
a, +a,x+a,x

- S =C X+,
by +bx+b,x” +b,x

+ex e

3

Também se sabe que os numeros b,,b,,b,,...,b, sdo coeficientes da recorréncia. Entdo
determina-se:
g(x)=b, +bx+bx* +bx’
com os valores de
S,(n+3)—38,(n+2)+38,(n+1)— S,(n) =0,
que agora podemos escrever

¢,.,—3c,.,+3,. —c =0.

n+2
assim sendo, temos que:
b,=Lb=-3,b,=3e b, =—1,
com isso g(x)=1-3x+3x’—x’ ou seja g(x)=(1-x)".
Como se trata de uma recorréncia linear de 3* ordem, € preciso ter os trés primeiros

valores na sequéncia. Assim, tem-se
S,()=18,2)=3_ 5,(3)=6

que agora pode-se escrever

Por fim, sdo encontrados os valores dos coeficientes do polinomio &,4,e @, conforme

as igualdades
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a, =byc,,a, =byc, +bcy,a, =bc, +be, +byc,

Entao, segue que:
a,=1-1=1
a=13-3-1=0
a,=1-6-3-3+3-1=0
Entdo, tem-se que

f(x)=1, logo a funcdo geradora para os nimeros triangulares ¢é:

_fEx; = ! 5 =1+3x+6x" +--+ S, (m)x" " +---
g(x —-X
Multiplicando a igualdade por x;
) x s =1r4+ 30" +6x° 4+ 8 (n)x" +---
gx)  (1-x)

Usando um recurso computacional para verificar a fun¢do geradora obtida, tem-se:

Figura 37 - FG dos nimeros triangulares pelo software Maxima

AP Lele W [ L3
(" (%i2t} rectform(%);
[5all)
I (1-47
[ (3%it2) trigrat%};
r )
el ————
:1-3 x?ﬂ |
I {3025} tytorfroctform{3%), x, 0, 100};

(eaZSHT) r+ 3w +ba # 10 x #1527 2 w% 220 27 #3640 545 27 455 1 w66 ot 70 o2 w01 w108 M e 120 1 F 136
w8183 17l B o0 0 200 20 080283 200 2 300 0 135 0 2350 120 137 2T 1406 kP 235 .8 4
465 1 w36 70 2528 P w55t v 2505 ¢ M w530 7 w665 4 4 703 4T w71 P 0 7m0 o w200 oY w61 ¥ wom A wig
xS0 1005 4 T A 1080 P 10 xS LG N 1225 xS LTS A 106 e #1ITE P #1431 2 #1485 7 41590 x
#1595 0 4 1853 0 +1710 2 1770 o 100 % o 1091 2P0 1053 5T amne ¥ o080 oM 05 M ot M 1Y -

[| 2346 x® w2415 % 5 245 470 52558 ¥ w2628 ¥ S 701 4 S 2TTS &7 #2850 77 #2926 70 43000 47T #3081 70 4 316D &7 4
(| 3240 x™ #3320 x50 #3903 52 3085 % 2 3570 ¥ 3658 % 301 0 300 7 3906 % 0008 4T 095 ¥ s 4
4278 P a7t % a6 ™ 0550 % g5 % a7m3 oV g5 ™ amm o 25050 614

55

Fonte: Elaboragdo do autor (2024).

De modo geral, sabe-se que:
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S;(n+)=8;(n)+n+1
S,(n+1)=S,(n)+2n+1
Ss(n+1)=S8;(n)+3n+1

S (n+])=S§ (n)+(m-2)+1
Com os primeiros termos da sequéncia dos nimeros m-gonais, a partir de n =1, so:

S (=15 (2)=m
S 3)=m+(m=2)-2+1=m+2m—4+1=3m-3

Teorema 8. A funcdo geradora dos nimeros m-gonais ¢ dada por:

_ x(1+(m—3)x)

G[Sm,x] ()

Demonstracio. A funcido geradora para o n-ésimo nimero m-gonal pode ser encontrada
usando:

S (m+)=S (n)+(m-2)n+1.,S (n+2)=S (n+1)+(m-2)(n+1)+1

S n+2)-S (n+1)=8S,(n+1)-S,(n)+m-2

S (n+2)=2S (n+1)-S, (n)+m-2.

S (n+3)=S (n+2)+(m-2)(n+2)+1

S (n+3)-S, (n+2)=S (n+2)-2S (n+1)+S,(n)+(m-2)(n+2-1)+1

S (n+3)=2S (n+2)-2S (n+)+S,(n)+(m—-2)(n+1)+1.

S (n+3)-S (n+2)=2S (n+2)=38 (n+1)+5, (n)

S (n+3)=3S (n+2)=35, (n+1)+S, (n).

S (n+3)=3S (n+2)+3S, (n+1)=S, (1) =0

Onde:

a,=byc,=1-1=1

a,=byc,+bcy,=1-m-3-1=m-3

a, =byc, +bc, +b,c,=1-3m—-3)-3m+3=0.

fx)=1+(m=3)x,g(x) =(1-x)’

S _ 1+ Om X g ()48, (205t S, ()X +et S, (M 4o
glx)  (I-x)

G[Sm (n),x] = W

=S (Dx+S,(2)x*>+8,3)x* +...+8, (n)x" +--
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Pode-se comprovar esta férmula com a ajuda do Méxima, como nos mostra a Figura 38:

Figura 38 - FG dos nimeros poligonais com o auxilio do Méaxima

k

ﬁ" -l |:]-.':°!"|--E i.1'

[ = wmareiags

¥t} fmylox®{(med ) 10 S, x, 0, 1005

ety s +mt+ (I m-20ad 2 (8 -8 x s U0 m-151 57 (05 m-24020 £ (21 w3527 (28 m-483 r8 (3 m-a2) 2?5 (45 m-200 5 4 (55 m-gh L+
{6 m- 1200 = 8 -3y 2 000 me s (05 w105 H (020 m- 20005 0 (136 - 2550 6T+ (38 m- 2880 4 (071 me 20802 0+ (190 - 60)
P (200 me 30 T (030 - 00) 5 (258 m-488) 1+ (276 me 328+ (00 m-373) 5 + (325 m- 624y 035 meg 7+ (78 m- o
(4008 m- 783000+ (435 m-8400 170+ (465 m- 899+ (408 m-00 = (528 m- 1029 5 4 (561 m- 088 305 m- 20550 4630 m- 1204y 1+ i
(e m- 126505 4703 m- 1 388) T+ (740 w2y 104 0080 me 03200 n 0+ (820 m- 1399) x4 (860 m-1680) £+ (903 me- 1760 5+ (098 mr- 1848 1+
(900 m- 18331 % + (1045 m-2004) 30+ (2087 m- 21050 r*T + (1128 m- 2008 x4+ (1076 m-2303) 1% #1225 m- 24000 57041275 m-2499) 171 +
(1326 m-2600 r2 = (1378 m-2708) 5+ (143 m- 2808 % # (1485 m-2005) 57 4 (1540 m-3024) 120 4 (1398 m- 3235 57 + (1653 m-3248) ¥4+
(L7 33630 004 10770 m- 34800 10 {1830 m-3399) 1%+ (2800 m-3720) x+ (09053 m-3843) 5+ (2006 m-2068) 2+ 2080 m- 4085 1 2+
(2045 m-4220) ¥ =000 m-4335) 5% #0278 m-4488) 104 (2396 m-9020) x4+ (2405 m-4760) x4+ (2485 m-4800) 5™+ (2536 m- 30407 +
(2028 m-3083) k™4 (2000 m- 3308000775 m-3478) 0 (2850 m-3624) 10+ (2006 m-75) 87T 4 (300 m-3028) x ™+ (3080 m-6083) 570+
(00 62401 104 {3240 m- 6399 1M (2300 m-6360) 1+ (3403 m-6723) r ™ < (2480 m-a888) M+ (5 70m- 7035+ (3655 m- 7204 £ P04
(3740 730801 (3828 m-7368) 5% + (3006 m- 7243 0+ (4005 m- 7000 10+ (4005 mr-8009) 1™ + (4185 m-8280) 5+ (4278 m- 8463y
(4370 m-8698) % 4 (4467 m-8835) 15+ (4360 m- 90241 %0 - (4650 m- 92053 ¥ 44753 m-9008) 1+ (4851 m-080) 5™+ (9950 m- 0800y 05,

§

Fonte: Elaboragdo do autor (2024).

Desta forma, descrevemos as principais maneiras de apresentar nimeros poligonais com
o auxilio dos softwares GeoGebra e wxMdéxima. Ademais trataremos da func¢do geradora dos

numeros piramidais.

3.6.2 Funcao geradora dos niimeros piramidais

Descrevemos agora a funcdo geradora desta familia de sequéncias. Temos que os
nimeros piramidais sdo formados pela soma dos n primeiros numeros poligonais. Assim,
manipularemos a fun¢do geradora dos numeros poligonais para que esta nos apresente a FG dos

nimeros piramidais:

Corolario 1. A fungdo geradora dos numeros piramidais pode ser obtida através da fungdo

geradora dos numeros poligonais e ¢ dada por

63,42

Demonstracao. Usando a fungdo geradora dos nimeros poligonais, tem-se:
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_x(I+(m-3)x)
 (1-x

G[S, (n).x]

S, ()x+8,(2)x* +-+8, (n)x" +--

. 1
Multiplicando a fun¢do geradora dada por e tem-se:

x(I+(m-3)x) 1
(I-xP  1-x

x(1+(m—3)x)
(1-x)*

G[Si (n),x]

Z(Sm(l)x+Sm (2)x* +---+8, (n)x" +---)-(1+x+x2+---x”_1)

=S, (1)x+(S, (1)+5,(2))x" +--+(S, (1) x+S, (2)+---+8,, (n))x" +---

_ x(I+(m-3)x)
- (-0

x|<1

b

[

Assim, apresentam-se as representagdes por funcdo geradora de duas familias
importantes de nimeros figurados: os numeros poligonais e os nimeros tetraédricos. Na
proxima secdo sdo apresentadas outras formas de representacdo de numeros figurados. Desta
vez sera apresentada uma representagdo por meio de matrizes, com a nogdo de matriz

companheira para essa classe de nimeros.

3.6.3 Funcao geradora dos nuumeros simplexos

Para essa forma de representacdo da sequéncia dos nimeros da classe dos simplexos,
adota-se a ideia de que, para encontrarmos o n-¢simo numero simplexo de uma dimensao £, €
necessario somar os # primeiros termos dos seus analogos da dimensao k1.

Assim, para generalizar as fungdes geradoras dos nimeros simplexos, observa-se que

x _x 1 s
(1-x° (1-x)" (1-x)’

nd

0 7 a funcdo geradora dos numeros tetraédricos, € a
(1-x) (1-x)

fungdo geradora da sequéncia (1,1,1,1,....1) , considerada a zero-dimensional da familia dos

analogos dos numeros triangulares. Sendo assim, observa-se a obtencao da fungao geradora dos

numeros pentatopes, segundo Deza e Deza (2012), que sdo os simplexos 4D. Desse modo:

o LS0)r+(S @) +{S @)+ +(S00)x | (Lerea e p)
—X

=(S7(D)x+ (S5 +85(2))x* +(S; (D) +S3(2) + 55(3))’ +---+(iS§(i)jx”

=(S{()x+(S1(@)) 2 +(S{(3)) "+ +( S5 (m)) "

:i(Sf(i))x”

i=1
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Partindo dessa observacdo, e com as foérmulas dos termos gerais de cada um dos
numeros lineares, triangulares, tetraédricos e pentatopes, de acordo com Deza e Deza (2012),

pode-se encontrar a funcdo geradora dos numeros simplexos k-dimensionais para k€N .

Teorema 9. Dada a fungdo geradora dos numeros simplexos descrita por G[S;‘ (n),x] sua

forma pode ser construida a partir dos nimeros triangulares e dada por:
k N X
G[S3 (n), X] = W

Demonstracao. A fun¢io geradora correspondente a cada dimensao dos simplexos ¢ dada por

X
(1-x)’

para os numeros lineares, ou seja, para £k =1; com k =2, ou nimeros triangulares, ¢

X , g . .
dada por T ; para os tetraédricos € 4D com k=3 e k=4, respectivamente, —* ¢

-X (1 —x)4
X
* _. Entdo para um certo k,k e Ne k>0, temos a fungdo geradora G[S;‘ (n),x] =—.
(1 _5)5 (1-x)
De fato, isso pode ser demonstrado usando o produto das fungdes a al 7 ﬁ , onde:
-X -X

x __x 1 :(S;‘_l(l)x+S3k_l(2)x2+---+S3k_1(n)x")(l+x+x2+---x”_l)

(l_x)k+1 (l_x)k (l_x)
:S3’f—1(1)x+(S3"—1(1)+S3"—1(2))x2 +(S3k-1(1)+5§-1(2)+S§_1(3))x3 .
(ST + ST Q)+ ST @) e+ 87 () )1 = SE(Dx+ SE(2)x7 + S B)x 4+

+85(n=Dx"" + 855 (n)x",

x|<1

Assim, apresentamos as representacoes por meio de fungdes geradoras de duas
importantes familias de nimeros figurados, os nimeros poligonais e os nimeros tetraédricos,
além da classe dos niimeros simplexos. Na proxima secdo, serdo exploradas outras formas de
representacdo desses nimeros, desta vez utilizando o conceito de matriz companheira, cuja
estrutura incorpora relagdes de recorréncia que permitem descrever algumas propriedades

dessas classes numéricas.
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3.7 Configuracio pelo GeoGebra

Nesta se¢do, apresentamos a construcdo de alguns numeros figurados a partir da
constru¢do de nimeros triangulares, e seus analogos 3D — os numeros tetraédricos —, o que
propde uma relagdo aritmética entre os nimeros apresentados e nimeros triangulares, base de
todas as construgdes que serdo mostardas nesta etapa.

Para isso, as figuras serdao apresentadas com uma interface diferente, mostrando passos
no GeoGebra para que o leitor observe que de fato a construgdo fora elaborada no software.
Isso permitird uma maior aproximagdo dessa classe de sequéncias com a sua visualizagdo
manipulavel e a expansdo das relagdes observadas na se¢do 3.5.5 para as outras familias de

numeros figurados.

3.7.1 Relagdo entre numeros figurados planos com o uso do software GeoGebra

Essa secdo tem como objetivo apresentar algumas propriedades construidas a partir de
manipulagdes feitas no software GeoGebra. Essas manipulagdes, que por sua vez resultam em
propriedades, fazem parte da transposicdo didatica dos numeros figurados e de suas
representacdes a partir de nimeros triangulares, visando o ensino.

Para inicio, serdo apresentados os numeros triangulares com o uso do software
GeoGebra, com sua relacao de recorréncia e termo geral. A Figura 39 representa a sequéncia

mencionada j4 construida no GeoGebra.

Figura 39 - Quinto nimero triangular
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Fonte: Elaboragdo do autor (2024).
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A Figura 39 ilustra a recorréncia da sequéncia, na qual pode-se notar que, para formar
o proximo numero triangular, ¢ necessario adicionar o nimero triangular anterior a um numero

natural que representa a ordem do proximo nimero, ou seja:
A (n-i—l) =5, (n)+(n+1),S3 (l) =1

Esta formula, que ja fora apresentada nas secdes anteriores, pode ser vista agora de

acordo com a visualiza¢ao, bem como a forma de termo geral, que remete a soma dos nimeros
‘ ‘ n (n + 1) ‘
naturais sucessivos e resulta em S, (n) = T, formula esta, também ja apresentada e que
representa uma das bases de todo o estudo de nimeros figurados.
A partir dessa observacao, pode-se expandir o conceito abordado na se¢do 3.5.5 para
outras classes de numeros figurados planos. Iniciaremos pelos numeros poligonais

centralizados que, segundo Deza e Deza (2012), sdo nlimeros que:

formam uma classe de ntimeros figurativos, nos quais camadas de poligonos sio
desenhadas centradas em um ponto. Cada nimero poligonal centrado ¢ formado por
um ponto central, cercado por camadas poligonais com um niimero constante de lados.
Cada lado de uma camada poligonal contém um ponto a mais do que qualquer lado
da camada anterior, de modo que, a partir da segunda camada poligonal, cada camada
de um numero m-gonal centrado contém m pontos a mais que a camada anterior
(Deza; Deza, 2012)

Definicao 14 (Forma geral dos numeros poligonais centralizados). Segundo Deza e Deza

(2012), o n-ésimo termo do niimero m-gonal centralizado CS, (1) pode ser dado pela formula
CS, (n)=1+ mM
2
Em particular, os nimeros triangulares centralizados podem ser obtidos quando
preenchemos com triangulos ao redor de um ponto, formando camadas em que cada tridngulo
formado tenha um ponto a mais em cada lado se comparado ao seu anterior. Os primeiros termos

dessa sequéncia sdo (1,4,10,19,31,...) catalogados como A005448 na OEIS.
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Figura 40 - Numero triangular centralizado
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Algumas propriedades podem ser obtidas a partir da manipulagdo dessa configuragdo

dentro do software GeoGebra. Para isso, a mesma imagem sera reapresentada na Figura 41,

agora utilizando cores organizadas em grupos de nimeros triangulares.

Figura 41 - Numero triangular centralizado via numeros triangulares

TC = {1. 4, 10. 19, 31, 46}

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Figura 41 apresenta uma propriedade que relaciona numeros triangulares

centralizados e nimeros triangulares de configuragao comum. Dessa forma, pode-se estabelecer

a seguinte relagao:
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Propriedade 4. A relacdo entre nimeros triangulares centralizados e numeros triangulares
iguais ¢ dada por.

CS,(n)=1+3S,(n-1)
Demonstracao. Desenvolvendo a relacdo, de modo imediato, pode-se concluir que a

n(n—1) n(n—1)
2

propriedade ¢ verdadeira, pois S,(n—1) = ,logo CS,(n)=1+3——=. [ |

2

Essa propriedade, embora trivial, ¢ apresentada de forma simples pelo SG quando
separamos os numeros triangulares para formar o nimero triangular centralizado. Esse conceito
se estende para qualquer niimero poligonal centralizado também a partir das configuragoes.
Outra propriedade pode ser obtida pela Figura, reorganizando os numeros triangulares, como

na Figura 42:

Figura 42 - Configuragao relativa a propriedade 5
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Propriedade 5. A relacdo entre nimeros triangulares centralizados e numeros triangulares

consecutivos ¢ dada por.
CS,(n)=8,(n)+S;(n-1)+S,(n-2) , com CS,(1)=1
Demonstracdo. De modo andlogo a propriedade anterior, pode-se desenvolver a relagdo

encontrada. Dessa forma, tem-se que:

n(n+1)+n(n—1)+(n—l)(n—2)

CS,(n)=S8;(n)+S;(n-1)+8,(n-2)= 5 5 5
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colocando n em evidéncia nos dois primeiros termos e desenvolvendo o terceiro termo, tem-se:

+1+n-1 -)(n-2) 2n* n*-3n+2 2
n(n 2n )+(n )én )=Z+n 2n ,queéiguala%e,porﬁm,

CS;(n)=1+3S8,(n—-1)
]

Nesse caso, essa propriedade pode se estender para os numeros poligonais. Contudo,
como o objetivo desta tese ¢ apenas apresentar propriedades a partir de configuragdes no
GeoGebra, entdo sera utilizada a relacao com niimeros triangulares centralizados como exemplo
para esta classe de nimeros.

Trata-se, portanto, de casos de numeros figurados bidimensionais que se relacionam aos
numeros triangulares, nos quais a visualiza¢ao desempenha papel fundamental na identifica¢ao
e compreensdo de determinadas propriedades. Essa analise evidencia o potencial do software
GeoGebra como recurso de visualizagdo, ao possibilitar a apresentacdo dessas propriedades de
maneira mais acessivel e intuitiva. Ademais, o conceito aqui explorado pode ser estendido ao
estudo de niimeros figurados tridimensionais e de sua relagdo com os nimeros tetraédricos,

abordagem que sera desenvolvida na proxima se¢ao.

3.7.2 Construcdo de niumeros piramidais com niimeros tetraédricos

Os numeros figurados tridimensionais, espaciais ou poliédricos podem ser
representados usando a janela 3D do GeoGebra. Aqui, discutiremos as relagdes desses nimeros
com os numeros triangulares. Dentre eles, os primeiros a serem apresentados sao os numeros
tetraédricos, que sdo formados por somas de niimeros triangulares sucessivos, ou seja, 0 n-

Jo 4 r . 3 e . . ’ .
ésimo numero tetraédrico S;(n), é formado pela soma dos n primeiros nimeros triangulares

S,. Assim, a formula do termo geral para os nUmeros tetraédricos ¢ dada por

S3(n) :W com S;(1)=1 e neN(Alves, 2012). Ao utilizar os comandos de soma

sucessiva dos nimeros triangulares, por meio do “transladar parte da lista”, usando como lista

os numeros triangulares, foi possivel construir a Figura 43:
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Figura 43 - Sétimo numero tetraédrico
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Fonte: Elaboragdo do autor (2024).

Perceba que na Figura 43 temos uma soma de » nimeros triangulares visualizados na
janela 3D. O resultado ¢ uma piramide de pontos que representam os nimeros tetraédricos.

A partir da montagem destes numeros e, usando os mesmos argumentos, pode-se
construir outros nimeros piramidais, e encontrar suas formulas de termo geral. E o caso dos
numeros piramidais quadrados pentagonais, os primeiros sdo os nimeros piramidais quadrados

que formam a sequéncia (1,5,14,30,...) ¢ chamaremos de S;(1)=1,S.(2),S;(3)=14, e assim por
diante. A formula para estes nimeros ¢ dada por S3(n) = w com S;;’ (n)=1
(Conway; Guy,1996, p. 57).

Usando nimeros tetra¢dricos com o apoio do software GeoGebra, pode-se observar a

seguinte relagdo:

Propriedade 6. O numero piramidal quadrado S;(n) possui a seguinte relagdo com niimeros
tetraédricos S; (n)

1) =8 (n)+S;(n-1)
Demonstracio. Usaremos dois nimeros tetraédricos seguidos para construir os nimeros

piramidais quadrados. Temos, entdo:
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Si(m) =S5 (n)+ 83 (n—1)
n(n+1)(n+2) N (n—Dn(n+1)

6 6
_ (n(n+1))(n+2+n—l)
6
_ n(n+1)(2n+1)
- 6

A Figura 44 mostra como a constru¢do apresenta, de fato, numeros piramidais

quadrados.
Figura 44 - Quarto numero piramidal quadrado com destaque na base
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Fonte: Elaboragdo do autor (2024).

Na Figura 44 ¢ possivel observar as duas listas de niimeros tetraédricos, com cores
destacadas, unidas, formando uma piramide de pontos com uma base quadrada; ou seja, de fato,
pela figura e pela formula usada, esses nimeros sdo mesmos os numeros piramidais quadrados.
Esta relagdo também pode ser obtida usando-se a relacdo de nimeros quadrados com numeros
triangulares.

De modo similar, usaremos trés listas para formar os nimeros piramidais pentagonais.
Como temos a base sendo formada por nimeros pentagonais, estes ja apresentados, podemos

encontrar sua formula da mesma forma dos piramidais quadrados.
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De acordo com o que ja foi apresentado anteriormente, um nimero piramidal pode ser

nn+)(m—-2yn—m+5)
6

escrito segundo a formula 3 (n) = ou seja, um nuamero piramidal

usando numeros

pentagonal tem como formula para um termo qualquer s3(n) :w

tetraédrico de modo que S; (1) =S;(n)+2S;(n—1). De fato, tem-se que:

§5(n)=8;(n)+28;(n-1)
_n(ntD(n+2)  2An=-Dm)(n+1)

6 6
_ (n(n+1))(n+2+2n—2)
6
_ n(n+1)(3n)
6

As figuras a seguir apresentam a unido das listas de numeros tetraédricos dentro de uma
base pentagonal. Os numeros formados, de acordo com as férmulas usadas, sdo numeros

piramidais pentagonais.

Figura 45 - Quinto numero piramidal pentagonal, e sua relagdo com niimeros tetraé¢dricos
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A seguir, a Figura 46 apresenta a mesma piramide de pontos, porém com os pentagonos
desenhados para dar a ideia de que esses numeros sdo formados a partir do somatdrio dos

nimeros pentagonais.
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Figura 46 - Outra apresentagdo dos numeros piramidais pentagonais no software GeoGebra
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Fonte: Elaboragdo do autor (2024).

Nas Figuras 45 e 46, as piramides de numeros pentagonais que formam os nimeros
piramidais pentagonais podem ser observadas de duas maneiras: na primeira, é possivel
observar que as listas de nimeros tetraédricos sdo vistos com cores diferentes; na segunda figura
as listas estdo da mesma cor, pois apresenta a pirdmide como um somatorio de n-ésimos
nimeros pentagonais. Ainda é possivel observar a recorréncia de numeros piramidais, como

mostra a Figura 47:

Figura 47 - Numero piramidal pentagonal com énfase na recorréncia

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Desta forma ¢ possivel encontrar a forma de relaciona os niimeros piramidais e os

numeros tetraé¢dricos da seguinte maneira:

Propriedade 7. A relagcdo entre qualquer sequéncia de nimeros piramidais € os numeros

tetraédricos ¢ dada por:
S (1)=8 () + (m-3)83 (n-1)
Demonstracido. Segue que:
S2 (n) = 8 (n) +(m—3) 82 (n—1)
n(n+1)(n+2) +(m_3)(n—1)n(n+1)

n(n+l (n+2+mn—3n—m+3)

6
_ n(n+1)(mn—2n—m+5)
6
_ n(n+1)((m—2)n—m+5)
6

Outros numeros da classe 3D também podem ser explorados a partir dos niimeros
tetraédricos, pois seguem o padriio estabelecido até aqui para nimeros piramidais. E o caso dos
numeros chamados platonicos, ou seja, nimeros cubicos, octaédricos, dodecaédicos e
icosaédricos. Essas sequéncias ja foram apresentadas por Deza e Deza (2012), como suas
formas gerais, e por Barros (2021), com sua visualizagdo. Assim, apresentam-se essas
sequéncias como uma abordagem voltada a sua relagdo com os nimeros tetraédricos.

Para iniciar, apresentam-se os numeros octaédricos, cuja forma geral ¢ dada por

n(2n* +1)

O(n) = ,0(1) =1 (Deza; Deza, 2012). Eles podem ser construidos utilizando o software

GeoGebra, partindo da construgao de duas piramides de base quadrada; como ja temos estes

numeros, ¢ possivel formar os seguintes usando a seguinte propriedade:

Propriedade 8. O n-ésimo nimero octaédrico, ¢ formado pela soma do n-ésimo numero

piramidal quadrado com o (n—1)- ésimo niimero piramidal quadrado.
Demonstracio. Aplicando as férmulas dos niumeros piramidais quadrado, tem-se:

3 (n—l)-n-(Zn—1)+n-(n+1)-(2n+1) _n(2n® =3n+1+2n" +3n+1) _n(4n’ +2)

0
() 6 6 6 6
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O(n) = n(2n® +1)
3
[
Usando os comandos das piramides de base quadradas usadas anteriormente para
construir numeros piramidais, podemos construir nimeros octaédrico no GeoGebra como

mostra a figura.

Figura 48 - Quinto nimero octaédrico
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Fonte: Elaboragdo do autor (2024).

A Figura 48 representa a projecao tridimensional dos niimeros octaédricos como duas
construgdes de numeros piramidais invertidos e unidos pela base, de modo que esta seja comum
a ambas as piramides. Dessa forma, ¢ possivel obter as duas piramides constituidas por nimeros
piramidais quadrados justapostos.

Para a constru¢do dos nimeros cubicos a partir dos numeros tetraédricos, pode-se
realizar o preenchimento de um cubo com tetraedros de forma que nenhuma face de um
tetraedro se sobreponha a face de um tetraedro vizinho. Com base nisso, € possivel montar os

numeros cubicos e formular uma proposi¢do. Para tanto, apresentam-se os nimeros ctibicos que
~ A . 3 .
compdem a sequéncia (1,8,27,64,...) e chamaremos de C,=1,C,=8,C;=27,..,C =n". Assim,

tem-se que:

Propriedade 9. O n-ésimo nlimero ctbico ¢ formado pela soma do n-ésimo, mais quatro vezes
0 (n-1)-ésimo ,mais o (n-2)-ésimo nimero tetraédrico.

Demonstracio. Aplicando a relagdo sugerida, tem-se:
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S; (n)+4S33 (n—1)+S; (n _2) _ n(n +lé(n +2) N 4(n —1)(6n)(n +1) N (n —2)(2 —1)(n)

=2+ D0+ 2)+ 40 =D+ D+ (1=2)(n =)
=%(n2 1342440t —d+nt —3n+2)
-5 = =C(1)

]
As Figuras 49 e 50 representam um cubo formado por numeros tetraédricos. E possivel,
com a separagdo das cores de cada ponto, perceber piramides de pontos em diferentes diregoes,

completando cada parte do cubo.

Figura 49 - Quinto nimero cubico construido com niimeros tetraédricos
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Uma visdo mais aproximada desse nimero ctbico ajuda a identificar os conjuntos de

numeros tetraédricos presentes com o auxilio do GeoGebra.
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Figura 50 - Visdo aproximada de um niimero cubico

0

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

E possivel estabelecer uma relagio entre os nimeros platdnicos e 0s numeros
tetraédricos desde que se observe como o preenchimento com ntimeros tetraédricos € realizado
para construir o poliedro desejado. Por exemplo, para construir os numeros cubicos,
primeiramente divide-se o poliedro em piramides; em seguida, constroem-se as listas de
nimeros piramidais triangulares no interior dessas piramides. Observa-se, entdo, que:

1. O primeiro ponto pertence ao primeiro tetraedro; por isso, existe sempre apenas um
numero tetraédrico n para um niamero platonico n. Os demais serdo construidos a partir
do segundo numero platonico.

2. No segundo numero platonico, devem-se retirar aqueles pontos que pertencem ao
segundo numero tetraédrico, construido anteriormente. No restante dos pontos,
constroem-se outros niimeros tetraédricos.

3. O procedimento deve ser repetido até que a quantidade de numeros tetraédricos seja
igual ao nimero de faces do poliedro que foram separadas em tridngulos. Lembrando
que, como se trata de construgdes de piramides a partir de um ponto, essa piramide nao
poderd ser construida sobre as faces que possuem esse ponto como um de seus vértices.
Assim, 0 mesmo procedimento aplicado aos niimeros cubicos seria o seguinte:

1. Um n-ésimo namero tetraédrico.
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2. Como o segundo nimero cubico ¢ 8, e 4 desses ja pertencem ao agora segundo niimero
tetraédrico, entdo outros 4 numeros tetraédricos serdo formados aqui.

3. Visto que o cubo possui seis faces quadradas, e trés delas contém o ponto inicial, as
outras trés sdo divididas em tridngulos, formando assim seis tridngulos. Ainda ¢
necessario um nimero tetraédrico, que serd construido no préximo nimero cubico; por
isso, ele ¢ um numero do tipo n — 2, estabelecendo-se, dessa forma, a relagdo vista
anteriormente.

Perceba, ainda, que o terceiro nimero dodecaedral ¢ 84, sendo 10 do terceiro nimero

tetraédrico, 64 referentes a 16-S; (2)=16-4 ¢ os 10 pontos restantes. A relagdo entdo sera:
D(n)=S8;(n)+16S; (n—1)+108; (n—2),n>2,D(1)=1,D(2)=20
Assim, os numeros platonicos dodecaedrais que possuem os primeiros termos
(1, 20, 84, 220, 455,...) podem ser escritos segundo a féormula:

n(n+1)(n+2)

1. Um numero tetraédrico S’ ( n) = .

2. Dezesseis numeros tetraédricos S; ( n— 1) = %

3. Retirando-se as trés faces do dodecaedro que contém o ponto inicial, as outras nove
serdo multiplicadas por trés, visto que suas faces sdo pentagonais e, assim, formadas
por trés triangulos, resultando em 27 “faces”. Como ja temos dezessete, nos restam

. . n=2)(n—-1)n
dez listas do tipo S;(n—2)= % .

Usando o GeoGebra para desenvolver esta expressdo, chegamos a Figura 51:

Figura 51 - resolu¢do da relacdo entre os nimeros dodecaedrais e tetraédricos no SG
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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A representacdo destes nimeros no GeoGebra segue na Figura 52:

Figura 52 - 5°, 6° e 7° nimeros dodecaedrais

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Figura 52 apresenta alguns nimeros dodecaedrais em que, a medida que os valores
aumentam, o software apresenta um certo erro nas cores. Porém, pode-se perceber que a

construcao foi feita a partir de piramides de nimeros.

Seguindo os mesmos passos para os nimeros icosaedrais, temos a relagao:
I(n) = S33 (n)+8S33(n—1)+6S; (n—2),n > 2,1(1) = 1,1(2) =12

Usando os mesmos recursos no SG, constata-se que a forma ¢é valida, como mostra a

Figura 53:

Figura 53 - Constatagdo da relagdo entre nimeros icosaedrais e tetraé¢drico no SG
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A representacdo no SG usando esta propriedade se encontra na Figura 54:

Figura 54 - 5°, 6° e 7° nimeros icosaedrais

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

O proximo numero figurado representa uma estrela 3D. Essa figura pode ser construida
de duas formas: pela interse¢@o entre dois tetraedros ou a partir de um octaedro no qual cada
face triangular serve de base para um tetraedro com vértice oposto externo a esse octaedro.

Dessa forma, a Figura 55 ilustra o poliedro no qual se baseiam os numeros da Stella octangula.

Figura 55 - Stella octangula construida com dois tetraedros
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Na Figura 55, observam-se dois tetraedros invertidos. O octaedro que constitui o nicleo
dessa figura pode ser preenchido com os numeros octaédricos. De cada face do octaedro partem
outros tetraedros menores, que geram a Stella octangula. Neste caso, como se trata de nameros
figurados, os nimeros da Stella octangula — também chamados de nimeros da estrela de oito

pontas — possuem uma férmula de termo geral, conforme Deza e Deza (2012), que ¢ dada por:

SO(n) =n(2n* -1)

Figura 56 - Numeros octaédricos construidos no nucleo de uma Stella octangula

. L . 2 P | -
Pl (P P S il I R PR N

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Figura 56 destaca o octaedro que se encontra no centro da estrutura. Essa observacao
¢ necessaria porque, apos a construcdo completa da figura, torna-se dificil perceber esse
poliedro. A partir da construcdo realizada no GeoGebra, apresentam-se duas proposicdes sobre

os numeros da Stella octangula:

Propriedade 10. O n-ésimo nimero da Stella octangula é constituido da soma do n-ésimo
numero octaédrico adicionado a oito vezes o (n-1)-ésimo nimero tetraédrico.

Demonstraciao. Novamente, aplicando a relagdo proposta, tem-se que:
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SO(n) = O(n)+8S; (n—1)
_ n(2n® +1) N 8(m—n(n+1)

3 6
B 2n(2n° +1) N 8(m—n(n+1)
6 6
2n(2n +1+4(n—1)(n+1))
- 6
271(2112 +144n’ —4)
- 6
B 2n(6n> —3)
6
=n(2n* -1)

A construcdo dos numeros da Stella octangula estio representados nas Figuras 57 e 58.

Figura 57 - Sétimo numero da Stella octangula
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Numeros figurados como os cubicos, os dodecaedrais e os da Stella octangula
necessitam de mais de uma visualizagdo, pois trazem, em suas listas de construcao, elementos
que nao sdo totalmente visiveis em uma Unica imagem. Uma visao mais aproximada desses

numeros ajuda a identificar tais elementos.



Figura 58 - Visdo aproximada de um niimero da Stella octangula
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

As duas figuras apresentam os nimeros da Stella octangula sob dois angulos diferentes,

de modo a evidenciar seus oito “bracos”, cada um destacado por uma cor distinta. Em uma das

figuras, ¢ possivel observar a janela 2D do GeoGebra e perceber que também se podem formar

os numeros da Stella octangula utilizando apenas nimeros tetraédricos. O primeiro desses

nimeros ¢ uma unidade menor que o dobro dos demais, devido ao ponto central — conforme

indicado na figura — que servira de vértice para um nimero tetraédrico, enquanto os n—/ pontos

que o dividem constituirdo as bases para os outros numeros tetraédricos. Desse modo, tem-se

que SO(n)=S;(2n+1)+4S;(n+1). De fato,

SO(n)=S;(2n—-1)+4S;(n-1)
_ 2n-1)2n-1+1)2n-1+2) N 4n-Dn(n+1)
6 6
_ 2n-1D2n)2n+1)+4(n—-n(n+1)
6
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2n(4n* —1+2(n* - 1))

6

2n(6n2—3)

=——
= n(2n2 —1)

As Figuras 59 e 60 apresentam esta constru¢ao com énfase nas cores, para diferenciar o
tetraedro maior dos demais. Assim, ¢ possivel observar com maior facilidade a propriedade

empregada.

Figura 59 - Outra construgdo para os numeros da Stella octangula
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Figura 60 - Visao aumentada para a segunda construcao dos numeros da stella octangula

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).



125

As figuras apresentadas nesta secdo foram obtidas com base exclusivamente em
numeros tetraédricos, o que permitiu evidenciar propriedades que os relacionam. Dessa forma,
¢ possivel construir todos os nimeros figurados tridimensionais. Observa-se, ainda, que esses
numeros tetraédricos sdo formados a partir dos nimeros triangulares, sendo estes ultimos
necessarios para todas as estruturas mencionadas.

Esta secdo demonstrou a possibilidade de utilizar o software GeoGebra como recurso
para a descoberta de propriedades de diversos nimeros figurados, sejam bidimensionais ou
tridimensionais. O texto seguiu o percurso de apresentar relagdes entre os nimeros triangulares
e outros nimeros figurados, evidenciando que essa sequéncia ¢ fundamental para a construgao
das demais. Outras possibilidades podem ser exploradas, desde que se disponha da estrutura do
politopo sobre o qual as listas serdao construidas e transladadas. Ademais, existe a possibilidade
de representar formas em quatro dimensdes ou qualquer sequéncia pertencente aos nimeros

figurados.

3.8 Forma matricial de um nimero figurado

Nesta secdo discutiremos as formas matriciais de representagdo dos nimeros figurados
poligonais e piramidais, com a primeira sendo desenvolvida com o objetivo de observar
relacdes e propriedades importantes, e a segunda apenas como apresentacdo para estudos
futuros. Trata-se de um estudo inédito que busca relacionar a matriz companheira presente nos
livros de Algebra Linear, com os nimeros figurados geralmente estudados nos livros de Historia
da Matematica.

A pesquisa objetiva encontrar relagdes entre matrizes companheiras especificas dos
numeros poligonais que representem as sequéncias por meio da recorréncia linear e da forma
geral, oferecendo, assim, uma nova maneira de apresentar tais sequéncias, bem como uma
generalizacdo para indices inteiros a partir do estudo da matriz companheira inversa. Por fim,
a pesquisa demonstra uma forma de obter o termo geral de um niimero poligonal utilizando
exclusivamente a matriz, os nimeros triangulares e os numeros 0-gonais, além da possibilidade
de expansao para quaisquer outras sequéncias de numeros figurados.

As representagdes matriciais por meio da matriz companheira, conforme expressas por
Hallack e Feitosa (2013), constituem o objeto deste topico, no qual serdo descritas, por meio da
definicdo, as matrizes companheiras dos numeros poligonais. Para tanto, é necessario
apresentar uma representacao para as familias de sequéncias das dimensdes vizinhas, isto €, as

matrizes dos numeros gndémicos e as matrizes dos nimeros piramidais. No que se refere aos
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numeros poligonais, serdo descritas algumas observagdes acerca do comportamento das
matrizes quando elevadas a um indice n, observagdes essas que podem servir para descrever o

comportamento das matrizes de outros numeros figurados.

3.8.1 Matriz companheira de uma sequéncia recorrente
De acordo com Lancaster e Tismenetsky (1985) e Chen e Louck (1996), a seguir temos

algumas defini¢cdes acerca de matriz companheira. Sao elas:

Definicao 15 (Matriz companheira associada a uma equacdo de recorréncia). Dada uma

sequéncia numérica (q,,qa,,...,a,,...) com uma rela¢do de recorréncia linear e homogénea de

ordem k dada  por a,, =ca,+ca,  +---+ca,. Existe uma  matriz
0
0
C=|: : : -, ] que ¢ associada a essa recorréncia e, consequentemente, esta
0 0 0 1
G G G G

ligada a sequéncia que ela representa, de modo que:

0 1 0 = 0 Ay L)

0 0 1 - 0}}a,, a,.;
an+3 = an+4

0 0 0o - 1

C G Ca 7 G ) \ Gy Apikel

C
A matriz C também pode ser chamada de matriz companheira.

a

a
2
Lema 3. Seja C" a n-ésima poténcia da matriz companheira C ¢ uma matriz coluna | 4, |, com
a
os termos iniciais de uma sequéncia, cuja recorréncia ¢ dada pora,,, =ca, +c,a, ,+---+c,a,.

Entao:



q i
a2 an+2
n _
¢ a4y |=| Qyis
a @ik
Demonstracao.
Tem-se, para n=1, que
a a,
a, a,
C-la|=| a,
ak ak+l
de forma que
a a, N a a,
a, a, ),y a, s
2 _ _ 3 _
Colay |=| a5 |=| ays [,C | ay |=| ag
a, L) ik a, pss
de modo que:
al a/1+1
a2 an+2
n f—
C"lay |=|a,;
a @ik

a3+1
()

Q343

A3, 5

127

Assim, se encontrada a matriz C”, € possivel utilizar sua forma matricial como método

para encontrar os termos de uma dada sequéncia numérica.

Lema 4. Seja C" a n-ésima poténcia da matriz companheira

0 0 0 a, 4

0 0 1 0 ty Ay
C=|: : : .. i |,umamatriz 4, ,=|dy, a,

0o 0 0 1 Do

com j>1
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e (a;,a,,,a,;,...,a,) termos consecutivos de uma sequéncia que possui recorréncia linear,

homogénea e de ordem & igual a a,,, =ca, +c,q, , +---+c,a, . Entdo:

a, dyp Gz - 4y Aiemy Yenyz  Qaems " Qany
Gy Gy Gyttt dy; Aot Qw2 Aoz 0 Qo

n — P
C'-lay ay ay o G |=| ey Aainp Qe A3inyj
Ay Gy Gy vt 4y Aginyy ka2 Yaemys " Qany)

Demonstracdo. De modo analogo ao lema anterior, pode-se repetir o calculo feito para a
primeira coluna com as demais, pelo produto de matrizes. Isso significa que a matriz 4 pode
conter varias colunas, porém apenas k linhas. ]

A seguir apresentam-se algumas matrizes especificas de numeros figurados,
inicialmente estabelecendo a dos nimeros triangulares e, em seguida, expandindo a ideia para

nimeros poligonais e piramidais.

3.8.2 Matriz companheira dos niimeros poligonais e piramidais
Pela definicdo de matriz geradora e, dada a recorréncia dos numeros poligonais e
piramidais, pode-se escrever a matriz companheira para essas duas familias de sequéncias.

Assim, as matrizes sao dadas por:

Proposicao 11 (Matriz companheira dos numeros poligonais). A matriz companheira dos

numeros poligonais M ¢ dada por:

1 0
0 1
-3 3

Demonstracio. Dada a defini¢do de matriz companheira e a recorréncia para um numero

0 1 O
poligonal descrita por S, (n+3)=3S, (n+2)-3S, (n+1)+S, (n) entdo M, =0 0 1
1 -3 3

Proposicio 12 (Matriz companheira dos niimeros piramidais). Sendo MS’ a matriz

companheira dos nimeros piramidais, sua forma ¢ dada por:
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01 0 0

00 1 0
M, =

0 0 0 1

-1 4 -6 4

Demonstracao. Para isso devemos apresentar uma recorréncia homogénea para os numeros

piramidais, que na defini¢do de matriz companheira ¢ dada por:

§2 (n+1)=82 (n)+S, (n+1) ,

)
e da forma geral dos poligonais,

n((m-2)n-m+4)

S, (n)= 5

2

(2)

Segue que:

Sy (n+2)-S, (n+1)=58, (n+1)+S, (n+2)- (S} (n)+S, (n+1))
s (n+2)=2531 (n+1)—Si (n)+S8, (n+2)+(m—=2)(n+2)—(m-3)

como
S (n+3)=2S, (n+2)=S. (n+1)+S, (n+3)+(m—2)(n+3)—(m-3)
Entao,
S (n+3)=82 (n+2)=28 (n+2)=8. (n+1)+S8; (n+3)+(m—2)(n+3)—(m-3)
(28, (n+1)=S,, (n)+S, (n+2)+(m=2)(n+2)—(m—-3))
S2(n+3)=3S. (n+2)-38 (n+1)+S. (n)+(m-2)
como

S (n+4) =382 (n+3)=38% (n+2)+ 8 (n+1)+ (m-2)

E segue que:
S2(n+4)-S, (n+3)=3S. (n+3)-3S. (n+2)+S, (n+1)+(m-2)-
(38, (n+2)-3S, (n+1)+ S, (n)+(m-2))
S2(n+4)=48 (n+3)-6S (n+2)+4S. (n+1)-S. (n)
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Dessa forma, para encontrar os termos de qualquer nimero figurado, sdo necessarios a
matriz companheira ¢ um vetor (ou matriz coluna) contendo termos sucessivos do niimero
figurado desejado. Serao utilizados o numero poligonal hexagonal ¢ o nimero piramidal

quadrado para analisar a matriz companheira em duas e trés dimensoes, respectivamente.

Exemplo 1. Dados os nimeros hexagonais descritos pela sequéncia S, = (1, 6,15,28,45, 60, 91,...)

catalogada como A000384 em OEIS. Devemos encontrar os proximos niumeros hexagonais e,
para isso, usaremos a matriz companheira € uma matriz coluna com os trés primeiros nimeros

hexagonais:

0) (1 6 6
6 |= 15 =|15
1 -3 3115 1-1-3-6+3-15) |28
Assim, necessitamos sempre dos termos imediatamente anteriores para que a matriz

companheira nos forneca os proximos.

Exemplo 2. Operando a matriz companheira nos nimeros piramidais com os primeiros termos

dos numeros piramidais quadrados Sj =(1,5,14,39, 75,124,...), sequéncia A111715 na OEIS,

temos:
01 0 0 5 5
00 1 0|5/ 14 |14
0 0 0 1]]|14] 39 139
1 4 -6 4)139) |-1-144-5-6-14+4-39) |75

Dessa forma, € necessario ainda que essas matrizes fornegam uma forma em que, a partir
da sua companheira e dos primeiros termos, seja possivel encontrar qualquer outro termo da

sequéncia sem a necessidade de seu termo anterior.

Exemplo 3. Pelo lema 3, pode-se calcular o produto de M por uma matriz quadrada contendo

apenas numeros triangulares 7 . De fato:
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0y(1 10 28 3 15 36
M-T={0 0 13 15 36|= 6 21 45
-3 3){6 21 45 1-1-3-3+3-6 1-10-3-15+3-21 1-28-3-36+3-45
3 15 36
= 6 21 45
10 28 55

Com base nessas defini¢des e exemplos, inicia-se o estudo das matrizes companheiras
de niimeros poligonais e piramidais, tema do proximo toépico, no qual serdo apresentadas
algumas propriedades extraidas das poténcias da matriz companheira dos nimeros figurados

estudados até o momento.

3.8.3 Propriedades da matriz companheira dos niimeros poligonais
Nesta secdo apresentam-se alguns teoremas das matrizes geradoras dos nimeros
poligonais, tais como sua matriz n-ésima, extensdo para os indices negativos e relacdo com

outras sequéncias de nimeros figurados. Para iniciar, apresenta-se a lei de formacao da matriz

0 1 O
companheira dos nimeros poligonais, descrita como A/ ,=/0 0 1|,ea férmula para o n-
1 -3 3

n(n+1)

¢simo niimero triangular, dada por S, (n) = , € ainda a férmula para o n-ésimo niimero

((m—Z)n—m+4)
2
0O 1 0)Y(O0O 1 O 0 0 1

0 0 I}-j0 0 1|=l1 -3 3| ascolunas j=1 e ;=23 contém alguns termos iniciais
-3 31 -3 3 3 86

m-gonal Sm(n)zn Observando o comportamento de M 2, ou seja

dos numeros triangulares em ordem, a saber, os primeiros termos dos nimeros triangulares sao
S, = (1,3,6,10,15,21,28,36,...) A000217 na OEIS.

Obviamente, se os termos das colunas sdo nUmeros triangulares e a matriz ¢
companheira dos nimeros poligonais, entdo qualquer poténcia de M, apresentard em suas
colunas j=1 e j=3 termos da sequéncia dos niimeros triangulares. Para os dois primeiros

termos de j=1 compostos de zeros sdo os termos de indice —1 e zero, respectivamente, ou



132

S;(-1) 1 85(0)

seja, M, pode ser reescrita como M,=| S;(0) 0 S;(1)]| Tal fato pode ser generalizado

si(1) -3 55(2)
para n, desde que seja provado a partir do principio de indugao finita.

Observando agora os termos da coluna j =2, sdo os primeiros termos dos numeros 0-

gonais S, =(1,0,-3,-8,-15,-24,-35,...) A067998 na OEIS, com seu termo geral dado por

S; (n):—n(n—2). Como esta sequéncia também ¢ dos numeros figurados bidimensionais,

mesmo que nao possa ser apresentada como poligono — pois seria a representacdo de um
poligono com zero lados —, possui sua forma geral a partir da forma geral dos m-gonais, o que

permite apresentar o seguinte teorema:

Teorema 10. Seja a matriz companheira dos nimeros poligonais descrita como

0 1 0
M,={0 0 1|
1 -3 3

entdo sua n-ésima poténcia (M,)" € dada por:
$(n-2) () S
(M,)" =| S;(n-1) S;(n+1) S;(n)
S3(n)  S2(n+2) S2(n+1)
Demonstracio. Como ja foi mostrado, esse fato ¢ valido para n=1 e n=2 e, supondo que
seja valido para n =1, pelo principio da indi¢do finita, devemos entdo verificar se também ¢

valido para n=1[+1. Logo,

S3(1-2)  S:(1)  s:(i-1) S2(-1) S2(1) S2(0)) (0 1 0
(M4,) =| 20-1) S+ S() M= $2(0) S:(2) SI(0) [=[0 0 1
S2(1)  S2(1+2) S2(I+1) s2(1) S2(3) s2(2)) L1 -3 3

Assim, segue que:
S2(1-2) Ss2(1)  SZ(I-1))(0 1 0
S2(1-1) SZ(1+1)  S2()) [0 o 1
SH(1)  S2(1+2) s:(i+1)) 1 -3 3
S2(1-1) S2(1-2)-382(1-1) =Sz(1)+3S:(I-1)
= S5(1)  S;(1-1)-3857(1) =S, (1+1)+387 (1)
S;(I+1)  S;(1)=-38;(I+1) =S5 (I+2)+38; ({+1)
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Para j=1 de (M,)" temos: S; (I-1)=S;(I-2+1), S; (I)=5;(I-1+1)e S; (I/+1)que ja
apresenta a o termo seguinte de /.

Para i=1,j=2 de (M,) ", tem-se:

$(1-2) =387 (1) < L2002 (=) (-20-2)

2 2 2 2
=—(I+1)(I-1)=8; (1+1)

Para i=2,j=2:
Sf(l—l)—3532 (1): (l—l)l_3(l+l)l _ l(l—1—3l—3) _ l(—21—4) :—(l+2)l:S§(l+2)
2 2 2 2
Para i=3,7=2:

52(1)-a57 (1) = (D U02)_ (L)1) _(Le1)(20=0)

=—(1+3)(1+1)=58; (1+3)

Temos agora para i=1,j=3:

3(1-1)1_-21(1-2) 3(-1)!_[(-21+4+31-3)

=Sy (1)+38; (1-1)=—1(1-2)+ 5 5 3 5

=—l(12+1):532(1):532(1—1+1)

Emi=2,j=3:

—S02(1+1)+3S32(Z):—(l+1)(l_1)+31(1;1) _ —2(1+;)(1—1)+3l(12+1) _ (I+1)(—221+2+31) _

z(l+1)(l+2)

=S5 (1+1)
Por fim, temos para i = j =3

—Sg(l+2)+3S32(l+1):—(l+2)l+3(l+1)2(l+2) 2_2(124‘2)l+3(l+1;(1+2):

:(l+2)(—221+3l+3) :(l+2)2(l+3) S (142) = 82 (1+1+1)

A matriz resultante ¢ dada por:
S;(I-2+1)  Sg(I+1)  S7(1-1+1)
(M) | S2(1-141)  S2(I1+1+1)  S2(I+1)
S;([+1)  Sy(l+2+1) S7(I+1+1)



134

Desse modo, a hipdtese de inducdo foi comprovada: uma poténcia da matriz
companheira pode ser obtida por meio das formulas dos nimeros triangulares e 0-gonais,
conforme descrito.

Outra possibilidade oferecida pela matriz companheira dos nimeros poligonais consiste
em investigar se sua inversa permite determinar os numeros poligonais de indices negativos.

Para isso, calcula-se a matriz inversa da MS', obtendo-se:

Lema 5. Dada a matriz dos numeros poligonais

0 1 0
M,=[0 0 1
1 -3 3

. -1, . . ~
sua inversa (MS ) ¢ possui a seguinte configuragéo

3 31
(M,)" =|1 0
0 1
1 00
Demonstraciio. Sabe-se que Mz'(Mz)J:I},ou seja, a matriz identidade | 0 1 0 |. Entfo,
0 0 1
0 1 0 0 1 0Y(b, b, b,) (1 0 0
0 0 1[(M) =L,=[0 0 1||b, b, by|=[0 1 0
1 -3 3 1 =3 3)\b, b, by) L0 0 1

by =1,by, =0,by; =0;b;, =0,b;, =1,b5; =0
b,—=3b, +3b, =0=5b,-3=0=5, =3
b,—3b,,+3b,=0=b,+3=0=5, =-3
b, —=3b,, +3b, =1= b, =1

Logo,

3
(Mz)il =1
0

[ R
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Percebemos que a matriz inversa possui 0os mesmos valores que a matriz companheira,
porém com as posi¢des dos nimeros invertidas. Isto conduz ao segundo teorema sobre matrizes

companheiras dos nimeros poligonais.

Teorema 11. Considere a matriz companheira inversa dos numeros poligonais

3 31
(M,)"=[1 0 0] Entdo an-ésima poténcia de (M, )", ouseja (M,)", é dada por:
0 1 0

S3 (n+1) Sy (n+2) S; (n)
()" =| ) S(ne1) S (a-)
So-1) S $0-2)
Demonstracao. Para esta demonstragao, sera utilizado o principio da indugao finita, a exemplo

da demonstra¢do anterior. Como visto anteriormente, a hipotese ¢ valida para » =1. Entdo,
2
calculando (( M, )") , obtém-se:

2

3 3 1 6 -8 3
1 0 0 =3 31
0 1 O 1 0 O

~ 2 . o~ . .
que apresenta a mesma relagdo com (M,) ou seja, 0s mesmos termos em posi¢des invertidas.

Supondo que seja valido para n =1, vamos verificar se também ¢é valido para n=/+1. Segue
que:
L[S0 S0+ S0
((d)") =| s2()) =Si(i+1) Si(1-1)
S-1) -0 s0-2)

1-1

e ((Mz)_l)l =(M,) " logo (M,) =((M2)_l )HlDeste modo, deveremos multiplicar (M, ) por

(M, )7l . Ao fazer isto, perceba que:
S;(1+1) =S5 (1+2)  S;(1) 3 31
Sy =S;(1+1) S{(I-1) |1 0 0
S;(l-1)  =S;(1) S;(1-2)J0 1 0
resulta nos mesmos produtos das matrizes anteriores, mantendo-se a ordem invertida dos

valores; ou seja, a matriz deste produto é:
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» Sy(I+1+1) =S5 (1+2+1)  S7(I+1)
()"} =| si(+1) =Sy (i+1+1) S (I-1+1)
Sf(l—1+1) —S(f(l+l) Sj(l—2+1)
]
Exemplo 4. Como um exemplo da aplicacdo desta matriz nos niumeros figurados de indices

negativos, podemos usar 0s numeros pentagonais. Assim, temos:

3 3 1
1 0 0|5
0 1 0)(12
0
que nos fornece, o vetor | 1 | e, seguindo as multiplicagdes, os nlimeros seguintes que surgem
5

na primeira entrada sdo da sequéncia (0, 2,7,15, 26,40, 57, 77...) dos niimeros pentagonais

negativos, A005449 na OEIS. De uma maneira geral, podemos encontrar o termo geral dos
S, (0)) [ Sau(n)
niameros poligonais de indices positivos e negativos, pois M,"| S. (1) |=| S.(n+1) | e

S2(2)) \S2(n+2)

m

S, (0)) [ S.(-n)
M S? (1) =l §? (—n + 1) , OU seja, se usarmos um vetor com o termo de indice zero, podemos

2 m m

$.(2)) (Sa(-n+2)

encontrar a forma geral dos nimeros poligonais a partir da matriz companheira e da matriz

0 S2(n+1) =S2(n+2)  S3(n) (0
coluna | | |. Para os indices negativos temos entdo | §>(n) -S;(n+1) S:(n-1) || 1 |, que
m S;(n=1)  =S;(n) S;(n-2))m

na primeira entrada nos fornece a férmula dos niumeros m-gonais de indices negativos, entdo

temos que:
— e )
§? () =52 (n+2) i ) = 22¥2) nel) _ 2 At 4
2 2 2
5 (o) =2 em=4
' 2
que ¢ a férmula apresentada por Deza e Deza (2012). E para os indices positivos, seguindo o
n(m—2)—m+4

. 2 ’ .
mesmo procedimento, encontramos S, (n)= , também desenvolvida pelos

2
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mesmos autores. Assim, ¢ possivel utilizar as poténcias da matriz companheira dos nimeros
poligonais para definir também os termos gerais desses numeros.

Diante das relagdes apresentadas nas poténcias e estrutura da matriz companheira dos
numeros poligonais, ¢ possivel encontrar algumas identidades entre os nimeros triangulares e

(0-gonais presentes na matriz.

Corolario 2. O determinante da n-ésima poténcia da matriz companheira dos numeros
poligonais ¢ igual a 1.
Demonstracao. Sendo a n-ésima poténcia da matriz companheira dos nimeros poligonais dada
por:
$(n-2) S S
S;(n=1) Sj(n+1)  57(n)
Sf(n) Sy (n+2) S; (n+1)

Calculando as diagonais com termos (-gonais iguais:

§2(n—2)82 (n+1)S2 (n+1)= 82 (n) S2 (n+1)82 (n—1)
83 (n=2) 85 (n+1)= 55 (n)S: (n-1)

—+

Sy (n) S5 (n) 85 (n) =S5 (n+1) 55 (n=1)S; (n)
=58;(n)S; (n)-S; (n+1)87 (n—1)

S; (n=1)8; (n=1)S; (n+2)-8; (n+2)S; (n)S; (n-2)
=52 (1-1)8; (n-1)=S3 (n) 2 (n-2)

=53 (n1=2)83 (1 +1)=83 (1) (n=1)+ 7 (n) 7 ()3 (n+1)83 (1)
£52(1-1)S: (n-1)- 57 ()3 (n-2)

Assim,

S (n) (83 ()= 83 (n=1)-583 (n—2))+S; (n=1)(=S3 (n+1)+ 55 (n—1))
+S; (n—2)S32 (n+1)

Agora pode-se escrever todos os termos em fungao de S, (n) . Pela recorréncia, tem-se:
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Sf(n+1)=S32(n)+n+l,

S;(n):S32 (n—1)+n

S32(1f1—1):S32 (n)-n,

S;(n-1)=8;(n-2)+n-1
S2(n)-n=S(n-2)+n-1
S; (n=2)=87(n)-2n+1
Assim,
( )(S (n)=(83 (n)=n)~(83 (n)—2n+1))
n)( ( +n+1 +S2(n) )+(S32(n)—2n+1)(S32(n)+n+1)
5

_SZ( )( S (n)+3n-1)+(83 (n)—n)(-2n-1)+ S (n)(S3 (n)-n+2)

-2n* —n+1

=87 (n) (=S5 (n)+3n=1)+ 57 (n)(-2n—1)+2n" +n+S; (n)(S3 (n)-n+2)
—2n* —n+1

Logo,

S (n)(=S3 (n)+3n—1-2n—1+8; (n)—n+2)+2n* +n—2n" —n

S;(n)-0+1=1

Corolario 3. Um nimero poligonal pode ser apresentado como combinagdes de numeros
triangulares e 0-gonais da seguinte maneira:

S,,(n) =S8,(n) +mS,(n)

Demonstracido. Dado o produto da n-ésima poténcia da matriz companheira dos nimeros

$(-2) £) () 0
poligonais | S7(n—1) S;(n+1) S7(n) | e a matriz coluna |l | com os nimeros
S;(n)  S;(n+2) S;(n+1) m

poligonais S,,(0),S, (1),S,(2), que resulta em:
$(-2) ) Sen)0) (5.0
S;(n=1) S;(n+1)  Si(n) ||1 |=|S,(n+1)
S;(n) Sg(n+2) S;(n+l) m S (n+2)
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S32(n—2)-0-|—S§(n)-1+S32(n—1)-m=Sm(n)

S; (n)+mS32 (n—l) =S (n)

Corolario 4. O niimero poligonal S, (2n) pode ser apresentado como uma combinacio de

numeros triangulares e 0-gonais na forma:
S (2n)=8,(n-2)S, (n)+S,(n)S. (n+1)+S,(n-1)S. (n+2)

Demonstracao. Da relagdo

0 S (n)
M,"|1 |=|S§, (n+1)
m S (n+2)
Segue,
0 S (n)
M)\ MS™" |1 | |=M,"|S, (n+])
m Sm(n+2)}
0 S, (n)
M1 =M, S, (n+1)
m Sm(n+2)]
S, (2n) S, (1)
S, 2n+1) (=M,"| S, (n+1)
S . (2n+2) Sm(n+2)]
S(n-2)  Si(n) S(n-D)(Sm ) (S.en

S;(n-1) S;(n+1)  Si(n) || S,(n+1) |=|S,Q2n+1)
S;(n)  S;(n+2) S;(n+) S, (n+2)) \S,(2n+2)

e do produto da primeira linha pela matriz coluna, tem-se:
Sm(zn) = S}(n _2)Sm(n) + SO(n)Sm(n + 1) + S3(n _I)Sm(n + 2)

[

Por fim, a partir dessas relacdes encontradas ¢ possivel extrair uma maneira de obter
formulas gerais de alguns nameros planos, ndo s6 poligonais, mas qualquer outro que possa ser
representado como uma combinagdo de nimeros triangulares. Essa forma alternativa sera

tratada no topico a seguir.
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3.8.4 Forma dos numeros figurados planos via matriz companheira
Dada a matriz companheira dos niimeros poligonais, pode-se tratar apenas do produto
da primeira linha com o vetor coluna que determina os primeiros numeros poligonais. Para
exemplificar, trataremos dos casos dos niumeros triangulares e quadrados, cujas formas gerais
jé& foram amplamente divulgadas nessa pesquisa.
No caso dos nimeros triangulares, temos:
S$(n-2) S S (n-1))(0
S (n-1) S2(n+1)  S2(n) |1
S;(n) Sy (n+2) S;(n+1)) (3
Destacando o produto da primeira linha da matriz pelo vetor coluna com os primeiros

triangulares, temos S; (n — 2) 0+S; (n) 1+8; (n —1) -3. Substituindo esses termos pelas suas

formas gerais, e retirando o primeiro termo, pois estd multiplicado por zero, obtém-se, entdo,

-n(n—-2)+ n(nT—l) -3. Quando resolvemos essa expressao, temos:

n(n—2)+ n(nz— 1) 3o —2n(n—-2)3n(n-1) _ 2n(n—-2)+3n(n-1) _ n’+

n
=S
2 2 2 2 ()

O mesmo fato vale para os nimeros quadrados. Como ja visto no corolario 3, podemos

n(n—1)
2

substituir a mesma base que j& sabemos ser —n(n—2)+ -4 dados os primeiros termos

—2n(n-2) N dn(n—-1) E

=n*=S,(n).
5 5 5 4 (1)

serem 0,1 e 4. Da mesma forma, tem-se que

Agora encontraremos a forma geral para outros numeros figurados planos a partir desse
dispositivo, analisando sua veracidade por meio do site das sequéncias inteiras. Ou seja, €
possivel encontrar formas de nimeros planos a partir dessa combinagdo, bastando, assim, ter
os primeiros termos de um certo numero figurado e verificarmos se ele pode ser formado por
numeros triangulares.

Primeiro analisemos o caso dos niimeros oblongos, definidos pelo site OEIS como
numeros figurados formados por produtos de dois inteiros consecutivos, com a seguinte forma

geral: O(n)=n(n+1). Obviamente, pode-se perceber que estes numeros sdo formados por dois
ntmeros triangulares de mesma ordem, ou ainda O(n)=2S§;(n) para neN. Sua visualizagio

pode ser descrita como uma retangulo de pontos em que a base possui n+1 pontos e altura = .
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Figura 61 - Relacdo entre nimeros quadrados e triangulares

- L] L] L L L 2
L L] L & L ] L
L] L] L] - L -
L L] L] - - L
L L L] L L L

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Corolario 5. Seja um niimero oblongo O(n) cujo primeiros termos 0,2,6,12,20,30,42,56,...

com o registro A002378 na OEIS. Entdo, sua formula alternativa ¢ dada por.

0(n)=—n(n—2)-2+@-6

Demonstracio. Desenvolvendo a expressdo, temos
-n(n—-2)-4 N n(n—1) 6
2 2
~4n* +8n+6n" —6n
2

O(n)=n"+4n-3n
O(n)=n(n+1)

O(n)=

O(n)=

que, de fato, se trata da forma geral dos nimeros oblongos.

Outra configuragao que podemos atribuir essa formula alternativa ¢ as familias dos
poligonais centralizados, pois também apresentam relacdes com nimeros triangulares. Essa
familia de sequéncias, que possui forma geral dada por Deza e Deza (2012) como

n(n—1)

SC, (n)=1+ m( j, claramente pode ser vista como SC,(n)=1+mS,(n—1), com as

configuracdes triangularizadas na Figura 62.



142

Figura 62 - Numeros poligonais centralizados
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A figura apresenta nimeros figurados centralizados que formam tridngulos, quadrados
e pentagonos, ja com tridngulos apresentados, de modo que podemos enunciar um corolario

para essa familia de sequéncias com base nessa figura.

Corolario 6. Seja SC, (n) o n-ésimo niimero m-gonal centralizado, com sua forma geral dada
por SC,(n)=1+m(S;(n—1)), com S,(n—1)= @ sendo o (n—1)-ésimo niimero triangular.

Sua forma geral alternativa, com base na matriz companheira dos nimeros poligonais ¢ dada
por:

S; (n—=2)-1+8; (n)-1+8; (n—1)-(1+m)
Demonstracio. E possivel encontrar os trés primeiro termos dos numeros centralizados
poligonais da seguinte forma: como o ponto inicial sempre esta presente, entdo SC, (0)=1; 0
ponto inicial permanece na primeira figura formada, logo, SC, (1) =1 e, por fim, quando camada
¢ formada em torno do ponto central, sdo adicionados m pontos, ou seja SC,(2)=1+m.

Dessa forma, devemos apenas desenvolver a formula dada para concluir que se trata, de
fato, de uma forma alternativa de nimeros poligonais centralizados. Assim, temos que:

n(n—1)
2

Sf(n—Z)-l+S§(n)-l+S32(n—1)~(l+m):W—n(n—2)+ (1+m)

Expandindo e simplificando cada fator
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%(nz —3n+2)—n2 +2n+%((m+l)n2 +(m+l)n)
%(n2 —311)—1—1—112 +2n+%((m+l)n2 +(m+l)n)

organizando os termos quanto ao grau de »

(1—2+m+1)n2+(—3+4—(m+1)jn+1

2 2

ou seja,
1+mS;(n—1)=S8C,, (n)
]
E possivel também interpretar essa formula com uso do GeoGebra, apresentando uma
forma resumida e possiveis apenas mudando os termos iniciais de cada sequéncia. Na Figura

63 temos a forma para os numeros triangulares centralizados.

Figura 63 - Forma alternativa dos nimeros poligonais centralizados no SG

= Janda iz AR " Cilcul BMbaIca (CAE) 3
L gkl
Furpdn : .
fx 2fs 1 PR | wmn Jan|2a Ina | va|dna ny
B gfa) -0 -1 1ade 2|3 - L

2

FUngdD o2 W inas Wandeis
Ilwmi=F-dm=2 =20 Il +Adm-d=n:1i
]
-1 1 1
[n 'Izl'“ } upmgm — 25 |z . I:.: I

Horeern K104,

& alngageen) =

e

- 1—H:|1ll—'||1||—‘:|'|—:\|:| |||{||—'?‘:|+§a:||1u—'||
B [y, ag.u3.m] = i : =

Fonte: do autor

Na Figura 63 ¢ possivel observar que a fun¢do f descreve a formula alternativa com os
valores iniciais a,,a, € a,. No lado direito da figura, no passo 3 da janela calculo, podemos
perceber que os valores iniciais sdo 1,1 e 4, sugerindo niimeros triangulares centralizados. A

féormula gerada ¢ justamente a dessa sequéncia, segundo a OEIS com o nimero A005448. A
mesma formula sendo usada para os nimeros oblongos também resulta na férmula dele, como

¢ o esperado.
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Figura 64 - Forma alternativa dos nimeros oblongos no SG
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Com isso temos uma foérmula que pode ser usada nas classes de nimeros planos de
forma unificada, bastando que tenhamos os primeiros termos € que esses numeros possam ser
expressos em forma de niimeros triangulares, como foi o caso dos oblongos ¢ dos poligonais
centralizados.

Por fim, essa secdo teve como objetivo apresentar uma forma inédita de apresentacao
dos numeros figurados poligonais a partir da matriz companheira, ou matriz associada a uma
recorréncia linear, para numeros figurados 2D e 3D, sendo este segundo apenas uma
apresentacao para estudos futuros.

Com o intuito de verificar se tal matriz pode fornecer dados generalizados sobre as
sequéncias citadas, o estudo foi direcionado para os nimeros figurados citados, pois fazem parte
da familia dos numeros bidimensionais e, em um primeiro momento, foi definida uma férmula
para a n-€sima poténcia da matriz M .

Em um segundo momento, o estudo foi direcionado as propriedades inerentes a matriz
dos niimeros poligonais. Verificou-se, entdo, que a matriz companheira desses nlimeros possui
uma relagdo com os numeros triangulares e (-gonais, fato provado por meio do principio da
indugdo finita com o auxilio das formulas gerais dos nimeros triangulares e (-gonais ja
conhecidos. Dessa forma, pode-se obter uma maneira de encontrar uma poténcia qualquer de
M apenas com o auxilio das formulas citadas acima.

Outra possibilidade das matrizes companheiras ¢ a expansao para indices negativos a
partir do célculo da matriz inversa, que possui em sua estrutura os mesmos termos de MS com
a diferenca apenas na posic¢ao dos termos, ou seja, também pode ser definida usando apenas os
numeros triangulares e 0-gonais. Assim, foi mostrado que a matriz companheira nos fornece a

formula dos niumeros m-gonais generalizados, ou seja, de indices inteiros, a partir do produto
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da n-ésima poténcia de M por uma matriz coluna contendo os termos S, (0),S7(1),S.(2), pois

a primeira entrada deste produto fornece exatamente a formula desejada.

Em seguida, demonstrou-se que a formula referente a primeira entrada constitui uma
forma alternativa de apresentar o termo geral de outras classes de nimeros figurados, como os
numeros centralizados e os nimeros oblongos, o que expande sua aplicacdo e unifica essas trés
classes de sequéncias em torno de uma unica formula.

A presente secao possibilitou a apresentacdo, de forma inédita, de uma representacao
matricial para os numeros figurados poligonais. Essa representagdo traz caracteristicas
essenciais, como a expressao do termo geral e a extensdo para indices inteiros — caracteristicas
j& presentes em outras formas conhecidas (recorréncia e termo geral) —, revelando-se uma
importante ferramenta para a identificacao de propriedades e relagdes significativas dessa classe
de numeros, uma vez que existe a possibilidade de estender tal estudo para quaisquer familias

de sequéncias de nimeros figurados.

3.9 Ladrilhamento dos niimeros figurados

Nesta secdo, apresenta-se a ideia do tabuleiro discutida por Spreafico (2014), Neto
(2017) e Vieira e Alves (2023), explorando sua relacdo com os nimeros figurados. Antes,
porém, ¢ fundamental estabelecer a base tedrica necessaria ao desenvolvimento da abordagem
proposta. Para tanto, parte-se da defini¢do dos principais objetos combinatdrios que serao
utilizados, bem como das ferramentas matemadticas que possibilitam sua manipulagao.

Primeiramente, descrevem-se os elementos que compdem essa estrutura: o tabuleiro e
as pecas. Explicam-se suas caracteristicas, sua disposi¢do no espago e a forma como interagem
entre si. Além disso, introduzem-se algumas regras basicas para a manipulagdo dessas pecas no
tabuleiro, destacando como tais regras podem ser aplicadas na construgdo de argumentos
matematicos e na demonstracao de identidades numéricas.

Em seguida, aborda-se o conceito de peso ou hierarquia das pegas, nogdo fundamental
para compreender a organizacdo dos ladrilhamentos e a maneira como diferentes configuragdes
do tabuleiro podem representar relagdes matematicas. Essa estrutura permite visualizar padrdes
e explorar a conexdo entre os nimeros figurados e suas propriedades combinatorias.

Uma vez estabelecidas as sequéncias de nimeros figurados e suas respectivas relacdes
de recorréncia, o proéximo passo consiste em representd-los graficamente no tabuleiro.

Utilizando o software GeoGebra por meio de uma ferramenta desenvolvida, ilustram-se essas
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representacdes e extraem-se propriedades fundamentais, aproveitando os recursos visuais para
reforcar conceitos matematicos.

Dessa forma, desenvolvem-se inicialmente as regras de ladrilhamento para os numeros
triangulares. A partir da relagdo dessa sequéncia com as demais da classe dos figurados,
estabelecem-se as regras gerais para nimeros poligonais, piramidais e simplexos, fornecendo a
base para a defini¢do de regras de ladrilhamento de qualquer nimero figurado.

O objetivo principal desta se¢do € propor uma nova abordagem para o estudo dos
numeros figurados, integrando elementos combinatorios e representagdes visuais a fim de
enriquecer sua compreensdo. A utilizagdo do GeoGebra desempenha papel essencial nesse
processo, pois permite visualizar e manipular os nimeros figurados de maneira intuitiva, ao
mesmo tempo que insere elementos da analise combinatoria no estudo dessas sequéncias

numéricas.

3.9.1 A ideia de tabuleiro

A ideia de tabuleiro ¢ defina por Spreafico (2014) da seguinte forma:

De acordo com Spreafico (2014), os tabuleiros (coberturas, pisos) sdo formados por
quadrados 1 x 1 que s3o chamados de suas casas ou células. Essas casas podem ser numeradas
e essa numeracao determina uma posi¢do. Uma possivel representagdao foi elaborada por

Benjamin & Quinn (2003) interpretar a ideia do » tabuleiro.

Figura 65 - Interpretacdo da no¢@o no n-tabuleiro

Fonte: Benjamin e Quinn (2003).

Com a nocao de tabuleiro apresentada nesta secdo, seguimos para a representacdo de
ladrilhamentos dos nimeros triangulares e a exploracao de suas propriedades por meio de uma

ferramenta desenvolvida no GeoGebra.
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3.9.2 Ferramenta: Tabuleiro GeoGebra

A ferramenta “Tabuleiro GeoGebra” permite preencher ladrilhos retangulares de
quaisquer dimensoes usando pegas individuais de tamanho 1 x 1. A ferramenta foi desenvolvida
pelo autor com recursos do software GeoGebra com o objetivo de apresentar ladrilhamentos
virtuais como alternativa para sala de aula, uma vez que tabuleiros fisicos, embora uteis, podem
ndo ser suficientes para uma turma numerosa. Dessa forma, se a instituicdo de ensino contar
com um laboratdrio de informatica, ¢ possivel trabalhar de forma mais dindmica com esses
tabuleiros virtuais.

Esta ferramenta ¢ util para compreender conceitos matemdaticos como padrdes,
recorréncia e interpretagdo combinatoria de sequéncias de numeros figurados poligonais, além
de permitir a manipulacdo virtual de objetos, de modo que o estudante, & medida que interage
com o objeto, aprenda também conceitos sobre o software. Assim, descrever-se-a a ferramenta
passo a passo, desde sua concepgao até sua aplicacdo, de modo a possibilitar sua reproducao,

manipulacdo e adaptagdo para outras sequéncias.

3.9.2.1 Proposito da Ferramenta:
A ferramenta foi projetada para ajudar na representacdo visual de preenchimento de
ladrilhos de forma eficiente, onde os ladrilhos tém dimensdes 7 e sdo preenchidos por pecas

individuais de tamanho 1 xne 1 x 1.

3.9.2.2 Interface da Ferramenta:

Area de Visualizagdo: A tela principal mostra a 4rea de trabalho, situada na janela 2D
onde os ladrilhos sdo representados.

Barra de Ferramentas: Existe uma ferramenta dedicada ao preenchimento de ladrilhos,
na qual € possivel escolher a grade, ou seja, o tamanho do tabuleiro que se pretende preencher,

€ as pegas por Ccores.

3.9.2.3 Funcionalidades Principais:

Na sele¢do de dimensdes, antes de comecar a preencher os ladrilhos, o usuario pode
selecionar as dimensdes desejadas dos ladrilhos (1 x »), permitindo criar a “grade” que sera
construido o ladrilhamento desejado.

Na aba “Tabuleiro” das ferramentas, selecione o botao “Ladrilho”. Em seguida, clique

em dois pontos na janela de visualizagdo 2D (certifique-se de clicar nos pontos sobre a malha
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para uma organizagdo precisa). Uma janela serd exibida para inserir o nimero desejado de
ladrilhos. Apds inserir esse numero, uma grade correspondente com uma lista de pontos em sua
base, sera gerada na janela 2D.

Hé uma opgao para inserir pegas de tamanho 1 X 1 na grade para preencher os ladrilhos.
Na ferramenta, selecione a cor desejada para preencher o tabuleiro. Em seguida, na grade criada
na janela 2D, clique em dois pontos consecutivos onde deseja posicionar o ladrilho. Caso
precise colocar o mesmo ladrilho novamente, repita a operagdo clicando novamente em pontos
consecutivos. Repita o processo até que sua grade esteja completa com as cores desejadas.

Essa ferramenta pode ser 1util no ensino de conceitos matematicos, como padrdes,
recorréncia e interpretacdo combinatoria. Os alunos podem usar a ferramenta para resolver
situacdes com conceitos de preenchimento de ladrilhos, explorando diferentes combinagdes e

buscando propriedades das sequencias estudadas.

3.9.2.4 Exemplo pratico de uso
Para exemplificar, traremos um conjunto de informagdes ilustradas que apresentam o
passo a passo no uso da ferramenta

I - Tela inicial:

Figura 66 - Tela inicial do tabuleiro GeoGebra

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Esta € a tela de inicio com o icone “ferramenta” selecionado

Configuragao Inicial - Selecione dimensdes de 1 x n para os ladrilhos.
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Usaremos como exemplo o tabuleiro com 4 pecas

II — Escolhendo o botao ladrilho

Figura 67 - Selecao de cores no tabuleiro virtual

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na aba superior do software ¢ possivel observar um botdo com um simbolo de “chave
de boca”. Esse botdo ¢ a ferramenta que utilizaremos, pois todos os ladrilhos e a grade aparecem
quando clicamos nele. Dessa forma, para escolher o ladrilho, escolheremos este no rol de
opgoes e, em seguida, deve-se clicar na tela em dois pontos. Apos isso, uma tela se abrira para

que seja escolhida a quantidade de ladrilhos a ser usada, conforme a Figura 68.

Figura 68 — Selecdo do comprimento do tabuleiro virtual

e IRt - L TR e TR T RN
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Escolhendo um niimero qualquer, surgira na tela a grade para o ladrilhamento desejado.

Nesse exemplo, ao abrir a tela para preencher o nimero, foi escolhido o numero 4, a grade que

surge aparece na Figura 69.

Figura 69 - Tabuleiro gerado a partir da escolha do comprimento
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Uma vez escolhida a quantidade de ladrilhamentos, retornamos ao botao de escolha para

as opgoes de cores de ladrilhos para preencher o ladrilhamento desejado.

Figura 70 - Selecdo de cores no tabuleiro virtual
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Para o exemplo, escolhemos a cor cinza para iniciar o ladrilhamento. Dessa forma,

procuramos no rol de op¢des e a selecionamos, retornando a tela para o preenchimento. No
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exemplo, escolhemos a primeira posi¢ao para essa cor, entdo devemos clicar e selecionar dois
pontos da base do quadrado onde a ladrilho deve ficar e entdo a cor preenche o local desejado,

conforme a Figura 71.

Figura 71 - Geragao da cor cinza no GeoGebra

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Em seguida, o procedimento deve ser repetido até que o ladrilhamento seja concluido,
na proxima figura, apds o preenchimento do ladrilho cinza, o procedimento foi repetido trés

vezes, sendo dois para o vermelho e um para o preto. O resultado aparece na Figura 72.

Figura 72 - Ladrilhamento completo no tabuleiro virtual
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A om0 e e w

AR DM ES E R

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Essa € uma descricao bésica da ferramenta no GeoGebra para preencher ladrilhos 1 X n
usando pecas 1 X 1. Essas funcionalidades especificas do GeoGebra podem ser aprimoradas

para que atendam outras sequéncias, inclusive com pegas de tamanhos diferentes.
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Essa ferramenta contribuiu de forma significativa nas fases da TSD durante a
experimentacao, o que era esperado, uma vez que na concep¢ao e analise a priori das situagdes
didaticas ela foi bastante util e eficaz, tanto do ponto de vista da facilidade quanto da
acessibilidade. Sera necessario apenas um laboratério de informatica para a implementacao
dessa ferramenta. Ademais, deve-se enfatizar que também sera utilizado um material concreto,
feito de E.V.A., em caso de possiveis problemas de conexao ou falta de computadores.

Desse modo, com a ajuda do tabuleiro virtual e as propriedades dos numeros
triangulares, serao construidas as regras de ladrilhamento desses nimeros a fim de estabelecer
uma relagdo entre as regras e as formas gerais e de recorréncia. Uma vez estabelecidas essas
regras, pode-se discutir formas de apresentagdo dessa relagcdo em situagdes didaticas conforme

0 objetivo desse estudo.

3.9.3 Regra de ladrilhamento de niimeros triangulares

Nesta se¢do sera abordado o ladrilhamento de niumeros triangulares utilizando a nog¢ao
de tabuleiro e uma ferramenta desenvolvida pelo autor no software GeoGebra, cujo objetivo ¢é
explorar esses ladrilhamentos por meio de um tabuleiro virtual. Esse recurso busca facilitar a
compreensdo das propriedades dos numeros triangulares a partir da visualizagdo, além de
possibilitar a identifica¢do de outras relagdes relevantes para a continuidade do estudo sobre o

tema.

Figura 73 - Interface da ferramenta “Tabuleiro GeoGebra”

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Na Figura 73 apresenta-se a interface da ferramenta, chamada de Tabuleiro GeoGebra,
que foi introduzido por Alves (2024) e permite a criagdo de tabuleiros e ladrilhos. De modo
resumido, essa ferramenta € util para compreender conceitos matematicos como padroes,
recorréncia, termo geral e interpretacdo combinatoria de sequéncias de nimeros figurados.

Ap6s descrito o Tabuleiro GeoGebra e um pouco da sua funcionalidade, descrevemos
uma interpretacdo para numeros figurados triangulares. Antes, porém, consideremos a
sequéncia simples e constante, formada s6 por nimeros 1, objetivando formar uma base de
raciocinio para a constru¢do de numeros triangulares via tabuleiro. Essa ¢ a sequéncia mais
simples dos numeros naturais positivos, catalogada como A000012 na OEIS

Com o objetivo de apresentar um ladrilhamento que represente essa sequéncia, sera
enunciado um lema sobre preenchimento de tabuleiro 1 X n com quadrados 1 X 1 de uma unica

cor e, posteriormente, um corolario:

Lema 6. Dado um tabuleiro retangular de dimensdes 1 X n, onde n ¢ um inteiro positivo,
pecas quadradas de dimensdes 1 X 1 de uma tnica cor, o nimero de maneiras de preencher o
tabuleiro completamente com as pegas quadradas ¢ sempre 1, independentemente do valor de
n.

Demonstracio. Para n =1, o tabuleiro tem apenas uma célula. Claramente, existe apenas uma
maneira de preencher essa célula com um quadrado 1 X 1. Para o passo indutivo, assumimos
que o teorema ¢ verdadeiro para algum inteiro positivo k. Ou seja, existe apenas uma maneira
de preencher um tabuleiro 1 X k& com quadrados 1 X 1. Consideremos um tabuleiro 1 X (k+ 1).
Podemos pensar nesse tabuleiro como um tabuleiro 1 X &, seguido por uma célula adjacente.
Pela hipdtese indutiva, existe apenas uma maneira de preencher o tabuleiro 1 X k. Para
preencher o tabuleiro 1 X (k + 1), devemos necessariamente colocar um quadrado 1 X 1 na
célula restante. Portanto, existe apenas uma maneira de preencher o tabuleiro 1 X (k + 1). Pelo
principio da inducao matematica, o teorema € verdadeiro para todos os inteiros positivos .

[
Corolario 7. A sequéncia que representa o nimero Z, de maneiras de preencher um tabuleiro

1 X n com quadrados 1 X 1 de uma tnica cor, paran =1, 2, 3, ..., € a sequéncia constante (Z)

,ouseja Z, =Z, VneN.
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Demonstracio. Seja Z, o nimero de maneiras de preencher um tabuleiro 1 X n com quadrados
1 X 1 de uma unica cor. Pelo lema 1, sabemos que para qualquer inteiro positivo n, existe apenas

uma maneira de preencher o tabuleiro 1 X n com quadrados 1 X 1. Portanto, z, =1 para todo n
=1,2,3,....Isso significa que a sequéncia (z,) é igual a sequéncia constante 1, 1, 1, ..., ou seja,

Zn:Z' u

n

Figura 74 - Ladrilhamento da sequéncia de uns no software GeoGebra
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Figura 74 apresenta uma representagdo no software GeoGebra da sequéncia (Z,)

usando a nocdo de tabuleiro e adotando a cor cinza para o ladrilho. Usando argumentos
semelhantes, descreveremos o ladrilhamento para outra sequéncia simples: os nimeros lineares,
que sdo uma classe de nimeros figurados que representam configuracdes de pontos dispostos
em linhas (Deza; Deza, 2012).

Diferente dos niimeros figurados poligonais, que formam figuras fechadas (como
tridngulos ou quadrados), os nimeros figurados lineares sdo simplesmente sequéncias de pontos
alinhados em uma tUnica dimensdo. Dessa forma podemos definir os niimeros lineares da

seguinte maneira: como ja observado, temos que uma sequéncia de nimeros figurados lineares
Sl . Sl _ 1 1 , , . , . ’

» pode ser definida como S,(n) =a+(n—1)r, em que S.(n) € 0 n-ésimo numero linear, a € o
termo inicial, 7 é a razao entre os termos sucessivos e n € a posi¢ao do termo, com neN.

Para o caso de 7 =1, a sequéncia gera justamente a dos numeros inteiros positivos.

Lema 7. Seja neZ" entdo vale a relagdo S, (n)=n.
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Demonstracio. Deza e Deza (2012) pontuam que essa sequéncia ¢ formada a partir de somas
sucessivas da sequéncia 1,1,1, 1, ... Dessa forma, tem-se para n=1: S;(1)=1, §/(2)=1+1,
Sl1 (3)=3=1+1+1. Supondo que a formula seja vélida para um certo k, entdo S, (k)=k.
Assim, queremos provar que vale para S, (k +1). Pela recorréncia, temos que S, (k+1) =S (k) +1

e, pela hipotese temos que S, (k+1)=k+1. n

1
Consideraremos o caso dos ladrilhamentos que podem representar a sequéncia S

Assim, devemos apresentar a quantidade de ladrilhos, suas respectivas dimensdes e cores, bem
como as regras que descrevem esse ladrilhamento.

Para estabelecer uma interpretacdo combinatéria via ladrilhos para essa sequéncia,
vamos considerar 2 quadrados 1 X 1, um de cor Cinza [ e outro de cor Vermelha ] e

chamaremos de conjunto CV e trés regras de ladrilhamentos R,(L), R,(L) e R,(L)
R,(L) - Todo ladrilhamento deve ser iniciado pelo ladrilho Cinza B
R,(L) - Em todo ladrilhamento, a ocorréncia de ladrilhos deve respeitar a ordem Cinza-

vermelho --, isto ¢, um ladrilhamento nunca deve ter pecas vermelhas antes de pecas
cinzas.

R, (L) - O tnico ladrilho obrigatério em todo ladrilhamento é o cinza -

Usando as regras e pecas descritas iremos analisar os casos para n=1,n=2 ¢ n=3

conforme a constru¢do no GeoGebra a seguir:

Figura 75 - Ladrilhamento dos numeros lineares no software GeoGebra

] B (T [
B N
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Podemos usar uma outra representagao, pois os ladrilhamentos sdo apresentados sempre

na sequéncia --, conforme a regra 2. Dessa maneira, pode-se apresentar uma defini¢do que

mostra um n-tabuleiro como poténcia de cores:

Defini¢ao 16. Dado um ladrilho de dimensdes 1 x 1 ] chamamos de poténcia n-ésima do

ladrilho a representacdo ™~ que possui a propriedade:

T Il E .(n vezes).

Com essa defini¢do, podemos representar um ladrilhamento qualquer usando apenas a

base CV com suas respectivas poténcias. Observe a Figura 76:

Figura 76 - Representacdo do oitavo nimero Linear como poténcias de ladrilhos

= [ 1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura 76 pode-se observar o exemplo de uma configuragdao CV para n = 8, que pode
ser representada por apenas dois ladrilhos com suas respectivas poténcias. Essa representacao

visa facilitar o ladrilhamento para um certo » de valor muito alto. Ademais, a partir das regras
R,(L) e R, (L), tem-se que qualquer configuragio do tipo ll"IM” tem a+b=n e a>1.

Ainda da Figura 76, podemos propor um lema que relacione os nimeros lineares e a

quantidade de ladrilhamentos no conjunto CV, de acordo com as regras estabelecidas.

Lema 8 (Ladrilhamento dos niimeros inteiros positivos). Dado um conjunto de » ladrilhos
quadrados 1 x 1, e o conjunto de regras R (L), R,(L) e R,(L), onde o primeiro ladrilho deve

ser sempre cinza e os ladrilhos restantes podem ser cinzas ou vermelhos, o nimero total de
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maneiras L, de dispor esses ladrilhos em um n-tabuleiro, de modo que nenhum ladrilho
vermelho apareca antes de um ladrilho cinza, éiguala L, = Sll =n.

Demonstracio. Inicialmente, para o caso 1 = 1, temos, por (L) apenas uma possibilidade Il
Logo, L, =S|(1)=1. Considerando o caso n =2, temos apenas duas possibilidades (--,-

-) e, de fato L, = S,(2) =2 . Agora assumiremos, por hipétese, que o teorema é valido para um

conjunto de k ladrilhos, onde £ ¢ um inteiro positivo qualquer. Ou seja, existem k maneiras de
dispor k ladrilhos satisfazendo as regras. Agora, vamos considerar um conjunto de £ + 1
ladrilhos. O primeiro ladrilho deve ser cinza. Os k ladrilhos restantes podem ser cinzas ou
vermelhos, porém os vermelhos ndo podem preceder os cinzas. De acordo com a hipotese
indutiva, existem k maneiras de dispor os k ladrilhos restantes. Para cada uma dessas &
disposi¢des, podemos adicionar o ladrilho vermelho no final do (k + 1) - tabuleiro, obtendo &

novas disposi¢des de k + 1 ladrilhos, que satisfazem as regras. Adicionalmente, de acordo com

R,(S)) e com o corolario 1, temos ainda mais uma disposi¢do formada apenas por ladrilhos

cinza B **resultando k + 1 disposi¢des distintas em um (k + 1) — tabuleiro. Ou seja,
L., =S(k+)=k+1 n

Visando obter uma relacao que apresente a quantidade de ladrilhos de finais especificos,
podemos perceber, pelo lema, que a quantidade de ladrilhamentos de finais vermelhos também

pode ser contada de forma simples.

Corolario 8 (Ladrilhamento dos numeros inteiros positivos com final vermelho). Dado um
conjunto de n ladrilhos quadrados, onde o primeiro ladrilho deve ser cinza e os ladrilhos
restantes podem ser cinzas ou vermelhos, o numero total L (v) de maneiras de dispor esses
ladrilhos em uma linha, de modo que nenhum ladrilho preto apareca antes de um ladrilho cinza
e o ultimo ladrilho seja necessariamente vermelho, € igual a L (v)=n-1.
Demonstracao. Se o ultimo ladrilho deve ser vermelho, entdo o niumero de ladrilhos cinzas na
disposi¢do pode variar de 1 (apenas o primeiro ladrilho) até n — 1. Se tivermos 1 ladrilho cinza
(o primeiro), entdo teremos n — 1 ladrilhos vermelhos; se tivermos 2 ladrilhos cinzas, entdo
teremos n — 2 ladrilhos vermelhos, e assim sucessivamente, de modo que se tivermos n — 1
ladrilhos cinzas, entdo teremos 1 ladrilho vermelho (o Gltimo).

Para cada quantidade de ladrilhos cinzas, temos apenas uma maneira de ordenar os

ladrilhos (devido a restricdo de que nenhum vermelho precede um cinza). Portanto, o numero
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total de disposigdes possiveis € igual ao nlimero de possibilidades para a quantidade de ladrilhos

cinzas, que variade 1 an — 1, logo, o numero total de disposi¢des é n — 1. ]

Finalmente, para obtermos ladrilhamentos de nimeros triangulares, recorremos ao fato
de que, assim como 0s nimeros inteiros sdo formados pela soma sucessiva de nimeros uns, 0s
numeros triangulares sdo formados pela soma sucessiva de numeros inteiros. De fato, pela

defini¢do 2, os numeros triangulares sdo obtidos a partir da férmula explicita s, (n) :”(”_”),

2

VnelZ", que por sua vez pode ser provada a partir das somas dos nimeros inteiros positivos, ou

seja 14+2+-+(m—1)+n= @ Assim, seu ladrilhamento pode ser obtido usando ideias

semelhantes as usadas nos ladrilhamentos anteriores. Para o ladrilhamento relacionado a

sequéncia dos nimeros triangulares, inicialmente, consideremos um tabuleiro de dimensdes 1
X n e trés pecas pré-estabelecidas, todos quadrados de dimensdes 1 X 1 nas cores cinza (C) [
, vermelho (V) - e preto (P) -, que chamaremos aqui de conjunto CVP e, por fim, trés regras
especificas que chamaremos de R,(T), R,(T) e R,(T). A saber:

R,(T) — Todo ladrilhamento deve iniciar pelo ladrilho cinza.

R,(T) — A posigdo das cores no ladrilhamento deve respeitar a sequéncia CVP, ou seja,

um ladrilho cinza nao deve ocorrer antes de um ladrilho cinza assim como um ladrilho preto

ndo deve ser colocado antes de um vermelho.

R,(T) — O tnico ladrilho obrigatorio em todo ladrilhamento, é o de cor cinza.

Pela regra R,(T), o ladrilhamento composto por um ladrilho deve ser apenas -, ou

seja, para preencher um ladrilhamento da mesma forma, correspondente a um 2-tabuleiro,
devemos ter as seguintes disposigdes {-,-,-}.

Usando a Figura 77 para apresentar outro caso, tem-se:



159

Figura 77 - Os 10 ladrilhamentos do quarto nimero triangular

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Observamos a partir da Figura 77 que no caso n = 4 temos 10 disposicdes distintas do

conjunto CVP e, de acordo com as regras estabelecidas, também podemos aplicar a definigdo 7

. . . L r
ou seja, o conjunto CVP pode ser descrito como E° Nl de modo que a+b+c=ne a>1.

Desse modo, para o caso n = 5, temos a seguinte configura¢do, usando as poténcias de ladrilhos.

Figura 78 - Os 15 ladrilhamentos do quinto nlimero triangular como poténcia de ladrilhos
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Dessa forma, podemos supor que esse conjunto de ladrilhos dispostos seguindo as regras
estabelecidas formam os ntimeros triangulares. Portanto, apresentamos dois teoremas que

podem comprovar essa conjectura.
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Teorema 12 (Forma explicita para o conjunto CVP). Considere 7, a quantidade de
ladrilhamentos possiveis usando 7 ladrilhos 1 X 1 de cores distintas (cinza, vermelho e preto) e as
regras de ladrilhamento seguintes:

R,(T) : O ladrilhamento deve sempre iniciar pelo ladrilho cinza.

R,(T): A ordem das cores deve ser mantida como CVP (Cinza, Vermelho, Preto), de
modo que um ladrilhamento nunca tenha um ladrilho vermelho antes do cinza, nem um ladrilho
preto antes do vermelho.

R,(T): O ladrilho cinza é o tnico obrigatorio em todo ladrilhamento, entio

T :n(n+1)

n

,Vn>1.

Demonstracio. Primeiramente usaremos as regras para definir os ladrilhamentos possiveis.

. . A h i
Nesse caso, usando R, ('), sabemos que um n-ladrilhamento deve ser do tipo 'l en

que a+b+c=n. Sabemos também, por R,(T'), que apenas o ladrilho cinza deve estar presente
em todo ladrilhamento ou seja 1<a<n, €, no casode a=n, b=c=0 com, 0<hb<n-1-¢e
0<c<n-1. Dessa forma, podemos dividir um conjunto de n-ladrilhamentos em subconjuntos
com a pecas cinzas, ou seja, a quantidade de vezes que a peca cinza estd presente nesse
ladrilhamento. Assim, vamos considerar o nimero de elementos de cada subconjunto que
contenha a mesma quantidade de pegas cinza como C“, e o restante do ladrilhamento deve ser
preenchido pelas duas pegas restantes ¥*P¢ ou II*IF. Considerando a soma b+c=m temos,
para cada b, c=m—>b, a quantidade de diferentes pares (b,c) que somam m ¢é equivalente ao
numero de inteiros b possiveis de 0 até m. Isso resulta em m+1 combinagdes distintas de b e
¢ em cada subconjunto C’. Assim, considerando o intervalo 1<a <, temos em um conjunto
dos n-ladrilhamento os seguintes subconjuntos com C“ elementos mW - mTE. Como
a+b+c=n e b+c=m, entdo a=n—-m. Logo, C*=C"". Dessa forma, temos C" =C""’ =1
pois m=0 e o numero de combinagdes possiveis ¢ de m+1. Da mesma forma, C""' =2,
C"?=3,C"> =4, e assim por diante, de modo que C' =» pois C' =C" ", ou seja, m=n—1,
m+1=n. Por fim, como 7, ¢ a quantidade de todos os n-ladrilhamentos possiveis, entdo pode

_n(n+1)
2

ser representado como a soma C'+C""'+C">+---+C'= 14+243+--+n . Logo,

conclui-se que 7, = n(n+l)
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Com base no Teorema 2, pode-se apresentar como exemplo uma configuracdo que

descreva o ladrilhamento para n =5. Observemos a Figura 79:

Figura 79 - Disposic¢ao em tridangulo dos ladrilhamentos do quinto ntimero triangular

ws ]
T T

T (T e
flllllll-.EI:_.E_
00 O [T [T [

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura 79, € possivel observar que os ladrilhamentos estdo organizados em colunas,
as quais compartilham uma quantidade especifica de ladrilhos cinzas, correspondendo a uma
soma determinada 1+2+3+4+5=15. Além disso, nota-se que em cada coluna a quantidade
de ladrilhos do conjunto VP ¢ sempre igual a m + 1. Por fim, a disposi¢ao completa dos
ladrilhamentos sugere a formagdo de um triangulo.

Com base na Defini¢do 2, obtemos a forma explicita dos nimeros triangulares. No
entanto, também apresentamos um teorema que descreve o ladrilhamento do conjunto CVP por

meio da lei de recorréncia, seguindo as regras previamente estabelecidas R, (T), R, (T) e R,(T)

Teorema 13 (Recorréncia dos numeros triangulares via ladrilhos). Seja T, a quantidade de

ladrilhamentos formados a partir do conjunto CVP . . . seguindo as regras R,(7") ,R,(T)
e R,(T), necessarios para preencher um tabuleiro 1 X n. Entdo, 7, = S,(n).

Demonstracio. Inicialmente consideremos o caso n=1. Tendo em vista a regra R, (T)
estabelecida, decorre que o 1-tabuleiro é formado pelo ladrilhamento 1] entdo 7, =S;(1) =1
Em seguida, considerando o caso n=2, como consequéncia da regra R (7) e R,(7T),

determinamos o conjunto de ladrilhamento do 2-tabuleiro como {-,-,-}, ou seja,

T,=S,(2)=3. Quando consideramos um ladrilhamento 7, , visando cobrir um tabuleiro
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1 x (n+1) temos trés possibilidades: final cinza, final vermelho e final preto. Para o final preto,
temos todos os ladrilhamentos de 7, pelaregra R,(7), pois se temos em 7, um ladrilhamento

do tipo CV’P° com a+b+c=n, entdo em 7

n+l

teremos seu correspondente C“V”P°P'com

a+b+c+1=n+1. Analisando os ladrilhamentos de final vermelhoem 7

", »temos por R, (7T")
que ¢é do tipo C“V”. Como ndo temos o ladrilho preto, entdo ¢ =0 e a+b=n+1. Assim, pelo
Lema 2, a quantidade de ladrilhamentos possiveis € igual a n. Por fim, para o caso do final cinza

em 7T

n+l 2

temos, pelo Corolario 1, que s6 ha uma possibilidade. Dessa forma, somando-se as

quantidades nas trés possibilidades de cores do final, temos T

n+1

=T +n+1, que é a mesma
recorréncia dos niameros triangulares e, como 7, = S,(n) =1, entdo, de fato 7, = S;(n). ]

De modo semelhante ao apresentado no Teorema 2, podemos estabelecer uma

configuracdo que descreva a recorréncia dos numeros triangulares via ladrilho. Basta

reorganizar os ladrilhamentos de modo que os termos 7, n e 1 estejam bem definidos.

Observemos o caso T, =T, +4+1.

Figura 80 - Disposi¢ao de ladrilhamentos de numeros triangulares para apresentar a

recorréncia com cores destacadas

[ T 0 0 W
[T T
.
(-
[ —

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Figura 80 apresenta a recorréncia dos nimeros triangulares. Observe que, no

quadrilatero azul, estdo todos os ladrilhamentos de 7, e, quando se excluem os ultimos

ladrilhos na cor preta, o processo pode ser repetido, de modo que se excluirmos a tltima coluna
do quadrilatero azul e considerarmos apenas os trés primeiros ladrilhos das trés colunas

restantes, teremos 7;. Se considerarmos agora apenas os dois primeiros ladrilhos das duas
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primeiras colunas, teremos 7, e, por fim, observando apenas o primeiro ladrilho da primeira
coluna, teremos entdo 7 .

A configuragdo que revela n estd dentro do quadrilatero verde, contendo apenas
ladrilhamentos formados por pecgas cinzas e vermelhas, e a Ultima configuracao, lida da
esquerda para a direita e de baixo para cima, ¢ justamente a que corresponde a 1, ou seja, o
ladrilhamento inteiramente cinza.

Ainda observando as figuras apresentadas em cada teorema, aliada a sequéncia dos

numeros triangulares, podemos observar algumas propriedades.

Corolario 9 (Contagem de ladrilhamentos com pegas vermelhas no conjunto CVP). Seja o
conjunto CVP, construido segundo as regras estabelecidas R,(7),R,(T) e R,(T), com um
total de 7, possibilidades de ladrilhamento. A quantidade desses ladrilhamentos que contém

pelo menos uma pega vermelha ¢ dada por T

n—-1

=S,(n—-1) com n>1.
Demonstracio. Temos que 7, = S,(n) e, como os ladrilhamentos que contém pelo menos uma
peca vermelha sdo dados pela diferenca entre todos os ladrilhamentos 7, e o conjunto de

ladrilhamentos com apenas pegas cinza e preta e do ladrilhamento totalmente cinza. Usando a
mesma ideia do corolario 2, o total de ladrilhamentos que contém apenas pecas cinza e preta €
igual a n — 1, e o ladrilhamento todo cinza corresponde a 1. Assim, temos que:
nn+1)-2n  n*-n  (n-1)(n-1+1
(1+D)=2n _ w=n _ (n=D(n=1+1)
2 2 2

Para um exemplo, temos o caso n =4 em que a figura apresenta s,(3) =6 ladrilhamentos

S;(n)-(n-1+1)=

=85(n-1)=T,_, u

com, pelo menos, uma peca vermelha.

Figura 81 - Representacdo da recorréncia de nimeros triangulares via ladrilhos

11

(-
[T .

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Na Figura 81, temos a terceira coluna, da esquerda para a direita, apresentando os seis
ladrilhamentos possiveis que contém pelo menos um ladrilho vermelho, e nas outras colunas
temos o ladrilhamento todo cinza (na primeira coluna) e os n -1 ladrilhamentos cinza e preto
(segunda coluna).

Dessa forma, tendo um n-tabuleiro para ser preenchido com pegas do conjunto CVP e

as regras R,(T),R,(T) e R,(T), ja apresentamos a quantidade de ladrilhamento de uma cor

apenas e duas cores. No entanto, também ¢ possivel calcular a quantidade de ladrilhamentos

possiveis que possuem as trés cores do conjunto. Para isso, enunciaremos mais um coroldrio.

Corolario 10 (Contagem de ladrilhamentos contendo todas as trés cores no conjunto CVP). Seja

o conjunto CVP, organizado conforme as regras estabelecidas e com um total de 7 possibilidades

de ladrilhamento. A quantidade de ladrilhamentos que contém pelo menos uma pega cinza, uma
peca vermelha e uma pega preta ¢ dada por 7, , para n>2.
Demonstracio. De uma maneira geral, podemos afirmar que o total de ladrilhamentos

desejados ¢ dado pela diferenca entre o numero total de ladrilhamentos 7, e a soma das
quantidades de ladrilhamentos que utilizam apenas duas ou uma das cores disponiveis, ou seja,
T ladrilhamentos totais menos n—1 ladrilhamentos que possuem apenas cinza e vermelho na

sua composicao, menos n—1 ladrilhamentos formados apenas por cinza e preto € menos o

ladrilhamento todo cinza, dessa forma, temos:

2 2
n(n+l)_(n_1+n_1+l):n +n 4n+2:n 3n+2:(n 2)(n+1-2)
2 2 2 2
=S,(n-2)=T _,,n>2. [
Figura 82 - Exemplo do corolario 4 no software GeoGebra
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Na Figura 82 ¢ possivel observar o exemplo para n = 5 e verificar que as trés primeiras
colunas (da esquerda para a direita) apresentam os ladrilhamentos que contém as trés cores do

conjunto CVP, no total de 6 ladrilhamentos ou S,(5-2)=5,(3). As colunas restantes sdo

preenchidas com ladrilhamento de uma ou duas cores apenas.
Por fim, no intuito de organizar todas as ideias dessa pesquisa, apresentamos uma Tabela

que expressa todas os subconjuntos de ladrilhamentos e suas respectivas quantidades.

Tabela 6 - Resumo das propriedades de nimeros triangulares via ladrilho

Subconjunto Representacio Condicao Contagem Nimero
de CVP figurado
correspondent

€

Todos os .g.b .E a+b+c=n,a>1 7, S, (n)

ladrilhamentos

Somente uma -ﬂ a=1lnz=1 1 V4

cor

Somente cinza . a . h a+b=n,n=>2 L, Sl (n)
1

e vermelho

Somente cinza . il . C a+c=nn=2 L, Sl (I’l)
1

e preto

Contendo pelo .a.b.ﬂ a+b+c=nb#0,n=2 7T,,| S;(n=1

menos um
ladrilho

vermelho

Ladrilhamento ..5;..'__1.(! a+b+c=n,c#0,n=2 7, .| S,(n=D

s de finais

pretos

Contendo .{;.b .E a+b+c=nb#0,c#=0,n=>3 7, .| S,(n—=2)
todas as cores
do conjunto

Ccvp

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Os resultados apresentados neste capitulo evidenciam as relagdes entre os subconjuntos

do conjunto CVP e suas respectivas quantidades de ladrilhamentos, proporcionando uma visao
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mais estruturada das combinagdes possiveis. A Tabela 6 apresenta essas relagdes de forma
resumida, o que facilita a compreensdo das contagens obtidas e destaca os padrdes
identificados. Esses teoremas e suas representagdes numéricas constituem a base para as
proximas generalizacdes e para aprofundamentos na andlise dos ladrilhamentos de outros
numeros figurados.

Na proxima secdo, abordaremos o ladrilhamento de outros nuimeros poligonais,
enfatizando a relacdo basica entre os nimeros triangulares ¢ os demais nimeros figurados
planos, conforme fizemos nas se¢des anteriores. Apresenta-se, entdo, um estudo inédito desses
ladrilhamentos, a partir do qual podemos generalizar e formular regras com base nessa relacao

fundamental.

3.9.4 Ladrilhamento dos niimeros poligonais via nizmeros triangulares

Nessa se¢do, analisamos como a relagdo basica entre nimeros triangulares e poligonais
pode ajudar na criacdo de regras para o ladrilhamento desses nimeros. Iniciamos a partir do
exemplo dos nimeros quadrados, pentagonais e hexagonais, até que possamos analisar de uma
forma geral, ou seja, dos niimeros poligonais. Ademais, também podemos analisar um possivel
ladrilhamento para nimeros poligonais com indices negativos a partir das relagdes de Deza e
Deza (2012) e pela visualizagao apresentada por Barros (2021), que também mostra a relagao

desses numeros com os numeros triangulares.

Para o ladrilhamento de nimeros quadrados, temos sua forma geral dada por S,(n)=n’
e sua relagdo basica com nimeros triangulares, estabelecida por S,(n) = S,(n)+S,(n—1),n =1
com S,(0) = S,(0) = 0. Pelas regras apresentadas para ladrilhamentos dos nimeros triangulares,

podemos estabelecer algumas observagoes.
A primeira observagdo € que, para ladrilhamento de nimeros quadrados devemos ter
dois ladrilhamentos diferentes de nimeros triangulares, por isso vamos inserir uma cor para

representar o segundo conjunto de nimeros triangulares. Utilizaremos um ladrilho na cor azul

., formando entdo o conjunto CAP (Cinza, Azul e Preto). Dessa forma, podemos criar um
segundo ladrilhamento de nimeros triangulares em que a cor azul serd substituta da cor
vermelha do ladrilhamento padrdao dos nimeros triangulares.

A segunda observagdo € que deve ser retirado um valor referente a n e esse valor ¢
justamente todos os ladrilhamentos do tipo CP, pois estes estdo presentes nos dois
ladrilhamentos, seja CVP ou CAP, e correspondem a » ladrilhamentos, como visto na Tabela

6. Dessa forma, basta que um ladrilho azul seja inserido e uma nova regra criada em que
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ladrilhos vermelhos e azuis ndo ocorram no mesmo ladrilhamento. Podemos visualizar essas

observagdes a partir da Figura 83:

Figura 83 - Relacdo entre nimeros quadrados e triangulares via tabuleiro

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura 83 ¢ possivel observar o terceiro numero quadrado formado por 9

ladrilhamentos organizados em forma de nimero quadrado. Destaca-se, ainda na figura, dois

tridangulos, um cobrindo todos os ladrilhamentos dos niimeros triangulares 8,(n) e outro que

S;(n

representa D Dessa forma, pode-se estabelecer as pecas do ladrilhamento como Cinza,

Vermelho, Azul e Preto e as regras de ladrilhamentos de nimeros quadrados pela Tabela 7:

Tabela 7 - Regra de ladrilhamento dos niimeros quadrados

Regra de Ladrilhamento dos nimeros figurados quadrados

R,S,(n) | O ladrilho cinza sempre ocupa a primeira posi¢do no ladrilhamento

R,S,(n) | Os ladrilhos azuis e vermelhos nunca ocorrem no mesmo ladrilhamento

R,S,(n) | A ordem das cores deve ser mantida como CVP (Cinza, Vermelho, Preto), ou CAP
(Cinza, Azul e Preto) de modo que um ladrilhamento nunca tenha um ladrilho
vermelho (ou azul) antes do cinza, nem um ladrilho preto antes do vermelho (ou
azul).

R,S,(n) | O ladrilho cinza € o unico presente em todos os ladrilhamentos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Para os ladrilhamentos dos numeros pentagonais S,(n), devemos retornar a relacdo

béasica entre triangulares e poligonais, dada por: Si(n)=S,(n)+2S,(n—-1),n=1, com
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S,(0) =S,(0) =0, e inserir duas cores em rela¢do aos numeros triangulares. Utilizaremos um

ladrilho na cor azul dos nimeros quadrados e outro na cor amarela D, formando trés conjuntos
de ntimeros triangulares, em que o primeiro € CVP e os ouros sao CAP dos nimeros quadrados
e um outro CA’P (Cinza, Amarelo e Preto), de acordo com a configuragdo dos numeros

poligonais que relacionam nimeros triangulares na sua composicao.

Figura 84 - Numero pentagonal

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na configuracao classica apresentada na Figura 84, temos os 22 pontos referentes ao
quarto nimero poligonal pentagonal. Essa configuracdo esta destacada em cores. Isso quer dizer
que teremos de conseguir 22 configuragcdes diferentes para um 4-tabuleiro de numeros
pentagonais usando a ideia semelhante a realizada nos nimeros quadrados, ou seja, um conjunto

de regras, que sdo destacadas na Tabela 8.

Tabela 8 - Regra de ladrilhamento dos niimeros pentagonais

Regra de Ladrilhamento dos numeros figurados pentagonais

R,S,(n) | O ladrilho cinza sempre ocupa a primeira posi¢do no ladrilhamento

R,S;(n) | Os ladrilhos azuis, amarelos e vermelhos nunca ocorrem no mesmo ladrilhamento

R,S,(n) | A ordem das cores deve ser mantida como CVP (Cinza, Vermelho, Preto), CAP
(Cinza, Azul e Preto) e CA’P (Cinza, Amarelo e Preto), de modo que um
ladrilhamento nunca tenha um ladrilho vermelho (amarelo ou azul) antes do cinza,
nem um ladrilho preto antes do vermelho (ou azul).

R,S,(n) | O ladrilho cinza € o unico presente em todos os ladrilhamentos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Dessa maneira, o conjunto de 22 ladrilhamentos do quarto numero pentagonal sera
apresentado nas proximas figuras, destacando a construcdo pentagonal e o crescimento
preenchendo os niumeros anteriores presentes na constru¢ao com ladrilhos pretos usando

Para o 1-ladrilhamento, como nos outros casos e para cumprir a regra, temos apenas o

S, =1

ladrilho cinza, ou seja representado por - Para §5(2)=>5 temos:

Figura 85 - Organizagao do ladrilhamento do segundo nimero pentagonal em pentagono

[N
N .
HE =S

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Aqui temos a segunda camada de pontos em torno do primeiro ladrilhamento composto
pela peca cinza. Perceba que o pentagono crescerd a partir do ladrilhamento CP, que no 1-
ladrilhamento era apenas C. A Figura 86 ¢ composta por essa mesma configuragdo
acompanhada do ladrilho P para ter o tamanho 3 e outra camada com as outras configuracdes

possiveis.

Figura 86 - Terceiro nimero pentagonal via ladrilhos

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Na Figura 87 pode-se observar que a primeira camada (o menor pentdgono) é composta
por todos os ladrilhamentos com final preto que correspondem a quantidade de ladrilhamentos
anteriores completados com preto para igualar o tamanho 3 do tabuleiro atual. Utilizando a

mesma regra, pode-se determinar, de forma indutiva, a proxima camada de tabuleiros.

Figura 87 - Quarto nimero pentagonal via ladrilhos

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Para finalizar a construcdo, temos a tltima camada do pentdgono composta por todos os
outros ladrilhamentos que ndo possuem P na sua composi¢cdo. Percebemos que o primeiro
pentagono possui 2 € 3 ladrilhos pretos em cada ladrilhamento; ja na segunda camada, apenas
1 ladrilho P; e, na ultima camada, nenhum ladrilhamento possui P em sua composicao. Esses
conjuntos somados separadamente compdem a soma sucessiva dos termos 1, 4, 7 e 10
necessarios para formar 22. Ou seja, 1 ladrilhamento com 3 pegas pretas, 4 com 2 pegas pretas,

7 com apenas 1 pega preta e 10 sem nenhum ladrilho preto na sua composi¢do, formando a

soma dos gnomons 1+4+7+10=22 Dessa forma, podemos enunciar um corolario a partir do
Teorema 1, Teorema 2 ¢ Corolario 3 e das observagoes feitas nos ladrilhamento dos nimeros

quadrados.
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Corolario 11 (Ladrilhamento dos Numeros Poligonais via Numeros Triangulares). Seja CVP
o conjunto de cores dos ladrilhamentos dos nimeros triangulares com suas respectivas regras,
um segundo conjunto de cores chamadas de Intermediarias (I) e as regras a seguir:

S Iiciar o ladrilhamento sempre pelo ladrilho Cinza.

R,S

.- Ladrilhos intermediarios nunca ocorrem entre si ou com a pe¢a Vermelha no mesmo
ladrilhamento.

R,S, - A ordem das cores deve ser mantida em CV(I)P de modo que a pega vermelha ou

intermedidrias nunca estejam antes de uma Cinza e a pega Preta nunca esteja antes de uma

Intermediaria ou Vermelha no ladrilhamento.
R,S, - A peca Cinza ¢ a inica obrigatoria em todo ladrilhamento.

Seja m—3 a quantidade de pecas intermedidrias inseridas no conjunto de cores com
m>3,e m sendo a quantidade de lados do poligono cujo nimero poligonal referente deve ser
ladrilhado. Entdo, a quantidade de ladrilhamentos possiveis para um n — tabuleiro é:

S,,(n) =S85 (n)+(m—=3)S;(n—1)
Demonstracio. Pelos Teoremas 1 e 2, temos que todas as combinagdes de cores que usam
apenas CVP na sua composi¢do totalizam S;(n)possibilidades em n-tabuleiro, e pelo corolario

3, temos que todas as combinacdes que utilizam pelo menos uma pega Vermelha equivalem a

S,(n—1). Se cada ladrilhamento que possui pelo menos uma pec¢a Vermelha tiver essa peca

substituida pelas pecas Intermediérias, respeitando R,S

m?

entdo cada grupo que possui pelo
menos 1 peca Intermedidria em sua composi¢do também totaliza S,(n—1) ladrilhamentos em

um n-tabuleiro. Dessa forma, para os nimeros quadrados com m=4 inserimos uma cor, ou
seja, 4—3 =1; para os numeros pentagonais com m =35 inserimos duas cores, ou seja, m—3=2
de maneira que para um certo poligono m-gonal teremos m—3 cores inseridas. Ou seja, o n-
¢simo numero poligono m-gonal ¢ composto pela soma do conjunto da quantidade de

ladrilhamentos do conjunto CVP, que ¢ S,(n) e os m—3 conjuntos formados pelas cores
inseridas, que equivalem a S,(n—1) ladrilhamentos cada, de modo que:
S (n)=S8,(n)+S;(n—-1)
[
Dessa maneira, podemos padronizar uma lista de cores a serem inseridas nos numeros

poligonais conforme aumentamos o nimero de lados. A Tabela 9 apresenta as cores criadas no

GeoGebra para cada nimero poligonal até m=10:
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Tabela 9 - Pecas de ladrilhos dos nimeros poligonais

Nimero Conjunto de cores/ Intermediarias Cor intermediaria
poligonal adicionada
Triangulares -

Quadrados - Azul

Pentagonais - : Amarelo
Hexagonais - : Laranja
Heptagonais - : Roxo

Octogonais - : Verde
Eneagonais - : Vinho
Decagonais - j Rosa

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Com essa tabela, ¢ possivel construir qualquer nimero poligonal com até 10 lados
usando esse conjunto de cores e as regras pré-estabelecidas. Apresentaremos um exemplo do
terceiro nimero hexagonal usando a tabela de cores e a relagdo com os numeros triangulares

5,(3)=5,(3)+35,2)

dada por (3)=6+3-3=15.

Figura 88 - Terceiro numero hexagonal via ladrilhos

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Na Figura 88 temos dois hexagonos que formam o terceiro nimero hexagonal, ja que o
primeiro ¢ apenas o ponto. Esses poligonos foram separados em triangulos e, em cada um desses
triangulos, tem-se a construgao dos ladrilhos com uma cor intermediaria diferente. No triangulo
maior, construimos um terceiro nimero triangular usando o conjunto CVP. Com esse exemplo
encerramos a classificacdo dos numeros poligonais via ladrilhos, e mais adiante usamos o
GeoGebra para encontrar possiveis propriedades sobre essa familia de sequéncias com essa
nova configuragao.

Finalizada essa etapa, ¢ possivel fazer uma analogia para os numeros figurados
tridimensionais, mais especificamente os nimeros piramidais. Na proxima se¢ao construiremos
numeros figurados tetraédricos a partir de ladrilhamentos e possiveis relagdes com os nimeros

piramidais de uma forma geral.

3.9.5 Ladrilhamento dos niimeros piramidais

Observando as construgdes dos numeros triangulares e de seus analogos, ja discutimos
amplamente neste trabalho que a sequéncia formada pelos nimeros 1, pelos nimeros lineares
e pelos numeros triangulares pertence a uma mesma classe de figuras numéricas conhecidas
como numeros simplexos, e esses ja tiveram suas formas ladrilhadas e suas regras construidas
nas segdes anteriores.

Seguindo essa logica de generalizagdo, o proximo passo natural na classificagdo dos
numeros figurados ¢ o estudo dos simplexos tridimensionais, conhecidos como nimeros
tetraédricos. Esses nimeros podem ser interpretados como a soma acumulada dos nimeros
triangulares, que por sua vez pode ter seu ladrilhamento construido a partir das observagdes
feitas com numeros lineares, que antes ja foram construidos a partir da sequéncia dos nimeros
1. De fato, lembrando como podemos construir o ladrilhamento de nimeros triangulares a partir
de ntimeros lineares e observando os passos nas proximas ilustracdes, temos essa relagdao
explicada passo a passo para apresentar como podemos construir o terceiro nimero triangular
a partir dos nimeros lineares. Primeiramente, faremos a construgao dos trés primeiros nimeros

lineares.
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Figura 89 - Trés primeiros numeros lineares

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Aqui construimos os trés primeiros numeros lineares (1,2,3). Agora formaremos 3

grupos com esses numeros para obtermos a soma 1+2+3=6, que representa S553) , lembrando
que esses ladrilhamentos agora devem ter 3 ladrilhos cada; entdo, € preciso completar aqueles

que ainda ndo possuem a quantidade desejada.

Figura 90 - Construcdo dos niimeros triangulares a partir dos lineares

EEEpEE N |
N |
=

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A partir daqui, pode-se perceber que, ao completar os ladrilhos vazios, teremos 6
ladrilhamentos que seguem as primeiras regras dos nimeros lineares, bastando assim inserir
uma nova cor que cumprira a mesma regra de ndo ocorrer antes das pegas Cinza e Vermelho.

Assim, inserimos a pega preta e teremos, entdo, o terceiro niumero triangular.
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Figura 91 - Numeros triangulares a partir dos lineares

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Com esse conjunto de imagens podemos justificar a construgao de nlimeros triangulares
a partir dos seus gnomons, os nimeros lineares. Da mesma forma, apresentaremos uma possivel

constru¢do de um nimero tetraédrico a partir de nimeros triangulares.

n
Os numeros tetraédricos sao a sequéncia S3(n) = 253 (i) Ou seja, seus gnomons sa0 08

i=1
nimeros triangulares. Assim, para construir S;(3), temos S;(3)=S,(1)+5;(2)+S,(3),

S3(n)=10. Na Figura 92 destacamos os trés primeiros nimeros triangulares empilhados para

obtermos uma piramides com eles.

Figura 92 - Primeira etapa da constru¢do dos nimeros piramidais via ladrilhos

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Do exemplo anterior, temos que adicionar células até que todas formem o 3-tabuleiro,

3
necessarios para construir 503)

Figura 93 - Segunda etapa da constru¢ao dos nimeros piramidais

11 RN

i

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Agora vamos inserir uma nova cor ¢ usar a regra dos nimeros triangulares que trata da
hierarquia de cores para determinar algumas regras que sirvam para o numero tetraédrico em
questdo. Nesse sentido, devido ao fato de usarmos muitas cores nos numeros poligonais,
definiremos um tipo de ladrilho que possa expressar a que ladrilhamento pertence um numero
figurado tridimensional. Para isso, vamos inserir um ladrilho com duas cores — preto e vermelho
— e chamaremos esse ladrilho pelo conjunto de letras VP sublinhado, para que ndo seja

confundido com as letras VP dos ladrilhos Vermelho e Preto separadamente.

Figura 94 - Terceira etapa da constru¢do dos nimeros piramidais

m
| CEE TEE TEm |

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Assim, podemos estabelecer que o ladrilhamento da figura pode classificado em quatro
tipos de ladrilhos, sdo eles: Cinza (C), Vermelho (V), Preto (P) e Vermelho-preto (VP),
seguindo as regras: 1) iniciar sempre pelo ladrilho Cinza, 2) usar a ordem de constru¢ao CVPCP

e 3) o unico ladrilho obrigatério € o Cinza (C).

Teorema 14 (Ladrilhamento dos niimeros tetraédricos). Dado um conjunto de quatro cores
ordenadas definidas como Cinza (C), Vermelho (V), Preto (P) e vermelho-preto (VP), usadas

de modo a preencher um tabuleiro 1 X n € o conjunto de regras:

3
R,8;(m) Iniciar sempre pelo ladrilho C

‘RzS; (n)- A ordem de construgdo ¢ C <V < P <VP nao podendo ocorrer nenhuma cor
fora da ordem estabelecida.

R,5:(n)- A Ginica pega existente em todo ladrilhamento é a C

Entdo, a quantidade de ladrilhamentos possiveis para esse conjunto de cores e as regras

estabelecidas é:

nn+)(n+2)

52 ="0D

Demonstracio. Pelo teorema 1, temos que o conjunto CVP possui s, (») possibilidades para
preencher um tabuleiro de tamanho 1 X n. Dessa maneira, vamos imaginar um conjunto com
os todos os ladrilhamento dos nimeros triangulares de 1 a n ou seja
r= {S3 (1),5;(2),5;(3),...S; (”)}
Esse conjunto com todos os ladrilhamento possuem tamanhos diferentes dependendo do
numero triangular em questdo. Agora completamos todos os ladrilhamentos desse conjunto até

que todos eles tenham tamanho 7 e iremos preencher todas as células vazias com o ladrilho VP.

Desse modo, temos para S, (1) que possuia apenas uma cé€lula agora com n—1 ladrilhos (VP),
ou seja C(VP) (VP) (VP) (VP)... (VP); ja para s5,2)=3, temos n—2 células (VP)
acrescentadas em 3 ladrilhamentos inicialmente de tamanho 2. O conjunto desses trés

ladrilhamentos ¢ dado por {CC(VP)(VP)..(VP),CV (VP)VP)...(VP),CP(VP)(VP)...VP)} .

Dessa forma, usando o mesmo procedimento para todos os elementos de 7° teremos as trés
regras obedecidas, pois todos os niumeros triangulares ja satisfazem a regra CVP e os ladrilhos

restantes usados para completar os tamanhos dos tabuleiros iniciais, serdo preenchidos com

(VP) satisfazendo R,S: (n).
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Como todos os ladrilhamentos foram preenchidos apenas no final e eles partem dos

921S33(’7) e

, . ~ 3 , ., ~ .
nimeros triangulares, entdo 93353 (n) também ja& estdo valendo. Assim, se

estabelecermos a soma de todos os elementos do conjunto 7° temos todos os ladrilhamentos
possiveis com as pecas e regras dadas, ou seja
n
Sy (D) +8(2) 4 85 (m) = 3_8;(i) = 7 (n)

i=l1
]
Ao analisarmos os ladrilhamentos das sequéncias dos nimeros simplexos até k& =3, isto
¢, nimeros tetraédricos, percebemos que esses nimeros possuem uma regularidade na regra tal
qual as outras representacdes de simplexos apresentadas até aqui. No caso da representacao via
tabuleiros, as regras de iniciar com ladrilho Cinza e mater a hierarquia de cores funciona nos
quatro casos vistos até agora, nesse caso, podemos estabelecer uma regra geral para os

simplexos. Essas observagdes serdo relatadas na proxima secao.

3.9.6 Ladrilhamento dos niumeros simplexos

Nesta secdo organizamos de forma detalhada a regra de ladrilhamento para os nimeros
simplexos k-dimensionais, observando as regras estabelecidas quanto as cores e suas
hierarquias. Trataremos de um modelo combinatério que conduz a féormula das combinagdes
com repeticdo, uma formula conhecida presente em muitos livros de andlise combinatéria e
probabilidade e que possui uma similaridade com os ladrilhamentos propostos.

Consideremos um tabuleiro de dimensdes 1 X n e dispormos de k + 1 cores distintas
para o seu preenchimento. Seguindo agora regras similares usadas para os nimeros triangulares
e numeros tetraédricos, ou seja, iniciando todo ladrilhamento pela cor cinza, seguida por
vermelho e preto. Como estamos falando de um ntimero & +1 de cores, chamaremos essas cores

de ¢,c,,...,c,,,. Essas cores devem ser preenchidas no tabuleiro de tal modo que as pecas de

cores ¢, devem ocorrer sempre antes de pegas c,,, , mantendo uma hierarquia nas cores dispostas

i+l

no n-tabuleiro.

Agora, vamos classificar como ¢, a quantidade de casas preenchidas com a cor ¢, de
modo que ¢, € {0, L2,..,n— 1} ,para i > 2, pois no caso de ¢, ja ocupa a primeira casa com uma

das suas pecas. Como o tabuleiro possui n cé€lulas, entdo o nimero de combinagdes possiveis
para o seu preenchimento ¢ dado pela equacao:

L+t +ett,, =n—1
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Essa equagdo, de acordo com livros de andlise combinatéria como Brualdi (2010), ¢
obtida a partir da férmula de combinacdo com repeticdo, ou combinagdes de multiconjuntos.
Organizando os dados de acordo com as informagdes dadas, temos a formula:

(n-)+k+1)-1
( k+1-1 j
Vejamos que essa ideia vale para os nimeros triangulares. Vamos, por exemplo, analisar

nessa formula, o caso S,(5)=15. Como estamos falando de niimeros figurados planos, entdo

k=2, logo, esse ladrilhamento possui 3 cores que ja sdo conhecidas pelo conjunto CVP. Como
pretendemos encontrar a quantidade de ladrilhamentos do quinto numero triangular, entdao

5-D+2+1D)-1 6 ! ! .
temos =D+ ) = , ou ainda, 6! = 6! :6 5:15. Diante desse
2+1-1 2 21(6-2)! 214! 2

exemplo, apresentaremos o teorema de Brualdi (2010) sobre a combinagdao com repeticao e

relacionaremos posteriormente com o ladrilhamento dos nimeros simplexos.

Teorema 15 (Combinagdo com repeticdo). Seja S um multiconjunto com objetos de £ tipos,

cada um com niimero infinito de repeti¢des. Entdo, o nimero de n-combinacdes de S ¢ igual a
(Brualdi, 2010):

n+k—1 n+k—1

)

Demonstracio. Sejam os & tipos de objetos de S q,,q,,...,a, de forma que
S ={w0-q,,0-a,,...,0-a,}

Qualquer n-combinagdo de S ¢ da forma{xlal,xzaz,...,xkak}, onde x,x,,...,x, sao0
inteiros ndo negativos com x, +x, +...+x, =n. Por outro lado, toda sequéncia x,,x,,...,x, de
inteiros ndo negativos com x, +x, +...+x, =n corresponde a uma n-combinagdo de S. Assim,
o numero de n-combinacdes de S ¢ igual ao nimero de solugdes da equacao:

X +X2 +...+.Xk =n

Cada solucdo inteira ndo negativa dessa equacdo corresponde exatamente a uma 7-
combinagdo de S. Portanto, contar as r-combinacdes de S ¢ equivalente a contar o nimero de
solucdes nao negativas da equagdo acima.

Dessa maneira, devemos imaginar que existem z elementos divididos em & blocos dessa

maneira suas divisorias sdo k-1. Assim, o total de simbolos da linha ¢ n+k—1. Cada arranjo
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distinto desses simbolos define uma distribuicdo diferente das repeticdes e, portanto, uma
combinagao diferente.
Dessa forma, o numero de maneiras de escolher as posi¢cdes das k£ —1 divisorias no

n+k—1 posi¢cdes ¢ dado pelo coeficiente binomial

n+k-1) (n+k-1
n k-1
Ou ainda o nimero de combinagdes de n elementos de k objetos distintos, cada um

disponivel em quantidade ilimitada, ¢ igual a
k+n-1
n

Se tomarmos essas divisorias como os subgrupos de cores distintas de k +1 cores, temos

entdo k divisdrias de cores; e como a primeira posi¢ao ocupada pela cor Cinza, temos apenas

n—1 elementos para ocupar usando a regra. Entdo, para nimeros simplexos, o ladrilhamento

e

Dessa maneira, finalizamos a regras de ladrilhamentos dos simplexos. No total, temos

segue a formula:

regras gerais para nimeros poligonais, piramidais e simplexos. Muitas outras regras podem ser
obtidas a partir da relagdo dos simplexos com outras familias de sequéncias. Diante disso, agora
podemos explorar propriedades de numeros figurados poligonais, piramidais e outros tipos de
modo com uso do GeoGebra, trazendo a relevancia do uso do soffware na compreensao e

visualizacdo desse tipo de representagao.

3.9.7 Propriedades de ladrilhos dos niimeros figurados a partir do sofiware GeoGebra

Nessa secdo apresentamos algumas construgdes de ladrilhamentos usando a
configuracdo basica de nimeros figurados e a relagdo entre nimeros simplexos e seus outros
numeros figurados em uma dada dimensdo. O objetivo € extrair algumas propriedades e
possiveis situacdes didaticas que possam unir a representacdo via ladrilhos e o software
GeoGebra.

Na Figura 95, por exemplo, apresentamos um niimero triangular substituindo seu padrao

discreto responsavel pela visualizagdo do tridngulo por ladrilhos. Dessa forma, podemos
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redistribuir os ladrilhos e observar padrdes que podem ser traduzidos em regras, propriedades

ou relagoes.

Figura 95 - Configuragao via ladrilhos de nimeros triangulares

v Doa Dot Qafme Tasieka kede Ade

E s I ol | R [ |

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Observe que na Figura 95 temos a distribui¢cdo dos 10 ladrilhamentos do quarto nimero
triangular. Essa distribui¢do € aleatoria, indicada apenas para exemplificar como serd utilizada
a visualizagdo de ladrilhamentos de nimeros figurados nesta secao.

No entanto, podemos encontrar algumas relagdes utilizando apenas a redistribuicdo de
ladrilhos, como nos dois casos basicos de forma geral e lei de recorréncia. Uma redistribuicao
de numeros triangulares pode ser feita de trés maneiras.

Na primeira, temos a soma de niimeros naturais sucessivos, ou seja, S,(4)=1+2+3+4.
Aqui a configuragdo sugere que devemos somar os 4 primeiros ladrilhamentos dos numeros

naturais completando com ladrilhos pretos até que se tenha um 4-tabueiro em todos os casos.

A Figura 96 representa essa relagao.
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Figura 96 - Recorréncia dos nlimeros triangulares via ladrilhos

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Aqui podemos observar que seguem uma sequéncia decrescente de ocorréncia de
ladrilhos pretos: cada ladrilho preto significa uma representacao do ladrilhamento anterior, ¢ a
soma 1+2+3+4 estd na quantidade de ladrilhos em cada coluna, que sdo preenchidos apenas
pelo conjunto CV. Dessa forma, essa disposicao representa as somas parciais dos numeros

naturais que formam S,(4).
Na Figura 97 temos a lei de recorréncia dos numeros triangulares S,(n+1) = S;(n)+n+1
como uma formula que sugere trés configura¢des: uma contendo o termo anterior S,(n), uma

contendo o nimero linear n, que representa o indice do nimero triangular anterior, e por

ultimo, o ladrilhamento do nimero 1.

Figura 97 - Outro exemplo de recorréncia dos nimeros triangulares via ladrilhos

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Na Figura 97 temos a primeira coluna com todos os ladrilhamentos pretos, indicando
que esses representam o numero triangular anterior; na segunda coluna, todos os ladrilhamentos
CV, e por ultimo o unico ladrilhamento possivel para a sequéncia de 1 relativa a n=4. Essa
disposi¢do representa bem a lei de recorréncia dos nimeros triangulares.

Para finalizar, vamos construir a relagdo de recorréncia homogénea dos nimeros

triangulares  S;(n+3)=3S,(n+2)-3S,(n+1)+S;(n). Aqui devemos criar copias dos

ladrilhamentos anteriores e aplicarmos as operagdes desejadas.

Figura 98 - Visualizagdo da recorréncia homogénea dos nimeros triangulares via ladrilhos

+ [

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura 98 podemos observar trés copias de nimeros triangulares que possuem final

preto, indicando se tratar do termo anterior dos ladrilhamentos 4; no caso, 3S;(3), totalizando

16 ladrilhamentos que possuem pelo menos 1 ladrilho preto. Como sdo copias, os 6 originais
foram repetidos como mostra a figura. A seguir, temos a —3S5,(2), que ¢ formada por 3 copias
de ladrilhamentos que possuem 2 ou mais ladrilhos pretos na sua composicao e, por fim, temos

S,(1), que é composto pelo ladrilhamento que possui 3 ou mais ladrilhamentos na sua

composi¢do. Mostra-se um destaque no primeiro bloco de ladrilhamentos, onde ocorrera as

operacoes.



184

Figura 99 - Primeira etapa da recorréncia homogénea dos numeros triangulares

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura 99 tem-se o bloco com 18 ladrilhamentos onde ocorrerdo as operacdes

apresentadas nas proximas figuras. Agora fazendo as operacdes indicadas nesse bloco, temos.

Figura 100 - Segunda etapa da recorréncia homogénea dos nimeros triangulares

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura 100 foram retirados os ladrilhamentos 3S,(2) das de 3S,(3), permanecendo
S,(1) . Dessa forma, restaram 10 ladrilhamentos, o que corresponde a S, (4) ; como alguns ainda

estdo repetidos, devemos substituir as pegas repetidas por ladrilhos possiveis e ndo usados. Por
exemplo, na linha inferior, temos 3 ladrilhamentos CCCP que devem ser substituidos por outros
possiveis para ndo ficar repetido. A solucdo, entdo, ¢ colocar cada final possivel para esses

ladrilhamentos. A Figura 101 mostra todas as substituigdes possiveis feitas.
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Figura 101 - Terceira etapa da recorréncia homogénea dos nimeros triangulares

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Agora a figura mostra todas as substituicdes sendo feitas e os ladrilhamentos que surgem

sdo todos que compde de fato S,(4). Com isso, exploraremos agora outros nimeros figurados

e suas possiveis regras partindo apenas da configuragdo dos nimeros triangulares e do software

GeoGebra.

3.10 GeoGebra e os Numeros (p,q)-gonais

Essa se¢do ¢ uma forma de expandir o estudo dentro dos niumeros figurados visando a
representacdo por meio do GeoGebra para numeros figurados de configuracdes mais
complexas. Esses nimeros, chamados de nimeros pg-gonais, sio nimeros que possuem duas
configuragdes quando representadas por padrao discreto. A equacdo geral desses numeros €
apresentada por Wenchang (2007) como:

(p=2)" —(p—Hn _(g=2)n’ —(g—4n
2 2

Existem muitos casos de nimeros que sao duplamente poligonais: os casos dos nimeros
triangulares quadrados ou (3,4)-gonais, nimeros triangulares pentagonais ((3,5)-gonais) e os
numeros quadrados pentagonais ((4,5)-gonais) serdo tratados nesse trabalho

Algumas formas de apresentar esses numeros incluem o estudo de equacdes diofantinas
mais precisamente, segundo Bezerra et a/ (2025) a equagdo que representa esses numeros recai

na equacao de Pell:



186

Defini¢cao 17 (Equacdo de Pell). Seja D um nimero natural ndo quadrado perfeito, a equagao

de Pell ¢ definida como uma equagao diofantina do tipo:
x*—Dy’ =1
Teorema 16. Admitindo sempre solugdes infinitas. Se (#,v) ¢ a solugdo positiva minima da

equagdo de Pell x> —Dy* =1 , entdo todas as solugdes ndo negativas sdo dadas por (Koshy,

2014):
u,=3{(u+ D)+ (u-D ) |

= Nlﬁ {(u N —VJB)"}

Demonstragio. Como (#,v) ¢ a solugdo minima para x*> —Dy* =1 , logo u’ —Dv* =1, dai
p 44 g

temos que:
(v’ —Dv?) =1

ou seja,

x> =Dy’ =(u’—Dv*)’
que pode ser reescrito como:

(v+Dy) (1~ ) =+ VD) (u~Dv)
Podemos assumir entdo que:
(x+Dy)=(u+Dv)
(x—\/By) = (u —\/Bv)n

Somando as igualdades e buscando cancelar y na primeira e x na segunda equagao, tem-

se que:
x%{(wﬁ)u(u_v@)"}

. NIE {(u /D) ~(u _v@)"}

[
Dessa forma, iremos inicialmente definir alguns mais conhecidos nimeros de dupla
configuragdo visando apenas apresentar essa classe especial de numeros figurados e,

posteriormente, sua representagao pelo GeoGebra.
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3.10.1 Numeros triangulares quadrados

Os numeros que sdo, a0 mesmo tempo, triangulares e quadrados, formam a sequéncia
(1,36,1225,...) catalogados como A001110 na OEIS. Esses numeros, pela defini¢do, possuem
uma equacao do tipo:

p(p+1)
=, =4

Dessa forma, temos que:
p(p+)=2q"
p +p=2¢"
4p’ +4p+1=84" +1
2p+1)"-2(29)" =1
Tomando x=2p+1 e y=2q, temos a equagdo de Pell
X' =2y=1
Usando a solugdo minima (3,2), na formula provada por Euler, em Dickson (2005),

chegamos em:

n

. _(B+242) +(3-2V2)" -2
4

L _B+242)" -(3-22)
n 4\/5

Assim, de forma computacional com o uso do GeoGebra, podemos encontrar os

primeiros valores dos indices (p,q) dos numeros S3 (p) e S4 ((]) , respectivamente. Observe a

Figura 102, que apresenta a lista desses primeiros indices com o auxilio do GeoGebra.

Figura 102 - Primeiros indices dos nimeros (3,4) -gonais

b Jamela de | ¢ Calewds Simbdlico (CAS) W | b Janels de Vislakizacho
#net {3+ 2saiZ)n + (3 Zaizln-2) 14 |
iy O e .S |
ey - S s
® hsETME S D 1 DY i I
o (i, 4 g | I3+ Zsgdrn - {3 - ZsgmZin) ) (4sgm ) | e
tegtol = + 40301 : S
i
3 07, 10 48 5049 X5 (206 204 (6ET, V8, AGADG, BOMD, (B2, A1) :
(1, 1) (8, 6), (49, 35), (268, 204), (1681, 1109), (9600, 6830), (57121, 48301)} i
: al
|
|

Fonte: Elaborado pelos autores (2024).
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E claro que, se usarmos a férmula que fornece um dos indices na propria forma geral do

numero poligonal correspondente, encontraremos os valores correspondentes, € assim podemos

v ,
escolher. Nesse caso, usaremos " na forma dos numeros quadrados para encontrarmos o0s

valores correspondentes dos ntimeros triangulares que também s3o quadrados, ou seja:
2
S,(v)=v
ou seja

5,0 = (3+2\/5);\—/§3—2x/5)”

((17+12J5)" + (17-122) - 2)

32

Para encontrarmos a recorréncia, podemos apresentar os primeiros valores em termos

dos anteriores da seguinte maneira, com s, (1) =1 €5, ,(2) =36

S,,(3)=1225=a-36+b-1+c
S, (4)=41616=a-1225+b-36+¢

No software GeoGebra, os valores de interse¢do dessas duas equacgdes podem ser

observados na Figura 103:

Figura 103 - Termos dos coeficientes da recorréncia dos numeros (3,4)-gonais

i ALk LS I
1 i re I -1
| h'.- I= *"__."'J -:l.'.\.ll J-:" ) '.r.-'”: ""'\:.. Py | et "'I"

|+ Jarwa e fugebra LT+ dansin ge Minuaizagas

n-it |
1, = JE BN

= = FMRIRAED
& 5 |10, ST EEIERY |
= 4, 1), 18, 6L (42, 351 288, 201, a6 1483, 26
tetul — *1 = [[1 1), (&, §)- 49, 35), (26
R R R )
1 1
ats) — by

TE =g, 260, 1220, SA0G, 1213721, JEN24EE, 1631422 al

[=3 = ;:".‘ |:|: I'l.-":ll]:.:l IEI:!- |: FE s M|
W o R TR vy B

wr= . 12 |

PP B I L TR
A i h

LA B LUR T LR E ]

B Ok 12280 X6y i x=L1T1E

W= SO, R, 20 k-, 118, 1)

& S Ge iRy + 2 T 1 41ETE

& | X = 20087, AL, 2+ B8040, 2448

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Na Figura 103, identificamos os trés coeficientes que se aproximam dos descritos por
Deza e Deza (2012) como a recorréncia:

S,4(n+2)=34S, ,(n+1)-S, ,(n)+2
com S,,(1)=1¢€S,,(2)=36, ¢ ainda:

S, (n+3)=34S,,(n+2)—S,,(n+1)+2
S, (n+2) =348, ,(n+1)=S, ,(n)+2

calculando S, ,(n+3)-S, ,(n+2)

S;4(n+3)—8,,(n+2)=34S5, ,(n+2)- 8, ,(n+1)+2-34S, ,(n+1)+ S, ,(n) -2

S, 4,(n+3)=358, ,(n+2)-35S, ,(n+1)+S, ,(n)

Percebemos que o estudo dos numeros pg-gonais conduz, de forma natural, a
investigacdo de equacdes diofantinas, do tipo equagdo de Pell, além de estabelecer relagdes
diretas com o uso de fragdes continuas e com a necessidade de manipulagdes algébricas mais
elaboradas. Esse percurso evidencia que a andlise dessas classes de numeros figurados
ultrapassa procedimentos elementares, exigindo ferramentas matematicas de maior sofisticagao
tedrica, tipicas da matematica pura.

Entretanto, do ponto de vista da visualizagdo geométrica, os numeros pg-gonais nao
apresentam atributos suficientemente evidentes que permitam a identificagdo direta de suas
propriedades por meio do recurso de visualizacdo empregado anteriormente em outras classes
de niimeros figurados. Diferentemente dos casos bidimensionais mais simples, nos quais a
configuracdo espacial favorece a compreensdo imediata das regularidades envolvidas, aqui a
representacao geométrica deixa de desempenhar um papel central na anélise das propriedades
matematicas.

Dessa forma, o estudo dos nimeros de dupla configuragdo segue, essencialmente, dois
caminhos complementares: um primeiro, ancorado na matematica pura, que mobiliza equagdes
diofantinas, fragdes continuas e técnicas algébricas avancadas; e um segundo, de natureza
tecnologica, que faz uso de softwares de geometria dindmica, como o GeoGebra, utilizando
comandos e construcdes especificas para a obtencdo e verificagcdo dos resultados. No proximo
topico, abordaremos os numeros quadrados pentagonais exclusivamente por meio de uma
abordagem tecnoldgica, utilizando o software GeoGebra como principal ferramenta de

investigacao.

3.10.2 Numeros quadrados pentagonais
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Os proximos numeros de dupla configuracao serdo abordados nesse topico apenas via
GeoGebra, mostrando uma forma simples de encontrar tais nimeros. No entanto, essa forma s
pode ser usada se um desses numeros for um quadrado, pois permite ao GeoGebra criar uma
funcao e dela extrair todos os inteiros. Para confirmar se os nimeros indicados sdao realmente
validos recorremos a OEIS.

Os primeiros nimeros quadrados pentagonais sdo (1,9801,94109401,903638458801,...)

A036353 na OEIS. Assim, escrevemos uma fun¢do em que S,(y)=y°> ¢ igual a

x(Bx-1)

S(x) === A fungdo ¢ dada por y’ _xBx=D _ [x(3x-1)

, , que no GeoGebra
2 7 1

1
escreveremos como f(x) = (@jz . Observe a Figura 104.

Figura 104 - Obtencao dos termos da sequéncia dos numeros quadrados pentagonais
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura 104, apresentam-se os quatro comandos necessdrios para gerar alguns
numeros quadrados pentagonais. A direita esta toda a descrigdo, mas, de modo resumido, temos
que a lista L1 cria pares ordenados (x, ) inteiros em uma lista com indefini¢des, que sdo os
pares nao inteiros; na lista L2 temos um comando para remover tais indefini¢des, gerando,
assim, apenas os pares inteiros dentro da lista completa.

Seguindo a descri¢do, no proximo comando trazemos a fun¢do g, que representa os
numeros quadrados, que sdo os y dos pares ordenados. Por fim, aplicando os temos encontrados

no numero a que corresponde ao nimero quadrado S,(y), temos o nimero desejado. Ou seja,

o proximo numero quadrado pentagonal € 9801, que pode ser comprovado em OEIS
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Na Figura 105, apresentam-se 0s quatro primeiros numeros quadrados pentagonais. Para
isso, utiliza-se uma terceira lista com as sequéncias encontradas nos pontos x, 0 que permite

que os valores sejam colocados na forma dos numeros pentagonais e, com isso, a sequéncia

possa ser gerada.

Figura 105 - Termos dos numeros quadrados pentagonais via SG
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura 105, a lista gerada contém os termos iniciais da sequéncia dos niimeros
quadrados pentagonais, evidenciando como o software GeoGebra € capaz de processar esses
numeros por meio da utilizagdo de alguns comandos especificos. Tal procedimento ilustra o
potencial da ferramenta no tratamento computacional desse tipo de sequéncia numérica.

Ressaltamos que, devido ao fato de essas sequéncias assumirem valores relativamente
elevados, o software pode apresentar lentiddo ou até mesmo travamentos durante o
processamento. Dessa forma, restringimo-nos a obtengao dos cinco primeiros termos, uma vez
que o objetivo deste estudo € apenas demonstrar o funcionamento e a viabilidade da ferramenta,
e ndo a geragdo de indices de grande magnitude.

Para finalizar, apresentamos o préximo caso de nimeros de configuragao dupla, no qual
¢ empregado o mesmo mecanismo anteriormente descrito, aplicado diretamente a respectiva
formula. Os valores obtidos sdo posteriormente confrontados com aqueles disponiveis na OEIS,
a fim de verificar sua veracidade. Dessa maneira, obtemos mais um indicio de que a ferramenta

utilizada se mostra eficaz para o caso especifico dos nimeros de dupla configuracdo em que

uma das configuracdes ¢ quadrada.
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3.10.3 Numeros quadrados hexagonais
Para esses numeros, iniciaremos os testes com os comandos no GeoGebra apenas
substituindo a forma geral antes de pentagonais pela formula dos nimeros hexagonais

S,(n)=n(2n—1), e observar se a lista criada corresponde aos nimeros que possuem essa dupla

configuragdo. Observe o resultado na Figura 106 a seguir.

Figura 106 - Numeros quadrados hexagonais via SG
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Os niimeros que surgem na nova lista de sdo os temos (1, 1225, 1413721, ...), que ao ser
pesquisada no site oficial das sequéncias, encontra a busca “nimeros quadrados hexagonais”
com o numero de catdlogo A046177, comprovando que a ferramenta, embora limitada por
quantidade de nimeros, funciona para encontrar os primeiros termos.

Essa secdo teve como objetivo apresentar alguns numeros figurados de dupla
configuracdo evidenciando seu cardter puramente algébrico e apresentando uma solugdo
computacional para encontrar alguns casos particulares. Inicialmente, usamos o que ja ¢
conhecido na literatura para abordar numeros triangulares quadrados, juntamente com a
equacdo de Pell e solucdo fundamental. Em seguida, usamos o GeoGebra para comprovar a
veracidade de um recurso que apresenta os nimeros quadrados pentagonais e, por fim, testamos
se o recurso vale para outros nimeros que sao quadrados e hexagonais, comprovando a partir
dos valores encontrados em uma pesquisa no site oficial das sequéncias inteiras.

Com isso, encerra-se a fase de analise preliminar, em que foram apresentadas diferentes

representacdes dos nimeros figurados, tanto sob a perspectiva algébrica quanto computacional,
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por meio do GeoGebra. As andlises realizadas permitiram identificar potencialidades, limites e
possibilidades do recurso tecnoldgico no estudo dessas estruturas matematicas.

Na sequéncia da pesquisa, adentraremos a fase de concepg¢ao e analise a priori, na qual
os resultados e reflexdes oriundos da analise preliminar serdo sistematizados e utilizados como

base para a elaboracdo das situacdes didaticas.
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4. CONCEPCAO E ANALISE A4 PRIORI

Para esta etapa, foram elaboradas cinco situa¢des didaticas com o intuito de estabelecer
conexoes entre diferentes formas de representacao dos numeros figurados. Buscou-se integrar
representacoes tradicionais, como formulas gerais, equacdes de recorréncia e fungdes geradoras
a novas representagoes.

Inicialmente, retomou-se uma abordagem ja utilizada na dissertacdo de mestrado do
autor, agora aplicada de forma mais especifica para representar propriedades de numeros
figurados relacionadas exclusivamente aos niameros triangulares, explorando a visualizagao de
suas configuragdes cldssicas no software GeoGebra. Em seguida, introduziu-se uma nova
perspectiva de representagao por meio de construgdes de ladrilhamentos envolvendo nimeros
triangulares, possibilitando a investigagdo de suas propriedades e ampliando, possivelmente a
compreensdo do tema.

Essas situagdes foram concebidas para serem aplicadas em turmas de Historia da
Matematica, no ambito do curso de Licenciatura em Matematica. Os estudantes que
participaram assinaram um termo de consentimento referente a pesquisa, estando cientes de que
apenas seus escritos serdo utilizados, sem sua exposi¢ao ou identificacdo. Os dados coletados
serdo mantidos pelo autor por um periodo de cinco anos, seguindo as normas éticas e de
pesquisa conforme documentagdo nos anexos deste trabalho.

As trés primeiras situagdes consistem em propor atividades didaticas que exploram a
relacdo entre numeros figurados e nimeros triangulares a partir de sua configuragdo geométrica.
Espera-se que a visualizagdo facilite a obtencdo de propriedades importantes. Para isso, os
estudantes precisam compreender como as figuras sdo montadas a partir da forma geral e,
principalmente, observar padrdes que seriam dificeis de identificar sem o apoio visual. Além
disso, o software possui funcdes que permitem que as figuras apresentem os termos desejados
da sequéncia, diferentemente de uma figura estatica, que nao pode ser editada. Desse modo,
faremos uma breve apresentacdo dos nimeros figurados com suas principais formulas e, em
seguida, abordaremos as trés primeiras situacdes € o planejamento no ambito da TDS.

Inicialmente, o pesquisador — doravante chamado de professor regente — devera
apresentar alguns conceitos historicos sobre numeros figurados. Logo depois, serdo fornecidas
as definicdes de numero figurado, niumeros triangulares e numeros lineares, bem como a
visualizagdo e as formulas importantes para as trés primeiras situagdes.

Visualizacdo de niimeros triangulares: esta ¢ a visualiza¢do inicial, para que o aluno

compreenda a formag¢do da sequéncia por meio da figura.
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Figura 107 - Visualizacdo detalhada dos nlimeros triangulares
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Fonte: Elaboragdo do autor (2024).

Percebamos que a figura ndo possui cores diferenciadas para que o aluno ndo seja
induzido a tentar observar alguma propriedade, pois o intuito € apenas a observagdao do
comportamento da sequéncia a partir da manipulagdo do botdo n. Por meio dessa figura, o
professor deve apresentar os nimeros quadrados também de forma monocromética com mesmo
intuito que a primeira figura.

Visualizacdo de nimeros quadrados:

Figura 108 - Visualizacdo detalhada dos nimeros quadrados
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Fonte: Elaboragdo do autor (2024).
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E esperado que essa figura provoque as primeiras interagdes de fato com a questio, pois
os alunos podem tentar criar os outros padroes de nimeros, de todo modo ¢ interessante que o
professor apresente também os primeiros nimeros pentagonais, pois deixar os alunos formarem
essa figura pode atrasar a resolugdo e dispersar as ideias acerca do objetivo proposto.

Visualizacdo de numeros pentagonais:

Figura 109 - Visualizagao detalhada dos nimeros pentagonais
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Fonte: Elaboragdo do autor (2024).

A partir da apresentagdo das figuras, também € necessario apresentar algumas formulas
que serdo usadas como base para o desenvolvimento da situacdo, sdo elas:

n(n+1) "

S,(n) = eN

Forma geral dos numeros triangulares:
Essa formula ajudara os alunos a relacionar formas trianguladas as formulas que serdo
solicitadas. O professor pode apresentar o processo de obtencdo dessa férmula ou apenas

apresentar, ja que no objetivo da questao sé sera exigido o uso dela.

Forma geral dos nimeros lineares: S,(n)=n,neN

Apesar de simples, essa formula ajuda a entender que os ntimeros triangulares sao
formados por uma soma de numeros naturais. Também relaciona niimero naturais como
nimeros figurados que formam linhas, e pode ajudar a fornecer relagdes onde ndo sdo

percebidos numeros triangulares de ordem inferior, mas sim nimeros triangulares somados a
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linhas, como S;(n)=S,(n—1)+n, que pode ser representada por S,(n)=S,(n—1)+S,(n).
Muitas vezes, isso pode ser identificados antes mesmo que o estudante perceba que somando
um numero triangular a um numero linear de mesma ordem, obtém-se o nimero triangular
seguinte.

(m—2)n" —(m—4)n
2

Forma geral dos numeros poligonais: S (n)= ,nemeN,m=>3

A partir dessas definigdes e apresentacdes das formas gerais, €, entdo, apresentada a

primeira situagdo didatica.

4.1 Situaciio 1: Encontrar a formula para nimeros poligonais a partir de nimeros triangulares

Objetivo: Encontrar a férmula geral dos nimeros poligonais por meio da relagdo entre
numeros triangulares e poligonais apresentadas na visualizagdo via software GeoGebra.

Como o proposto na situagdo, € necessario relacionar nimeros triangulares a niumeros
poligonais. As duas formulas devem ser fornecidas e o intuito ¢ que os alunos tenham uma certa
dificuldade algébrica e que, a partir da apresentacdo das figuras trianguladas, essa dificuldade
seja superada. A seguir, apresentamos o que ¢ esperado em cada fase da Teoria das Situacdes
Didaticas, conforme a concepcao da situagao.

Situagdo de acdo: Logo ap0s a apresentagdo das defini¢des, professor regente deve pedir
aos alunos que solucionem o problema. Nesse momento, ¢ esperado que os estudantes interajam
com a questdo e as informacdes iniciais. Em uma primeira a¢do, a ndo trivialidade da relacao
pode fazer com que algum aluno questione se ainda ndo estd faltando alguma informacdo ou
figura. O professor deve incentivar a comunicagdo entre os estudantes e a troca de informagoes.

No decorrer da fase de agdo, espera-se que os alunos, apesar das dificuldades iniciais,
consigam encontrar a relagdo desejada. No entanto, o professor deve registrar qualquer
conclusdo obtida por um ou mais alunos. Essa dificuldade precisa ser documentada, pois
pretende-se apresentar mais figuras justamente quando ela surgir. Acredita-se que, a partir
disso, os alunos consigam avangar para outras fases da TSD com mais facilidade. Assim, logo
que a dificuldade for identificada, o professor pode apresentar, sem fornecer informagdes
adicionais, as figuras a seguir:

Visualizacdo de nimeros quadrados triangulados:



Figura 110 - Visualizacdo dos nimeros quadrados via triangulares
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A partir dessa visualizacdo ¢ esperado que os alunos percebam a relagdo existente entre

numeros triangulares e niimeros quadrados, € que essa percep¢do possa ser apoiada pela

apresentacdo dos nimeros pentagonais apresentados a seguir.

Visualizacdo de numeros pentagonais triangulados:

Figura 111 - Nimeros pentagonais via triangulares
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Como ja dito, sem mencionar a relagdo, o professor pode pedir que os alunos analisem
a imagem e avaliem se ela pode ajudar na resolucdo da questdo. Ainda na fase de agdo, ¢
provavel que os alunos interajam com as novas imagens e consigam visualizar os nimeros
triangulares, mesmo que a relacao ainda ndo esteja clara. Espera-se que alguns alunos percebam
os tridngulos e indiquem uma possivel relagdo, encerrando assim a fase de agao.

Situagdo de formulagdo: Nessa fase, os estudantes ja visualizam a relagdo, mas podem
ter dificuldades quanto a forma de usar os tridangulos da imagem. Algumas abordagens podem
ser equivocadas, caso o aluno ndo perceba que os nuimeros triangulares estdio em ordens
diferentes na figura. Embora alguns deles cheguem a relacdo — o que € esperado, devido a
facilidade proporcionada pelo recurso visual —, pode ocorrer que surjam duas formas distintas:
uma que utilize apenas numeros triangulares e outra que empregue também os niimeros lineares.
Caso essa segunda apareca, ¢ importante que o professor relembre que a resolugdo pede apenas
numeros triangulares.

Para os alunos, espera-se que esse desafio revele que os nimeros lineares sdo os
gnomons e formardo o proximo nimero triangular. A validacdo dessa informacdo exigird a
formula apresentada no inicio da situa¢ao. Quando o aluno perceber tal validacao, a fase atual
sera finalizada.

Situagado de validagdo: A presente fase consiste apenas de desenvolvimento algébrico
para constatar que, partindo da relagdo existente de fato a questdo pode ser validada. Vale
ressaltar que os erros cometidos nessa fase que ndo sejam relacionados a excesso de
informagdes devem ser informados, pois ndo possuem relagdo com a situacdo, portanto nao
influenciam no resultado.

A Validagao esperada deve seguir o itinerario:

1- As primeiras conclusdes apds a interagdo com a figura ¢ que nimeros quadrados e

S,(n)=8S,(n)+S;(n—1),n>1 S4(n):2S3(n—l)+n

triangulares possuem a relagao , ou ainda
que apesar de valida, ndo possui apenas numeros triangulares, conforme exige a situagao.

Assim, também ¢ esperado que os alunos atestem que a relacdo existente entre niimeros

triangulares e pentagonais ¢ Ss5(m) = 85(n) +25,(n _l), dando assim um passo crucial para a
constatacdo de que para um nimero poligonal, a relacao existente esperada é:
S (n)=S8,(n)+(m-3)S,(n—-1)
Vale ressaltar que nesta fase o aluno necessita de uma prova formal para validar a sua
descoberta e que, com as formulas iniciais dadas, basta que a relagdo seja desenvolvida para

obter a formula dos nimeros poligonais apresentada no primeiro momento.
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Situagdo de institucionaliza¢do: Diante do problema validado pelos alunos, ¢ possivel
que parte da turma ndo se convenca da resposta ou que surjam questionamentos acerca de
alguma etapa da resolucdao. Nesse ponto, cabe ressaltar que a questdo s6 pdde ser resolvida
rapidamente gragas ao auxilio da visualizagdo e que, mesmo com as primeiras figuras — nas
quais ainda ndo havia triangulagdo —, ndo ¢ tarefa trivial perceber tal relacao.

A partir dessa explanagdo, o professor reapresenta a questdo e a respectiva resolucao,
suprimindo os elementos que nao exercem influéncia ou que se mostram supérfluos. Segue,

entdo, a resolucao detalhada pelo professor, fundamentada no teorema apresentado a seguir.

S.(n) = n(n—+1)
Teorema. Seja o termo geral do n-ésimo ntimero triangular dado por ’ 2 comn>l
S (n)= (m=2)n* +(—m+4)n
e SSMW=1"¢ o p-ésimo poligonal dado por ! n com ">1 ¢
S, (=1

, a formula que relaciona nimeros triangulares e poligonais ¢ dada por:

S, (n)=S;(n)+(m—-3)S;(n—-1)

m

4.2 Situacdo 2: Encontrar a relaciio entre nimeros triangulares iguais e um numero poligonal

centralizado

Nessa segunda situagdo, ¢ importante destacar que os niimeros triangulares comuns
constituem a base para a formagado de qualquer outro numero figurado. Dessa forma, os alunos
j& iniciam a fase tendo em mente a necessidade de organizar uma relagao entre essa sequéncia
e a sequéncia desejada. Trata-se do conhecimento prévio adquirido na Situacdo 1, que servira
de base para as demais situacdes.

Inicialmente, o professor deve apresentar a defini¢do de nUmeros poligonais
centralizados, bem como um esbo¢o de numero triangular centralizado, para que os alunos
compreendam a configuracdo e os primeiros termos dessa sequéncia. Também serdo
apresentadas a forma geral dos nimeros triangulares centralizados e a forma geral dos niimeros
poligonais centralizados. Apos essa exposi¢ao, solicita-se que os alunos resolvam a questao
sem que o professor apresente qualquer outra figura. O objetivo dessa situagdo € verificar se os
alunos sdo capazes de identificar a formula utilizando apenas o esboco e de construir suas

proprias figuras, buscando evidenciar os nimeros triangulares. Caso ndo se observe avango, o
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professor, assim como na fase anterior, deve inserir as figuras. Seguem, entdo, algumas
defini¢cdes importantes.

De acordo com Weisstein (2024), trata-se de um nimero figurado no qual as camadas
sucessivas de poligonos sdo construidas de forma concéntrica, organizadas em torno de um

ponto central, em vez de esse ponto estar localizado em um dos vértices. Sendo SC, (n) o n-

¢simo numero poligonal centralizado, sua forma geral ¢ dada por (Deza; Deza, 2012):

(n—1)n
2

SC (n)=1+m
Além da definicdo, as seguintes figuras também dever ser apresentadas. Isso almeja
facilitar a compreensdo entre a defini¢ao e a forma geral. Os alunos devem iniciar a fase de
acdo usando as figuras e as propriedades conhecidas da questdo anterior como base.
Numeros triangulares centralizados

Figura 112 - Visualizacdo dos ntimeros triangulares centralizados
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Nimeros quadrangulares centralizados
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Figura 113 - Visualizacdo dos nimeros quadrados centralizados
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Numeros pentagonais centralizados

Figura 114 - Visualizacao dos nimeros pentagonais centralizados
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Essas figuras foram criadas no software GeoGebra, sem triangulagdo, uma vez que os
alunos ja conhecem essa relagdo. Nesse caso, espera-se que eles iniciem a investigagdo tentando
encontrar nameros triangulares dentro das configuragdes que lhes foram apresentadas. Assim,
descreveremos as quatro fases da TSD, destacando os acontecimentos esperados em cada uma.

Situagdo de ag¢do: Nessa fase, os alunos ja devem possuem o conhecimento prévio da
relacdo entre numeros triangulares e outros numeros figurados, bem como o esbogo da
configuragdo figurada centralizada — sera solicitado que os proprios alunos desenhem a
configuragdo — a ser apresentada pelo professor. Com isso, espera-se que iniciem a resolugao
criando esbogos para nimeros quadrados, mas que, inicialmente, ndo consigam destacar os
numeros triangulares, pois estes aparecem da borda para o centro das figuras, diferentemente
da representagio comum descrita na Situagio 1. E provavel que poucos alunos encontrem a
relacdo e que a maioria da turma sinta dificuldade até que sejam apresentadas as novas figuras
no GeoGebra. Espera-se ainda que os alunos percebam a configuragao triangulada assim que a
nova figura for apresentada, fato que deve ocorrer tdo logo os alunos ndo consigam encontrar a
relacdo, mesmo com a ajuda das figuras anteriores. Nesse caso, o professor deve apresentar a

seguinte configuracao:

Figura 115 - Relacao de numeros triangulares centralizados e nimeros triangulares

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

E provavel agora, que os alunos consigam obter algumas representagcdes ou primeiras

constatacdes, o que dard inicio a proxima da TSD.
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Situagdo de formulagdo: De posse da figura com os nimeros triangulares presentes na
configuracdo centralizada, os estudantes podem formular as primeiras descobertas. No entanto,
devido a questao anterior, ¢ esperado que os alunos fornegam rapido a férmula dos numeros
triangulares centralizados com o auxilio das figuras e, posteriormente a formula dos nimeros
poligonais centralizados. Vale ressaltar que eles podem apresentar algumas solug¢des, com base
na analise das figuras ndo trianguladas. Uma possivel solugdo ¢ a relagdo que inclui nimeros

triangulares e lineares, que pode ser obtida a partir da Figura 116:

Figura 116 - Outra relagdo entre numeros poligonais centralizados e triangulares comuns

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

No esbo¢o, o niumero triangular centralizado possui a relagdo com nimeros triangulares
comuns e numeros lineares SC;(4)=S5,(4)+2S,(2)+S;(3); j& no numero quadrado
centralizado, a relagdo ¢ SC,(4) =S,(4)+3S5,(2) +25,(3) . Caso o aluno perceba essa relagao,
pode constatar que para um numero poligonal centralizado, a formula que o relaciona com
nimeros triangulares ¢ dada por SC, (n) = S,(n) +(m—1)S,(n—2) +(m—2)S;(n—1), que ¢ uma
identidade valida; porém, deve ser descartada, pois a situagdo pede nimeros triangulares iguais.
Pelo mesmo motivo, a propriedade que relaciona nimeros poligonais centralizados e nimeros

triangulares consecutivos deve ser descartada nesse momento. Os alunos podem obter essa

propriedade a partir do seguinte esbogo:
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Figura 117 - Relac@o entre nimeros poligonais centralizados e nimeros triangulares

consecutivos
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Aqui temos a relagdo entre nimeros triangulares centralizados e comuns, dada por

SC,(n+2)=8,(n+2)+S;(n+1)+S,(n) e de nimeros quadrados centralizados com niimeros

triangulares dada por SC,(n+2)=S,(n+2)+2S,(n+1)+S5,(n), tal relagdo também ¢ valida

enquanto identidade, porém ndo serve para a situagdo. Essas observagodes levarao o aluno a

obter a relacdo pedida trazida pelo possivel esbogo:

Figura 118 - Relacdo entre nimeros poligonais centralizados e nimeros triangulares iguais

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Esse esbogo indica que o aluno encontrou a relacdo desejada e que entrou na fase de
validacao.
Situagdo de validagcdo: De posse do esbogo e das condicdes iniciais o aluno tera
condig¢des de formular a seguinte identidade:
SC, (n+1)=1+mS,(n),SC, (1) =1
A prova dessa identidade pode ser feita usando as defini¢des iniciais da questdo, bem

como a defini¢do de numero triangular. E importante ressaltar que a formulagdo por meio do

esboco indica que essas figuras sdo validas para m=3 ¢ m=4 Nesse caso, espera-se que o
aluno descreva um itinerario semelhante ao que sera apresentado na fase institucionalizagao.
Situagdo de institucionaliza¢do: Nessa etapa, o professor deve apresentar a resolucao
de forma resumida, dando énfase a facilidade encontrada apds a apresentacdo das figuras,
mesmo que estas ndo tenham a triangulacdo apresentada nas figuras da questdo anterior,

indicando o seguinte teorema que descreve a situagado:

Teorema. Seja SC, (1) o n-ésimo nimero figurado centralizado m-gonal e S;() o n-ésimo

numero triangular, entio SC,, (n+1)=1+mS,(n) com SC,(1)=1.

4.3 Situaciio 3: Encontrar a forma geral dos niimeros piramidais

Nessa situacdo, sera solicitado aos alunos que, por meio de visualizagdes e da forma
geral dos niimeros tetraédricos, provem a forma geral para qualquer outro nimero piramidal.
Porém, € necessario que antes o professor escreva algumas informagdes e apresente imagens.

Conforme Deza e Deza (2012) o n-ésimo niimero piramidal S’ (n) é dado pela adigéo
dos n primeiros nimeros m-gonais.
S, (m)=S,()+5,(2)+S,03)++S, ()
dessa forma, ele possui a seguinte equagdo de recorréncia:
S () =S (n-1)+S, (n), S;(1)=1

e, por fim, Deza e Deza (2012) apresentam sua forma geral como:

n(n+)(m—-2)n—m+5)

SHOR -

Para o caso m =3 podemos apresentar a forma geral:

nn+1)(n+?2)

$2m =D
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Dadas essas informagdes, ¢ necessario também que o professor regente apresente as
imagens: numeros tetraédricos, nimeros piramidais quadrados e numeros piramidais
pentagonais. Caso seja necessario, o professor pode apresentar os numeros piramidais
hexagonais. Essas figuras sao necessarias para que os alunos consigam encontrar a relagao entre
nimeros tetraédricos e nimeros piramidais e, consequentemente, a forma geral dos numeros

piramidais. Seguem as figuras que devem ser apresentadas:

Figura 119 — Quinto nimero tetraédrico
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Os numeros tetraédricos serdo apresentados primeiro, pois serdo a referéncia para a
investigacdo sobre a forma geral dos nimeros piramidais. Em seguida, deve ser apresentada a
representacdo dos numeros piramidais quadrados, com uma cor apenas. O objetivo € que os

alunos conhegam apenas a estrutura e nao que busquem relacdes de imediato.
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Figura 120 - Quinto ntimero piramidal quadrado

e

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Os outros nimeros piramidais podem ser apresentados de forma mais rapida, pois se

pressupde que os alunos ja estejam familiarizados com sua forma geométrica.

Figura 121 — Numeros piramidais pentagonais ¢ hexagonais
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Fonte: acervo da pesquisa

A partir dessas informagdes iniciais e dado o objetivo da situagdo, os alunos devem
iniciar a primeira fase da TSD.

Situagdo de agdo: Nessa fase, espera-se que os alunos, munidos das figuras e definicoes,
busquem encontrar uma relag@o entre as pirdmides de pontos. Conforme as situagdes anteriores,
eles devem encaixar as piramides para formar outros niimeros piramidais. O esbogo deve ser
encorajado pelo professor e esse processo deve ser devidamente registrado, pois podem surgir

conjecturas que posteriormente podem ser usadas para a resolucao da situagao.
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Espera-se que essa fase seja rapida, pois o objetivo aqui € que os alunos ja tragam alguns

conceitos das situacdes anteriores. Assim, logo podem percebr que existe a relagdo entre

S3(n)=S3(n) + S (n1)

numeros tetraé¢dricos e piramidais quadrados, dada por , que pode ser

observada pela Figura 122:

Figura 122 — Numeros piramidais quadrados via numeros tetraédricos

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Essa figura ndo deve ser apresentada aos alunos. Ela ilustra uma situagdo esperada em
que eles podem conseguir construir por meio de esbogos. Dessa forma, eles entram na proxima
fase da TSD.

Situagdo de formulag¢do: J4 com o esboco, os alunos devem ser encorajados a formar
outras piramides. Dessa forma, ¢ esperado que eles encontrem a seguinte relagao:

S, (1) =85 (n) +(m=3)S; (n—1)

Essa relagdo, de fato, expressa a propriedade que relaciona niimeros triangulares e
nimeros piramidais; porém, os alunos ainda devem validar essa relacdo por meio do
desenvolvimento dessa propriedade. Substituindo os nlimeros tetraédricos por sua forma geral,

n(n+1)(n+2) L (m—3) (n—D(m)(n+1)
temos S’ (n)=S;(n)+(m—1)S;(n—1), 0 mesmo que 6 6
Como hd termos em comum, a expressdo pode ser reduzida para

S (n) = n(n+1)(m—-2)n—m+5)
(@)((n+2)+(m_3)(n_1)), ¢ assim, temos 6 . Como ¢

necessario provar tal afirmacao, tdo logo os alunos a consigam, eles entram na fase de validacao.
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Situagdo de validagdo: Para validar a formula encontrada a partir da relagdo, os alunos
podem recorrer ao método de indugdo, o qual esta descrito na proxima fase. Vale ressaltar que
tal prova deve estar registrada e contida na fase atual.

Situagdo de institucionalizagdo: Aqui o professor, ja de posse do itinerario construido
pelos alunos, pode iniciar a institucionalizagdo pela figura (relagdo entre nimeros tetraé¢dricos
e numeros piramidais quadrados) e, em seguida, enunciar o teorema da forma dos numeros

piramidais.

Teorema (Forma geral dos numeros piramidais). O nimero piramidal m-gonal e de ordem n,

3
S'(n) . , : .
denotado por () , € dado pela soma dos » primeiros nimeros m-gonais, sendo a férmula geral

expressa como:

n(n+)(m—-2)n—m+5)

S, (n) = o

Vale ressaltar que essa demonstracdo pode ser obtida no Capitulo 3, pagina 115, por
meio da Propriedade 7. Desse modo, € oportuno realizar um resumo do que foi estudado e
esclarecer possiveis diividas. Essa fase ¢ importante para que o assunto seja tratado de maneira
clara e objetiva. Constitui também o momento em que o professor pode avaliar o nivel de
conhecimento adquirido pelos alunos durante a situagdo, oferecer leituras complementares e
sanar as ultimas davidas, se necessario.

As proximas duas situacdes referem-se as representagdes desenvolvidas exclusivamente
nesta pesquisa: a representacdo via ladrilhamentos, mais precisamente de niimeros triangulares.
Como se trata de um tema ainda pouco explorado no universo dos numeros figurados, ambas
as situagdes visam observar as duas representa¢des mais conhecidas de uma sequéncia, a saber:
sua forma geral e sua forma recorrente.

Na primeira situagdo, procurou-se estabelecer a relagdo entre a forma geral de um
numero figurado e as possiveis regras de ladrilhamento. Ja na segunda, com a regra ja
estabelecida, o objetivo € encontrar a recorréncia desses nimeros por meio da manipulagao dos
ladrilhos, utilizando tabuleiros fisicos e virtuais. Assim, descreveremos a seguir as duas ultimas

situacdes e a andlise do que se espera dos alunos.

4.4 Situacao 4: Encontrar a regra de ladrilhamento para nimeros triangulares usando
ladrilhos de dimensdes 1 X 1 de cores distintas (cinza, vermelho e preto) chamado de

conjunto CVP, necessarios para cobrir um tabuleiro 1 X n.
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A situagdo didatica refere-se a representagdo por ladrilhamento de niimeros poligonais,
especificamente de numeros triangulares. Assim como nas configuragdes anteriores, essa
representacao € utilizada como base para a constru¢cdo dos nimeros figurados de forma geral.
De modo semelhante, para se construir nimeros triangulares por meio de ladrilhamentos, ¢
necessario compreender a regra dos gnomons e sua aplicagdo a essa nova configuragdo. A
introducao do assunto deve ser conduzida de maneira a construir sequéncias até que a ideia
resulte na obtencao de nimeros triangulares, bem como a evidenciar como essa expansao pode
auxiliar na compreensdo de outras configuragcdes de numeros figurados a partir dessa.

Para as proximas duas situacgdes, o professor apresentara dois recursos que facilitardo o
entendimento acerca da ideia de tabuleiro. O primeiro recurso refere-se a um material concreto,
confeccionado em Etileno Vinil Acetato (EVA), no formato de ladrilhos quadrados, de diversas
cores, para que os alunos possam manusear ¢ formular suas proprias conclusdes. A Figura 123

mostra uma configuracdo formada com esses ladrilhos.

Figura 123 - Os dezesseis ladrilhamentos do quarto nimero quadrado

E =
B mm
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'l E aEa
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Fonte: Construcao do autor (2024).

A figura a seguir mostra uma configuragdo composta por quatro ladrilhos de cores
distintas (cinza, vermelho, azul e preto), os quais formam dez ladrilhamentos diferentes,

construidos com base em regras especificas. A partir desse material, os alunos podem: (i) criar
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regras para gerar sequéncias; (ii) construir sequéncias a partir de regras estabelecidas; e (iii)
identificar regras com base em uma sequéncia dada.

O segundo recurso consiste em um tabuleiro desenvolvido no GeoGebra, que possui as
mesmas caracteristicas do tabuleiro de EVA e pode ser utilizado em computador. Vale ressaltar
que ambos os recursos compartilham o mesmo objetivo e serdo empregados conforme a escolha
dos alunos. Assim, ¢ possivel formar grupos que trabalhem com o material concreto e outros
com o material digital, sem que isso comprometa a dinamica da aula. A interface do recurso
digital pode ser observada na figura a seguir, e seu detalhamento ja foi apresentado em se¢des

anteriores.

Figura 124 - Exemplo de ladrilhamento construido no tabuleiro virtual
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Fonte: elaboragdo do autor

Na Figura 124, temos as seis possibilidades usando a regra dos nlimeros triangulares

para = 3.0 objetivo dessa situagdo ¢ descobrir quais regras sdo usadas aqui e o manuseio dos
materiais apresentados sera importante para essa descoberta.
Para iniciar o assunto, o professor deve apresentar a defini¢do de ladrilhamento e

algumas construcdes usadas no GeoGebra de outras sequéncias como exemplo. Primeiramente

S'=(1,1,1,1,..)

deve-se observar a sequéncia e uma regra de ladrilhamentos usando um

ladrilho cinzalj ea regraSRI = (organizar n ladrilhos). Para detalhar, o professor deve

apresentar a Figura 125:
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Figura 125 - Ladrilhamento da sequéncia de uns

H=4 I

H=3 I

0 &
=2
n=r

Fonte: Elaboragdo do autor (2024).

Essa figura mostra que, de fato, so € possivel fazer um ladrilhamento usando um ladrilho
. 1 . A . r .
cinza e a regra N . Assim, a sequéncia formada ¢ S?. Nesse momento, o professor pode pedir

que os alunos manipulem os materiais usando duas cores, a fim de encontrar alguma sequéncia,
e a escrevam. Essa atividade tem como objetivo familiarizar os alunos com os materiais — depois
disso o professor pode iniciar a situagao.

Situagdo de agdo: Aqui os alunos terdo os dois materiais € ja tiveram o primeiro contato
com eles. Inicialmente, ¢ esperado que os alunos procurem construir um niimero triangular que
ndo seja o primeiro, por ser 6bvio e, dessa maneira, eles devem tentar usar as trés cores para
formar, por exemplo, o segundo numero triangular. A Figura 126 representa as nove

possibilidades que os alunos podem encontrar, caso isso aconteca.

Figura 126 - possibilidades de ladrilhamento em um 2-tabuleiro com trés pegas

N NN B
“ull W
|

Fonte: Elaboracao do autor (2025).
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Nesse momento, pode surgir varias conclusdes sobre o critério para que se retirem
ladrilhamentos até que se obtenha apenas trés. No entanto, os alunos devem concluir que
precisam construir o proximo nimero e observar a quantidade de ladrilhamentos formados e se

a regra de exclusdo serve para que esse numero também se torne triangular.

Caso optem por construir todas as possibilidades para 7= 3 usando todas as
combinagdes de 3 cores, os alunos encontrardo 27 ladrilhamentos, pois em cada posi¢do podem
conter as 3 cores. Nesse caso precisardo retirar 21 pecas usando as regras estabelecidas
anteriormente até que restem apenas 6. Com essa dificuldade estabelecida, ¢ esperado que
alguns alunos observem que sera mais facil excluir pecas se for fixada uma cor de inicio, pois
as possibilidades diminuem significativamente. Caso isso ndo aconteca, o professor pode
sugerir que comecem a partir do primeiro nimero, mesmo que o resultado seja 6bvio, e lembrar
que se trata de uma sequéncia em que cada numero depende de seu anterior; assim, os alunos
podem estabelecer uma cor de inicio e seguir completando para encontrar o proximo termo das
continuidade as proximas fases da TSD.

Situagdo de formulagdo: Nessa fase, € esperado que os alunos ja tenham a ideia de como
construir os nimeros a partir do primeiro. Essa fase ¢ importante, pois nela podem surgir
algumas regras que dardo certo no comeco, porém ndo definem a sequéncia desejada. O

professor deve ficar atento ao momento em que os alunos devem fixar uma peca

(preferencialmente a pega cinza ), € logo tentardo fixar também a proxima peca

(preferencialmente a pega vermelha -).

E previsto que, nesse momento, os alunos também busquem pela hierarquia Cinza-
Vermelho-Preto que ¢ um momento importante na constru¢do das regras. Caso isso nao
acontega, o professor pode relembrar os ladrilhamentos feitos com uma e duas pecas. Supde-se
que, com essa atitude, os alunos automaticamente irdo organizar as pecas de modo hierarquico,
como o desejado.

Os momentos que surgem a seguir determinam o fim dessa fase e inicio da préxima. As
regras que os alunos podem propor devem ser minuciosamente anotadas para avaliar
posteriormente se valem para alguma regra auxiliar; porém, assim que forem percebidas as trés

regras do ladrilhamento, a saber: R1- iniciar o ladrilhamento sempre pela peca cinza, R2-

organizar os ladrilhos sempre mantendo a hierarquia de cores :I--, ¢ o suficiente

para construir nimeros triangulares. Para validar essas informacdes, os alunos dever construir
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a forma geral dos numeros triangulares usando apenas essas regras. Esse fato deve ser
verificado na proxima fase da TSD

Situagdo de validagdo: Nessa fase os alunos devem constatar que as regras encontradas
podem fornecer a soma dos n primeiros naturais, que resulta em nimeros triangulares. Assim,

os seguintes argumentos sdo esperados:

Pela regra R1, o ladrilhamento composto por um ladrilho deve ser apenas , ou seja,

um ladrilhamento. Nesse momento, o professor pode propor uma nomenclatura para a

quantidade de ladrilhamentos, que pode ser definida como 7~ . No caso, espera-se que o aluno

=

conclua que “! '} 1=5M o professor também pode propor, para facilitar a escrita,

que os alunos representem os ladrilhos por letra. Assim, o ladrilho cinza serd (C), o ladrilho
vermelho serd (V) e o ladrilho preto por (P). Com esses artificios, os alunos podem analisar os
outros casos usando a regra das posi¢des. Dessa forma, é provavel que os alunos fornegam o
seguinte calculo:

7 ={C}

Para o caso #=1 pela regra R1, temos , € sendo "(T,) o ntimero de elementos

7

do conjunto “~, entdo (7)) =1=5;(1)

Seguindo o mesmo passo para n=2 temos

— 2% — e . —
T, ={CC.CV.CP}  Desse modo, (72)=3=5(2) Agora analisando o caso n=3 ¢ o

={ccc,ccv,ccr,cvv,CcvrP,CPP
£ ¥, de fato,

conjunto 73 mT3)=6=50) o5 alunos podem

perceber que no conjunto 73

existe um ladrilhamento em que C estd em todas as posi¢des, dois
em que C estd nas duas primeiras posigoes e trés em que C esta apenas na posicao inicial. Isso

significa que, se forem separados por ladrilhamentos em que C ocupa o mesmo niimero de

posigdes, isso resulta na soma ! T2 +3=6=5:()

Caso os alunos ainda tenham dificuldades, o professor pode inserir uma outra
representacdo, lembrando que por R2 os ladrilhos s6 podem ter a configuragdo

ccc..vvv ...PppP .
ivezes  jvezes  gqves @ o professor pode sugerir a representacdo CV'P’para um certo

ladrilhamento, em que [+J+4=" Desse modo, por exemplo, o ladrilhamento para 7 =4

representado por CV'P & o mesmo que CCCP ou ainda |-, enquanto

C'V’P' ¢ o mesmo que CVVP oy ainda :I--- Assim, os alunos devem perceber

que para um ’», como j e ¢ podem ser zero e i vai variar de 1 a n, podendo ser divididos em

subconjuntos que podemos chamar de €' com 1<i<n_ o numero de elementos de cada
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subconjunto sera as particdes da soma dos naturais/ * 9. Se chamarmos essa soma de m, ou
seja, J+q =™ temos que j pode variar de 0 a "—1 ¢ para cada Jq=m=j. Portanto, a
quantidade de diferentes pares (J.9) que somam m ¢ equivalente ao niimero de inteiros j
possiveis, o que vai de 0 até ;. Isso resulta em m+1 combinagdes distintas de jegq.Assim, o
ntiimero de elementos de um subconjunto €™ pode ser representado da seguinte maneira:
n(C=1Ln(C""Y=2,n(C"*)=3,---n(C")=n
Entdo a soma dos elementos de cada subconjunto ¢ dada por

_ n(n+1)

1+2+3+---+n =S,(n)

2 . Esse argumento € necessario para que se encerre a fase de
validacao da situagdo. Dessa forma, o professor pode iniciar a fase de institucionalizagao,
propondo um teorema.

Fase de institucionaliza¢do: Apresentar o seguinte teorema

n(T,) 4 quantidade de ladrilhamentos possiveis usando " ladrilhos Ixl de cores

Teorema. Seja
distintas (cinza, vermelho e preto) e as regras de ladrilhamento seguinte:

R1: O ladrilhamento deve sempre comecar com um ladrilho cinza.

R2: A ordem das cores deve ser mantida como CVP (Cinza, Vermelho, Preto), de modo
que um ladrilhamento nunca tenha um ladrilho vermelho antes do cinza, nem um ladrilho preto
antes do vermelho.

R3: O ladrilho cinza € o unico obrigatorio em todo ladrilhamento.

entao

nn+1)

n(T)=
(1) 5
Assim, podemos apresentar a quinta e Ultima Situa¢do Didatica, que pode ser obtida a

partir da situacao 4.

4.5 Situaciio 5: Encontrar a relagiio de recorréncia de nimeros triangulares via ladrilho

Para esta situacao, serdo necessarios conceitos ja abordados em situagdes anteriores, tais
como: a forma geral dos numeros triangulares e a regra de ladrilhamento desses nimeros.
Primeiramente, o professor deve instigar os alunos a construir os primeiros casos, conforme

realizado na situagdo anterior, observando e registrando cada fase conforme o esperado.
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Situagdo de agdo: Nessa fase, espera-se que os alunos construam os primeiros casos e
observem as relagdes com os anteriores. Os alunos utilizardo tanto o material concreto quanto
o tabuleiro do GeoGebra, podendo, assim, registrar seus ladrilhamentos e relaciona-los aos ja
obtidos, além de fazer os primeiros registros. Nao se espera, nessa fase, que os alunos
descubram alguma relagdo, visto que € necessaria uma interacdo mais aprofundada com o
material. No entanto, ¢ importante que todos os registros sejam feitos, pois os alunos podem,
nesse momento, ter a ideia de separar os finais em trés grupos (final cinza, final vermelho e
final preto), o que constitui o primeiro passo para determinar uma relagao de recorréncia.

Situagdo de formulagdo: Nessa fase, espera-se que o aluno ja tenha os ladrilhamentos
separados em grupos com base nos finais de cores diferentes. A figura a seguir mostra um

esboco do que os alunos podem apresentar.

Figura 127 - Recorréncia dos triangulares via ladrilhos

Saniik
11

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Aqui podem surgir algumas ideias tipicas da fase atual. Na figura apresentada, os

ladrilhamentos de final preto estdo organizados conforme uma organizacdo dos ladrilhamentos
anteriores, ou seja, 77 =3. Na Figura 128 a seguir, temos o ladrilhamento anterior que deu

origem aos de final preto para 72 =4
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Figura 128 - Visao detalhada da recorréncia dos nimeros triangulares via ladrilhos

i

H
:

Eﬁg.iii

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Percebemos que os 6 tabuleiros de 72 =3 possuem analogos de final preto em 72=4 o
que ja pode trazer a ideia de usar o termo anterior da recorréncia.

No passo seguinte, os alunos podem analisar as possibilidades dos tabuleiros de final
vermelho e, pela figura, ¢ possivel perceber que a cor cinza varia sua quantidade em cada
ladrilhamento entre 1, 2 e 3; a vermelha, por sua vez, decresce na mesma variagao. Isso deve
trazer para o aluno a ideia de que a quantidade de tabuleiros de final vermelho é 71, e por
fim, o tabuleiro todo cinza, ¢ claro, ¢ sempre igual a 1.

E planejado que, ao passo que o aluno encontre essa relagéo, ele procure uma forma de
validar, seguindo para a proxima fase.

Situagdo de validagdo: Nessa etapa, o aluno, de posse da relacdo encontrada na fase de
formulagdo, deve procurar validar esse argumento usando um certo 7. E possivel que os alunos

verifiquem essa relacdo por meio de argumentos formulados e obtidos na fase anterior, como:
1 — Os ladrilhos de final preto em um certo T+t s30 obtidos acrescentando esse ladrilho
final a todo ladrilhamento em 1

. T . .
2 — Os ladrilhamentos de final vermelho em “#+! variam sempre de 1 a ", pois o
ladrilhamento necessariamente deve ter o final vermelho, restando para o cinza ocupar apenas
as n primeiras posicoes.

3 — O ladrilhamento cinza ¢ inico pois sO possui uma cor.
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Caso os alunos consigam esses argumentos, o professor pode encerrar essa fase e
realizar a institucionalizagdo junto aos alunos descrevendo por completo a situagdo de forma
resumida e com a apresentagdo de um teorema que explique a relagao de recorréncia.

Fase de institucionaliza¢do: Nessa fase, o professor deve comegar a apresentacao da
situacdo construindo alguns ladrilhamentos e os separando por seus finais. Logo em seguida, ¢

importante enunciar um teorema que demonstre a relagao de recorréncia.

Teorema. Scja (7.) a quantidade de ladrilhamentos formados a partir do conjunto CVP que

corresponde a um tabuleiro 1 X n. Entdo vale a seguinte recorréncia n(T,,)=n(,)+n+1

Dessa forma, o professor pode encerrar a situacao realizando alguns questionamentos a
fim de verificar se os alunos assimilaram o contelido e se os materiais utilizados foram
efetivamente uteis. O professor também pode propor desafios para avaliar se os alunos seriam
capazes de identificar outros niimeros figurados a partir da relagdo entre estes e os niimeros
triangulares. Tais procedimentos podem fornecer subsidios para o desenvolvimento de novas
situagoes didaticas, ampliando as possibilidades de aplicagdo tanto para o proprio professor

quanto para outros docentes que desejem adotar essa abordagem em sala de aula.
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5. A EXPERIMENTACAO

A fase de experimentacdo das situacdes didaticas elaboradas na etapa anterior foi
realizada em trés instituicdes de ensino superior, de modo a possibilitar validagdes internas e
externas posteriormente.

A aplicagdo interna ocorreu no Instituto Federal do Ceara (IFCE), campus Fortaleza, em
uma turma da disciplina Historia da Matematica durante o semestre 2024.2. Participaram dessa
experimentacdo sete estudantes devidamente matriculados e aptos a realizar a pesquisa. As
identidades dos participantes nao foram divulgadas; na pesquisa, eles sdo identificados como
Al, A2, A3, A4, A5, A6 e A7. Os encontros aconteceram em duas datas, cada uma com duragao
de duas horas-aula, totalizando quatro horas-aula de aplicagao da situacao didatica.

No momento de apresentacdo do professor-pesquisador e¢ da atividade a ser
desenvolvida, foi exibido um Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE). Informou-
se também que a pesquisa contava com a aprovacgdo do Comité de Etica e Pesquisa do Instituto
Federal do Ceard, submetida a Plataforma Brasil. O termo foi lido para todos os presentes e,
posteriormente, assinado pelos alunos que aceitaram participar.

Vale ressaltar que, embora a pesquisa tenha sido elaborada com base na Teoria das
Situacoes Didaticas (TSD), os estudantes foram informados apenas sobre o contetido
matematico envolvido. Também se esclareceu que as discussdes poderiam ocorrer em grupo ou
individualmente, mas que a interagdo seria importante para o desenvolvimento do contetido
matematico proposto. Apds essas informagdes adicionais, o professor iniciou a aula com
algumas consideragdes importantes € com o contexto historico-matematico no qual se inserem
os numeros figurados. Em seguida, a situacao elaborada foi apresentada aos estudantes,
dando-se inicio a aplicagao.

Durante toda a aplicagdo, ¢ necessario que o professor tenha em mente o que foi
planejado na fase anterior da TSD e faca anotagdes em tempo real sobre os acontecimentos em
sala de aula, visando a possiveis modifica¢des no itinerdrio descrito previamente ou mesmo a
incorpora¢do de ideias adicionais, muitas vezes fornecidas pelos proprios participantes.

A coleta de dados durante a fase de experimentacdo foi realizada por meio de diversos
recursos, tais como fotografias, gravacdes de audio e registros escritos produzidos pelos
estudantes ao longo da resolugcdo das situagdes propostas. Esse procedimento permitiu a
obtencdo de uma quantidade significativa de material a ser analisado na fase posterior, tornando

a andlise mais fiel ao que foi elaborado durante a fase de analise a priori e de concepgao.
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E importante destacar que, na fase de analise a posteriori e validagdo das situagdes (que
ocorrerd em seguida), podera ser observado que o percurso dos alunos ao longo das atividades
nem sempre se da de forma linear, o que ¢ esperado no ambito da proposta da TSD. Contudo,
mesmo anotagdes consideradas preliminares — como rascunhos, esbocos ou tentativas parciais
de resolugdo — constituem elementos valiosos para a andlise, pois revelam indicios
significativos do pensamento matematico em constru¢do. Esses registros, portanto, sdo
fundamentais para compreender os efeitos da proposta didatica no contexto da sala de aula e
para avaliar o alcance dos objetivos visados pela pesquisa.

Na aplica¢do, destaca-se a importancia de o professor criar um ambiente que favoreca a
interagdo dos alunos com a proposta didatica apresentada. Esse ambiente foi viabilizado por
meio dos tabuleiros elaborados na fase de concepgao, os quais desempenharam papel essencial
ao estimular a exploragdo, a argumentacao e a constru¢do conjunta de significados.

Além disso, reconhecendo que a apropriagdo dos conceitos depende também de
conhecimentos prévios, fez-se necessaria uma breve introducao sobre os nimeros figurados,
incluindo aspectos histéricos e as principais defini¢des, de modo a preparar os alunos para o
engajamento nas atividades propostas.

Conforme descrito na fase de concepgao, o professor também apresentou dois exemplos
de sequéncias e seus respectivos ladrilhamentos: a primeira € a sequéncia formada apenas por
nimeros uns, ¢ a segunda ¢ a sequéncia dos nimeros naturais.

Desse modo, a situagdo pode ser apresentada, marcando o primeiro contato efetivo dos
alunos com a proposta didatica. A partir desse momento, cabe ao professor registrar de forma
minuciosa cada fase prevista na TSD, bem como as transigdes entre elas, a fim de realizar as
analises necessarias e validar a adequacgao da situacao proposta. Esses registros serao analisados

e descritos na proxima segao.

5.1 Experimentacio Interna (IFCE — 2024.2)

Nesta se¢do, apresentamos os registros e as observagdes iniciais realizados durante a
fase de experimentacdo no Instituto Federal de Educacdo, Ciéncias e Tecnologia do Ceara
(IFCE), na turma de Historia da Matematica do semestre 2024.2. A pesquisa contou com 0ito
participantes nessa turma, identificados neste estudo como Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7 e AS.
Trata-se da primeira experimentacao conduzida no ambito da pesquisa.

Inicialmente, ¢ necessario registrar as dificuldades dos estudantes em participar da

pesquisa, motivadas por dois fatores principais: a falta de conhecimento prévio sobre o tema e
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a resisténcia em se manifestar na lousa ou mesmo oralmente. Essa resisténcia decorre do tipo
de abordagem proposta pela pesquisa, que exige uma participagdo mais ativa dos alunos nas
atividades desenvolvidas. Apesar dessas dificuldades, foi possivel realizar alguns registros de
cada situagdo proposta. O primeiro registro correspondeu a apresentacdo do contetudo, na qual
se abordou brevemente a histéria dos nimeros figurados, suas conexdes com a disciplina e os
aspectos matematicos que seriam desenvolvidos.

Logo apds a apresentacdo, foi necessario abordar o assunto por meio do software
GeoGebra (SG), pois alguns alunos ainda demonstravam resisténcia em relagdo a matematica
empregada. Assim, realizou-se uma apresentagdo dos numeros figurados com o auxilio do
GeoGebra, visando a primeira situacdo didatica (SD). Apos certo periodo de resisténcia inicial,
os primeiros resultados puderam ser registrados.

Na primeira situagao, perguntou-se aos alunos sobre uma possivel relagao entre nimeros
triangulares e nimeros quadrados, com a figura exibida na lousa. A inten¢ao inicial era que eles
fossem questionados sobre essa relagdo sem o auxilio da figura, para que percebessem a
diferenc¢a de dificuldade entre as duas condi¢cdes (com e sem imagem). No entanto, os alunos
ndo demonstraram interesse em responder na auséncia da figura. O registro desse
acontecimento indica que, nesse caso, o GeoGebra contribuiu para despertar o interesse dos
alunos pelo contetido, mas ndo para facilitar a resolucao propriamente dita, ao contrario do que

se pretendia inicialmente.

Figura 129 - Aluno A1 na fase de acdo da situagdo 1

A ir e, > o

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).
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A imagem mostra um estudante, identificado aqui como A1, construindo dois nimeros
triangulares a partir de um niimero quadrado. Essa ¢ a fase de a¢@o e o inicio da investigagao
acerca da resolucdo da primeira SD proposta. Os registros a seguir mostram a fase de acdo se
desenvolvendo até a fase de formulagdo da TSD. Percebemos que na proxima foto, temos um

esbogo da relagdo dos nimeros triangulares e quadrados S, (n) = S,(n)+S,(n—1)

Figura 130 - Situagdo 1 na fase de agao

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).

Aqui temos também a transcricdo da conversa com os alunos Al, A2 e AS. Eles
buscavam uma forma de conjecturar a regra da relacdo entre nimeros triangulares e quadrados
logo no primeiro contato, porém nao entenderam que a pergunta se tratava de uma relagdo com

numeros poligonais.

PESQUISADOR: muito bem, vocés estdo prontos? Estdo encontrando os tridngulos?
Al: Menos um...Entdo seria assim. Numero... Como é que eu posso chamar esse?
Quadrado. Niimero quadrado » ¢ igual a Nimero triangular n, mais numero triangular

n-1.

PESQUISADOR: Vamos ver agora o que aconteceria se o nimero fosse triangular.
Ou, se o numero fosse pentagonal. No caso esse seria o terceiro também.

A2: vocé deixar tudo em fungdo de numeros triangulares?

PESQUISADOR: Isso, mas a ideia é que vocé encontre esse aqui (terceiro nimero
pentagonal)

A2: ok, eu t6 rabiscando aqui.
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AS8: tem trés né? Tem trés...

Al: Se vocé fizer um corte aqui, ai vai ficar um de trés aqui...tem outro de trés aqui,
mas sem a ponta

AS8: eu vou mostrar, ndo sei se esta certo...eu vou pegar esse aqui embaixo, ai tem esse
aqui...

A2: tem mais que dois?

Nesse momento, a estudante A8 vai a lousa registrar suas descobertas. A gravacao ¢

encerrada e o registro fotografico ¢ feito a seguir:

Figura 131 — Aluno A8 na fase de acdo da Situagdo 1

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).

Percebe-se que, ao analisar nimeros quadrados e pentagonais, estes ultimos se
apresentam de modo mais fluido, o que indica a transicdo da fase de acdo para a fase de
formulagdo. Nesse momento, os estudantes ja sdo conduzidos a tentar deduzir a férmula.

Nessa fase, os alunos ja t€ém ideia do que demonstrar. No entanto, a resisténcia em ir a
lousa, somada a uma possivel inseguranga ou receio de cometer erros, faz com que eles nao
queiram apresentar a resposta encontrada. Diante disso, a pesquisa prevé a apresentacdo da
figura dos nimeros pentagonais triangularizados ou, ainda, de um nimero hexagonal, conforme
a necessidade dos estudantes. Assim que foram apresentadas as figuras dos numeros
pentagonais separados por tridngulos, registrou-se o seguinte didlogo, e o pesquisador

apresentou o terceiro nimero hexagonal.
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PESQUISADOR: vocés ja poderiam conjecturar e posteriormente provar qual seria
a relacdo de nimeros poligonais e triangulares? Caso ndo a gente pode ver o
hexagonal.

A2: quer transformar poligonal em...

A8: a formula de triangular para poligonal
A2: S§,(3) mais 35,(2)
Pesquisador: aqui vocés ja fizeram conjecturas acerca de n , j& ajuda.

A2: 0 do m eu s6 coloquei mesmo... eu generalizei, que era, quando ela colocou aqui
o trés, eu so coloquei aqui m-3

A8: vai ficar assim, S, (n) = S;(n)+(m—3)S;(n—1), né?

Logo apos o didlogo, o estudante Al segue até a lousa e registra sua conjectura, o que
encerra a fase de formulagdo. Daqui em diante os alunos s6 precisam desenvolver a relagdo e
chegar a féormula dos ntimeros poligonais previamente estabelecidas, que indica a fase de

validacdo da SD1, o registro sobre a conjectura estd indicado na figura a seguir.

Figura 132 - Fase de validagao da Situacao 1

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).

A validagao da conjectura elaborada pelos alunos teve inicio a partir da forma construida
por eles proprios, considerando o percurso seguido durante a resolu¢do da situacdo proposta. A
inten¢do foi acompanhar o desenvolvimento do raciocinio até que alcangassem a formula geral

apresentada na folha de apoio entregue no inicio da aplicacdo. Os registros utilizados para essa
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analise foram obtidos principalmente a partir dos rascunhos e anota¢des produzidos pelos
alunos, os quais permitiram observar as estratégias adotadas, as possiveis dificuldades e as

justificativas mobilizadas ao longo do processo de validagao.

Figura 133 - Fase de validagdo da Situacdo 1 no material impresso

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).

Na foto, temos a fase de validacao registrada por dois estudantes, que desenvolveram a
formula encontrada e chegaram ao resultado esperado, finalizando a S1. Para as proximas
situacdes envolvendo a configuragdo comum via GeoGebra, também foram elaborados recursos
no software que possibilitassem avaliar o nivel de dificuldade enfrentado pelos alunos diante
do contetido. No entanto, os registros referentes as duas situagdes seguintes foram
propositalmente reduzidos, uma vez que a ideia central ja havia sido introduzida na primeira
situacdo. Assim, esperava-se que os estudantes avangassem de maneira mais auténoma,
mobilizando os conhecimentos previamente construidos e seguindo um caminho mais
conhecido. Essa diminuicao nos registros reflete, portanto, uma intencionalidade pedagogica
voltada a observar como os alunos se apropriariam das estratégias anteriormente discutidas,
sem depender de tantos direcionamentos.

Para a segunda situacao, cujo objetivo ¢ encontrar a forma geral dos nimeros poligonais

centralizados, relacionando-os com numeros triangulares comuns, o pesquisador pediu,
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inicialmente, que os estudantes tentassem interpretar o termo “numero triangular centralizado”.

A figura a seguir mostra o registro feito por um aluno.

Figura 134 - Fase de agdo da situacgdo 2 por A7

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).

Percebemos aqui que o aluno ja conseguiu produzir a ideia de “centralizado” e ainda
procurou encontra nimeros triangulares dentro da configuracao centralizada. Essa ideia marca
a fase de acdo e, embora ele ndo tenha acertado a relagdo, a rapidez com que procurou relacionar
reflete uma ideia da situacdo anterior sendo implementada na proxima situacao.

Nessa situagdo, os alunos ndo participaram ativamente indo a lousa, e de forma rapida
deduziram a férmula e conseguiram provar, os resultados estdo presentes no proximo registro

fotografico.
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Figura 135 - Validagao da Situacdo 2 no material impresso

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).

Como o previsto, a situagdo foi resolvida de maneira rapida e serve como um exercicio
da situagdo anterior. Na Figura 135, o aluno A6, diante da explicacdo na atividade entregue no
inicio da aula, desenvolveu a féormula e visualizou a férmula dos nimeros triangulares comuns
dentro da féormula dos nimeros poligonais centralizados.

J& na terceira situagdo, em que o objetivo € que se resolva de forma similar as outras,
porém com mais rapidez, os alunos tiveram uma certa dificuldade inicial esperada, mesmo com
a figura separada por cores onde se contam os numeros tetraédricos dentro de niimeros
piramidais. A Figura 136 a seguir mostra a fase de agdo em que um estudante consegue enxergar
numeros poligonais dentro da piramide de pontos, mas ndo consegue perceber que se trata de

trés piramides de nimeros tetraédricos.
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Figura 136 - Fase de formulagao de S3

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).

De um modo geral essa situacdo cumpriu seu objetivo uma vez que pdde ser percebida
todas as fases da TSD e os alunos resolveram de forma mais rapida, mesmo diante do problema

da passagem de dimensao.

Figura 137 - Validacao de S3

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).
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Como se pode observar no registro, os estudantes encontraram a relagdo solicitada de
forma clara e ja descartaram alguns dos caminhos anteriormente percorridos. Percebeu-se uma
maior interagao entre eles e, de certa forma, a facilidade na resolugdo tornou a aplicagdo mais
mecanica. Diante disso, as aplicagdes foram encerradas por terem cumprido seu objetivo
didatico.

Essas trés situacdes compdem a primeira parte da aplicagdo sobre a configuracio dos
nimeros figurados, focada na resolu¢do em que uma situacdo abre caminho para a seguinte.
Elas foram concebidas de modo que, a medida que a dificuldade no estudo dos numeros
figurados aumentasse, a resolucdo se tornasse mais facilitada pelo conhecimento das relagdes e
pelo uso correto das imagens apresentadas.

Diante disso, as duas ultimas situacdes didaticas correspondem a configuracao por meio
de ladrilhos, como forma de tirar os alunos da zona de conforto deixada pelas situagdes
anteriores, bem como de relacionar conhecimentos prévios adquiridos nessas mesmas
situagoes.

Assim, na aula seguinte, foram apresentadas, por meio do material impresso entregue
no inicio da aula, algumas defini¢des importantes, como tabuleiros e ladrilhos, bem como as

sequéncias-base (a sequéncia de uns e a sequéncia linear), desta vez com foco nos ladrilhos.

Figura 138 - Introducao de S4

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).
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Como a turma apresentou uma dificuldade inicial, principalmente quanto a ir até a lousa,
foi necessario perguntar sobre como seria a constru¢ao das duas sequéncias, enquanto o proprio
pesquisador anotava as respostas na lousa. Essa negativa inicial € esperada, visto que eles ja

haviam demonstrado essa resisténcia no bloco de questdes anteriores.

Figura 139 - Material concreto com a sequéncia de uns

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).

O registro mostra a primeira interagdo em forma de constru¢do de numeros da sequéncia
dos uns, realizada pelo aluno A6, logo apods a breve explicagdo e interacdo da turma diante do

problema.

Figura 140 - Material concreto com a sequéncia dos nimeros lineares

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).
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Nesse momento, previu-se que os alunos poderiam encontrar dificuldade em estabelecer
relacdes entre as regras durante a transicao da sequéncia de uns para a sequéncia dos numeros
lineares. Diante disso, foi apresentada também a regra geral para os numeros lineares, descrita
por meio do tabuleiro fisico, a fim de que os alunos pudessem perceber tanto a conexao entre
as duas sequéncias apresentadas quanto uma relacdo direta com a sequéncia dos niimeros
triangulares.

Logo apds essa breve explanacao, os alunos foram questionados sobre como seria uma
regra para os numeros triangulares, sem que fosse retomada a relagdo dimensional com as outras
duas sequéncias ja apresentadas e seus respectivos ladrilhamentos. O registro de éaudio
transcrito a seguir apresenta as fases de agdo e de formulagdo da resolugdo da situacao didatica

(SD), elaborada pelos estudantes A1, A2 e A6.

A6 — ou seja, todos aqui tem que ser cinza
Al — todos cinzas

A2 — s6 a primeira da primeira

Al —s6 o primeiro conjunto, exatamente

PESQUISADOR - vocé esta falando do ladrilhamento todo cinza, vai ter um
ladrilhamento todo cinza, essa ¢ sua regra?

A1 —todo primeiro conjunto tem que iniciar com a mesma cor, se colocar outra cor ja
quebra a regra no inicio...esse aqui, todo cinza... aqui, cinza, cinza, vermelho... ¢ muita
cor, se com duas cores ja da sete...

A6 — sim, mas a gente vai colocar a regra para...
PESQUISADOR - a regra ¢ justamente para tirar essas possibilidades

A2 —mas ele (pesquisador) colocou a situagdo em que o vermelho nunca aparece antes
do cinza (ladrilhamento dos nimeros lineares)
Al- e se a gente colocar para nunca comegar com o vermelho...

Aqui percebe-se que os alunos ainda ndo conseguem ligar as regras atuais com as
estabelecidas nos niimeros lineares, ou seja, tomaram as regras estabelecidas apenas como
exemplo e ndo como uma ligagao entre as sequéncias e regras. Continuando o didlogo, os alunos

agora buscam passar para a fase de formulagao.

A2 — espera ai, utilizando as regras que a gente ja tem, nds conseguimos quantos
ladrilhamentos?

A3 — a gente vai tentar algumas regras aqui para acrescentar o preto, vamos tentar
permanecer com essa regra aqui, olha. (regra dos lineares) e acrescentar o preto nas
seguintes condigdes
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PESQUISADOR - utilizar o preto ¢ interessante até porque estamos na terceira
camada de somas

A3 vamos usar a regra 3 (regra que o Gnico obrigatdrio € o cinza) ¢ a regra 1 (iniciar
pelo ladrilho cinza)

A2 — os ladrilhos vermelho e preto nunca aparecem antes do cinza, pode esse daqui e
esse daqui (os ladrilhamentos dos lineares)

A3 —vai ter um assim também (inicio cinza e o restante preto)

Al —isso, com o preto

Aqui os estudantes estdo proximos de constatar a regra e o debate segue relacionado as
regras atuais com as descritas para os numeros lineares, e assim, cumprindo o objetivo proposto

pela SD.

Al — aqui o resto ¢ preto, meio que adiciona (completando somas de lineares até
formar um tabuleiro de nimero triangular)

A3 — aqui adiciona o ladrilho preto é?
A2 —ndo, o ladrilho vermelho néo aparece... (antes do cinza)
A6 — espera ai, o preto ndo aparece antes do vermelho

Al —atéo n =4 deu certo

Diante das descobertas e ao longo didlogo entre os alunos, o esquema para n=4 foi
construido com o tabuleiro fisico. O registro a seguir foi feito no final do didlogo com os alunos

Al, A2, A3 e A6, enquanto os demais tentavam esquemas no material impresso.

Figura 141 - Construgao de nimeros triangulares pelo tabuleiro fisico

Fonte: acervo da pesquisa



234

Aqui os alunos ja conseguiam o ladrilhamento e seguem para a regra, passando para a
fase de validacdo da TSD. Os registros que seguem a conclusdo dessa SD estdo descritos na
integra na validagdo, pois apresentamos a evolugcdo da questdo e as conclusdes tiradas da

aplicacdo. Para finalizar essa situacdo, mostra-se o registro da regra criada pelos alunos que

coincide com a planejada na situacao.

Figura 142 - Fase de Validagao de S4
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Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

A seguir, os registros com o tabuleiro virtual visam a resolucdo da ultima situacdo
didatica que consiste em encontrar a recorréncia dos nimeros triangulares a partir dos ladrilhos.
Para essa situagdo, era esperado que os alunos ja conseguissem responder mais rapidamente,

devido ao fato de eles ja representarem a sequéncia usando como base as situacdes anteriores.
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Figura 143 - Fase de a¢do de S5

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).

No registro, percebe-se que os alunos foram reapresentados a recorréncia dos nimeros
triangulares e, logo apo6s, foi pedido para que eles organizassem os ladrilhamentos de modo que

estes apresentassem essa recorréncia.

Figura 144 - Recorréncia apresentada por A3

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).

A Figura 144 mostra a recorréncia apresentada pelo estudante A3. Vale ressaltar que

rapidamente os estudantes se propuseram a resolver a questdo, e o registro mostra o estudante



236

em questdo resolvendo o problema na lousa. Diante da rapidez da resolucado, esse foi um dos
pouco registros feitos e marcou o encerramento da aplicagao.

Vale ressaltar também que as fases da TSD ndo sdo bem percebidas nessa questao, pois
estdo embutidas na questdo anterior. Ou seja, os alunos passam mais rapidamente pelas fases
de acdo e formulacao e como a questdo ndo exige uma resolucao formal, os estudantes validam
apenas por meio dos ladrilhos.

Para encerrar, ainda foi proposto o desafio de organizar o terceiro numero triangular de

modo que apresentasse claramente a soma 1+2+3. O registro segue na Figura 145.

Figura 145 - Fase de Validacdo de S5 na turma A

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).

A imagem mostra o estudante apresentando a soma a partir do numero de pecas cinza.
Observa-se que, diferente da recorréncia, onde os ladrilhos sdo organizados preenchendo-se

com a pega preta no inicio, essas devem ser organizadas pelo conjunto de pegas cinza presentes.
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Figura 146 - A3 apresentando a resolugdo de S5

Fonte: Acervo da pesquisa (2024).

Esse registro marca o final da apresentagdo, no qual o estudante A3 explica para a turma
a organizacdo dos conjuntos para se perceber a soma pedida no desafio. Logo apos, o professor
expos as resolucdes retomando a fala diante da turma, marcando a fase de institucionaliza¢ao

da TSD das questdes apresentadas.

5.2 Experimentacio Interna (IFCE 2025.1)

A experimentagdo aqui apresentada corresponde a aplicacdo interna das Situagdes
Didaticas voltadas para o estudo das configuragdes comuns e via ladrilhamentos de nlimeros
figurados, realizada na turma da disciplina Historia da Matematica, ofertada no semestre 2025.1
do IFCE campus Fortaleza. A aplicacdo foi conduzida pelo proprio professor-pesquisador em
um contexto natural de sala de aula, o que significa dizer que ndo houve qualquer tipo de
manipulacdo ou artificialidade nas situagdes com o objetivo de se obter um resultado esperado.

A turma era composta por nove estudantes regularmente matriculados, dos quais oito
participaram integralmente da aplica¢do das situagdes. Eles serdo aqui representados pelos
codigos B1, B2, ..., B8, de modo a preservar a identidade dos participantes € manter o rigor
¢tico. A turma, por vezes, também pode ser tratada como Turma B, indicando tratar-se da
segunda aplica¢ao.

As situacoes foram desenvolvidas ao longo de quatro encontros presenciais, totalizando

oito horas-aula. O primeiro encontro ocorreu em uma sala equipada com projetor, possibilitando
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a utilizagdo do GeoGebra na exploragdo dos ladrilhamentos; os demais encontros ocorreram
em uma sala tradicional, com uso de tabuleiro fisico.

Essa alternancia de ambientes era uma variavel prevista no desenho da pesquisa e nao
trouxe impacto significativo sobre os resultados, visto que o objetivo das tarefas ndo dependia
do meio, mas sim da manipulacio e do conceito visual presentes nas configuragdes
apresentadas.

O professor iniciou a primeira sessdo apresentando os conceitos fundamentais:
ladrilhamento, tabuleiro, pecas, regras de utilizag@o e objetivo do jogo matematico. Em seguida,
introduziu a no¢ao de niameros figurados, destacando sua estrutura geral e a ideia de recorréncia,
de forma a preparar cognitivamente a turma para a atividade investigativa que viria. Nessa
mesma aula, foi apresentado um exemplo de ladrilhamento referente a sequéncia de niimeros
lineares, com o intuito de ilustrar visualmente a constru¢do progressiva e o papel das cores na
representacao das regras. Na primeira aula, o professor optou por iniciar a experimentagao pelas
situacdes 4 e 5, referentes ao ladrilhamento dos nimeros triangulares, enquanto as situagdes 1,
2 e 3, referentes as configuragdes no GeoGebra, ficariam para as aplicacdes finais. Essa decisdo
deveu-se ao fato de que o conceito de tabuleiro virtual, o qual constitui um certo ineditismo na
pesquisa, poderia ndo ser apresentado posteriormente devido a falta de um ambiente com
projetor, como € o caso da sala oficial da turma, ainda que a ndo apresentacdo desse recurso
ndo implique necessariamente prejuizo para a aplicacdo. Apds essa apresentacao inicial, antes
mesmo de avangar para os numeros triangulares, o professor apresentou um exemplo — o da

sequéncia dos uns — em que a regra de ladrilhamento consiste em usar apenas a pe¢a cinza.

Figura 147 - Apresentacdo do assunto ladrilhos na turma B

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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Logo apos solicitou aos estudantes que pensassem autonomamente em maneiras
possiveis de criar regras e ladrilhamentos para os nimeros lineares a partir do conjunto de pegas
CVP (Cinza—Vermelho—Preto). A resolucdo dessa tarefa ndo estava originalmente prevista
como situagdo didatica formal dentro da Engenharia Didatica, mas emergiu como etapa
introdutoria natural e mostrou-se valiosa para que os estudantes pensassem em possiveis regras

para o que viria a seguir.

Figura 148 - Construcao de nameros lineares por B3

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

O registro inicial analisado corresponde a construgdo de ladrilhamentos para nimeros
lineares realizada pela estudante B3, durante a fase de acdo. Observou-se que os padrdes criados
pela estudante ndo respeitavam a regra basica de iniciar a constru¢do com o ladrilho cinza,
revelando que a sequéncia dos “uns” ainda ndo havia sido compreendida como referéncia
necessaria para posterior transicdo aos numeros lineares, tampouco triangulares. Apos
discussdo e mediacdo do professor, B3 elaborou uma regra valida para os ladrilhamentos

lineares, porém ainda distinta da que seria utilizada oficialmente durante as situagdes.
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Figura 149 - Fase de formulagao de S4 por B3

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na etapa final da primeira aula, o professor apresentou o ladrilhamento padrao esperado
para os numeros lineares, enfatizando que a regra proposta por B3 era valida, embora outra
construcdo seria adotada para assegurar uniformidade entre os estudantes. A aula foi encerrada

nesse momento.

Figura 150 - Proposta de B3 construida no GeoGebra
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Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

No encontro seguinte, devido a problemas técnicos, a sala com projetor ndo pdde ser
utilizada, e a atividade passou a ocorrer com o tabuleiro fisico. Essa mudanca, era prevista no
planejamento logistico e ndo prejudicou os objetivos da sessdo, configurando-se como uma
variavel didatica. O professor iniciou recapitulando os conceitos discutidos anteriormente e
apresentou formalmente a tarefa principal: 4. construir as regras para os ladrilhamentos dos

nimeros triangulares e 5. registrar sua recorréncia visual utilizando as pegas do tabuleiro.
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Os estudantes, de maneira espontanea, preferiram n3o usar o material impresso
oferecido e concentraram os registros em fotos e anotagdes na lousa e no caderno. Poucos
minuto

s apods o inicio da atividade, foi possivel identificar a fase de a¢ao da Situacao Didatica,
com todos os alunos manipulando as pecas e produzindo os primeiros ladrilhamentos

triangulares.

Figura 151 - Primeiras construgdes da turma com o tabuleiro fisico e os numeros triangulares

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Durante essa fase, percebeu-se que todos os ladrilhamentos comegaram com a peca
cinza, conforme previsto. No entanto, um registro especifico chamou atencdo: uma das
constru¢des manipuladas por BS apresentava uma peca cinza inserida apds uma peca vermelha,
rompendo com o padrdo esperado. Ainda na fase de a¢do, BS e B8 retornaram ao tabuleiro
fisico e reorganizaram as pegas, apresentando primeiro o ladrilhamento todo cinza e, em
seguida, os ladrilhamentos com apenas duas cores, indicando um avango no reconhecimento de
estrutura.

Em seguida, B8 verbalizou: “a mesma regra que vale para uma cor vai valer para a
outra”, referindo-se a simetria entre as combinacdes com cinza e preto. Essa fala representa um
indicio do movimento de formulacao dentro da TSD e revela e a no¢ao de deslocamento das

pecas a fim de se chegar a regra final.
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A interacdo prosseguiu com revezamento dos alunos entre a mesa (material concreto),
a lousa e seus assentos. A transi¢ao entre registros indica que os estudantes passaram a testar
hipoteses, validar regras e confrontar diferentes construgdes, caracteristicas da fase de

formulagdo registrada a seguir.

Figura 152 - Registros de construcdes e reformulag¢des dos ladrilhamentos triangulares

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Durante a progressao da aula, os estudantes passaram da manipulacdo concreta para o
registro verbal, demonstrando avango na compreensao das regularidades dos ladrilhamentos de
nimeros triangulares. Essa mudanca ficou especialmente evidente quando, apds algumas
tentativas de arranjos, o grupo passou a discutir a “ordem de aparicdo” da segunda cor no
tabuleiro, concluindo que o ladrilhamento todo cinza correspondia ao primeiro termo da
sequéncia e que a peca vermelha deveria ocupar progressivamente todas as posicdes do
tabuleiro, uma por vez, originando os demais ladrilhamentos. Esse padrdo representa uma
possivel formulagdo para a situagdo 4.

A medida que a atividade evoluia, os alunos comecaram a identificar possiveis regras e

testa-las para tentar construir a regra geral, ¢ de um modo geral, o resgate ao ladrilhamento dos
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numeros lineares e 0 manuseio do tabuleiro fisico ajudaram os alunos a constatarem as regras
e escrever na lousa as suas descobertas.

A Situacao 4 foi concluida quando a turma conseguiu registrar explicitamente que a
regra do ladrilhamento dos niimeros triangulares consistia em iniciar com o ladrilhamento
sempre pela peca cinza, as pegas vermelhas sempre depois das cinzas e antes das pretas e as
pecas pretas sempre depois das cinzas e vermelhas, conforme a forma discutida na andlise a
priori. O proximo registro apresenta o estudante B5 escrevendo a regra encontrada em um

estudo conjunto, na lousa.

Figura 153 - Regras de S4 apresentada por B5
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Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Com a Situagdo 4 consolidada, passou-se a Situagdo 5, cujo objetivo era que os
estudantes identificassem, a partir dos ladrilhamentos, a recorréncia dos nimeros triangulares,

isto ¢, a relagdo entre S;(n+1)=S,(n)+n+1. Em poucas aproximagdes, a turma notou que

cada novo ladrilhamento acrescentava um ntimero crescente de ladrilhos a construgdo anterior.
A hipoétese verbalizada de forma coletiva foi que em um ladrilhamento poderiamos inserir a
peca preta e isso o transformaria no ladrilhamento seguinte.

Esse registro apareceu nas configuragdes durante a aula por iniciativa dos estudantes,
sem intervencao direta do professor o que indica o inicio da fase de validagdo entre nesse caso

do coletivo.
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Figura 154 - Registro da recorréncia realizado pelos estudantes

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Como a formula de recorréncia ja havia sido definida previamente e os estudantes ja
haviam apresentado o esbogo solicitado por meio dos ladrilhos, a questdo 5 foi encerrada apos
a institucionalizacdo conduzida pelo professor, com base nos teoremas da forma geral e da
recorréncia do ladrilhamento triangular. Em seguida, a aula foi concluida para dar inicio as
outras trés Situagdes Didaticas.

No terceiro encontro, o tema dos ladrilhos j& havia sido finalizado, e os estudantes
passaram a se concentrar nas demais configuragdes. Como ja mencionado, as proximas trés
situagdes foram concebidas para serem resolvidas de modo que a primeira servisse de base para
as outras duas, e que a Ultima tivesse como objetivo ser respondida mais rapidamente que as
demais, mesmo sendo a unica que envolve uma configuragdo espacial, uma vez que trata dos
numeros tetraédricos e piramidais como um todo.

E importante lembrar que as apresentagdes ocorreram sem o apoio de uma sala com
projetor, o que fez com que os estudantes tivessem de se apoiar apenas no material impresso
como recurso de visualizacao, ja que este continha as disposi¢des dos nimeros poligonais, dos
poligonais centralizados e dos piramidais. Essa mudanga fez com que os estudantes passassem
a interagir a partir de seus proprios assentos, o que culminou em uma escassez de registros na
lousa e em um aumento dos registros no material impresso, diferentemente do que ocorreu nas
situagdes 4 e 5. Diante desse fato, descreveremos a seguir os procedimentos € apresentaremos

alguns dos registros realizados durante as exposicoes das situacdes 1, 2 e 3.
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Em um primeiro momento, o professor-pesquisador leu as defini¢des contidas no
material sobre nimeros figurados e, em particular, sobre nimeros triangulares, e apresentou
uma figura representando a configuragao comum dessa sequéncia numérica. Em seguida, pediu
que os estudantes encontrassem a forma geral dos niimeros poligonais por meio dos numeros
triangulares, sem mostrar qualquer figura. Nesse ponto, esperava-se que os alunos nao
conseguissem resolver imediatamente. De fato, durante cerca de 20 minutos, toda a turma
tentava resolver o problema, e nesse periodo ndo houve comentérios, perguntas ou suposicoes;
nenhum registro foi realizado nesse momento, conforme o esperado.

Em seguida, o professor apresentou o material de apoio contendo as disposigdes criadas
no GeoGebra. Diferentemente do que ocorreu na aplicagdo com a turma anterior, essa questao
foi resolvida de forma linear: as fases da TSD puderam ser percebidas, e a transi¢do entre elas
foi, de certa forma, bastante rapida. Assim, o estudante B6 expds sua ideia na lousa e, com esse

apoio, os alunos encerraram a questao rapidamente.

Figura 155 - Proposta de B6 para S1

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Os alunos entao apresentaram algumas respostas com base na configuragao apresentada
por B6, das quais destacamos a titulo de registro, a resposta de B6 que, até entdo havia

interagido poucas vezes, embora sempre presente.
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Figura 156 - Linhas de S1 sendo tragadas por B6

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Nesse momento, o estudante B6 traca linhas nas configuragcdes dos nimeros quadrados
e pentagonais, de modo a separar os nimeros triangulares neles contidos. Ele também escreve
uma relacdo que ja corresponde a formulacdo da situagdo. Os demais alunos procedem de
maneira similar, razao pela qual a situagdo pdde ser encerrada, uma vez que trouxe os elementos
que objetivavam sua resolu¢do. Nessa situacdo, a resolucdo baseava-se na facilidade de
encontrar a forma geral dos nimeros poligonais com o auxilio da visualizagdo, bem como na
dificuldade quando essa visualizagdo nao estd disponivel. Os demais registros poderdo ser
discutidos na validacdo da situagdo, quando serdo examinadas com mais detalhe as transi¢oes
entre as fases da TSD.

Diante da resolug¢do da Situagdo 1, o professor seguiu para a proxima pergunta, que
consistia em encontrar a relagdo dos numeros poligonais centralizados a partir dos numeros
triangulares, porém sem utilizar a configuracdo. Os estudantes teriam de construir o que
entendem pelo sentido do termo centralizado. Esse exercicio inicial serve para que os alunos
se apropriem da ideia de dispor padrdes discretos e formar configuragdes figuradas.

Essa questao apresentou uma divisao mais aparente das fases da TSD, de modo que foi
possivel perceber a fase de agao em destaque, uma vez que os alunos tentaram descrever o que
seria uma configuracdo centralizada. Os registros a seguir mostram a fase de a¢do, na qual

alguns alunos tentam descrever o que seria um numero triangular centralizado.
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Figura 157 - Quarto nimero triangular centralizado por B7

x

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

O registro na Figura 157 foi feito pela estudante B7, que desenhou com padrdes
discretos o que seria o quarto numero triangular centralizado. Percebemos que a estudante usou
varios desenhos diferentes para criar as camadas dos numeros triangulares centralizados e,
assim, iniciar o que poderia ser a formulagdo da situagdo. Outra configuragdo também foi
apresentada pelo estudante B2 usando apenas pontos, o que mostra uma relagdo mais direta

com o proximo passo que sera relaciond-los com os nimeros triangulares.

Figura 158 - Numero triangular centralizado por B2

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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No registro acima, B2 traga algumas linhas que podem ser vistas na validagdo como
uma relagdo direta com os nimeros triangulares e uma passagem de fase na TSD. Depois de
algumas construgdes e interacdes, finalmente a relagdo entre os numeros poligonais

centralizados e nimeros triangulares pedida pela questdo foi descoberta.

Figura 159 - Validagao de S2 por B2

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

No registro da Figura 159, o aluno B2 escreve a relagdo pedida na situacdo 2. Nesse
momento, a situagdo pode ser encerrada e a institucionaliza¢do apresentada pelo professor-
pesquisador. O registro de B2, no entanto, ndo foi o Unico apresentado, mas € o que foi mais
direto desde a construgdo até a formula final.

Para finalizar, na situagdo 3, onde os alunos precisam encontrar a féormula dos nimeros
piramidais a partir dos nlimeros tetraédricos, primeiramente o professor apresentou a familia de
sequéncias dos nimeros piramidais e sua constru¢ao no GeoGebra. Logo ap6s pediu para que
os alunos encontrassem a forma geral a partir dos nimeros tetraé¢dricos, conforme o enunciado
da questdo 3. Como o esperado para essa situagdo, os alunos apresentaram rapidamente a

resolugdo conforme mostra o primeiro e Unico registro dos alunos B8 para essa situagao.
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Figura 160 - Validacao de S3 por B8

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Essa rapidez mostra que as situagdes anteriores serviram de base e que a ideia da
configuracdo a partir de padrdes discretos de fato forneceu os resultados esperados. Ademais,
essa ideia sera discutida de forma mais aprofundada na validagdo bem como outros registros e
analises dos outros estudantes.

Com isso, encerrou-se o conjunto de aulas destinadas a experimentacao na turma de HM
do IFCE no semestre 2025.1. A experimentagdo foi concluida quando os estudantes, de forma
autonoma, formularam e validaram tantos as regras dos ladrilhamentos triangulares e a
recorréncia correspondente via ladrilhos, bem como encontraram as relagdes pedidas nos
padrdes discretos mostrando que as representagdes tanto alternativas quanto as comuns servem

de apoio para verificagdo de propriedades dos nimeros figurados em qualquer dimensao.
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5.3 Experimentacio Externa 1 (URCA)

A terceira experimentacdo desta pesquisa, de carater externo, foi realizada na
Universidade Regional do Cariri (URCA) durante o semestre 2025.2. Participaram 14
estudantes regularmente matriculados no curso de Mestrado Profissional em Matematica
(PROFMAT), na disciplina de Aritmética. Para preservar o anonimato, os participantes serao
identificados como C1, C2, C3, ..., C14.

A aplicacdo ocorreu em um uUnico encontro, com duracdo de quatro horas-aula. As
situacdes foram adaptadas a esse formato reduzido, de modo a assegurar que o tempo disponivel
nao comprometesse o desenvolvimento das atividades nem a possibilidade de comparagdo com
as experimentagoes internas realizadas anteriormente.

No inicio da sessdo, foram apresentados os contetudos centrais da discussdo: niumeros
figurados, ladrilhamento ¢ o uso do software GeoGebra. Embora os participantes fossem
professores atuantes na rede publica de ensino, observou-se desconhecimento generalizado
sobre os trés temas, exceto por alguns docentes que demonstraram familiaridade basica com o
GeoGebra.

Para esta turma, foram selecionadas as situagdes 1, 2 e 3, relacionadas as configuragdes
iniciais no GeoGebra, justamente por constituirem um conjunto de tarefas acessiveis aos
participantes que ja possuiam algum contato prévio com o software. Em seguida, foram
trabalhadas as situacdes 4 e 5, que tratam das configuragdes por meio de ladrilhamento.

No primeiro registro desta experimentagdo, apresenta-se a atividade referente as
configuragdes usuais via GeoGebra. Considerando que se tratava de um publico de
pos-graduacao, a figura inicial utilizada foi a dos numeros pentagonais, de modo a incentivar

uma andlise mais elaborada e um nivel de desafio compativel com a formagao dos participantes.
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Figura 161 - Apresentacdo de S1 na turma C

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

A Figura 161 mostra a apresentacdo dos primeiros nimeros pentagonais. As impressoes
iniciais indicam que os alunos ndo se empolgaram com as configuragdes nem com o uso do
software GeoGebra. Diferentemente das aplicagdes anteriores, esses estudantes ndo quiseram
interagir com os recursos computacionais disponiveis nem com a visualizagdo. Ao contrario,
depois de receberem a defini¢do formal dos nimeros figurados e, em particular, dos nimeros
poligonais, eles comegaram a utilizar a folha de rascunho e a fazer anotagdes.

Nas outras duas situagdes envolvendo as configuragdes comuns e o uso do GeoGebra,
observou-se um comportamento semelhante: os alunos demonstraram pouco entusiasmo pela
parte visual e aguardaram as defini¢des formais. Quando estas foram apresentadas, a interagao
foi consideravelmente maior do que quando se exibiam as imagens.

Nesse momento, os estudantes retomaram o uso do material impresso distribuido no
inicio da experimentacdo. Na figura apresentada, constava a defini¢do dos nimeros poligonais
centralizados e, a partir dela, solicitou-se que alguns participantes se dirigissem a lousa para
registrar suas interpretacdes e construgdes iniciais. Contudo, observou-se novamente certa
resisténcia: os alunos preferiram permanecer em seus lugares, adotando uma postura mais
préxima do modelo tradicional de aula, no qual o professor expde e os estudantes apenas

escutam.
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Essa reacao evidenciou uma dificuldade inicial em compreender a dindmica proposta
para a experimentacdo, especialmente no que diz respeito ao carater interativo e investigativo
das situacdes, que exigia maior participacdo ativa dos envolvidos.

Na apresentacdo da Situacdo Didatica 3, os estudantes demonstraram inicialmente a
mesma reagao das duas anteriores. Porém, diante da dificuldade em compreender a formagao
dos numeros piramidais, solicitaram que a figura fosse apresentada. Esse movimento
evidenciou a importancia da visualiza¢do e do GeoGebra. Mais do que isso, pela primeira vez
desde o inicio das aplicacdes, a Situagdo 3, que deveria ser a mais complexa, porém de resolugao
mais curta, apresentou-se como a mais desafiadora para os estudantes e a unica em que, de fato,

eles utilizaram o recurso de visualizagao.

Figura 162 - Formulagdo de S3

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

A Figura 162 marca a primeira interagdo de um estudante na lousa, chamado aqui de
C1. Esse estudante observou que as camadas de nlimeros triangulares se repetiam na camada
imediatamente inferior em uma pirdmide de nimeros quadrados, e que restava apenas o n-¢simo
nimero triangular em cada piramide de pontos que formava o n-ésimo numero piramidal
quadrado. Embora essa relagdo seja mais complexa que a desejada e que ndo utilizaria
diretamente a relacdo com tetraédricos, ¢ uma relacdo que s6 pode ser extraida mais
rapidamente se o estudante estiver de posse da visualizagao.

Assim, encerrou-se o registro sobre as situagdes didaticas 1, 2 e 3 que relacionava

numeros figurados com sua visualizagao classica e uso do GeoGebra. As observagdes iniciais

sdo que, apesar de os estudantes apresentarem uma certa resisténcia inicial esperada na
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interagdo, era planejado que eles passassem a participar conforme a apresentagdo das figuras e
o manuseio do GeoGebra fossem ocorrendo, o que nao aconteceu de forma efetiva em todas as
situagoes.

A andlise a posteriori e validagdo desse conjunto de atividades descreve dentro das fases
TSD esses acontecimentos. Ademais, diferentemente das outras aplicagdes, nesse caso em
particular os estudantes tiveram mais dificuldades na situacdo 3 e essa foi a que despertou mais
atencdo e interacao da parte deles. A seguir, apesentamos 0s registros e percepcdes iniciais
sobre as situagdes 4 e 5, referentes aos ladrilhamentos e que fazem parte do segundo conjunto
de atividades dessa experimentagao.

Apds o encerramento das situagdes 1, 2 e 3, o professor-pesquisador iniciou a
apresentacao das situacdes 4 e 5, primeiramente com a definicao de ladrilhamento, ideia de
ladrilhos, regras e pecas que compdem um ladrilhamento, ¢ um exemplo cldssico do
ladrilhamentos da sequéncia de Fibonacci. Em seguida apresentou o exemplo do ladrilhamento

da sequéncia de uns utilizando o GeoGebra e pediu a interagdao dos estudantes.

Figura 163 - Apresentacdo da sequéncia de uns no tabuleiro virtual na turma C

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Ao apresentar os ladrilhamentos descritos na Figura 163, os alunos foram apresentados

ao material concreto e, no geral, a turma pediu para que esse ndo fosse utilizado. Diante da

recusa, o professor apresentou a representacdo alternativa C‘V’P para que eles pudessem usar
o material impresso. Contudo, foi observado que a investigagdo dessa estrutura por meio de
manipulacdo ou combinacdo de pegas ndo estava dentro da expectativa dos alunos para esse
tipo de assunto. Os relatos iniciais era que deveria ser apresentada a regra geral, pecas e
ladrilhamentos, e que eles apenas provassem de um modo formal, o que seria esperado apenas
na fase de institucionalizacdo. Apds a realizagdo das atividades e da breve discussdo sobre os

ladrilhamentos, o professor-pesquisador encerrou a experimentacao.
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As conclusdes referentes as Situagdes 4 e 5 revelam que esse dispositivo didatico
exigiria uma adaptagdo mais formal quando aplicado a uma turma de pods-graduacio,
especialmente considerando o perfil dos participantes e suas expectativas quanto ao tipo de
abordagem. Ainda assim, a analise a posteriori ¢ a validagao evidenciam elementos técnicos
relevantes, tanto no que diz respeito ao comportamento dos estudantes quanto ao
funcionamento das tarefas, que contribuem para compreender de maneira mais aprofundada a
dinamica dessa experimentacao externa. Tais elementos permitirdo avaliar o grau de adequagao
das situagdes propostas, identificar ajustes necessarios € compreender como o grupo mobilizou
(ou deixou de mobilizar) os elementos esperados dentro das fases da Teoria das Situagdes
Didaticas. Desse modo, a analise subsequente fornecera uma visao mais precisa sobre o alcance,

as limitagdes e o potencial desse conjunto de atividades no contexto investigado.

5.4 Experimentacio Externa 2 (FECLESC — Quixada)

A quarta experimentagao da pesquisa, também de carater externo, foi realizada na
Faculdade de Educagdo, Ciéncias e Letras do Sertdo Central (FECLESC), localizada na cidade
de Quixada-CE, a 168 km da capital Fortaleza, durante o semestre 2025.2. Ao todo,
participaram da experimentacdo 10 estudantes do curso de Licenciatura em Matematica,
matriculados na disciplina de Historia da Matematica. Assim como nas demais aplicagdes, os
participantes serdo identificados de modo a preservar o anonimato, sendo designados como D1,
D2, D3, ..., D10.

A aplicacdo ocorreu em um Unico encontro, com duracdo de quatro horas-aula. As
situagdes foram distribuidas da seguinte maneira: inicialmente, foram apresentadas as duas
situagdes referentes aos ladrilhos; apds alguns minutos, apresentaram-se também as trés
situacdes sobre configuragdes classicas por meio do software GeoGebra. Dessa forma, foi
possivel observar quais situacdes despertavam mais a curiosidade dos alunos. O formato
reduzido ndo interferiu na dindmica das situagdes, uma vez que os alunos tiveram acesso a todo
o material logo no inicio e puderam interagir com as figuras projetadas na lousa, que contava
com projetor para apresentar o conteudo de forma dinamica.

No inicio dessa experimentacao, foram apresentados os contetidos necessarios para a
sessdo: numeros figurados, ladrilhamento e o uso do GeoGebra. Como em todas as turmas
anteriores, o desconhecimento sobre o assunto foi unanime.

O professor-pesquisador iniciou apresentando exemplos de ladrilhamentos, bem como

algumas regras para o ladrilhamento da sequéncia de Fibonacci. Posteriormente, abordou a
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regra de ladrilhamento dos nlimeros lineares e suas respectivas pecas, assim como o conjunto
CVP. As pecgas foram apresentadas tanto no tabuleiro fisico quanto no virtual; os estudantes
demonstraram interesse por ambos os recursos, razao pela qual o professor deixou a turma a
vontade para interagir com aquele que achassem mais comodo. Os primeiros registros mostram

as fases iniciais da TSD, com os estudantes trabalhando nos tabuleiros apresentados.

Figura 164 - Interacdo dos alunos da turma D com o tabuleiro fisico e virtual

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na Figura 164 observam-se as interacdes dos alunos com os materiais fisico e virtual,
evidenciando que a escolha entre um e outro partiu de cada participante. Nota-se, ainda, que
essa escolha ndo gerou diferengas na compreensdo da situagdo proposta € que, no caso do
material virtual, o estudante ndo precisava possuir conhecimento prévio para operar o sofiware,
ja que o professor poderia realizar esse manuseio quando necessario.

Seguindo as fases das situagdes propostas e apresentando somente os objetivos dessa
experimentacdo que se baseia nos registros e observagdes iniciais da turma, apos ser
apresentada as outras 3 situagdes referentes as configuragdes classicas, notou-se um interesse
maior pelas pegas do tabuleiro fisico, ndo por receio de usar o GeoGebra, mas porque a aula
teria uma mudanca didatica da qual os estudantes normalmente estdo habituados. O proximo

registro foi retirado da fase de formulagao das situacoes 4 e 5.
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Figura 165 - Fase de formulagdo das situagdes 4 e 5

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

No registro, os estudantes aparecem com o material disposto no piso da sala de aula. A
aceitagdo do tabuleiro fisico foi imediata e logo a maior parte dos alunos ja haviam migrado de
do tabuleiro virtual para o fisico. Apenas dois estudantes permaneceram interagindo com a

projecdo do tabuleiro fixada na lousa.

Figura 166 - Oito alunos participando da fase de formulagao de S4 e S5

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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Nesse outro registro, observa-se a participagdo de oito alunos na fase de formulagao das
situacdes 4 e 5. Parte dessa mudanga pode ser explicada pelo carater mais didatico do grupo,
que se mostrou especialmente atraido pelo material manipulavel, cuja exploragdo livre
favoreceu maior interacdo entre os participantes. Assim, os estudantes alcancaram a resposta
esperada por meio desse dispositivo fisico, e ndo pelo tabuleiro virtual.

Nas situagdes 1, 2 e 3, os estudantes tiveram de ir a lousa, pois a Unica configuragdo
disponivel era a que havia sido projetada. De modo preliminar, pode-se afirmar que nao houve
resisténcia ao uso do software GeoGebra e que os alunos contribuiram de forma efetiva com o
que foi solicitado. Ademais, as tinicas dificuldades ocorreram em relagdo a segunda e a terceira
situacdes. Adaptadas para uma apresentacdo rapida, ndo foi possivel realizar os registros
fotograficos necessarios para validagdes posteriores. No entanto, a situacdo 1, dedicada a
desenvolver a forma geral dos nlimeros poligonais por meio dos nimeros triangulares, foi
satisfatoria, conforme mostram alguns registros a seguir.

Inicialmente, o professor apresentou as defini¢des de niumeros triangulares, sua forma
geral e sua recorréncia. Apresentou também a forma geral dos nimeros poligonais centralizados
e dos numeros tetraédricos, estes dois ultimos sem suas configuragdes classicas. Em seguida,
foi pedida a resolu¢dao da situacdo 1. Apds a apresentacao da configuragdo dos numeros
quadrados, os alunos passaram a interagir com o material e a fazer as primeiras analises. O

registro a seguir refere-se a fase de formulagao da situagdo 1.

Figura 167 - D7 e D9 construindo numeros pentagonais via triangulares

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na Figura 167, observam-se dois estudantes na fase de formulag¢do realizando as

primeiras investigacoes. E possivel ver na imagem que um dos estudantes, denominado aqui
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como D9, traceja as linhas que formam numeros triangulares no interior de um nimero
pentagonal, enquanto ¢ auxiliado pela estudante D7.

A aplicacao das situagdes transcorreu de forma semelhante a observada nas demais
experimentagdes realizadas em turmas de Historia da Matematica, com maior adesdo a
colaboracdo mutua e a interacdo, ainda que tenham sido registradas dificuldades anélogas as
anteriores. Desse modo, mesmo tratando-se de uma experimentagdo externa, as situagdes
apresentaram padrdes comparaveis aos ja verificados nas aplicagdes internas. Para a validagao
dessa situacdo, o registro a seguir mostra o estudante D3 no inicio da validacdo da Situagdo 1,

apresentando o resultado esperado em seus escritos posteriores.

Figura 168 - D3 na fase de formulagao de S1

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

De modo geral, esta experimentacdo ndo apresentou elementos novos ou diferentes
daqueles ja observados nas aplicagdes anteriores. Em outras palavras, ainda que se tratasse de
uma experimentacdo externa, realizada inclusive em outro municipio, as situagdes
transcorreram de forma similar, destacando-se uma maior adesdo ao uso dos materiais
manipulaveis, bem como uma interagdo mais intensa tanto entre as situagdes quanto entre os
proprios estudantes.

Inicialmente, com a apresentacdo dos niumeros figurados e de suas configuragoes, tanto
no GeoGebra quanto nos tabuleiros, observou-se grande interesse por parte dos participantes.
Houve envolvimento espontineo nas duas propostas de configuracdo, especialmente nos

ladrilhamentos de numeros triangulares. Nessa atividade, os presentes optaram pelo uso do
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tabuleiro fisico e, com a participacdo de todo o grupo, resolveram coletivamente as situagdes
propostas.

As cinco situagdes foram apresentadas da mesma forma que nas demais
experimentacgodes, organizadas em dois blocos: o primeiro, com trés situagdes referentes as
configuragdes classicas representadas no GeoGebra; o segundo, com duas situagdes baseadas
no uso de ladrilhos. Para esta turma, as situagdes foram disponibilizadas simultaneamente,
permitindo que os alunos escolhessem livremente por onde comegar. Devido a fatores como o
horario noturno e a necessidade de alguns participantes retornarem de locais mais distantes, as
situacdes 2 e 3 chegaram a ser aplicadas, mas os registros obtidos ndo permitem uma analise
aprofundada nem validagdes posteriores.

Ainda assim, a aplicacao forneceu elementos relevantes para a pesquisa, uma vez que
permitiu verificar que a dindmica observada permaneceu consistente com as demais aplicagoes,
tanto em termos de condugdo das atividades e engajamento dos participantes, quanto no que diz

respeito ao cumprimento das fases da TSD.

5.5 Experimentacio interna 2025.2 (IFCE - 2025.2)

A quinta e ultima aplicagdo das Situagdes Didaticas deste trabalho teve carater interno
e foi realizada em quatro encontros, totalizando oito horas-aula durante o semestre 2025.2, na
disciplina de Histéria da Matematica. Contou com um total de nove participantes, aqui
identificados como E1, E2, ..., E9. Nessa aplicacdo, os registros foram organizados seguindo
rigorosamente as etapas da TSD em cada uma das situacdes propostas.

As observagoes realizadas constituem um estudo comparativo baseado no padrao de
repeticdo identificado nas demais experimentagdes, internas e externas, conduzidas até este
ponto da pesquisa. O objetivo foi verificar se os dispositivos utilizados, ou seja, tanto as
configuragdes no software GeoGebra quanto os tabuleiros (fisico e virtual), produzem
resultados semelhantes quando empregados sob as mesmas condi¢des iniciais, consolidando,
assim, a consisténcia dos efeitos observados ao longo de todas as aplicagdes.

Dessa forma, os registros desta aplicagdo foram realizados apenas para evidenciar que
sua conducdo ocorreu de maneira semelhante as anteriores, deixando o carater comparativo
para a analise a posteriori € para a etapa de validacao correspondente. Por esse motivo, ndo se
fard aqui a descricdo detalhada do passo a passo apresentado nas aplicagdes anteriores,
especialmente no que se refere as explicagdes iniciais ou as intervengdes do professor, uma vez

que tais procedimentos ndo se mostraram necessarios nesta turma.
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Por fim, cabe destacar que a aplicagdo ocorreu de maneira totalmente fluida, sem a
presenga de variaveis adicionais que exigissem maior aten¢ao analitica. A sala com projetor
esteve disponivel normalmente, o que fez com que a aplicagdo via tabuleiros fosse inteiramente
realizada por meio do software GeoGebra, mesmo que os demais materiais estivessem
organizados e acessiveis. A turma compareceu de forma regular, e a participag¢do foi ampla,
garantindo que a experimentagao transcorresse sem qualquer problema técnico.

Inicialmente, apds serem apresentadas todas as definicdes necessarias, as questdes
foram organizadas de modo que o primeiro bloco de situagdes fosse o dos ladrilhamentos, ou
seja, as situacdes 4 e 5. Posteriormente, foram apresentadas as situagdes 1, 2 e 3. O primeiro
registro mostra 0 momento de interagao entre o aluno e a regra de ladrilhamento dos nimeros

uns, destacando a participacdo da turma logo nas explicagdes iniciais.

Figura 169 - Momento de acdo da situagdo 4 , turma E

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Em outro registro, apresenta-se a interagdo do mesmo aluno ja organizando no
computador as pegas para ladrilhar a sequéncia dos nlimeros lineares. Vale ressaltar que os
proprios estudantes manusearam as funcionalidades do GeoGebra, de modo que a

experimentacao pode ser registrada de forma mais dinamica.
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Figura 170 - Registro da constru¢do de nimeros lineares, turma E

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Diante da situagdo 4, os alunos ja se encontravam familiarizados tanto com o tabuleiro
virtual quanto com as regras necessarias para ladrilhar a sequéncia dos niimeros triangulares.
Isso possibilitou a realizacao de registros das etapas da TSD para as situacdes apresentadas. O

préximo registro corresponde a fase de formulagdo da situacao 4.

Figura 171 - Formulacdo de S4, turma E

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

O proximo registro mostra uma aluna na fase de validagdo da situacdo didatica 4.

Observa-se novamente a participagdo ativa na lousa, evidenciando a intera¢do entre os alunos
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e a prontiddo em resolver a tarefa proposta. Vale destacar que as situagdes foram resolvidas

rapidamente, resultado da colaboracdo constante entre os estudantes presentes.

Figura 172 - Registro da validagao de S4, turma E

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Para a situacdo 5, a participacdo efetiva dos alunos desde a construcdo da sequéncia dos
uns, passando pelo ladrilhamento dos nimeros lineares e, posteriormente, dos nimeros
triangulares, tornou sua resolu¢do mais clara. Dessa forma, ndo foram identificadas dificuldades
nem observagdes relevantes a serem destacadas. A seguir, o registro da situagdo 5, destacando

o estudante manuseando o GeoGebra.

Figura 173 - Aluno manuseando o tabuleiro virtual durante a aplicacao de S5
[

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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Finalizando o bloco de situagdes referentes aos ladrilhos, apresenta-se um registro nitido
do momento em que os alunos determinam conjuntamente a resolugdo da situacdo 5. Observa-
se que, diante das diversas experimentagdes realizadas at¢é o momento ¢ dos recursos
aprimorados utilizados, as situagdes 4 e 5 foram aplicadas de maneira mais direta pelo
professor, o que influenciou positivamente o andamento da aula. A participagdo ativa dos
alunos também foi determinante para que as situagdes apresentadas fossem executadas de forma

simples e eficiente pelo grupo.

Figura 174 - Validacdo de S5, turma E

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Diante disso, o professor iniciou as aplicagdes das situacdes 1, 2 e 3, a principio
apresentando algumas configuracdes e formulas necessarias para sua resolucdo. Nesse
momento, ¢ importante destacar que se a primeira situa¢do fosse bem desenvolvida, as demais
também seriam, o que, de fato, aconteceu. O registro a seguir, mostra uma aluna ja na fase de

formulacao da situagdo 1, com a ajuda da turma.
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Figura 175 - Formulacdo de S1, turma E

—

——

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

No préximo registro fotografico referente a0 momento de validagdo da situacao 1, foi
possivel observar a forma como os alunos retomaram os procedimentos realizados
anteriormente para confirmar a estrutura geral dos nimeros poligonais via triangulares. Durante
essa etapa, eles discutiram entre si, justificaram os calculos e compararam diferentes caminhos
para chegar ao mesmo resultado. Observou-se um envolvimento ativo e coerente com o

esperado para essa fase da TSD.

Figura 176 - Registro da validagao de S1, turma E

————

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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Diante da validacdo da situagdo 1, foi possivel observar a rapidez esperada para a
resolugdo das demais situagdes. Na situagdo 2, o registro mostra o momento de formulagao,

com a estudante usando a proje¢dao no GeoGebra e resolvendo a situa¢do, conforme o esperado.

Figura 177 - Formulacdo de S2, turma E

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Por fim, o Ultimo registro apresentado nessa fase refere-se a etapa de validacdo da
situacdo 3, evidenciando que os alunos resolveram de forma integral, sem entraves ou
dificuldades diante das adversidades encontradas, mesmo que ndo estivessem familiarizados

com nenhum dos dispositivos envolvidos nessa pesquisa.

Figura 178 - Formulacdo de S3, turma E

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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Assim, a experimentac¢ao foi encerrada e 0 momento de institucionalizagao foi realizado
de uma sé vez para as cinco situacdes, retomando os principais conceitos abordados e
destacando as relacdes observadas ao longo das atividades. Nesse fechamento, o professor
sistematizou as defini¢cdes, apresentou as formas gerais discutidas e confirmou os resultados
alcangados pelos alunos, garantindo a formalizagdo dos conhecimentos construidos durante
todas as etapas. A turma participou de maneira atenta, contribuindo com comentarios e

verificacoes finais, o que consolidou o encerramento da aplicagao de forma clara e satisfatoria.
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6. ANALISE A POSTERIORI E VALIDACAO (INTERNA E EXTERNA)

A andlise a posteriori e a validagao das situagdes didaticas, previstas por Artigue (1995)
como etapas cruciais na ED, permitem avaliar a eficacia das atividades propostas e a
compreensdo dos alunos em relagdo aos conceitos abordados. Apds a implementacdo das
situagdes didaticas, faz-se necessario analisar detalhadamente os processos de aprendizagem,
observando como os alunos interagiram com os materiais, formularam e validaram hipoteses e
superaram os obstaculos epistemologicos previstos. Essa analise envolve a coleta de dados
qualitativos e quantitativos, incluindo observagdes diretas, registros escritos dos alunos e
discussdes em grupo, com o objetivo de identificar pontos fortes e areas passiveis de melhoria
na abordagem didatica.

A validagdo dos resultados € essencial para confirmar se os objetivos gerais e especificos
foram alcancados, garantindo que os alunos tenham desenvolvido uma compreensao profunda
e significativa dos nimeros figurados. Esse processo de reflexdo e ajuste continuo ndo apenas
justifica a eficacia das situagdes didaticas, mas também contribui para a evolucdo do ensino da

Matematica.

6.1 Analise a posteriori e validacdo interna - IFCE 2024.2

No contexto da aplicacdao realizada com essa turma, a analise dos dados coletados
durante a aplicacdo, revelou elementos significativos da formagao dos estudantes e dificuldades
acerca do conteudo apresentado logo no primeiro conjunto de trés situagdes. A primeira
observagdo ¢ que mesmo os alunos sendo cercados por aparatos tecnologicos, a distancia entre
ensino e tecnologia ainda ¢ distante da pratica desses futuros professores.

Quanto ao contetdo matematico, as dificuldades também sdo aparentes sobre contetidos
de base matematica, fato esse que aumentou o tempo de aplica¢ao devido ao fato de o professor
dedicar um tempo maior para a exposicao e algumas intervengdes durante o desenvolvimento
das situacdes didaticas. Diante desse fato, iremos observar nessa fase, as dificuldades iniciais
dos alunos, tempo de resolucao das situagdes propostas € a interagdo com as questdes buscando
a resolugdo.

Logo na Situagdo 1, em que os alunos precisavam interagir diretamente com as figuras,
observou-se que, apesar de uma resisténcia inicial a participagdo, houve um aumento gradual
na participacdo. Esse envolvimento foi impulsionado pela possibilidade de visualizar

concretamente o objeto de estudo, em um claro contraste a abordagem abstrata a qual estdao
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habituados na disciplina e ao longo de sua formagdo. A presenga das representacdes visuais via
GeoGebra, pareceu reduzir a inseguranga inicial e favorecer a colaboragdo entre os estudantes,
que passaram a se apoiar mutuamente durante a exploracao da tarefa.

No contexto da aplicagao realizada com essa turma, a analise dos dados coletados
durante a experimentacao revelou elementos significativos acerca da formagdo dos estudantes,
bem como dificuldades relacionadas ao contetido apresentado logo no primeiro conjunto de trés
situagdes. A primeira observacao ¢ que, mesmo os alunos estando imersos em aparatos
tecnologicos, a distancia entre ensino e tecnologia ainda se mostra distante da pratica desses
futuros professores.

Quanto ao conteudo matematico, as dificuldades também se manifestam em relagdo a
conhecimentos basicos da area. Esse fato aumentou o tempo de aplicacdo, uma vez que o
professor precisou dedicar mais tempo a exposicdo e a algumas intervengdes durante o
desenvolvimento das situacdes didaticas. Diante disso, nesta fase serdo observadas as
dificuldades iniciais dos alunos, o tempo de resolucdo das situagdes propostas e a interagdo com
as questoes na busca pela resolugao.

Logo na Situagdo 1, em que os alunos precisavam interagir diretamente com as figuras,
observou-se que, apesar de uma resisténcia inicial a participagdo, houve um aumento gradual
no envolvimento. Esse engajamento foi impulsionado pela possibilidade de visualizar
concretamente o objeto de estudo, em claro contraste com a abordagem abstrata a qual os
estudantes estdo habituados tanto na disciplina quanto ao longo de sua formagdo. A presenga
das representagdes visuais por meio do GeoGebra pareceu reduzir a inseguranca inicial e
favorecer a colaboracao entre os estudantes, que passaram a se apoiar mutuamente durante a

exploragdo da tarefa.
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Figura 179 - Fase de agdo de S1, turma A

Fonte: acervo da pesquisa

A figura apresentada, mostra que o estudante se prop0s a realizar a tarefa na lousa depois
de uma resisténcia inicial, porém, quando apresentada a figura no SG, os alunos se dispuseram
a participar e depois de uma interacdo rapida durante a fase de a¢do, os alunos passaram para a
fase de formulagdo, expondo os contornos da figura e escrevendo as primeiras relagdes de

nimeros quadrados.

Figura 180 - Momento de formulagdo de S1, turma A

Fonte: acervo da pesquisa
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A foto acima, retrata outra estudante que também se propds a participar, mostrando que
a questao havia atraido a atenc¢do deles logo apos a apresentagdo das figuras, a dificuldade
inicial prevista durante a fase de analise a priori pode se validada aqui pois os alunos nao
interagiram durante a apresentacdo das formulas e mostraram dificuldades de compreensao,

porém foram solicitos no primeiro momento em que a figura foi apresentada.

Figura 181 - Fase de formulacao de S1, turma A

Fonte: acervo da pesquisa

A validacdo da questdo pode ser observada na figura acima, apenas um dos registros dos
estudantes que conseguiram a resolu¢do, dos 8 participantes, 5 participaram ativamente dessa
resolugdo e no total de 2 faltas registradas no primeiro encontro.

Diante dessas informacgdes a questdo pode ser validada de trés pontos de vistas
apontados durante a analise a priori e concepgao. A primeira diz respeito mudanga de atitude
entre a observagao das apresentagdes das formulas de nameros figurados. Enquanto o interesse
nas formulas foi minimo e pouco rentavel em contribuicdo, a interagdo depois da apresentagao
foi acima do que foi previsto.

A segunda observacao ¢ que quando os alunos souberam que nao iriam precisar interagir
com o SG, eles puderam se dedicar a encontrar as relagdes, que foram estabelecidas no tempo
previsto durante a anélise a priori. A terceira e ultima observagdo ¢ propriamente sobre a
resolucdo da questdo que foi realizada e validada pelo professor posteriormente, encerrando a

situacdo didatica como o previsto.
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Visto que os alunos tiveram dificuldade iniciais previstas no que diz respeito as formulas
e que essa foram superadas pela apresentacdo da imagem, e que ficaram receosos sobre a
interacdo com o GeoGebra e ao saber que iriam precisar usa-lo apenas como suporte de
visualizagdao, eles também foram mais solicitos, podemos identificar os obstaculos
epistemoldgicos.

Devemos observar, contudo que os obsticulos observados nesta etapa ndo estdo
relacionados a falta de interesse dos estudantes, mas a propria natureza do conhecimento
matematico envolvido. Segundo Bachelard (1996), um obstaculo epistemologico ndo aparece
por auséncia de saber, e sim por formas de compreensao ja construidas que, embora ajudem em
certos momentos, podem dificultar novos entendimentos. Isso explica por que alguns conceitos
ndo sao assimilados de imediato, mesmo quando o aluno esta envolvido com a atividade.

No caso desta aplicagdo, percebeu-se que pedir aos alunos que compreendessem
primeiro a férmula antes de terem contato visual com as figuras gerou dificuldades. A
resisténcia inicial na passagem do desenho para a expressao algébrica € o que Brousseau (2008)
chama de obstaculo epistemolédgico didatico, que € quando o problema ndo esta no sujeito, mas
na forma historica como o conceito costuma ser apresentado na escola. Assim, a inseguranca
diante da formula ndo indicou incapacidade, e sim um limite natural quando o entendimento ¢
solicitado pela simbologia antes de nascer da experiéncia.

Também houve um obstaculo relacionado ao uso do software GeoGebra. Alguns alunos
demonstraram receio porque associavam a ferramenta a necessidade de dominar célculos ou
comandos avangados. Essa rea¢do estd alinhada ao que Artigue (2009) discute sobre o uso da
tecnologia em educagdo matematica, quando o estudante enxerga o recurso digital como algo
que substitui o raciocinio em vez de apoid-lo. Quando os alunos perceberam que o GeoGebra
seria usado apenas como suporte de visualizagdo, e ndo como meio de resolver a atividade por
eles, o bloqueio diminuiu e as interagdes se tornaram mais espontineas.

De forma geral, os obstaculos epistemologicos identificados concentraram-se em dois
pontos: a dificuldade de dar sentido a férmula antes de visualizar e construir o conceito, € a
ideia equivocada de que o software exigiria dominio técnico elevado. Esses dois aspectos
mostram que as dificuldades apresentadas ndo estavam ligadas a falta de interesse dos
estudantes, e sim ao modo como o conhecimento matematico ¢ tradicionalmente apresentado e
compreendido.

Na Situacdo 2, conforme previsto, os alunos chegaram a resolucdo com rapidez. Por se
tratar de uma tarefa diretamente decorrente dos conceitos construidos na Situacdo 1, os

estudantes conseguiram resolvé-la com o apoio apenas da visualizacao e da expressao geral ja
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apresentada anteriormente. Dessa forma, a Situag@o 2 também pdde ser validada com base nos
mesmos critérios aplicados a primeira.

A caréncia de registros fotografico apresentada na experimentacao retrata bem a quao
rapida foi a resolucdo, os registros em audio foram pouco significantes ¢ em se tratando das
fases da TSD pode-se afirmar que praticamente ndo pdde ser percebido a fase de acdo, algo
também esperado, na formula¢do os estudantes se propuseram a apenas rabiscar enquanto a
maioria apenas observava o quadro com as figuras e na fase de validagao a férmula € constatada

pela imagem a seguir.

Figura 182 - Fase de validagdo de S2, turma A

<7

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Contudo, observou-se que essa atividade despertou menor interesse da turma,
provavelmente por ser percebida como mais simples. Ainda assim, chamou aten¢do o fato de
que, apesar da aparente facilidade, os alunos nao conseguiram resolver a questao sem recorrer
a representacdo visual. Mesmo com a relagdo entre a formula e os nimeros triangulares ja
implicita, a imagem continuou desempenhando papel essencial para que os estudantes
chegassem a soluc¢do.

Dando continuidade a aplicagdo, temos a situagdo 3, essa situagdo tem como uma das
observagdes pertinentes, que seja resolvida de forma mais rapida, apesar de ser relativamente
mais complexa por ter formas maiores e por envolver configuracdo ndo conhecida até o
momento

Na fase de acdo, quando foi pedido para eles tentarem contribuir um nimero figurado
piramidal, era esperado que a dificuldade fosse na construgdo, o que, de fato, aconteceu. No
entanto a situagdo mostra um interesse maior dos estudantes, esse interesse vem do fato de os
alunos percebem a facilidade da situagdo 2, e que com a figura, a relagdo entre qualquer nimero
figurado e o simplexo da dimensdo ¢ aparentemente simples. A imagem mostra como ¢

interpretacdo inicial do que seria um ntimero piramidal.
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Figura 183 - Fase de agdo de S3, turma A

;Y

Fonte: acervo da pesquisa

Na Figura 184, ainda durante a fase de agdo quando os estudantes conseguram construir
um esboco de numero piramidal de base quadrada, percebe-se que surgem as dificuldade
esperadas da situacdo, ao construir a figura, ndo é imediato a apari¢ao da relagdo entre estes e
os simplexos, mesmo assim, com o interesse inicial dos alunos pela quastdao pode-se aformar

que isso ndo prejudicaria a tentativa de resolucao.

Figura 184 - Formulagao de S3, turma A

Fonte: acervo da pesquisa

Aqui os estudantes ja estdo na fase de transi¢ao entre acao e formulagdo, pois conseguem

estabelecer desenhar a figura. Porém, ainda ndo conseguem perceber a relagao entre os nimeros
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piramidais quadrados e os numeros tetraé¢dricos, logo apds ser apresentada a figura dos nimeros

piramidais quadrados, os estudantes conseguem a relagdo apresentada pela figura abaixo.

Figura 185 - Fase de agdo de S3, turma A

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Logo apds, inicia-se a fase de validagdo com os alunos ainda confundindo um pouco
sobre a relagdo entre os numeros piramidais poligonais e tetraédricos. Nesse momento a relagao

entre piramidais e m-gonais parece ser mais clara com a apresentacdo da figura

Figura 186 - Construgdo dos nimeros piramidais, fase de formulacao, turma A

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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Mesmo assim, ha confusdo quanto a relagdo solicitada: o aluno tenta resolver o
problema da maneira mais complicada e ndo percebe a conexdo com os nimeros tetraédricos.
Apesar dessa dificuldade em relacionar os nimeros piramidais gerais e os tetraédricos, observa-
se que a turma consegue estabelecer a relacdo apresentada na figura a seguir. Isso indica que os

alunos ja se encontram na fase de validagao.

Figura 187 - Fase de Validacdo de S3, turma A

Fonte: acervo da pesquisa

Na Figura 187, podemos ver que os alunos ja conseguiram estabelecera relagdo entre
alguns nimeros piramidais. Aqui os alunos ja conseguem partir da relagdo encontrada e basta
usar os recursos algébricos ja conhecidos por eles e estabeler apresentar uma prova do resultado

obtido

Figura 188 - Validagao de S3, turma A

Fonte: acervo da pesquisa
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Por fim, os alunos apresentam a forma geral dos nlimeros piramidais poligonais com
base nos nimeros tetra¢dricos. Percebe-se que, embora a situacdo seja mais complexa, tanto do
ponto de vista da forma geral quanto da visualizagdo, por estar no campo tridimensional , os
alunos a resolveram conforme o previsto na fase de analise a priori. Isso evidencia que, nesse
caso, a visualizagdo foi fundamental para a resolucdo rapida da questao.

A seguir, apresentaremos o relato do processo de observagdo das fases da Teoria das
Situacoes Didaticas (TSD), destacando o comportamento dos alunos diante da situagdo 4, as
interacdes ocorridas e a comparagdo entre as analises a priori € a posteriori.

Nesse contexto, analisaremos a situagdo-problema dividida pelas fases da TSD. Essa
analise nos permitird revelar as anotagdes feitas pelo professor em cada fase, bem como
verificar como a situag@o foi construida pelos alunos e se eles seguiram o que foi previsto na
analise a priori. Essa verificagdo serd possivel gracas aos registros realizados durante a
experimentacao.

Para iniciarmos a analise da situagdo 4, o primeiro registro foi feito por fotografia, logo
apos a apresentagdo da questdo e dos materiais. O contato dos alunos com o material marca a

fase de ag¢ao da TSD.

Figura 189 - Fase de acdo de S4, turma A

Fonte: acervo da pesquisa

Na situag¢do de acdo, os estudantes tiveram o primeiro contato com o material fisico e
buscaram construir a sequéncia de nimeros naturais. Pelos registros, ¢ possivel perceber as
primeiras construcdes do ladrilhamento para 1, 2 e 3. Alguns alunos preferiram interagir com o

material fisico. Na fotografia, os alunos A4, A6, A2 e A7 (da esquerda para a direita) buscam
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construir o ladrilhamento e encontrar possiveis regras. Logo em seguida, com o material virtual,

os alunos tentaram construir um niimero triangular, conforme mostra a figura a seguir.

Figura 190 - Fase de formulagdo de S4, turma A

Fonte: acervo da pesquisa

Ainda na fase de agdo, observa-se que os alunos organizaram os ladrilhos ja iniciando
pela cor cinza, de maneira logica e seguindo o padrao das outras duas sequéncias apresentadas.
No registro fotografico, € possivel identificar sete ladrilhamentos; o aluno A3, embora estivesse
buscando uma regra, conseguiu apenas seis.

Nesse momento, os alunos A6 e A3 discutem se ¢ possivel organizar os ladrilhamentos
em grupos de ladrilhos cinza. Eles também perceberam que uma possivel regra seria construir
uma ordem em que os ladrilhos cinza estivessem sempre em posi¢des anteriores aos vermelhos
e aos pretos, € os vermelhos sempre em posigdes anteriores aos pretos. Diante disso, o aluno

A3 resolveu ir a lousa e solicitou as seguintes construcdes.
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Figura 191 - Aluno A3 formando as somas parciais em S4

Fonte: acervo da pesquisa

No registro, observa-se que o aluno A3 distribui os ladrilhos de forma correta, o que
marca o inicio da fase de formula¢do. Ele percebe que ¢ possivel montar: um unico
ladrilhamento utilizando apenas o ladrilho cinza; dois ladrilhamentos com os finais constituidos
pelas demais cores; e trés ladrilhamentos nos quais o ladrilho cinza aparece apenas no inicio.

Entretanto, esse processo so foi percebido apdés um intervalo de tempo consideravel,
considerando-se o tempo de apresentagdo da situagdo, a exibi¢ao do material e uma fase de agao
marcada por intensa interagdo dos estudantes com os materiais. Diante disso, a aula foi
finalizada e retomada, a partir desse ponto, na sessdo seguinte.

Na aula subsequente, o professor fez um breve resumo do que os alunos haviam
construido na aula anterior. Logo ap0s, os estudantes voltaram a interagir com o material fisico,
construindo o proximo termo com base nas observagoes feitas por A3. O registro foi realizado

ao final da constru¢do do quarto numero triangular.



279

Figura 192 - Primeiros termos formados com o tabuleiro fisico

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na fotografia, observam-se os quatro primeiros termos da sequéncia dos niimeros
triangulares, construidos com material fisico pelos alunos A7, A2, A6, A5, A3 e Al. Nota-se
que os alunos ndo organizaram os termos de acordo com a quantidade de ladrilhos cinza, o que
dificultou a visualiza¢do de um padrdo mais claro. Por essa razdo, embora tivessem identificado
regras validas, ndo conseguiam generaliza-las com facilidade para qualquer valor de n.

Apesar de uma certa dificuldade, as regras ja estavam definidas, sendo necessaria apenas
sua formalizagdo para que a situagdo fosse resolvida. Desse modo, os alunos A3, A6 e A2
propuseram um conjunto com trés regras, eles usaram como base o ladrilhamento dos nimeros
naturais, bem como a separagdo dos ladrilhamentos por ladrilhos cinza, que fornece a ideia da
soma 1+2+3+---4+n que eles ja sabiam se tratar da forma geral dos nimeros triangulares.

No registro a seguir, percebe-se que um aluno (A6) descreve possiveis regras de

ladrilhamento que se assemelham as regras descritas durante a fase de andlise a priori.
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Figura 193 - Fase de Validacdo de S4, turma A

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na fotografia, é possivel ver que o aluno A6 registra suas regras com a ajuda dos outros
alunos da turma, existe ainda uma tentativa de provar essa regra usando uma representacao com

as letras CVP (cinza, vermelho e preto) que pode ser observado no proximo registro.

Figura 194 - Validagao de S4, turma A

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Como se trata de uma questdo introdutoria para o tema ladrilhamento dos numeros
triangulares e as formas ja haviam sido apresentadas, tendo como foco apenas a descoberta das
regras, o professor pode encerrar essa fase. Com base na Teoria das Situa¢des Didaticas, nesse

momento, o professor volta ao protagonismo e inicia-se a fase de institucionalizacdo, na qual
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foi realizada a apresentagdo do teorema 1 para os alunos e a explicagdo matematica do fato da
regra ser valida para todo n. Dessa forma, os proximos registros sdo da fase de
institucionalizagdo com o professor apresentando o teorema que de forma clara, retirando

possiveis duvidas e partes desnecessarias para a resolugcdo da questao proposta.

Figura 195 - Institucionalizagdo de S4, turma A
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Fonte: acervo da pesquisa

Nessa fase, € necessario que o professor forneca a demonstracdo de modo que os alunos
possam compreender o processo de construcao das regras, sempre relacionando-o com as
defini¢des apresentadas no inicio. Embora ndo fosse o momento previsto, os estudantes
contribuiram com a construcdo dessa etapa, o que indica que a questdo transcorreu, novamente,
de acordo com a analise a priori.

Conclui-se, portanto, que esta se¢dao apresentou todas as fases da TSD aplicadas a
situagdo didatica analisada. Verificou-se que a anélise a posteriori confirmou, em grande parte,
as previsdes formuladas na andlise a priori, evidenciando a coeréncia entre o planejamento e os
resultados observados.

Na ultima situacdo, na qual se esperava que os estudantes pudessem estabelecer uma
ligagdo com a situacdo anterior, de fato, para resolvé-la, era necessario apenas que a
compreensdo sobre ladrilhamento, tabuleiro e todos os conceitos relativos a numeros figurados
ja estivesse estabelecida. Assim como na situacdo 3, os estudantes deveriam resolver essa
situagdo de forma mais intuitiva.

Na fase de acdo, os alunos observam a situagdo sendo apresentada e ja formulam
algumas hipdteses. Nesse contexto, o estudante A7 desenvolve rapidamente, na lousa, o

ladrilhamento desejado, com a ajuda da turma.
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Figura 196 - Fase de agdo de S5, turma A

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Aqui, observa-se que a recorréncia foi apresentada exatamente conforme o planejado na
fase de analise a priori. A apresentacdo, a interacdo com o material e os conceitos estabelecidos
fizeram com que os alunos resolvessem essa situagdo de forma mais rapida do que as demais.

Ao final, o professor conduziu a turma a fase de institucionaliza¢do, na qual explicou,
no contexto dos ladrilhos, os processos que levam a constru¢ao das regras e das pecas discutidas
na situagdo 4, bem como a lei de recorréncia estabelecida na situacao 5, dando o encerramento
esperado para esta aplicacao.

As observagdes sobre as aplicacdes serdo discutidas ao final de cada anélise a posteriori
e validagdo das situagdes aplicadas, como uma sintese do que foi observado e das peculiaridades
de cada turma. A turma em questdo apresentou dificuldade inicial na configurag¢do por padrao
discreto. De modo geral, os alunos interagiram muito mais com o tabuleiro (tanto fisico quanto
virtual); participaram pouco na lousa, mas interagiram bastante por meio de dudios. Em termos
gerais, a aplicagdo mostrou que, apesar de um perfil mais contido na expressao oral, os alunos
cumpriram os requisitos necessarios para que a aplicagdo seja considerada bem-sucedida.

As dificuldades concentraram-se na segunda situagdo, quando os alunos nao definiram
bem um numero centralizado. A falta de interacdo nessa situagdo tornou os registros escassos,
0 que ndo prejudicou a aplicagdo como um todo, mas deixou uma lacuna quanto ao

conhecimento adquirido na situagdo em questao.
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6.2 Analise a posteriori e validacio interna — IFCE turma 2025.1

Com base nos registros obtidos durante a experimentagdo, analisaremos o0s
acontecimentos ocorridos na fase anterior, a fim de confronta-los com o planejamento realizado
na analise a priori.

No caso da Turma HM/2025.1, o objetivo do percurso de ensino foi levar os estudantes
a construcdo e a estabilizagdo da regra de ladrilhamento dos numeros triangulares e,
gradualmente, a explicitagcdo da recorréncia com base em evidéncias extraidas do proprio
material manipulavel. Da mesma forma, nas situagdes 1, 2 e 3, esperava-se que a construcao da
relacdo estabelecida em cada situacdo fornecesse subsidios para que os alunos conseguissem
ndo apenas responder as outras duas, mas também fazé-lo de forma rapida.

O desenho da experimentagdo indicou que os estudantes conseguiram encontrar a regra
de ladrilhamento dos numeros triangulares e, mais rapidamente, sua recorréncia, mediante a
interagdo com o material. Posteriormente, a turma, de maneira geral, conseguiu reorganizar o
material de modo a produzir a recorréncia de forma mais autdbnoma. Isso indica que os objetivos
das situacdes 1 e 2, bem como a interacao dos alunos com o material construido para essa
finalidade, foram condizentes com o que havia sido planejado.

Observou-se um deslocamento do registro material (no tabuleiro e nos ladrilhos) para o
registro verbal e, posteriormente, para o registro da recorréncia. Esse deslocamento deveria
ocorrer sem antecipagdo do professor, de forma que o saber emergisse do meio didatico e das
interagdes, conforme o papel epistemologico do meio descrito por Brousseau (1998) na Teoria
das Situagdes Didaticas. Ao analisar as produgdes da turma, percebeu-se que tal deslocamento
nao apenas ocorreu, mas se desenvolveu de maneira sustentada e coerente com os objetivos da
situacdo. No entanto, em determinado momento, o professor precisou fazer alguma intervengao,
ndo para corrigir ou acelerar o processo, mas porque os estudantes ainda ndao estavam
familiarizados com a didatica e necessitavam de direcionamento.

A fase de agdo das situagcdes 1 e 2 foi fortemente marcada pela exploracdo das
possibilidades estruturais do tabuleiro fisico, com os estudantes testando arranjos, descartando
combinagdes e reconstruindo padrdes. Nas duas primeiras situagdes, ¢ possivel perceber que os

alunos buscavam testar os ladrilhamentos de diferentes formas.
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Figura 197 - Fase de ag@o de S4, turma B

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Aqui o aluno B2 tem o momento de ag¢do construindo seus ladrilhos em um rascunho

mesmo com o material a disposi¢do. Em outro caso, quando o professor precisou apresentar a

representacdo alternativa Ccv'p pode ser observado que os outros estudantes também

interagem com essa representagdo, além de outras criadas por eles mesmo, como na figura a

seguir.

Figura 198 - Fase de a¢do de S4, turma B
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Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Aqui o aluno B1 propde uma representacao por nimeros e letras, que em um primeiro

momento foi observada, mas depois o proprio estudante passou a interagir com o material,
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deixando essa representacao de lado. Outro aluno, B6, apresenta uma organizag¢do usando as

letras CVP conforme a foto a seguir.

Figura 199 - Formulagdo de S4 pelo aluno B6

\'.-;—Q..s L

Fonte: acervo da pesquisa

Na fase de formulacao, surgiram verbaliza¢des relativas a ordem de aparecimento das
pecas vermelhas, as relacdes entre as diferentes constru¢des e as contagens parciais. Nesse
momento, foi possivel observar que a maioria dos estudantes ja se debrucavam sobre o material

e a ajuda mutua foi necessaria para que a ideia fosse construida de maneira conjunta.

Figura 200 - Registro da discussdo dos alunos na fase de formulagdo de S4, turma B

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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Na Figura 200 pode ser percebido que os alunos organizam e debatem sobre as ideias.
Aqui ja ¢ perceptivel que eles constroem as pegas iniciando pelo ladrilho cinza, o que indica
que a fase de formulagdo estd avangada; em outro momento, € possivel perceber a organizagao
das pecas e dos tabuleiros, j4 organizados em cores corretamente, mas ainda sem uma regra

construida, esse registro dentre outros, marca o fim da fase de formulagao.

Figura 201 - Registros da fase de formulagdo de S4, turma B

Fonte: acervo da pesquisa

A fase de validagdo ocorreu de forma coletiva. Ela emergiu quando as construcdes e
explicagdes passaram a ser confrontadas pelos proprios estudantes, sem intervengdo do
professor, gerando consensos sobre a regularidade e, principalmente, sobre o uso das regras nos
aspectos lineares — algo que aconteceu espontaneamente. Quanto a formaliza¢do, embora nao
tenha sido rigorosamente igual a planejada, também foi feita de forma coletiva: os estudantes
ndo registraram a informac¢do individualmente em seus rascunhos, mas elegeram um

representante, que prontamente a registrou na lousa.



287

Figura 202 - Validacdo de S4 na turma B
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Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

A foto acima marca o fim da resolucdo da primeira situacdo. Embora, de modo geral, os
estudantes ndo conseguissem provar formalmente que tais regras gerariam um ndmero
triangular por meio dos ladrilhamentos, a questdo foi considerada valida. Entende-se que
encontrar esse conjunto de regras ja requer a compreensao da ordenacao das cores, € que uma
prova formal demandaria um tempo que poderia comprometer as demais aplicagdes. Desse
modo, o professor encerrou a questdo apresentando o teorema do termo geral dos niimeros
triangulares via ladrilhos.

No que se refere a situacdo 5, as fases iniciais de agdo e formulagdo podem ser
percebidas ja no ambito da situacdo 4. Isso indica que os estudantes se apropriaram rapidamente
do conhecimento adquirido na questdo anterior e, de posse da recorréncia, conseguiram

também, em conjunto, organizar os ladrilhos de modo que a recorréncia pudesse ser visualizada.
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Figura 203 - Organizacdo de S5 na turma B
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Fonte: acervo da pesquisa

Na Figura 203, o estudante B6, com ajuda dos outros estudantes presentes, encontra um
tipo de recorréncia que também ¢ valido, porém ele utiliza o ladrilho cinza a frente, tornando o
processo similar, algo que foi reescrito durante a institucionaliza¢do. B5 por sua vez, a apresenta

de modo sistémico e formal.

Figura 204 — Validacdo de S5 na turma B

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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Logo apds isso, 0 mesmo estudante, juntamente com a turma, explica o que ocorre para
que a forma seja valida para todo n. Esse evento marca o fim da fase de validagao da situagao
5, que foi concluida apdés a institucionalizacdo do teorema da recorréncia dos numeros
triangulares via ladrilhos.

Assim, as situacdes 4 ¢ 5 podem ser consideradas validas, uma vez que houve
correspondéncia entre o previsto e o observado, o que forneceu um forte indicativo de validagao
das situagdes didaticas propostas. As situacdes produziram o objetivo matematico desejado e o
institucionalizaram no coletivo da turma, sem necessidade de antecipagdo por parte do
professor, condi¢ao essencial da Engenharia Didatica.

Quanto as situagoes 1, 2 e 3, essa analise também sera feita de modo conjunto, tanto no
que diz respeito a interagdo dos alunos quanto a propria analise das situagdes, uma vez que se
pretende observar as fases de acdo e formulacdo de forma interligada, mantendo as fases de
validagdo em separado.

Na fase de agdo da primeira situagdo, em que os estudantes precisariam encontrar a
forma geral dos nimeros poligonais a partir da forma geral dos numeros triangulares, esperava-
se uma duvida inicial ou uma fase de a¢do mais demorada. No entanto, o que os alunos
apresentaram foi uma resolucdo mais direta e sem dificuldades.

A andlise dessa situacdo permite afirmar que essa rapidez na resolugdo nio se deveu a
uma possivel facilidade da questdo, mas sim aos saberes adquiridos com a interagdo com 0s
ladrilhos. Ou seja, tratar uma sequéncia como configuracdo discreta ja estava consolidado no
conhecimento dos estudantes, o que facilitou a resolugdo das trés situagdes restantes. Diante

disso, o aluno B3 observou a relagdo e resolveu escrevé-la na lousa, expondo-a para os demais.

Figura 205 — Fase de agdo de S1 feita por B3

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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Escrevendo algumas relagdes entre nimeros poligonais especificos, B3 explicou a
relacdo presente nas figuras e os outros estudantes mesmo nao se propondo a ir até a lousa,

apresentaram as seguintes relagdes nas suas listas.

Figura 206 — Fase de formulacdo de S1 na turma B

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na Figura 206, algumas das produg¢des dos estudantes durante a formulagdo da situagio
1. Apesar de ser considerada valida, essa situagdo foi de pouco interesse para os alunos, uma
vez que o assunto anterior extraiu deles um pouco mais de pensamento discreto. Um ponto a
ser observado ¢ que a apresentagdo das situacdes 4 e 5 pode ter tornado um certo desinteresse
pela situacao 1.

Diante disso a situagao teve sua resolugdo proposta pelo estudante B8 de forma explicita
e sem a necessidade de uma institucionalizagdo, mesmo que esta fase ainda fosse apresentada

a titulo de encerramento da situacdo proposta.

Figura 207 — Fase de validagao de S1 proposta por B8

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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A foto mostra B8 encerrando a situag@o, ou seja, ja na fase de validagdo da situacdo
didatica 1, que contou com a ajuda dos demais alunos presentes. Essa situacdo evidenciou que
os alunos compreenderam rapidamente a importancia da visualizagdo e que as duas situacdes
restantes também poderiam ser resolvidas de forma 4gil, a medida que interagissem com o
padrdo discreto.

Na situacdo 2, de modo diferente, porém esperado, os alunos passaram a se dedicar mais
a sua resolugdo. Conforme observado na andlise a priori, fazer com que eles construissem a
configuracdo centralizada poderia favorecer o interesse, uma vez que isso dificultaria a
interpretagado inicial sobre como organizar o padrao das figuras.

Na fase de acdo, percebe-se que os estudantes, apesar de ndo conhecerem os termos
“nameros figurados centralizados”, encontraram sua configuracdo de forma rapida, assim como
ocorreu na primeira situacdo. As fases de acdo e formulagdo, bem como suas transigdes,

também se manifestam de maneira mais direta, conforme mostra a figura a seguir.

Figura 208 — Momentos da fase de agdo em S2 da turma B

1 ——

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Depois disso, os alunos recorreram aos seus acentos e conseguiram rapidamente
concluir a situagdo apresentando a relagdo primeiro por meio da figura e depois transcrevendo

para uma formula valida o que define a fase de validagao.
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Figura 209 — Momento de Validagao de S2, turma B

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na Figura 209, apresenta-se uma das representagdes da formula dos niumeros poligonais
centralizados a partir dos numeros triangulares, realizada pela estudante B3. De modo geral, a
maioria dos alunos fez a mesma representacao, finalizando assim a situagao.

Quanto a institucionalizagdo dessa questao, o professor apenas observou que a formula
dada inicialmente ja revela a relagdo em questdo. No entanto, os alunos s6 a perceberam apos
a apresentagdo da figura. Isso revela que, por mais simples que uma situagdo possa ser, a
representacdo discreta consegue ser ainda mais simples.

Por fim, na situagdo didatica 3, na qual os estudantes deveriam apresentar a forma geral
dos numeros piramidais por meio dos niumeros tetraédricos utilizando a visualizagao, percebeu-
se que o exercicio das situagdes anteriores serviu de base para a resolugdo. Conforme o
esperado, os estudantes, num primeiro momento, observaram a figura dos niumeros tetraédricos,
mas ndo identificaram a férmula. Esse fato é importante, pois indica que, nessa altura da
aplicagdo, eles ja estavam cientes do papel relevante da visualizagdo. Na primeira oportunidade,
foi apresentada uma figura de nimero piramidal apenas com pontos pretos, € a interacdo nao
avangou.

No passo seguinte, o professor-pesquisador apresentou listas com figuras coloridas. A

interacdo, entdo, prosseguiu, € o aluno B1 chamou o professor para fazer um questionamento.

B1- aqui eu usei o 3 para chegar no 4... porque ¢ linear ¢ a mesma coisa, € por
linearidade € a mesma regra para todas.

Professor — mas aqui vocé ndo usa a mesma regra

B1 — mas aqui eu usei #. Eu ndo entendi essa notagdo direito.

Professor — eu vou tentar explicar usando essa notagao.

Nesse didlogo, B1 ja encontra a relacdo, mas prefere ndo expor para a turma. O aluno

B1 apresenta a relagdo entre numeros tetraédricos e piramidais quadrados. Diante disso, o
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professor apenas mostra o avenco do aluno na lousa para que os outros saibam se estdo no

caminho ou ndo. Assim, B1 chama novamente o professor.

Professor — vocé chegou na formula, mas ndo estou conseguindo entender
B1 — eu fui somando n—1

Professor — como assim?

B1 — vocé vai somando a cada um tetraédrico n —1

Professor — pronto, pronto, isso mesmo.

Diante desse didlogo posteriormente exposto na turma, os estudantes pensaram por mais
um periodo e entdo apresentaram as expostas sem mais dificuldades. A proéxima figura mostra

a fase de validagdo e os resultados dos alunos B2, B3, B6 ¢ B7.

Figura 210 — Validagdo de S3 na turma B

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Dessa forma, a situagdo 3 foi encerrada. Em seguida, o professor apresentou a resolucao
completa na fase de institucionalizagdo da situagdo didatica. Essa etapa foi considerada valida
devido a facilidade demonstrada pelos alunos a partir da apresentagdo da visualizagdo com
pontos coloridos e a rapidez na resolugdo das situagdes 2 e 3. Isso mostrou que o uso das
relagdes na resolucdo ocorreu conforme o previsto na fase de analise a priori.

Para finalizar, observou-se que a falta de uma sala com projetor, o que impediu a

exibicdo das configuragdes no GeoGebra e a interacdo com os ladrilhos, ndo prejudicou o bom
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andamento da aplicagdo. Isso indica que os dispositivos podem ser utilizados com material
impresso, ainda que essa nao seja a situacao ideal.

Dessa maneira, conclui-se, com base nos elementos analisados, que o dispositivo
didatico concebido foi valido para a turma HM 2025.1. Ele cumpriu as etapas estabelecidas
durante a andlise a priori, gerou o conhecimento acerca de nimeros figurados, ladrilhamentos
e configuragdes no GeoGebra, conforme o objetivo proposto, e seguiu de forma clara todas as

fases da Teoria das Situagdes Didaticas (TSD).

6.3 Analise a posteriori e validacao externa (URCA)

A terceira experimentagdo desta pesquisa oferece um conjunto de elementos
particularmente relevantes para a analise a posteriori e para a validagao no ambito da ED, uma
vez que reune um publico distinto das aplicagcdes anteriores e revela novas dindmicas no
funcionamento das situacdes didaticas propostas. Diferentemente das turmas das aplicagdes
internas — cuja familiaridade com o milieu foi construida ao longo das etapas anteriores —, este
grupo apresentou caracteristicas proprias que influenciaram diretamente o desenvolvimento das
tarefas, especialmente no que se refere ao engajamento ¢ as formas de interacdo com as
representacdes visuais € 0s materiais concretos.

Ao transpor as situagdes para um publico de pos-graduagdo, observou-se a necessidade
de adaptacgdes nas fases anteriores da ED, bem como comportamentos especificos nas fases de
acdo, formulagdo, validacdo e institucionalizag¢do, além de variagdes no comportamento dos
estudantes diante das tarefas propostas. Assim, a analise que se segue busca interpretar os
resultados observados a luz das expectativas delineadas na analise a priori, articulando-os as
fases da TSD e identificando, de modo critico, os elementos que se mantém estaveis no
dispositivo, aqueles que se modificam diante do novo contexto e os que demandam ajustes para
aplicacdes futuras.

Na situacdo 1, na qual os estudantes sdo apresentados aos nimeros figurados poligonais
e a sua relacdo com os numeros triangulares (simplexos de mesma dimensao), alguns dos
objetivos sdo: incentivar os alunos a interagir com o GeoGebra, compreender a relagao entre os
numeros figurados e seus simplexos, e relacionar suas formulas com a visualizagdo. Para essa
situacdo, esperava-se que os estudantes demonstrassem curiosidade inicial diante do dispositivo
visual apresentado. No entanto, eles adotaram uma postura mais tradicional: a lousa foi pouco
utilizada em todas as situagdes, embora o material impresso contenha algumas informagdes que

podem ser empregadas para delimitar cada fase da TSD.
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Embora a expectativa inicial fosse de engajamento espontineo, observou-se resisténcia
dos estudantes as solicitagdes de participacao ativa, especialmente quando foram convidados a
se dirigir a lousa para discutir a relagdo entre os numeros poligonais e triangulares. Os alunos
retomaram o uso do material impresso como apoio principal e optaram por permanecer em seus
lugares, evitando a dindmica interativa prevista pela situacao.

Apo6s um periodo de siléncio, no qual a maioria dos estudantes escrevia no material
impresso, o aluno C1 observou a imagem dos nimeros quadrados e, diante da figura, resolveu

ir a lousa, onde escreveu as relacdes descritas na Figura 211.

Figura 211 — Fase de agdo de S1 na turma C

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Essa relacdo mostra que na fase de agdo todos os outros presentes tentavam interagir
com a formula ou defini¢do, enquanto C1 observava a relagdo projetada na lousa. A figura
acima mostra ja a fase de formulagdo e fica evidente que no caso do estudante em questdao
apresentou resultado satisfatorio ja na primeira interagdo. Ao mesmo tempo outros estudantes

ainda discutiam sobre a composicao de cada nimero poligonal separadamente.
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Figura 212 — Configurac¢des produzidas por C11 e C9

Fonte: acervo da pesquisa

Na Figura 212, observamos que C11 e C9 apresentam as configuragdes esperadas para
a fase de agdo, enquanto C1 j4 registrava na lousa uma propriedade caracteristica da fase de
formulagdo. Esse conjunto de ocorréncias reforca a importancia da visualizagdo como recurso
para favorecer a generalizacdo da formula dos nimeros poligonais de maneira menos algébrica
e mais imediata, especialmente nas primeiras interagdes com a situagao.

Ainda durante a fase de acdo, o estudante C9 tentou resolver a situagdo sem recorrer a
figura, baseando-se em uma defini¢do propria. Ao perceber que sua definicao estava incorreta,

ele optou por ndo retomar a figura e, em vez disso, escreveu o relato apresentado na figura a

seguir.

Figura 213 — Relato de C9 sobre ndo usar a figura para auxiliar na construgao

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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Na frase o aluno em questao relata que “a figura ndo me ajudou, iniciei as tentativas de
resolver o problema S1 com uma defini¢do errada de numeros figurados, considerei apenas a
borda e, de posse da defini¢dao correta foi desmotivador retomar”

Vale lembrar que a figura dos numeros pentagonais estava projetada na lousa e o
estudante optou por ndo a usar assim como boa parte da turma no inicio da situacdo. Esse relato
os ajuda a compreender a dificuldade encontrada quando a representagdo no GeoGebra ndo ¢
utilizada ou ¢ feita incorretamente.

Ainda na fase de acdo, alguns alunos tentam encontrar a fébrmula através de progressdes
aritméticas, mesmo que a investigacdo do ponto de vista de generalizagdo funcione, essa
tentativa ndo necessariamente relacionaria com os numeros triangulares, objetivo da situacao
1, observemos todas as informagdes contidas na proxima figura, um registro da transi¢cdo entre

a fase de acao e formulacao, descrita por C13.

Figura 214 — Transicao entre fases pelo aluno C13
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Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

A Figura 214 esté dividida em trés fases, que ilustram bem a transi¢do entre as fases de

acdo e formulagdo no estudante C13. No primeiro momento, o aluno interage com os numeros
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poligonais e esboga a formagdo dos numeros quadrados por meio de gnémons. Em seguida,
tenta escrever as sequéncias dos numeros triangulares e dos nimeros quadrados utilizando a
soma de progressoes aritméticas. Por fim, ap0s retornar a figura, ele afirma: “Apos ver a figura,
tornou-se mais facil devido a dificuldade de construir numeros mais altos.”

Na fase de formulacdo, os alunos j& dispdem da relacdo escrita por C7, o que permite
observar movimentos mais caracteristicos dessa fase. O estudante C13 propde a representagao
usando gnomons, conforme visto na imagem. Ja o estudante C3 tenta encontrar a relacao por

meio da disposi¢ao dos pontos.

Figura 215 — Configuracao feita pelo aluno C3

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

A partir desses exemplos e da interagdo entre os estudantes, a situagdo chega a fase de
validacdo, apds um debate, troca de ideias e observagdo da figura exposta na lousa. Nessa
situagdo, a resisténcia inicial em optar por analisar a figura foi determinante: a parte da turma
que ndo a utilizou ndo conseguiu concluir a questdo. Por outro lado, os alunos que observaram
a figura projetada na lousa e tentaram extrair dela a propriedade conseguiram concluir sem

grandes dificuldades.
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Figura 216 — Validagao de S1 pelo aluno C6

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na Figura 216, registra-se o momento de validagdo realizado pelo estudante C6, logo
apods os estudantes que haviam investigado por meio da visualizacdo — utilizando numeros

pentagonais e, posteriormente, hexagonais — terem conseguido validar a Situacdo Didatica 1.

Figura 217 — Validagao realizada por C2, C3 e C5
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Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na Figura 217, observa-se o momento de validacao realizado pelos estudantes C2, C3 e
C5. Dessa forma, a situagdo pode ser considerada valida, ainda que, inicialmente, os alunos nao
tenham recorrido a visualizagio como estratégia principal para obter a formula. E importante
destacar que, diferentemente das aplica¢des anteriores — nas quais as fases de acao e formulagao
foram significativamente mais ricas devido a interag@o direta com as figuras —, nesta turma o
momento mais produtivo ocorreu durante a fase de validacdo. Foi nesse estdgio que os
estudantes retomaram os elementos formais da situagdo, evidenciando que, embora a
visualizacdo desempenhe um papel relevante, o grupo demonstrou preferéncia por relagdes

mais algébricas e formais, tipicas da matemadtica pura, para chegar aos resultados.
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Quanto as Situagdes 2 e 3, o professor iniciou solicitando que os estudantes tentassem
descrever de forma clara, por meio de uma configuracdo, o que seria um nimero triangular
centralizado. Assim, a turma iniciou a busca pelas relacdes diretamente a partir da figura
apresentada.

De imediato, o estudante C7 prontificou-se a ir a lousa para tentar representar uma
configura¢do centralizada. Esse movimento inicial mostrou que, para os alunos que ja
utilizavam a configurac¢do visual como referéncia na fase de agdo, a Situagdo 2 se apresentava
de forma mais acessivel e direta. A seguir, registra-se o momento em que C7 constrdi os
numeros triangulares centralizados, marcando de maneira clara o inicio da fase de agdo dessa

situagao.

Figura 218 — Fase de agdo da S2 por C7

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

A partir desse momento, os demais estudantes passaram a relacionar a situagao atual
com a Situacdo Didatica 1, comentando que “bastava seguir o exemplo” e que o unico desafio
seria a construcdo da configuracdo centralizada. Observou-se também que alguns alunos
iniciaram a resolucdo diretamente pela configuragao, algo que ndo havia ocorrido na situagao
anterior. Como a Situagdo 2 tem por objetivo relacionar nimeros poligonais centralizados com
numeros triangulares, era esperado que a turma a resolvesse com maior rapidez, expectativa
que efetivamente se confirmou ao longo da atividade.

Assim como nas aplicagdes anteriores, nao foi possivel delimitar com clareza a fase de
formulacao, dado que os estudantes transitaram entre agdo e valida¢ao de maneira muito fluida.
Mesmo assim, alguns em alguns registros € possivel perceber que os alunos tentam encontrar a

relacdo desejada em um esbogo claro da fase de formulagao.
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Figura 219 — Uma formulagdo para S2 pelo aluno C13

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na Figura 219, C13 formula uma relagdo entre os triangulares e quadrados, ambos
centralizados. Como em geral a fase de formulagdo ndo foi bem desenvolvida, o que
apresentamos a seguir corresponde especificamente aos registros da fase de validagdo, que
sintetizam a forma como os alunos confirmaram seus resultados e retomaram os elementos

essenciais da situagdo para assegurar a pertinéncia da solugdao encontrada.

Figura 220 — Validagao de S2 feita pelo aluno C3

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na Figura 220, temos o estudante C3, que apenas com a definicdo de nimero poligonal
centralizado, constroi a figura e define a relagdo, encerrando a fase de validacao. Por outro lado,
o estudante C9, escreve um relato no material impresso, “basta analisar cada camada
Individualmente como fizemos em S1”. Vale lembrar que nesse momento os alunos ainda ndo
estdo de posse da visualiza¢ao dos nimeros poligonais centralizados, o que gera um desconforto
tem alguns estudantes como o caso de C12 quando relata que “com a figura ou imagem seria
possivel desenvolver a formula”. Com esse relato podemos afirmar que os alunos ja procuram

iniciar sua investigacdo por meio da visualizagdo, diferentemente de S1.
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Figura 221 — Relato de C12 sobre S2

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

A partir desse momento a maioria dos alunos pede para que seja mostrada a
configuragdo e em seguida apresentam o resultado, ou seja, apresentam uma férmula

n(n—1)

substituindo o termo por 7., que € o bastante para validar essa questdo.

Figura 222 — Validagdo de S2 feita por C2

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na Figura 222, temos o momento de validagdo feito pela estudante C2. Diante dessa
afirmacdo, o professor pediu para que mais alguém discutisse sobre essa relagdo, mas ao
perceber que € uma relagdo muito simples os alunos optaram por encerrar a questao, cabendo
ao professor iniciar a fase de institucionalizacdo. O professor entdo apresentou a seguinte

-1 1 -1
n(n2 ) , como S;(n) = n(n2+ ) , entdo S;(n—1) =%. Ou

relagdo. Temos CS, (n)=1+m

seja
CS,(n)=1+mS,(n—-1)
Na Figura 217, observa-se o momento de validagdo realizado pelos estudantes C2, C3 e
C5. Dessa forma, a situag@o pode ser considerada valida, ainda que, inicialmente, os alunos nao
tenham recorrido a visualizagdo como estratégia principal para obter a formula. E importante
destacar que, diferentemente das aplicagdes anteriores — nas quais as fases de a¢ao e formulagao
foram significativamente mais ricas devido a interag@o direta com as figuras —, nesta turma o

momento mais produtivo ocorreu durante a fase de validagdo. Foi nesse estdgio que os
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estudantes retomaram os elementos formais da situagdo, evidenciando que, embora a
visualizacdo desempenhe um papel relevante, o grupo demonstrou preferéncia por relagdes
mais algébricas e formais, tipicas da matematica pura, para chegar aos resultados.

Quanto as Situagdes 2 e 3, o professor iniciou solicitando que os estudantes tentassem
descrever de forma clara, por meio de uma configuracdo, o que seria um nimero triangular
centralizado. Assim, a turma iniciou a busca pelas relagcdes diretamente a partir da figura
apresentada.

De imediato, o estudante C7 prontificou-se a ir a lousa para tentar representar uma
configura¢do centralizada. Esse movimento inicial mostrou que, para os alunos que ja
utilizavam a configuragdo visual como referéncia na fase de agdo, a Situagdo 2 se apresentava
de forma mais acessivel e direta. A seguir, registra-se o momento em que C7 constrdi os
numeros triangulares centralizados, marcando de maneira clara o inicio da fase de agcdo dessa

situagao.

C5 — por que no segundo tem que ter 3 ladrilhamentos e vocé coloca 7,

Professor — porque 7, ¢ o tamanho 2 e 3 é o nimero de possibilidades

C5 — a primeira € toda cinza, sempre a primeira € cinza
Professor — e a segunda cor?

C5 — pode preencher com as cores que sobraram?

C7 — pode ser todas as possibilidades de cores?

Professor — ndo, porque pode fugir o valor, tem que ser s6 3
C10 — pode repetir as cores ndo

Professor — pode

C10 — cinza-cinza no primeiro

Professor — bom ja ir anotando a regra

C10 — primeira pega sempre cinza

C8 — esse terceiro pode ser todo cinza?

Professor — pode

C8- a proxima, cinza-vermelho-preto

C10 — eu estava pensando em colocar cinza-cinza-vermelho e depois cinza-vermelho-
preto. Da para seguir uma sequéncia.

Apos esse didlogo, alguns estudantes sugerem colocar a peca cinza no final, ou mesmo
permutar vermelhas e preto, todas as tentativas sem sucesso, porém esse didlogo faz parte da
fase de formulacdo. O professor pergunta se os alunos ja possuem uma regra, nesse momento
surgem varias ideias, até que C8 diz que “tem que pensar em cinza-vermelho-preto” além disso
nesse momento C4 diz que “tem que ter uma regra que sempre que tiver vermelho e preto, o
vermelho vem primeiro”

Depois de algum debate os alunos retornam aos seus escritos iniciando tentativas de
ladrilhar a sequéncia desejada. O estudante C1 apresenta um ladrilhamento ainda da fase de

acdo, que ele percebe estar errado
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Figura 223 — Fase de acdo de S4 feita por C1
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Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na Figura 223, observa-se que o estudante C1 identificou 9 ladrilhamentos, o que indica
que a regra ainda nao foi apreendida por parte dos alunos. Embora outras contribui¢gdes tenham
sido registradas, nenhuma delas pdode ser utilizada para validar as Situagdes 4 ¢ 5. Diante disso,
o professor encerrou a experimentagao apresentando, durante a fase de institucionalizagdo, as
resolucdes das duas situagdes restantes.

Com base no que foi observado, a analise das situacdes desenvolvidas na
experimentacdo evidencia que o principal obstaculo enfrentado por esta turma foi a resisténcia
ao uso da tecnologia e de materiais manipulaveis. Essa postura pode ser atribuida ao perfil
formativo dos estudantes, cuja trajetoria académica estd centrada na matematica tradicional e
formal, sem vivéncia de dispositivos didaticos tipicos de um mestrado profissional ou de
abordagens que valorizam a visualizagdo e a experimentacdo. Essa caracteristica refletiu-se
diretamente nas fases previstas pela TSD, sobretudo na fase de agdo, que depende de interagdes
mais espontaneas com as representagdes e ferramentas propostas.

No que se refere as Situacdes 1, 2 e 3, foi possivel realizar a anélise e uma validacao
parcial. Os estudantes demonstraram resisténcia inicial, mas conseguiram adaptar-se
gradualmente, especialmente na Situacgao 3, na qual a visualizagdo desempenhou um papel mais
evidente. A validagdo ndo se completou plenamente devido a dois fatores: o tempo reduzido
previsto na analise a priori € o proprio objetivo pedagogico da situagao, que demandava menor
exploracdo e menos conhecimentos prévios das etapas anteriores. Ja as Situagdes 4 e 5,
relacionadas aos ladrilhamentos, revelaram-se pouco eficazes desde o inicio, sobretudo pela
auséncia de interagdo dos estudantes com o material concreto e, posteriormente, com a
representacdo no GeoGebra, o que inviabilizou a constitui¢ao adequada das fases de agdo e

formulagao.
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Dessa forma, a analise a posteriori indica que, para um contexto de pos-graduagdo com
esse perfil de turma, o dispositivo didatico precisa ser reconfigurado, privilegiando uma
abordagem mais formal. Sugere-se, possivelmente, a substituigdo do uso de pecas e
manipulagdes por argumentos algébricos e demonstragdes, que se alinham melhor as
expectativas do grupo. Em termos gerais, a experimentagdo pode ser concluida e ofereceu
elementos importantes para compreender o nivel académico da turma e, sobretudo, para indicar
como cada situagao deve ser apresentada e adaptada em futuras aplicagdes, preservando a

coeréncia com os objetivos delineados na Engenharia Didatica.

6.4 Analise a posteriori e validacao externa (FECLESC — Quixada)

A andlise a posteriori desta experimentagdo tem como objetivo avaliar, com base nos
dados coletados durante a aplicagdo das situagdes didaticas, em que medida as hipoteses
formuladas na analise a priori foram confirmadas sob a o6tica de uma experimentacao externa,
ou seja, quando os resultados sdo testados em outro contexto, aqui, especificamente, em outra
instituicdo. Serdo avaliadas também as mudancas na intera¢ao dos estudantes com o dispositivo
didatico e se este se mostrou adequado as intengdes de ensino e as varidveis previstas pela
Engenharia Didatica. Nesse contexto, esta secdo discute o grau de validacdo atingido por cada
situagdo proposta, considerando as evidéncias produzidas, as interagdes observadas e a
pertinéncia das respostas dos estudantes.

Esta quarta experimentacdo envolveu licenciandos em Matemética do turno noturno,
teve duracdo de quatro horas-aula e contou com dez estudantes participantes (identificados
como D1 a D10), organizados para resolver cinco situagdes fundamentadas na articulagdo entre
numeros figurados, visualizagcdes geométricas e tabuleiros. As situacdes foram disponibilizadas
em dois blocos e podiam ser resolvidas tanto por meio do software GeoGebra (projetado em
tela) quanto com o auxilio do material manipulavel fisico (tabuleiros e pecas geométricas). Essa
liberdade metodologica foi proposital, visando observar como diferentes meios de
representacao influenciariam as estratégias, as justificativas e as validacdes produzidas pelos
estudantes.

Do ponto de vista da TSD, o milieu desempenhou papel central no desenvolvimento das
acdes dos estudantes. A conjuncdo entre o GeoGebra e o tabuleiro fisico permitiu a criacdo de
um ambiente de interacdo, no qual os estudantes podiam testar hipoteses visualmente,
confrontar solugdes e comparar resultados entre meios distintos. Uma caracteristica marcante

desta aplicag¢do foi a forte adesdo ao material manipulével nas fases iniciais de exploragao,
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sobretudo nas situagdes relacionadas ao ladrilhamento dos numeros triangulares, que
correspondem as Situagdes 4 e 5, as quais iniciaram a experimentacao nesta turma.

Outra caracteristica observada foi o aumento da autonomia dos alunos a medida que as
situagdes avancavam. A turma mostrou-se solicita desde o inicio da aplicagdo, o que facilitou
0 engajamento com o material e o aumento gradual da participacdo de todos nas situagdes
propostas. Isso afetou de forma positiva a percepcdo das situacdes seguintes e,
consequentemente, a fluidez das resolugdes.

Analisando os registros dos estudantes agora sob a otica da analise a posteriori, com
alguns dados ja apresentados na experimentagdo, percebe-se que existiu uma dificuldade inicial
que indicava a ndo execugao das Situacdes 4 ¢ 5. Na fase de agdo, os alunos foram apresentados
aos tabuleiros fisico e virtual; interagiram primeiro com o tabuleiro virtual a partir de seus
proprios assentos e, depois disso, optaram por usar o tabuleiro fisico.

Alguns alunos iniciaram a busca pela regra sem levar em consideragdo o que havia sido
mostrado no ladrilhamento dos numeros lineares. Assim, algumas regras apresentavam
inconsisténcias claras, mostrando que os alunos nao estavam atentos ao que havia sido
apresentado anteriormente. Observe-se, a seguir, o debate com a turma sobre o ladrilhamento
do segundo numero triangular, apds a apresentacdo das sequéncias de numeros naturais e

lineares.

D9 — eu pensei assim, vocé ta usando um quadrado e um domind, s6 duas figuras para
fazer os primeiros triangulares ali.

Professor — ndo, ali € para numeros de Fibonacci, eles t€m uma regra especifica.

D3 — entdo sdo dois vermelhos e depois dois pretos.

Professor — que regra seria essa? SO posso usar cores iguais.? Assim so seria 3,3,3,3,
... vocés entenderam?

D9 — podemos fazer assim, quadrados adjacentes ndo podem ter a mesma cor?

D6 — daria mais de trés combinagdes.

Professor — entdo nem vamos continuar.

D8 — pode dar peso as cores? cinza vale 1, vermelho vale 2 e preto vale 3?

Professor — s6 ndo vale assim porque o que importa é o tamanho dele. Mas pode como
se fosse hierarquia.

Esse debate revela que os alunos ndo compreenderam a ligagdo entre as sequéncias
apresentadas e a situagdo proposta. Em seguida, embora tenham concluido que a organizagao
das pegas dos numeros triangulares poderia seguir a mesma regra, eles ndo registraram essas
regras por escrito. Em vez disso, limitaram-se a organizar os ladrilhos de modo que iniciassem

com a cor cinza, seguidos pelo vermelho e, por fim, pelo preto ao final de cada ladrilhamento.
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Figura 224 — Fase de agdo das situagdes 4 € 5, turma D

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

A Figura 224 mostra o momento de agdo das Situagdes 4 e 5, no qual os alunos tentam
organizar as pegas, porém ainda sem a disposi¢ao necessaria para que se encontre alguma lei
de recorréncia. Enquanto isso, a Situacao 4 permanecia em aberto, uma vez que os alunos ainda
ndo haviam proposto uma regra, embora ja a estivessem utilizando.

A adesdo ao material fisico foi crescendo, e os alunos chegaram a construir até certo
ponto, necessitando de uma breve intervencdo do professor para que se atentassem a resolucao
da situacdo. Diante do pedido, alguns alunos retornaram aos seus lugares para debater as regras,
enquanto outros se dirigiram ao tabuleiro virtual para apresentar a recorréncia. Dessa forma, a
Situacdo 4 foi rapidamente validada pela maioria dos alunos, que ja estavam usando as regras
para manipular o tabuleiro. Analisando as respostas das estudantes D6 ¢ D7, que manipularam

o tabuleiro virtual de modo efetivo, temos:

Figura 225 — Validagdo de S4 pelos alunos D6 ¢ D7

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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Observa-se que os alunos criaram as regras de forma coletiva, e tais regras sao, em certa
medida, condizentes com o que havia sido planejado. Dessa forma, essa questdo pode ser
validada, pois os alunos trabalharam em conjunto e, mesmo aqueles que ndo as redigiram,
apresentaram-nas verbalmente. Outro registro importante, que possibilitou validar as Situagdes
4 e 5 simultaneamente, foi o do estudante D10, que observava os materiais fisico e virtual, mas

executou o processo de seu proprio assento.

Figura 226 — Validagdo de S4 e S5 por D10

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

O estudante D10 escreveu os ladrilhamentos usando as cores das suas canetas, sendo
preto da caneta relativo ao cinza do tabuleiro, vermelho da caneta com vermelho do ladrilho e
o azul da caneta relativo ao preto do ladrilho. Assim, ele descreve tanto as regras de
ladrilhamentos como a recorréncia (canto inferior direito) apresentando o momento de
validacao das situacdes 4 ¢ 5 de uma vez.

Outro estudante, D9, executa essa validacdo na lousa apresentando o ladrilhamento

T, =3+ 2+1 no registro, embora pouco nitido, € possivel perceber que o aluno marca os valores

com preto sendo o termo 7, , vermelho sendo 7 e o ladrilhamento cinza sendo 1, conforme a

analise a priori.
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Figura 227 — Validagdo de S5 realizada por D9 no tabuleiro virtual

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Assim, as Situacdes 4 e 5 sdo consideradas validas, embora os estudantes ndo tenham
estabelecido a ligacdo entre nimeros lineares e nimeros triangulares, conexdo essencial para
que a regra fosse descoberta rapidamente. Ainda assim, por meio de testes e de algumas
observagdes importantes, foi possivel determinar as regras da Situagdo 4 e a recorréncia em
forma de ladrilho da Situagao 5.

Quanto as Situagdes 1, 2 e 3, os alunos j& estavam motivados a participar. No momento
de agdo, ao serem apresentadas as configuracdes classicas, eles foram a lousa e demonstraram
dominio e rapidez na explica¢do. Quando foram apresentados aos numeros quadrados e
questionados sobre a relagio, o estudante D5 prontamente respondeu: “E a soma de um niimero
triangular com o triangular anterior.” Diante da resposta rapida, o professor entdo apresentou
os numeros pentagonais. Os alunos debateram entre si, e os estudantes D7 e D9 foram a lousa,

onde tragaram a representagdo utilizando numeros triangulares.
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Figura 228 — Formulagdo de S1 pelos alunos D7 e D9

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

A partir dessa imagem apresentada, solicitou-se que os alunos determinassem a regra
geral para os nlimeros poligonais com base nos nimeros triangulares. Os registros a seguir
correspondem a fase de validacdo da Situagdo 1, que, neste caso, consistia apenas em apresentar
a relagdo, pois a experimentacao foi ajustada ao tempo previsto para cada atividade. Mesmo

assim, a turma conseguiu validar a situagao proposta.

Figura 229 — Validagao de S1 realizada por D3, D4 e D9

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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Na Figura 229, apresentam-se as conclusdes dos estudantes D3, D4 e D9, as quais
evidenciam a validagdo da Situacdo 1. Diante disso, a Situagdo Didatica 1 pode ser considerada
valida, uma vez que apresentou elementos que favorecem a relacao desejada, bem como o
cumprimento das etapas da TSD previamente estabelecidas. As Situagdes 2 e 3 foram
inicialmente propostas para serem resolvidas sem a necessidade de grandes interacdes. No
entanto, devido a fatores como a necessidade de liberagdo de alguns alunos em razao do horario
noturno das aulas, bem como a escassez de material documental na coleta de dados, essas
situagdes nao puderam ser validadas nesta experimentagao.

Diante dos registros e da andlise desta experimentacdo, conclui-se que os dispositivos
utilizados — isto é, 0 GeoGebra ¢ os ladrilhos (fisicos ou virtuais) — sdo estaveis e replicaveis.
A alternancia entre o tabuleiro fisico e o virtual ndo altera a percepgao dos estudantes quanto
ao estudo dos ladrilhos e favorece a obtencao clara das regras. Por fim, as lacunas deixadas pela
escassez de documentos relativos as Situacdes 4 e 5 ndo afetam de forma significativa a analise
dos materiais empregados nem das situagdes em si, embora comprometam a validagao total da
experimentagao.

Assim, a andlise dos dados mostra que a experimentagdo atingiu seus principais
objetivos: provocou a formulag¢do de conjecturas, possibilitou a validagdo coletiva, promoveu
justificacdes coerentes e reforgou as relagdes algébricas e geométricas entre numeros figurados
e suas representagdes. As validacdes observadas confirmam, em grande parte, as hipoteses da
analise a priori, ainda que as situagdes ndo tenham sido validadas de forma integral. Ademais,
o conjunto das evidéncias produzidas sustenta a conclusdo de que a sequéncia didatica proposta

¢ pertinente, funcional e alinhada as finalidades da pesquisa.

6.5 Analise a posteriori e validacao interna (IFCE —2025.2)

A analise a posteriori da quinta experimentagao permite compreender, de forma ampla,
como se desenvolveu a dindmica das cinco Situacdes Didaticas, revelando padrdes consistentes
ja observados nas aplicagdes anteriores, mas agora com maior estabilidade, autonomia e clareza
nas fases da TSD. Diferentemente das aplicagdes anteriores, nas quais variaveis didaticas
interferiam paralelamente no andamento das tarefas, esta experimentacdo apresentou um
cenario didatico mais homogéneo: a turma era reduzida, o espaco fisico adequado, os
dispositivos estavam plenamente funcionais e o tempo total foi distribuido em multiplos
encontros. Essas condi¢des favoreceram a maturacao das discussdes e a efetiva participacao de

todos os nove estudantes envolvidos.
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Desde o inicio da aplicagdo, foi perceptivel que a apresentacdo das Situagdes 4 ¢ 5 —
relativas aos ladrilhamentos — provocou um imediato engajamento da turma. Esse
comportamento j4 havia sido registrado em outras experimenta¢des, mas, nesta aplicagao,
apresentou-se com intensidade ainda maior. Logo no primeiro momento, os estudantes
demonstraram compreensdo clara das regras necessarias para iniciar o ladrilhamento,
especialmente devido a participacdo na dindmica de ladrilhamento da sequéncia dos numeros
uns, que funcionou como porta de entrada para o restante das construgdes. As imagens
registradas nesse momento revelam os estudantes E8 e E7 aplicando diretamente a regra
prontamente encontrada por eles e seus colegas, compreendendo, assim, a fase de acdo da
Situacdo 4, na qual os alunos conseguem revelar as regras e as pecas do ladrilhamento dos

numeros uns.

Figura 230 — Fase de acdo de S4 pelo aluno E7

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na Figura 230, € possivel notar que, enquanto E7 tenta compor os ladrilhos no tabuleiro,
E9 encontra a regra necessaria para esse ladrilhamento. Dessa maneira, foi possivel avangar
para a fase de formulacdo, na qual os alunos buscam construir as regras de ladrilhamento dos
numeros lineares. Diante disso, € ainda no ambito da fase de acdo, o estudante E8 constroi o
ladrilhamento dos numeros lineares com o auxilio do GeoGebra. Esse momento marca a
transicao da fase de agdo para a fase de formulagdo da Situagao 4, revelando que as regras e as
pecas do tabuleiro virtual foram compreendidas a ponto de se indicar uma possivel validagao.

A evolugdo para a sequéncia dos nimeros lineares ocorreu naturalmente, sem hesitacdes
perceptiveis. No momento seguinte, o mesmo estudante ja se encontra no computador

organizando as pecas no GeoGebra, o que ¢ particularmente significativo, pois representa nao
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apenas dominio da tarefa matematica, mas também autonomia tecnolégica, fato que nao ocorreu
nas aplicagdes anteriores.

Esses primeiros registros ja indicam que os alunos haviam ultrapassado rapidamente a
fase de acdo e, de forma coletiva, adentrado a fase de formulacdo. O grupo discutia entre si
como organizar os elementos, testava diferentes arranjos e fazia pequenos ajustes,
demonstrando compreender o funcionamento do dispositivo antes mesmo de chegar a situacao
pedida. Assim, na fase de formulacdo, os estudantes conseguiram construir nimeros lineares

relacionando-os com a sequéncia anterior.

Figura 231 — Constru¢ao de nimeros lineares pelo aluno E8

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na Figura 231, ¢ possivel observar o aluno E8 durante a construcdo dos numeros
lineares no tabuleiro virtual. Diante disso, os presentes ja iniciaram a validag¢do, ou seja, a
discussdo sobre as regras e as pegas necessarias para cobrir um tabuleiro 1 X n dos numeros
triangulares.

Passa-se, entdo, a analise da Situagdo 4, na qual os estudantes devem ladrilhar os
numeros triangulares. Os registros mostram que a familiaridade adquirida previamente com o
tabuleiro virtual e com o GeoGebra tornou essa situagdo quase uma extensdo natural das
anteriores. Isso confirma que a organizagdo das situagdes em blocos favorece a progressao do
conceito na Situagcdo 4. A seguir, apresenta-se o momento de validacdo das situacdes em

questao, revelado por ES com a ajuda de alguns colegas.
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Figura 232 — Validacao de S4 pela aluna ES

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Alguns alunos posteriormente conseguiram uma montagem no tabuleiro virtual para
mostrar que as pecas, quando organizadas conforme a regra, revelam numeros triangulares.

Assim, o aluno E2 apresenta o caso »n =3, conforme a Figura 233.

Figura 233 — Validagao de S4 no tabuleiro virtual por E2

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Dessa maneira a situacao 4 pode ser validada, pois seguiu os passos previstos na analise
a priori e ainda revelou o refinamento da aplicagdo apds varios experimentos. Como ja descrito
em aplicacdes anteriores, essa situagdo fornece subsidios para a resolucdo rapida da situagdo 5.
Diante disso, a proxima situagdo foi, como previsto, resolvida de forma rapida, com uma
breve discussao entre as formas de ladrilhamento. Era esperado que os alunos encontrassem os

termos da recorréncia 7, ,, =7, +n+1 usando a seguinte 16gica, 1) os termos 7, sdo os ladrilhos
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de final preto, 2) as pecas 7 sdo as de final vermelho e 3) a peca 1 ¢ a de final cinza. No entanto,
algumas outras maneiras foram apresentadas, revelando o engajamento dos estudantes diante
da situacao.

Essa situacdo usa as fases de acdo e formulagdo da situacao anterior, por esse motivo,
seu planejamento ¢ que seja resolvida usando uma ligacao com ela, sua fase de validagdo se da
quando o estudante organiza em termos de recorréncia, o que ¢ feito pelo aluno E1 conforme a

imagem a seguir.

Figura 234 — Validacao de S5 pelo aluno E1

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na Figura 234, ¢ possivel ver que o aluno em questdo separou o que seria 7, =10, de

modo que as pegas de final preto ficassem separadas das demais que estavam em outro bloco
onde as de final vermelho ficavam na parte de cima e a ltima, na parte de baixo a esquerda, ¢
a peca toda cinza. Assim, a situagdo 5 pode ser validada por ter sido resolvida de forma limpa,
conforme o descrito anteriormente ¢ usando como base a situacgao 4.

Encerrado o bloco dos ladrilhos, iniciou-se o segundo bloco de situagdes, composto
pelas situagdes 1, 2 e 3. Neste ponto, o professor apresentou rapidamente as configuragdes
gerais dos nimeros triangulares e as expressdes formais que sustentariam a constru¢do das
sequéncias seguintes. A andlise dos registros mostra que a situacdo 1 foi especialmente
significativa, pois serviu como base estrutural para todo o restante do bloco.

Na fase de agdo os alunos observaram a configuracdo nova, sua forma geral e

recorréncia. Diante dessa observagdo, algumas construgdes foram surgindo e pode ser
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registrado que os alunos em geral conseguiram visualizar a relagdo de nimeros poligonais com

triangulares utilizando a visualizagao classica, conforme um registro feito por E1.

Figura 235 — Aluno E1 na fase de formulagdo de S1

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na Figura 235, o estudante ja consegue separar os numeros quadrados em dois
triangulares, mesmo que de uma forma diferente do esperado. Mesmo assim, a relagdo que ele
descreve € a que a situag¢do procura em sua forma generalizada.

Na fase de formulacdo, o préximo registro mostra a aluna E5 na fase de formulacio da
situacdo 1, com a colaboragdo ativa dos colegas. Essa participa¢do conjunta demonstra que o
grupo internalizou previamente as ideias necessarias e agora construia, de maneira

compartilhada, a forma geral dos nimeros poligonais a partir dos triangulares.

Figura 236 — Aluna ES5 na fase de validacdo de S1

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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A Figura 236 mostra o0 momento em que os estudantes, em conjunto, determinam a
forma geral dos nimeros poligonais a partir dos nimeros triangulares. Sua prova formal, no
entanto, foi apresentada apenas na fase de institucionalizacdo. Ainda assim, a Situagdo 1 pdde
ser validada, diante da relacao estabelecida por E5 com a ajuda dos demais alunos.

A fase de validagdo da Situacdo 1 confirmou plenamente a compreensao das relagdes
entre nimeros poligonais e triangulares. Os estudantes revisitaram os passos anteriores,
compararam estratégias e justificaram graficamente os resultados. Essa validagdo ¢
particularmente relevante, pois indica que o grupo compreendeu o papel dos numeros
triangulares como base para a constru¢do dos nimeros poligonais.

A Situagdo 2 foi resolvida com grande rapidez, algo ndo observado de forma tio
uniforme nas aplicag¢des anteriores. Inicialmente, quando foi solicitado que os alunos tentassem
construir a configuragdo centralizada, esse passo mostrou-se ndo representar um desafio. O
momento de acdo, no qual os alunos deveriam descrever o que seria um numero triangular
centralizado, ndo foi suficientemente desafiador a ponto de impedir alguns de obter éxito. Pelo
contrario, a ideia dessa nova configuracao, construida de forma répida por El, revela que as

representacdes visuais sdo determinantes para que os alunos alcancem as relagcdes desejadas.

Figura 237 — E1 na fase de acdo de S2

<

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

A Figura 237 mostra E1 construindo uma configuragdo triangular centralizada, nao
encontrando nenhuma dificuldade para fazé-lo. O proximo registro mostra E6 utilizando

diretamente o GeoGebra na fase de formulagdo, para projetar as representacdes necessarias,
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sem necessidade de instrugdes complementares. Essa autonomia tecnologica e conceitual deu

fluidez ao processo e refor¢a a maturidade didatica atingida pelo grupo nesta etapa da pesquisa.

Figura 238 — E6 na fase de formulagdo de S2
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Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

Na Figura 238, podemos ver que as linhas que representa nimeros triangulares sdo
tracadas em um numero quadrangular centralizado, revelando uma propriedade diferente que
foi pedida na situacdo, quando questionados sobre isso, os alunos descreveram de forma limpa

qual seria a correta, o proximo registro marca momento de validagdo feitos por E4 ¢ E2

Figura 239 — E4 e E2 na fase de validacao de S2

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).
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Dessa forma situacdo 2 também pode ser validada, uma vez que cumpriu as etapas
desejadas, a saber; a constru¢do da figura, a relagdo dentro da configuracdo e a forma que
relaciona aos niimeros triangulares.

Para a situacdo 3, quando solicitado para que os alunos encontrassem a relagdo de
numeros piramidais a partir de numeros tetraédricos, eles revelaram maturidade no contetido
apresentado até aqui, e usando as outras configuragdes como base, puderam validar rapidamente
a situagdo, conforme o planejado. Assim, a situagdo 3 foi validada integralmente, como
evidenciado no Ultimo registro disponibilizado na experimentacdo. Os estudantes
demonstraram clareza na constru¢do e na confirmag¢ao da forma geral, o que mostra que as duas
primeiras situagdes do bloco ofereceram sustentagao suficiente para o desfecho da terceira. Na
imagem a seguir, o momento de validagdo da situacdo 5 feita por E2 e ES, o primeiro registrado

no material impresso e o segundo registrado na lousa.

Figura 240 — E2 e ES5 na fase de Validagao de S3

v

Fonte: Acervo da pesquisa (2025).

A validagdo da quinta experimentacdo confirma que os dispositivos empregados;
tabuleiro virtual, ladrilhos, GeoGebra e representacdes cléssicas, sdo consistentes, replicaveis e
eficazes na construcgao das Situacdes Didaticas propostas para numeros figurados. A analise dos
registros revela que:

1. Os estudantes alcangaram todas as fases da TSD nas cinco situagdes, algo que

ocorreu de forma mais completa do que em algumas aplica¢des anteriores.

2. O bloco de ladrilhamentos apresentou forte adesdo com os alunos, funcionando

como porta de entrada para compreensao das configuragdes poligonais.
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3. O manuseio do GeoGebra foi fluido e, pela primeira vez, ocorreu com autonomia
plena dos estudantes, sem depender de intervengdes técnicas do professor,
4. As situagdes 1, 2 e 3 foram resolvidas sem dificuldades, confirmando a capacidade
do grupo de generalizar e aplicar padrdes.
5. O momento de institucionaliza¢do consolidou o conhecimento construido,
destacando coeréncias conceituais e assegurando a formalizagao da aprendizagem.
Por fim, os resultados se mantiveram consistentes em relagdo as demais aplicagdes,
validando a metodologia e a eficacia dos dispositivos utilizados na pesquisa. A quinta aplicacao,
portanto, ndo apenas confirma os resultados das anteriores, como também evidencia o
refinamento do processo experimental, a consolidagdo dos dispositivos e a crescente autonomia

dos estudantes na conducao das situacoes.
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7. CONSIDERACOES FINAIS E PESQUISA FUTURA

A pesquisa desenvolvida ao longo desses quatro anos na construcao dessa tese,
permitiram analisar, os numeros figurados k-dimensionais e suas multiplas representagoes,
evidenciando o potencial dessa classe infinita de numeros tanto no campo da matematica quanto
no ensino. Fundamentada na Engenharia Didatica e orientada pela Teoria das Situagdes
Didaticas, a pesquisa teve como eixo central o uso da visualizagdo como elemento estruturante
da constru¢do do conhecimento matematico, buscando superar abordagens meramente
introdutorias ou historicas que tradicionalmente caracterizam o tratamento dos nimeros
figurados. Ao priorizar a articulagdo entre diferentes representagdes, ou seja, algébricas,
geométricas € computacionais, o trabalho possibilitou uma compreensio mais ampla e
integrada desse objeto matematico, evidenciando sua amplitude de aplicagdes e possibilidades
didaticas.

Os objetivos estabelecidos no inicio da pesquisa foram alcangados ao longo das
diferentes fases da Engenharia Didatica. A escolha dos numeros triangulares como ponto de
partida mostrou-se pertinente, pois permitiu a construcdo progressiva de propriedades e
relacdes que puderam ser generalizadas para outras familias de nimeros figurados e para
dimensdes superiores. A andlise das relacdes algébricas e geométricas, aliada a exploracao
visual mediada pelo software GeoGebra, favoreceu a identificagdo de padrdes, regularidades e
estruturas subjacentes, contribuindo para uma abordagem menos fragmentada e mais conceitual
desses nimeros. Dessa forma, foi possivel evidenciar que os nimeros figurados nao constituem
apenas curiosidades matematicas ou exemplos pontuais, mas sim um campo fértil para
investigacdes que transitam entre diferentes areas da matematica, como a algebra, a geometria
e a combinatoria.

No que se refere a problematica que motivou esta pesquisa, os resultados obtidos
permitiram preencher, ao menos parcialmente, o hiato identificado na literatura, especialmente
no que diz respeito a evolucdo histdrica e conceitual dos niimeros figurados para além das
contribui¢cdes atribuidas aos pitagdéricos. Embora os livros de Histéria da Matematica
frequentemente se restrinjam as primeiras sequéncias de nimeros figurados planos e a algumas
configuragdes espaciais elementares, este trabalho buscou ampliar esse panorama ao explorar
uma diversidade maior de representagdes e relagdes, mostrando que essa classe de numeros
possui desdobramentos matematicos relevantes que ultrapassam o tratamento introdutdrio

tradicional. Nesse sentido, a pesquisa contribuiu para uma visao mais abrangente dos nimeros
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figurados, ndo apenas como objetos historicos, mas como elementos vivos da matematica
contemporanea, passiveis de generaliza¢des, conexdes e aplicacdes diversas.

Do ponto de vista matematico, a tese apresentou e articulou trés grandes eixos de
representacdo dos numeros figurados. O primeiro refere-se as representacdes algébricas
classicas, amplamente discutidas na literatura de teoria dos nimeros e matematica discreta, que
fornecem uma base formal sdlida para o estudo dessas sequéncias. O segundo eixo corresponde
as representagdes visuais, com destaque para a utilizacdo do GeoGebra como ambiente de
exploracdo dinamica. Esse recurso mostrou-se particularmente eficaz na investigacdo das
relagdes entre nimeros figurados e os simplexos de suas respectivas dimensdes, como no caso
dos numeros triangulares e tetraédricos, permitindo uma visualizagdo que favorece a
compreensdo de propriedades que, muitas vezes, permanecem obscuras em abordagens
exclusivamente algébricas. Ainda nesse eixo, o estudo dos ladrilhos configurou-se como uma
contribuicdo inovadora, ao propor uma forma alternativa de visualizagdo que amplia as
possibilidades de interpretacdo geométrica e combinatdria desses numeros.

O terceiro eixo de representacdo introduzido nesta pesquisa diz respeito a uma
abordagem por meio da matriz companheira dos nimeros figurados. Essa perspectiva abre
novas possibilidades de investigagdo no campo da matemadtica pura, ao permitir tratar essas
sequéncias a partir de estruturas matriciais pela matriz companheira, estabelecendo conexdes
com outros dominios matematicos. Embora essa abordagem tenha sido apresentada de forma
exploratdria, ela aponta para desdobramentos futuros relevantes, reforcando o carater aberto e
expansivel do objeto matematico investigado. Assim, a tese ndo apenas sistematiza
conhecimentos ja existentes, mas também propde caminhos que podem ser aprofundados em
pesquisas posteriores.

No ambito didatico-pedagogico, os resultados evidenciaram de forma consistente o
potencial da visualizagdo como elemento mediador da aprendizagem matematica. O uso do
GeoGebra possibilitou uma percepcao mais rapida e significativa das propriedades dos numeros
figurados, reduzindo o tempo necessario para que os estudantes formulassem conjecturas,
testassem hipoteses e estabelecessem relagdes entre diferentes representagdes. A integragao
entre aspectos algébricos, geométricos e combinatdrios, especialmente por meio do estudo dos
ladrilhos, ampliou a compreensao dos numeros figurados e favoreceu uma abordagem menos
compartimentalizada do conhecimento matematico. Esses resultados reforcam a importancia
do uso de tecnologias digitais como ferramentas cognitivas, capazes de transformar a maneira

como determinados contetidos sdo explorados em sala de aula.
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A analise a posteriori confirmou, em grande medida, as previsdes estabelecidas na
analise a priori, indicando a coeréncia interna do percurso metodolégico adotado. Os
dispositivos didaticos concebidos foram aplicados e reaplicados em diferentes situacdes,
produzindo respostas compativeis com os objetivos pretendidos. Esse resultado evidencia a
consisténcia da Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa, uma vez que permitiu nao
apenas a concepcao e experimentagdo das situacdes didaticas, mas também sua analise critica
e validagdo. Ao mesmo tempo, a Teoria das Situacdes Didaticas forneceu um arcabougo tedrico
robusto para interpretar as interacdes entre os estudantes, o saber matematico € o meio,
contribuindo para uma compreensao mais aprofundada dos processos didaticos envolvidos.

Entretanto, a pesquisa também revelou limitagdes importantes que merecem ser
consideradas. A principal delas refere-se a aplicagao das situagdes didaticas em contextos de
pos-graduacdo, nos quais o dispositivo se mostrou menos atrativo para parte dos participantes.
Essa resisténcia pode ser compreendida a luz de uma formagao matematica predominantemente
abstrata e formal, na qual abordagens baseadas na visualizagdo ¢ em métodos ndo tradicionais
nem sempre sao valorizadas. Tal constatagdo ndo invalida os resultados obtidos, mas indica a
necessidade de ajustes nos dispositivos didaticos, seja pela ampliagdo do estudo para classes
maiores de nimeros figurados, seja pela escolha mais restrita de representacdes, adequando-as
as especificidades do publico-alvo.

No que diz respeito as limitagdes gerais da pesquisa, embora o estudo tenha se mostrado
solido quanto ao tempo de aplicacdo, a escolha das turmas, aos dispositivos utilizados e aos
dados obtidos, reconhece-se que uma investigacdo de maior duragao poderia trazer resultados
ainda mais consistentes. A inclusdo de um terceiro dispositivo didatico, por exemplo, permitiria
validar o ensino dos numeros figurados a partir de trés abordagens distintas, fortalecendo as
conclusdes e oferecendo uma visdo mais ampla sobre as preferéncias e adaptagcdes dos
estudantes. Observou-se que, em muitas situagdes, a adaptacdo ocorreu de forma mais
acentuada em relacdo a uma representagao especifica, o que reforga a importancia de investigar,
em maior profundidade, os critérios que orientam essas escolhas.

Apesar dessas limitagdes, as contribuicdes desta tese para a area do Ensino de
Matematica e para a formagao inicial de professores sdo significativas. Ao articular uma classe
infinita de niimeros a multiplas representacoes, o trabalho amplia de maneira substancial os
caminhos possiveis para o ensino dos numeros figurados em diferentes niveis de escolaridade.
A diversidade de abordagens propostas oferece ao professor um repertoério mais amplo de
estratégias didaticas, permitindo adequar o ensino as caracteristicas dos estudantes e aos

objetivos pedagogicos pretendidos. Além disso, a estruturacdo da pesquisa a partir da
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Engenharia Didatica conferiu rigor metodolédgico e clareza ao percurso investigativo, enquanto
a Teoria das Situagdes Didaticas garantiu um ambiente conceitual seguro para a articulagdo
entre o aluno, o saber e o meio.

Como perspectivas para pesquisas futuras, recomenda-se a ampliacao do estudo das
representacdes visuais e algébricas dos nimeros figurados, em especial no que se refere aos
ladrilhos, estendendo essas andlises para outras familias e dimensdes. Sugere-se, ainda,
aprofundar a abordagem baseada na algebra linear, investigando de forma mais sistematica as
propriedades das matrizes geradoras e suas possiveis conexdes com outros campos da
matematica. Tais desdobramentos podem contribuir ndo apenas para o avanc¢o do conhecimento
matematico, mas também para o desenvolvimento de novas propostas didaticas, fortalecendo o
dialogo entre a matematica tedrica e o ensino. Dessa forma, esta tese se encerra ndo como um
ponto final, mas como um ponto de partida para novas investigacdes sobre os numeros

figurados e suas multiplas possibilidades de representagdo e ensino.
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APENDICE A - TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

NUMEROS FIGURADOS K-DIMENSIONAIS: UMA ENGENHARIA
DIDATICA SOBRE AS RELACOES, VISUALIZACAO PELO SOFTWARE
GEOGEBRA E REPRESENTAGOES MATRICIAIS E VIA LADRILHOS
Francisco Evamar Barros
Francisco Régis Vieira Alves

Vocé esta sendo convidado a participar como voluntario de uma pesquisa. Este
documento, chamado Termo de Consentimento Livre e Esclarecido, visa assegurar
seus direitos como participante e é elaborado em duas vias, uma que devera ficar com
vocé e outra com o pesquisador.

Por favor, leia com atengdo e calma, aproveitando para esclarecer suas
duvidas. Se houver perguntas antes ou mesmo depois de assina-lo, vocé podera
esclarecé-las com o pesquisador. Se preferir, pode levar este Termo para casa e
consultar seus familiares ou outras pessoas antes de decidir participar. Nao havera
nenhum tipo de penalizagé&o ou prejuizo se vocé néo aceitar participar ou retirar sua
autorizacdo em qualquer momento.

Justificativa e objetivos:

Este estudo faz parte do curso de doutorado académico em ensino de ciéncias
e matematica vinculado a Rede Nordeste de Ensino (RENOEN) do polo Instituto
Federal de Educacgao, Ciéncias e Tecnologia do Ceara (IFCE) — campus Fortaleza e
tem como justificativa, o fato de que a maioria dos livros de histéria da matematica,
trazerem a abordagem sobre os numeros figurados superficial do ponto de vista da
matematica, ou seja, ficam restritos as filosofias pitagéricas, ndo trazendo a evolugao
histérico-matematica que se espera, por se tratar de um assunto relevante tanto na
area da historia da matematica como na matematica pura, posto isso, o objetivo da
pesquisa é descrever as formulas de recorréncia, termo geral e fungao geradora dos
numeros figurados, bem como seu percurso histérico por meio de situagdes didaticas
propostas a alunos do curso de licenciatura em matematica do Instituto Federal de
Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Ceara — campus Fortaleza.

Procedimentos:

Participando do estudo vocé esta sendo convidado a: resolver as situacdes
didaticas propostas e ter os dados dos seus calculos registrados por meio de:
gravacdes de audio e video, fotos e coleta de material manuscrito. Estes
procedimentos, ocorrerdao nas dependéncias do IFCE — Campus Fortaleza no do
horario da aula de Histéria da matematica, por um periodo de um més (durante o més
de setembro de 2024 ), o material coletado ficara em posse apenas dos pesquisadores
e ao final da pesquisa, sera descartado, ficando sob a posse dos pesquisadores por
um periodo ndo superior a 12 meses.

Observagoes:
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e Seus dados coletados nao serao divulgados com seu home ou imagem, toda
a pesquisa contara com a descrigao de sua identidade

Desconfortos e Riscos:

Vocé nao deve participar deste estudo caso sentir algum tipo de desconforto dentro
das dependéncias da sala de aula ou ndo se sentir confortavel em seguir as orientagdes
do pesquisador, pois essa pesquisa envolve a participagdo em aulas que exigem a
participacado do estudante e que estio inseridas no componente curricular da disciplina
em que sera desenvolvido o estudo.

Ao estar dentro da sala de aula, para a realizacdo das aulas expositivas dessa
pesquisa, 0 sujeito esta exposto aos seguintes riscos:

Riscos de origem psicolégica, intelectual ou emocional - ao participar da pesquisa,
o estudante estara sujeito a possibilidade de:

¢ Constrangimento; visto que pode nao se sentir confortavel em responder algum
questionamento do pesquisador, neste caso, havera a possibilidade do estudante apenas
escrever todas as suas conclusdes, informando previamente que nao se sente
confortavel em falar para toda a turma ou ir a lousa, seus escritos serdo considerados e
as anotacodes feitas com base no texto entregue, este risco é considerado minimo pois o
pesquisador avisara com antecedéncia que o estudante ndo deve ir a lousa ou responder
caso nao se sinta a vontade,

e Desconforto; este risco é considerado médio visto que estudantes em meio a
grandes cobrangas em outras disciplinas, podem sentir-se desconfortaveis com o
pesquisador que nao é o professor titular da disciplina, neste caso o estudante devera
avisar que nao deseja participar da pesquisa.

¢ Medo ou Vergonha; este risco € considerado moderado visto que é normal sentir
vergonha de falar em publico, neste caso o pesquisador devera ser avisado que o
estudante deseja participar da pesquisa apenas com seus dador escritos, o pesquisador
nao fara perguntas e todos os dados vindo deste estudante serdo coletado de seus
escritos

e Estresse ou cansaco; este risco € considerado minimo visto que as aulas serao
divididas em um curto periodo de 10 minutos dedicados a explicacdo do pesquisador e
o estudante tera tempo de 80 minutos para tirar suas conclusdes, debater, formular este
tempo € suficiente para que o estudante ndo tenha pressa para responder e consiga
desenvolver seu raciocinio com tranquilidade, esse risco pode ser diminuido pelo fato de
que nem todos precisam apresentar as respostas ao final da aula, deixando o estudante
mais confortavel por nao ter a obrigatoriedade de resposta ao final da aula

¢ Quebra de anonimato; este risco é considerado minimo, posto que o pesquisador
ira anexar todos os documentos de cada estudante separadamente, e seus nomes serao
retirados para a analise, sendo assim, o pesquisador sabera que os documentos
pertencerao a uma mesma pessoa, mas nao sabera que é.

Riscos de origem fisica - 0 estudante pode sentir problemas fisicos como:

e Desconforto fisico local: esse risco pode ser causado por esforgo repetitivo como
escrever muito ou passar um longo tempo falando, para a pesquisa este risco é
considerado minimo ja que os escritos sdo feitos de modo compartilhado e os
comentarios serdo breves. Para diminuir estes riscos, caso o aluno ndo esteja se
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sentindo bem fisicamente podera retomar a pesquisa na aula seguinte ja que a analise
de uma aula n&o sofre interferéncia

e Lesdes: podem acontecer por conta de algum acidente dentro do ambiente em
que se desenvolve a pesquisa, este risco € minimo na referente pesquisa uma vez que
a sala de aula usada dispde apenas de cadeiras e mesas, espacgadas e confortaveis.

Beneficios:

A pesquisa traz um percurso historico-matematico de muita importancia para a
disciplina de histéria da matematica, uma vez que descreve situag¢des didaticas com
a base matematica exigidas para um futuro professor de matematica, bem como a
insercao do GeoGebra como recurso de visualizagdo. A presente pesquisa traz como
possiveis beneficios:

e A contribuicdo na formagéo de futuros professores, pois integra histéria e
matematica.

e O fortalecimento do ensino de matematica, visto que aborda um conteudo
matematico através da perspectiva historica e apresenta sua evolugao
tanto histérica quanto metodologica.

e O uso do GeoGebra como recurso pedagdgico, posto que o software ajuda
a compreender conceitos complexos por meio da manipulagdo. As
metodologias utilizadas podem aprimorar estratégias didaticas nos futuros
professores.

Acompanhamento e assisténcia:

Caso o participante necessite de algum acompanhamento ou assisténcia
psicolégica ou meédica em geral, podera solicitar aos pesquisadores responsaveis pela
pesquisa. Se for de sua vontade, podera solicitar a interrup¢cdo da participacdo na
pesquisa, se esta estiver Ihe causando algum desconforto.

Caso acontega algum acidente na sala de aula, o participante sera
encaminhado a enfermaria do Campus para receber o atendimento de primeiros
socorros, e a depender da avaliacao realizada, uma ambulancia sera acionado caso
0 acidente possua maior gravidade e um contato de emergéncia previamente
registrado sera acionado.

Se o desconforto for psicoldgico, inicialmente o aluno sera encaminhado para
apoio emocional inicial através do psicélogo do proprio campus e, posteriormente, se
necessario, sera orientado a buscar atendimento especializado em unidades de
referéncia.

Sigilo e privacidade:

Vocé tem a garantia de que sua identidade sera mantida em sigilo e
nenhuma informacgao sera dada a outras pessoas que nao facam parte da equipe de
pesquisadores. Na divulgacdo dos resultados desse estudo, seu nome nao sera
citado.

Ressarcimento e Indenizagao:

Vocé tera direito ao ressarcimento das despesas diretamente decorrentes de
sua participacdo na pesquisa e a indenizagdo pelos danos resultantes desta, nos
termos da Lei.

Contato:
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Em caso de duvidas sobre a pesquisa, vocé podera entrar em contato com os
pesquisadores: Francisco Evamar Barros, e-mail: evamar_barros@hotmail.com, fone:
(85) 998053395 e Francisco Régis Vieira Alves, e-mail: fregis@gmx.fr

Em caso de denuncias ou reclamagdes sobre sua participacao e sobre questdes
éticas do estudo, vocé podera entrar em contato com a secretaria do Comité de Etica
em Pesquisa (CEP) do IFCE das 08:00hs as 12:00hs e das 13:00hs as 17:00hs no
IFCE Reitoria - R. Jorge Dumar, 1703 - Jardim América, Fortaleza - CE, 60410-426;
fone (85) 34012332 e-mail: cep@ifce.edu.br

Consentimento livre e esclarecido:

Apos ter recebido esclarecimentos sobre a natureza da pesquisa, seus objetivos,
meétodos, beneficios previstos, potenciais riscos € o incbmodo que esta possa
acarretar, aceito participar e declaro estar recebendo uma via original deste
documento assinada pelo pesquisador e por mim, tendo todas as folhas por nos
rubricadas:

Nome do(a) participante:

Contato telefénico (opcional):

e-mail (opcional):

(Assinatura do participante ou nome e assinatura do seu RESPONSAVEL LEGAL)

Data: / /202_.

Responsabilidade do Pesquisador:

Asseguro ter cumprido as exigéncias da resolucdo 466/2012 CNS/MS e
complementares na elaboracdo do protocolo e na obtencdo deste Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido. Asseguro, também, ter explicado e fornecido uma
via deste documento ao participante. Informo que o estudo foi aprovado pelo CEP
perante o qual o projeto foi apresentado. Comprometo-me a utilizar o material e os
dados obtidos nesta pesquisa exclusivamente para as finalidades previstas neste
documento ou conforme o consentimento dado pelo participante.

Nome do pesquisador

Assinatura do pesquisador

Data: / /
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APENDICE B — QUESTIONARIOS

NUMEROS FIGURADOS — AP-01

Disciplina:

Nome:

“A concepcao de Pitagoras sobre a natureza parte da ideia de que ha uma explicagao global que
permite simbolizar a totalidade do cosmos, e esta explicagdo ¢ dada pelos niumeros. Isto levou
os pitagdricos a considerarem que as coisas sao numeros, elas consistem em numeros.” (Roque
e Pitombeira ,2012).

Ainda segundo os autores Roque e Pitombeira (2012), um aspecto fundamental das coisas esté
em sua capacidade de serem organizadas e diferenciadas. Assim, as propriedades aritméticas
das coisas formam a esséncia de seu ser, € o ser de todas as coisas ¢ o numero. Para os
pitagdricos, os nimeros figurados eram compostos por uma colecdo de pontos que ndo eram
apenas pontos matematicos, mas representavam elementos distintos, como pequenas pedras
dispostas em uma configuragdo especifica.

Defini¢ao 1 — (nimeros figurados): Uma sequéncia de nimeros figurados ¢ uma sequéncia
numérica definida por uma relagdo de recorréncia, em que cada termo, quando representada por
pontos ou qualquer padrdo discreto igualmente espegado, forma uma figura geométrica. (Deza
e Deza, 2012)

Definigdo 2 — (nGimeros triangulares): E chamada de sequéncia de numeros triangulares a
sequéncia numérica definida por uma relacdo de recorréncia, em que cada termo, quando
representado por um padrdo discreto, representa um tridngulo, com a quantidade de pontos em
cada lado representando a posicao, (Deza e Deza , 2012).

Os primeiros nimeros triangulares sao 1,3,6,10... catalogados como A000217 na enciclopédia
de sequéncias inteiras hospedada no site: https://oeis.org/

Defini¢dao 3 — (niimeros lineares): Sdo os numeros figurados que representam a quantidade de
pontos presentes em uma aresta de outro nimero figurado.

Definicao 4 — (gnomon): Sao dispositivos aditivos que ampliam um objeto, mantendo sua
forma, no caso dos niimeros figurados, esses gnémons sdao sequéncias de pontos que ampliam

um numero figurado, formando seu sucessor.

n(n+1
Forma geral dos nimeros triangulares: S;(n) = ﬁ, neN
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(m—=2)n* —(m—4n
2

Forma geral dos niimeros poligonais: S, (n) = ,nemeN,m>3

S1- De acordo com informagdes dadas, encontre a formula para nimeros poligonais a partir de

numeros triangulares.

S2 - Encontrar a relagdo entre nimeros triangulares iguais e um numero poligonal centralizado

Definicdo 5: (nimeros poligonais centralizados) “Um ntmero figurado no qual camadas
de poligonos sdo desenhadas centralizadas em torno de um ponto em vez de com o ponto em
um vértice do poligono”. (Weisstein, 2024)

Defini¢do 6: (forma geral dos niimeros poligonais centralizados): sendo SC, um nimero

poligonal centralizado, sua forma geral ¢ dada por: (Deza e Deza, 2012)

Scm(n)=1+m@

S3 - Encontrar a forma geral dos nimeros piramidais usando apenas nimeros tetraé¢dricos

3
Defini¢@o 7: (nimeros piramidais) Deza e Deza (2012) — o n-ésimo numero piramidal ) ¢

definido como a soma dos » primeiros nimeros m-gonais.
Sm)y=S, (H+S,(2)+S,(3)+-+S (n)
Dessa forma, ele possui a seguinte forma recorrente
S, (m) =S, (n=1)+S,(n), S,1)=1
E, por fim, Deza e Deza (2012) apresenta sua forma geral como:

n(n+1)(m—-2)n—m+5)
6

S, (n)=



338

NUMEROS FIGURADOS — AP-02

Disciplina:

Nome:

“A concepcao de Pitagoras sobre a natureza parte da ideia de que ha uma explicagao global que
permite simbolizar a totalidade do cosmos, e esta explicacdo ¢ dada pelos nimeros. Isto levou
0s pitagoricos a considerarem que as coisas sao nameros, elas consistem em nimeros.” (Roque
e Pitombeira ,2012).

Ainda segundo os autores Roque e Carvalho (2012), um aspecto fundamental das coisas esta
em sua capacidade de serem organizadas e diferenciadas. Assim, as propriedades aritméticas
das coisas formam a esséncia de seu ser, € o ser de todas as coisas € o numero. Para os
pitagéricos, os nimeros figurados eram compostos por uma cole¢do de pontos que ndo eram
apenas pontos matematicos, mas representavam elementos distintos, como pequenas pedras
dispostas em uma configuragdo especifica.

Defini¢do 1 — (niimeros figurados): Uma sequéncia de nimeros figurados ¢ uma sequéncia
numérica definida por uma relagdo de recorréncia, em que cada termo, quando representada por
pontos ou qualquer padrao discreto igualmente espe¢ado, forma uma figura geométrica. Deza
e Deza (2012)

Definigdo 2 — (niimeros triangulares): E chamada de sequéncia de niimeros triangulares a
sequéncia numérica definida por uma relacdo de recorréncia, em que cada termo, quando
representado por um padrdo discreto, representa um tridngulo, com a quantidade de pontos em
cada lado representando a posi¢ao, Deza e Deza (2012). Os primeiros nlimeros triangulares sao
1,3,6,10... catalogados como A000217 na enciclopédia de sequéncias inteiras hospedada no
site: https://oeis.org/

Defini¢do 3 — (nimeros lineares): Sdo os nimeros figurados que representam a quantidade de
pontos presentes em uma aresta de outro nimero figurado.

Defini¢ao 4 — (gnomon): Sao dispositivos aditivos que ampliam um objeto, mantendo sua
forma, no caso dos numeros figurados, esses gnomons sao sequéncias de pontos que ampliam
um numero figurado, formando seu sucessor.

Defini¢ao 5 - (Tabuleiro): O tabuleiro ¢ uma formacao de quadrados denominados por casas,
células ou posigdes. Essas posi¢des sdo enumeradas e essa enumeragdo descreve a posi¢do. Um

tal tabuleiro serd chamado apenas de n — tabuleiro (SPREAFICO, 2014).
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. n(n+1
Forma geral dos numeros triangulares: S;(n) = ﬁ, neN

(m—2)n* —(m—4)n
2

Forma geral dos niimeros poligonais: S, (n) = ,nemeN,m>3

Referéncias
DEZA, Michel; DEZA, Elena. Figurate Numbers. Singapore: World Scientific Publishing
Company, 2012.

ROQUE, T; CARVALHO, J. B. P. Topicos de Historia da Matematica. 1. ed. Rio de Janeiro:
Sociedade Brasileira de Matematica, 2012.

SPREAFICO, E. V. P. Novas identidades envolvendo os nimeros de Fibonacci, Lucas e
Jacobsthal via ladrilhamentos. 2014. 132f. Tese (Doutorado em Matematica Aplicada) -
Instituto de Matematica, Estatistica ¢ Computagdo Cientifica, Universidade Estadual de
Campinas, Campinas, 2014.

Situagdes didaticas propostas
L1 — Encontrar a forma geral e recorréncia dos numeros lineares via ladrilho.

L2 - Encontrar a regra de ladrilhamento para nimeros triangulares usando ladrilhos de
dimensdes 1 x 1 de cores distintas (cinza, vermelho e preto) chamado de conjunto CVP,

necessarios para cobrir um tabuleiro 1 x .

L3 - Encontrar a relagdo de recorréncia de nimeros triangulares via ladrilho
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CONSTRUCOES DAS APLICACOES
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ANEXO A - PARECER DO COMITE DE ETICA E PESQUISA
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A5 RELACOES, YWISUALILACAD FELD S0OFIWARE GEOGEERA E
REPRESCHTACCES MATRICIAIS L VIiA LADRILHOES

Pezquizador: FEANCISCO CVAMATR OARROS

Area Tematica:

Varsao: 3

CAAE: BINZI0ES 00000 LhEG

In=tituigac Proponents: INSTITUTS FEDERAL DE EDUCACAD, CIEKCIA E TECHNOLOGES DO CEARA
Patroginador Principal: INSTITUTO FEDERAL OFE EDUCACAD, CIEMCIA E TECKOLOGIA DO CEARA

DADCE DO PARECER

Mumars do Paracer: 7 210 BTG

Apragentacao do Projeto;

Rezuimae. Esla rabalho e oo objelive apresentar o ndmeros Tgurados e suas represenlaeoes
propriedsdes e releeies nas wanes breas da matemsEbice @ swe aplicacio no ensine, na bisioos dia
matemanca s nOmenss nguradss s aaresentam coma uma descobera imponante da sociedade pAagonca.
embora nia seja a principal Wa drea da Teona dos Mamerns, esta clhisse aparecs como reagies sndre
OUTTas SeUencias NUMencas e Mangulos NUMEnoos, na .-"-Jgebm. oL pdmerss iguradses 840 representadas
cam as sias fungdes geradoras, capames de descrover aljumas prapicdades impartantes desses mmenos
B bl meio de matrizes companheiras gque descrevern lamilias de seguéncias. Dentio 4a Analise
combinatana, cstas sequdncias aprescriam sus relacds com o bindmio de Newton © o manguke de Pascal
e necio de kedrilho, dianle de odas estes abordagens serd apresentado min esiuda scbre @ implerenkedo
desles numes sod repressnlagio geomelic por meio das vsvalicacies desonites deniro do sallware
Cegddebra que fazem um Ccomparabvo €ntre as propnedades descntas dentro do ngor matematico e &
linouagem de programagdn descritas ro comandos do saftware, bem coma um estsda de politepos k-
dimenonais, Esle esiudo & estnuburado utibzando como metedokegia de pesqusa a Engenhana Dedabca.
nmde: o conbcido matcmaton & aprescntado o descrealvido dentro das andlises preliminares, para a fases

apuinies serd ulilzada g meodeloga de ensind inlilulada Teora das Situacdes Didatica

Enderipa:  Rus Jonge Cumar, i 1703

Baurs: Jardm &enca CEF: G0410 425
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buscando ranspor o conteldo matematico descrmo em siteagdes de ensino na tase de analise a pren < na
fime de superimen@gin. Ademais, n fiese de aniliss a posterion, sero oomparados =@ as siluapies de
arEing taram dasanvohiidas contsme & previsis nas fases antanores, cumprndo ag<im todes oo abjetivos

da pesmuisa

Metadolegia Froposta: & metndalogia ufilizada serd & Engenhania Diddtica scguindo as quatrs ctapas, @
saber analise preliminar, analise a priori ¢ concepian das siuacdcs, 3 expenmentagdo ¢ a analiss a
puoslerion, o serem gplicadas duresile o fse de expeimenbagEo em wma emmas dia discipliog de hisiois da
matamatica, 4o cwrss de benclatura em matematica do inshbute tederal de educagas, CEncla & emnalogia
do Ceard [IFCE] por mein de cinco siluagdes didabces concebidas doranie o fase de andlise @ priori da
peEsguiza. A metsdalogia de ensind ublizada durante & apicacdao, sera a leona das Saeacdes Didaticas de
Giry Braussaan (1985 e canta com qualm fases; fase de agfa, fase dr farmulagfn, fase de walidagdin e
fase de instiuconalizacdo @ a oolela de dados serd realizada por meio de gravacdes de audio, folos,
matemal escrto © relato 4o alunos ¢ pestedormends aralizadas durante & fase de analise a pestedon

Crilerio de indusie. Alunas devidamenle malricokndes me dscipling © que acsilen parlidpar dis inesme

Critérins de sxclesio 6o almes que nia asBo madnicoladas na disciplice oo os que, par skpom mstive, mdo
=& sentirem confortbveis com & realizag Boe desta, ndo trazendo nenhum prejuize na avaliacdo final da

disciplina

Objetive da Pasguisa:

Qbjelive Mrimanio. Realzar wma invesligag o, com base na Cngenhana Didatica, envelvends o objelo
matermabes nomenas fiqursdos k-dimensienais o seas malbplas represemagdos o aphcacdos, atravds da
wispalizacdo ¢ relaciond-los a0 ensino py mcke da Toona das sitwagdes didabcas,

bgerhwd Secundana: 1. Apreseniar as relaclies akjebnoas entre nOmenos gurados, suas representacdes @

complaxificacdo, bem comn suas aplicagies em diferenbes Greas da matemsatica 2 Construir as

propriedades malemabicas e relagdes entre ndmeros figurades

Fndaragn:  Rus donge Dumss n® 1700

Baimro: Jardm Amcrica CEP: o440 43
UF: CE Municiplo: FORTALEZA
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alraves do cofware Geolebra, pernibndo descresves & ilinerdario deslas ralactes alraves da viswalizacso.3,
Az50LIAr a5 representacdes @ nelag e s entre nOmeros Tgurados @ oulnos (opicos makematcas, daserawanda
propricdades matematicas de forma algébnca = geomedrica por mein da visuslizagio 4 Fxplorar, em
sibugedes didalicas fundasmaenlais, g relagbze enlie oz nim=2os igeEdes e sos sEsalizacdo par e da

gofterane (dealiabra.

Avaliagao dos Riscos a Baneficios:

[Rig0oe: Mo estar dentre da sala de aula, para & reabZacdo daz aulas exposilivas essa pesgquisa, O suweilo
ESLR @XpOSE0 A0s SEQUINTES NSC0s. BIScds de angem psicoligica, intedactual ou emocional - a0 parficipar 4a
peamuisa, o estiedante pekard sujeita o possdilidade deg Constrangimendn; wisto quee pede nido =0 senlic
confurb@wel em responden algum guestionanenio do pespaisadon, neste case, haverd g possibalidade do
rEsludanie apemis escreer odas s suas oonchestes informandno pressaments gque mbio se ssnle confomiesd]
ey falar para 1088 & rma ou ir 3 s, seus esimos serdo consideradas e ag anolagdes efgs com bass
ng texto enfreque, este nesco & conssdersds minens pois o pasquisador avisamd com anlecadéncia que o
estidante nan deve i a lbasa oo responder caso nido se sinda a vontade ¢ Desconforts; asle isno @
carsiderado medo vislo que sstudantes em meio & grandes cobyantas em oulias discipinas, paodem senia
g2 desconfonavers Com o pesquizador que nao & o protessaor itular da ascipling. neske cass o astudants
fdrvnra avisar que ndn dessja paricipar da pesquisa g Medn oo Yergonka, esie risco & considerada
moderado visto gque & nonnal sewlic vergonkn de Lol oem poblics, nesbe caso o pesguisador deeend ser
iwvisisdo que o esdisite daesajs piticipar da pesguisa apenas com seos dsfor escnites, o pesquEsador nika
Fard pergunias = todes os dados windo deste estudante serdio colelado de seus escnites;, Esiresse ou
carsago; este nsooe & considerado minimo viste que as awas serfdo deekiidas em wm curto periodo de 10
minmins dedicados a explicacin do pesquisador g oo astiedante e tempo de 30 minnins pam @ suas
conclusdes, debater, formular esle l@mpo & sulicienls para gque o estudanie nao lenha pressa gara
FESPONGEr & COMEIEa desenyolver seu raciocinme com franguildade, esse msc0 pode ser dimmubdo pek: tabo
iz qur rem indos precisam aprescntar as respostas an fnal da aala, dexands o sstedande mats condoiaeel
perr mdED e a olrigatonedade de resposia ao final daauiay, Guebea de anomimalo, esle dses & considersdao
mirim, posin qee o pesoEsadon w2 anexar icdos os doonmento de cadis esiodanie sepasadamente, e sy
Meames Serdo relirados para 4 analise, seado gssim, o pesguisador saberd que o5 documenbos. perancerio
& uma mMesma pess0a, mas ndo sadela que o

Emdereno;  Hua Jorge Lomar, o™ 1700
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Beonoficios: A posquisa traz um porourss histarico-matematios de muita importancia para a discipling de
histdria da masematica, uma vez que desceve stuagtes didaticas com a base matematica cogides para um
fufurn professar de matemaica, bem come ainserio do GeolGebm comn recorso de visualizacdn &
prersenbe pesguiss e comn possiveis beneficios & conbritwigan ma fommsgio de ubros professores, pais
inlegra feslaria e omalemeatiss. O Torklscimenio do ensno de oimlemalics, vsloe gue abords wm conledds
matzmatics atravcs 4a perspoctiva hisdnca o aprescnta sua evclucaa fanto histonca quanta motodokdaica.
2 usa do GeaGehr comn recurso pedagdgics, posta que o software ajuda 3 compresnder conceios
romplexns par mein da manipulacio As metndangias ulilizadas padem aprimorar 2siraiégins didyicas nos

fulurns professons

Camentirlos & Conslderacies ssbre a Pesqulsa:

Pesquisa de pds-graduagdo de curso de Doutorado em Ensing {REMNOEN), do campus Fortaleza, do
Instituto Federal do Coara

Conslderagdes sobre o8 Termos de apresentacao ¢brigatérla:

Constam o3 termes abrigatonios: Folha de rosto, Informas Bes basicas do projete, Orcaments, Cronsgrama,
Declaragdio de compromissa de aprescrtagio dos resultados, Declaragio de garantia do regresso de
beneficios da pesquisa, Termo de auterizacio ¢ de cxssitncia de infrasstniura ¢ Terms de consentimento
livre = esclarerido

Recomendagoes:

Barn recormendacfes

Conclusses ou Pendéncias & Lista de Inadeguackes:
Som pondéncias

Consideragdes Finais a eritério do CEP:

Este paracer foi elaborade baseade nos documenios abaixo relacionados:
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