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RESUMO

A presente pesquisa apresenta uma investigacao referente a situagoes de ensino sobre o
estudo do processo de hibridizacao e hipercomplexificacao de sequéncias lineares recursivas.
A qual sdo abordadas as sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell, Leonardo, Jacobsthal, Pado-
van, Perrin, Narayana, Mersenne e Oresme. Com isso, a pesquisa possui o viés de descrever
os elementos de um estudo sistematico dos modelos de hibridizacao e hipercomplexificacao
das sequéncias, promovendo a compreensao histérico-evolutivo, descricao e exploragao de
suas propriedades matematicas, fundamentado e organizado de acordo com a metodologia
da Engenharia Didatica em conjunto com a Teoria das Situagoes Didaticas. Assim, sao
desenvolvidas situagoes didaticas com enfoque na hibridizacao de sequéncias e no seu
processo de hipercomplexificagao, realizando uma transposicao didatica das sequéncias
considerando os aspectos epistemolédgicos, cognitivos e didaticos. Desse modo, uma analise
do campo epistémico-matematico é elaborada abordando, de modo primordial, o processo
de hibridizacao destas sequéncias, bem como a sua complexificacao inserindo componentes
imaginarias e, consequentemente, do aumento dimensional da recorréncia, sendo exploradas
as relacoes recorrentes bi, tri, e n-dimensionais para algumas sequéncias. Baseado nisso, o
trabalho foi organizado de acordo com o percurso metodoldgico da Engenharia Didatica e as
suas etapas, sendo elas: analises preliminares, concepc¢ao e andlise a priori, experimentagao
e analise a posteriori e validagdo. As situagoes de ensino sao desenvolvidas com enfoque na
Teoria das Situacoes Didaticas e aplicadas através da proposicao de situagdes-problema. As
situacoes didaticas instigam o pensamento intuitivo dos alunos, visando a compreensao de
determinadas propriedades e teoremas do processo de hibridizacao e hipercomplexificagao,
com énfase na sua relacao de recorréncia, formula variante de Binet, identidades classicas e
relacoes recorrentes n-dimensionais. O desenvolvimento de uma concepc¢ao epistemologica
no ensino de Histéria da Matematica foi oportunizado no curso de Licenciatura em Mate-
matica, em turma de formacao inicial de professores do Instituto Federal de Educagao,
Ciéncia e Tecnologia do Estado do Cearéa. Por fim, promoveu-se o desenvolvimento de
uma concepgao epistemologica para o ensino de Histéria da Matematica, possibilitando
relagoes epistemolégcas matematicas do processo de hibridizacao e hipercomplexificagao
de sequéncias lineares recursivas, destacando o processo evolutivo perante a concepg¢ao

matematica e histdrica.

Palavras-chave: Numeros Hibridos. Hipercomplexificagao. Sequéncias Lineares Recursivas.

Generalizagao. Engenharia Didatica. Teoria das Situagdes Didaticas.






ABSTRACT

This research presents an investigation regarding teaching situations on the study of the
hybridization and hypercomplexification process of linear recursive sequences. Which are
addressed the sequences of Fibonacci, Lucas, Pell, Leonardo, Jacobsthal, Padovan, Perrin,
Narayana, Mersenne and Oresme. Thus, the research has the bias of describing the elements
of a systematic study of hybridization and hypercomplexification models of sequences,
promoting the historical-evolutionary understanding, description and exploration of their
mathematical properties, grounded and organized according to the Engineering methodol-
ogy Didactics together with the Theory of Didactic Situations. Thus, didactic situations are
developed with a focus on the hybridization of sequences and their hypercomplexification
process, carrying out a didactic transposition of sequences considering epistemological, cog-
nitive and didactic aspects. In this way, an analysis of the epistemic-mathematical field is
elaborated, approaching, in a primordial way, the hybridization process of these sequences,
as well as its complexification, inserting imaginary components and, consequently, of the
dimensional increase of the recurrence, being explored the bi-recurrent relationships, tri,
and n-dimensional for some sequences. Based on this, the work was organized according
to the methodological path of Didactic Engineering and its stages, namely: preliminary
analyses, conception and analysis a priori, experimentation and analysis a posteriori and
validation. Teaching situations are developed with a focus on the Theory of Didactic Situ-
ations and applied through the proposition of problem-situations. The didactic situations
instigate the students’ intuitive thinking, aiming at the understanding of certain properties
and theorems of the hybridization and hypercomplexification process, with emphasis on its
recurrence relation, Binet’s variant formula, classical identities and recurrent n-dimensional
relations. The development of an epistemological conception in the teaching of History of
Mathematics was made possible in the Licentiate Degree in Mathematics, in an initial
teacher training class at the Federal Institute of Education, Science and Technology of the
State of Ceara. Finally, the development of an epistemological concept for the teaching of
History of Mathematics was promoted, enabling mathematical epistemological relations
of the process of hybridization and hypercomplexification of resursive linear sequences,

highlighting the evolutionary process before the mathematical and historical conception.

Keywords: Hybrid Numbers. Hypercomplexification. Recursive Linear Sequences. Gener-

alization. Didactic Engineering. Theory of Didactic Situations.
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1 INTRODUCAO

A Didatica da Matematica (DM) emergiu de forma organica em diversos grupos
de pesquisa espalhados pelo mundo, principalmente Estados Unidos e Europa, por neces-
sidade de compreender os processos particulares de ensino-aprendizagem para ciéncias
e matemética. No Brasil, Alves (2018) aponta dois elementos que merecem destaques,
sendo eles em relagao: ao movimento da constituicao e identidade cientifica da pesquisa,
ao ensino de Ciéncia e Matematica; e o outro ao campo efetivo de atuacao, onde o aluno

torna-se um sujeito analisado com bastante clareza pelo professor.

Nesse contexto, neste trabalho, apoiados nos pressupostos da vertente francesa
de investigagdo sobre a DM elaboramos uma proposta de Engenharia Didatica (ED) da
primeira geragdo, de Artigue (1995) para o ensino da hibridizagao e hipercomplexifica¢ao
de sequéncias lineares recursivas, que consiste em associar as sequéncias lineares com o
conjuto dos nimeros hibridos e realizar a complexificagdo de sequéncias apresentando o
aumento da sua dimensionalidade e a insercao de unidades imaginarias. E ainda, sera
utilizado a Teoria das Situagdes Didaticas (TSD), de Brousseau (1976), como apoio a

analise de se¢oes de ensino.

Com isso, sera apresentado o percurso inicial tracado para se realizar esta pesquisa,
assim, sao feitas analises prévias fundamentadas na ED, em seguida, a problematica e a
justificativa da pesquisa sao discutidas. E, finalmente, a questdo norteadora é apresentada

e 0s objetivos gerais e especificos sao definidos.

De acordo com as concepgoes de Almouloud e Silva (2012), podemos afirmar que
as analises prévias desta pesquisa serao realizadas com base na ED. Assim, esse processo
foi organizado em duas etapas. Na primeira, foi realizada uma revisao bibliografica sobre
a metodologia de pesquisa, a teoria de ensino e a hibridizacdo e hipercomplexificacao das
sequéncias lineares recursivas. Na outra etapa, foi feita uma descrigdo da abordagem dida-
tica e cognitiva da hibridizacao e hipercomplexificacao das sequéncias lineares recursivas,

relacionando ao contexto em que serd aplicado e desenvolvido a pesquisa.

Inicialmente foi iniciada a construcao do referencial tedrico referente ao objeto
matematico, ED e TSD, para serem estudados posteriormente, com o objetivo de definir a
problematica da pesquisa e assim pautar os seus objetivos. Sendo destacadas as Dissertagoes
de Mestrado de Santos (2017) e Oliveira (2018). Em ambas as dissertagoes, constata-se a
existéncia da ED em associacao com a TSD, evidenciando dois momentos: um momento
para a analise matematica, através do campo epistémico-matematico e outro para a reflexao

das metodologias de pesquisa e ensino.
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No primeiro momento, foram pesquisadas defini¢oes, relagoes e propriedades mate-
maticas inerentes a génese e ao processo historico-evolutivo com énfase na hibridizagao e
hipercomplexificacdo das sequéncias. Inicialmente, foram estudados os Numeros Hibridos
(NH), que consiste em unir os sistemas numéricos dos complexos, duais e hiperbdlicos,
presentes nos trabalhos de Ozdemir (2018) e Carvalho (2019), e ainda, como foi reali-
zado o processo de hibridizacado de algumas sequéncias presentes em Catarino (2019),
Cerda-Morales (2018) e Szynal-Liana (2018), Szynal-Liana e Wloch (2019).

Em seguida, foi realizado um estudo sobre a hipercomplexificagdo das sequéncias, na
qual apresenta as relagoes recorrentes uni, bi, tri e n-dimensionais presentes nos trabalhos
de Harman (1981), Oliveira, Alves e Paiva (2017), Vieira, Alves e Catarino (2019a),
Horadam (1993) e Pethe e Horadam (1986).

Por fim, as leituras relacionadas a ED e TSD foram realizadas para que fosse possivel
investigar as situacoes de ensino orientadas pela vertente francesa da DM, destacando
os autores: Almouloud (2007), Almouloud, Queiroz e Coutinho (2008), Almouloud e
Silva (2012), Almouloud (2016), Alves (2016a), Artigue (1988), Artigue et al. (1995),
Brousseau (1976), Brousseau (1982), Brousseau (1986), Brousseau (2008), Pais (2011),
Silva e Almouloud (2018), Teixeira e Passos (2013) que investigam as situages de ensino
se orientando na vertente francesa da DM numa abordagem teérica e metodologica. A
seguir, sera feita uma descricao do contexto didatico cognitivo em que a hibridizacao e

hipercomplexificacdo das sequéncias estd inserida.

Com o intuito de descrever o contexto didatico-cognitivo em que o objeto matema-
tico é abordado, foi analisada a matriz curricular do curso de Licenciatura em Matematica
do Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Ceard (IFCE), campus Fortaleza
(ver Anexo A), esse curso foi escolhido por oferecer formagao inicial para professores de
Matematica e apds a andlise da grade curricular do curso, na qual, constatou-se que a
ementa da disciplina de Histéria da Matemética (ver Anexo B) é obrigatéria na matriz
curricular e abrange os seguintes assuntos: o conceito de niimero e os sistemas de nu-
meracao; o processo histérico-evolutivo da Aritmética, Algebra e Geometria; a biografia
dos matematicos que contribuiram significativamente para esse processo e a Historia da
Matematica (HM) no Brasil.

Contudo, foi constatada que o contetido de sequéncias lineares recursivas é traba-
lhado na se¢ao que discute a HM, uma vez que abordam sobre a Idade Média, em que
o matematico Leonardo de Pisa propode, na sua obra Liber Abbaci, o problema que deu
origem a sequéncia de Fibonacci. Porém, existem diversas outras sequéncias a serem estu-
dadas e exploradas que, por muitas vezes, nao sao citadas nos livros adotados usualmente
disponibilizados na biblioteca da instituicao. Com isso, pode-se apresentar a problematica

e a justificativa desta pesquisa.

A probleméatica desta pesquisa parte do fato de que os livros de HM, disponibili-
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zados na biblioteca da instituicao, apresentam discussoes superficiais sobre os conceitos
matematicos e as relagdes oriundas apenas da Sequéncia de Fibonacci, uma vez que é
a sequéncia mais conhecida, em consequéncia disto, é desconsiderado outras sequéncias
existentes e também o processo de complexificagao delas. E ainda, nao existem muitas
discussoes sobre o conjunto dos NH, tampouco a hibridizacao e hipercomplexificacao de
sequéncias, sendo discutida a priori na literatura da Matematica Pura, nao havendo uma
preocupagao pedagbgica, assim nao compondo a matriz curricular do curso de Licenciatura

em Matematica.

Desse modo, a revisao bibliografica apresentada anteriormente, direciona uma
investigacao dos elementos de ordem epistemoldgica, cognitiva e didatica numa perspectiva
historica e evolutiva da hibridizacao e hipercomplexificacao das sequéncias lineares recursi-
vas. Dessa forma, tem-se como justificativa da pesquisa transformar esse conteiido em um
topico a ser ensinado no curso de Licenciatura de Matematica. As consideragoes de Alves
(2016a) ressaltam que desde a década de 1980 especialistas, pesquisadores, educadores
matematicos tentam compreender os "fendmenos'relacionados com o ensino e aprendizagem
de assuntos matematicos que através de teorias de ensino relacionadas com a transposicao
didatica, nesse contexto, destacou-se a ED a para fundamentar esta atividade investigativa,

buscando a complementaridade na TSD.

A vista disso, esta pesquisa foi norteada pela seguinte questdo de investigacdo:
Como desenvolver um estudo sobre o processo de hibridizagdo e hipercomplezificacao de
sequéncias lineares, de modo a realizar situacoes didaticas que proporcione a investigagdo de
seus teoremas e suas propriedades, explorando sua representacao complexa numa perspectiva

epistemologica, no que diz respeito a sua origem e evolugdo historica?

Pretende-se com esta pesquisa, apresentar uma abordagem didatica matematica aos
professores de Matematica em formacao inicial, fornecendo-lhes ferramentas necessarias

para que haja uma melhoria nas praticas em sala de aula.

Os objetivos gerais e especificos deste trabalho destinam-se a relacionar os elementos
de ordem epistemolégica, cognitiva e didatica com base nos pressupostos da ED. Com isso,

na préxima subsecao serd apresentado o objetivo geral desta pesquisa.

1.0.1 Objetivo Geral

Desenvolver uma ED associada com a TSD através do estudo de hibridizagao e
hipercomplexificagdo das sequéncias lineares, com o intuito de explorar, em situagoes
didaticas, as representagoes hibridas e hipercomplexas através de defini¢oes, teoremas,
propriedades e identidades. E assim, proporcionar a compreensao do desenvolvimento

epistemolégico-matematico das hibridizagoes e hipercomplexificagoes das sequéncias.
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1.0.2 Objetivos Especificos

1. Investigar os teoremas e propriedades das sequéncias hibridizadas apresentando a
recorréncia, férmula de Binet, funcao geradora, forma matricial e identidades classicas,
como: Catalan, Cassini e d’Ocagne. E ainda, as rela¢oes bi, tri e n-dimensionais,

compondo a hipercomplexifica¢ao das sequéncias;

2. Apresentar o desenvolvimento historico-evolutivo, isto é, epistemoldgico-matematico,
das sequéncias estudadas inerentes ao seu processo de hibridizacdo e hipercomplexifi-
cacao, através de situagoes-problema em sala de aula tendo em vista a formagao ou

formulagao de defini¢oes;

3. Explorar, em situagoes de ensino, extensao para indices naturais e inteiros nao
positivos, féormula de Binet, fun¢do geradora, propriedades em torno do crescimento

dimensional e relagoes n-dimensionais das sequéncias.

Doravante, sera discutido o aporte teérico desta pesquisa, sendo composto pela
hibridizacao e hipercomplexificagdo de sequéncias lineares recursivas, pela ED e TSD, estas

duas tultimas sdo, respectivamente, Engenharia Didatica e Teoria das Situagoes Didaticas.
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2 REFERENCIAL TEORICO

O desenvolvimento de estudos relacionados a Didactiques de Mathématique sucedeu
na Franca a partir de 1970 na fundagao da Comissao Internacional de Instrugdo Matematica
por Félix Klein, manifestando interesse pelo trindmio classico: professor-aluno-saber. No
Brasil, denomina-se como Educagao Matematica, evidencia-se que o principal elemento do
trindémio ao realizar uma transposicao didatica é o professor. E ainda, D’Amore (2007a,
p.184) define a DM como "a arte de conceber e conduzir condi¢oes que podem determinar
a aprendizagem de um conhecimento matematico por parte de um sujeito". Por outro lado,
Luiz Carlos Pais apresenta a seguinte defini¢do sobre DM:

A DM é uma das tendéncias da grande area de educacao matematica,
cujo objeto de estudo é a elaboracdo de conceitos e teorias que sejam
compativeis com a especificidade educacional do saber escolar matema-
tico, procurando manter fortes vinculos com a formacao de conceitos
matematicos, tanto em nivel experimental da pratica pedagodgica, como
no territério teérico da pesquisa académica (PAIS, 2011, p.11).

A DM ¢é constituida pelas relagoes existentes com outras areas, como: Sociologia,
Psicologia e Pedagogia. Galvez (1996) relata que o objetivo principal da DM é analisar
como funcionam as situacoes didaticas e quais as caracteristicas de cada situagdo sao
importantes para a evolucao do comportamento dos alunos e, consequentemente, de
seus conhecimentos. Ressaltando que, mesmo no erro, pode explorar o potencial de uma
situacao didatica, pois podemos identificar onde ocorreu a falha e aprimorar o erro para
experiéncias futuras. No Brasil, o foco é que o professor conheca todas as teorias e
questdes educacionais, ter um bom conhecimento na sua area, além de ter uma formagao
que prepare para o campo de trabalho, bem como, saber transmitir seus conhecimentos
que possibilitara o desenvolvimento cognitivo do aluno porém, nem todos os professores
conseguem corresponder a essas atribuicoes. Assim, tem-se que:

cabe ao professor a responsabilidade de mediar todo processo de solucao
de problemas a fim de propiciar a seus alunos situagoes desafiadoras
que os motivem a busca de informacoes, a definicdo de estratégias,
questionamentos quanto as préprias ideias, analise e reestruturacao do
préprio processo de solugdo, comunicagdo e troca de conhecimentos,
tarefa coletiva, autoavaliagdo. (SOUZA, 2010, p.60)

A seguir, sera abordado a metodologia da ED em complementariedade com a TSD,
apresentando os elementos de ordem epistemologica, cognitiva e didatica numa vertente
francesa da DM, com o intuito de assimilar como esses aspectos estao inseridos e como

interferem no processo de ensino da Matematica.
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2.1 A Engenharia Didatica e a Teoria das Situacoes Didaticas

A ED ¢é uma metodologia de pesquisa e teve sua génese no inicio dos anos 80 na
Franca, ela surgiu como decorréncia conhecida como DM, na qual, segundo Artigue et al.
(1995) ela é denominada

como uma forma de trabalho comparado com o trabalho de um engenheiro
que, para realizar um determinado projeto, se baseia em conhecimentos
cientificos de sua area e aceita a submeter-se a um controle do tipo
cientifico. Porém, ao mesmo tempo, se encontra obrigado a trabalhar com
objetos muito mais complexos que objetos refinados das Ciéncias e, por
tanto, tem que abordar praticamente, com todos os meios disponiveis,
problemas que a ciéncia nao deseja ou nao pode assumir. (ARTIGUE et
al., 1995, p.33-34)

A ED valoriza as producoes do professor permitindo que o mesmo utilize suas
producoes matematicas “em pesquisas que estudam os processos de ensino e aprendizagem
de um dado objeto matematico e, em particular, a elaboragao de génesis artificiais para um

dado conceito.” (ALMOULOUD, 2007, p.171). E ainda, Oliveira e Alves (2019), segundo o
pensamento de Artigue et al. (1995), relatam ainda que:

A ED é um percurso metodolégico experimental fundamentado em si-
tuagoes de ensino, com énfase na sala de aula, onde se podem realizar
sequéncias didaticas, as quais sao concebidas, observadas e analisadas
considerando duas tipologias: a microengenharia inerente aos fenémenos
da sala de aula e a macroengenharia, que abrange os aspectos metodolé-
gicos e institucionais para a execugdo de situacoes diddticas (OLIVEIRA;
ALVES, 2019).

Artigue et al. (1995) estrutura a ED em quatros fases consecutivas, sendo estas:
analises preliminares, concepcao e analise a priori, experimentacao e analise a posterior:
e validacao. Vale salientar que, a experimentacao desta pesquisa tem suporte na TSD

servindo como aparato para a analise dos dados.

Esta metodologia proporciona ao professor, através da investigacao, a antecipagao
dos obstéaculos e dificuldades que poderao ocorrer sob determinada situagao de ensino.
Segundo Pommer (2013) é possivel obter essa antecipagdo, durante a andlise preliminar.
Na fase de experimentacao serao proposta situagoes-problemas para os alunos. Para isso,
¢é necessario ter variaveis didaticas relevantes que direcionem o processo de aprendizagem
dos estudantes e permitam que o professor estimule a criatividade e a independéncia dos
mesmos na formulac¢ao das solugbes, partindo de seus conhecimentos prévios e intuitivos.
Na fase da analise a posteriori, é feita uma comparagao entre os objetivos definidos
inicialmente e o desempenho dos alunos na situacao que lhe foi apresentada, com o intuito

de validar as hipoteses didaticas estabelecidas.

Por outro lado, a TSD é um modelo tedrico, desenvolvida por Brousseau (1976), com
o intuito de investigar situagoes que visam o conhecimento e as relagoes existentes entre a

triade de ensino (professor-aluno-saber). Segundo Oliveira e Alves (2019) a TSD “tem a
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finalidade de estimular o cognitivo do aluno no sentido de desenvolver um conhecimento

matemadtico tedrico, através da realizacao das fases de acao, formulacao e validacao™

Com isso, serao discutidas a seguir as fases da ED e os aspectos epistemologicos,

cognitivos e didaticos, articulando com as etapas dessa metodologia abordada na pesquisa.

2.1.1 Analises Preliminares

Almouloud (2007) diz que a fase de Analise Preliminares é caracterizada como o
primeiro nivel de organizacdo da ED, com o intuito de identificar os problemas relacionados
ao ensino e aprendizagem do objeto de estudo. Com isso, é realizado um estudo bibliografico,
por meio de: artigos, teses, dissertacoes, revistas, dentre outras fontes sobre determinado
conceito que o professor pretende ensinar, uma “analise epistemologica do ensino atual e
seus efeitos, das concepgoes dos alunos, dificuldades e obstaculos, e analise do campo das
restrigoes e exigéncias no qual vai se situar a efetiva realizagao didatica” (ALMOULOUD;

SILVA, 2012). E ainda, acentua-se:

Nesta analise preliminar é feita uma revisao bibliografica envolvendo as
condicOes e contextos presentes nos varios niveis de producao didatica
e no ambiente onde ocorrerd a pesquisa, assim como uma andlise geral
quanto aos aspectos histérico-epistemologicos dos assuntos do ensino a
serem trabalhados e dos efeitos por eles provocados, da concepgdo, das
dificuldades e obstaculos encontrados pelos alunos dentro deste contexto
de ensino (POMMER, 2013, p.23).

Segundo Santos ¢ Alves (2017) esta fase parte de uma andlise dos contetidos que
serao fragmentados em trés dimensoes inerentes ao objeto de pesquisa, fundamentando-se
em um quadro tedrico, sao elas: Epistemolégica, que esta relacionada com o saber em
estudo, podendo ser observada sua evolucao historica e os obstaculos relativos a sua
natureza; Didatica, relativa as caracteristicas de ensino; Cognitiva, referente a analise de

questoes concernentes aos conhecimentos dos alunos sobre o objeto de estudo.

No a&mbito epistemoldgico matemético, Bachelard (1996) afirma que "o conhecimento
adquirido pelo esfor¢o cientifico pode declinar. (...) A partir dai, a atividade espiritual
se inverte e se bloqueia. Um obstaculo epistemolégico se incrusta no conhecimento nao
questionado". Com isso, evidencia-se a importancia do obstaculo epistemoldgico no que
concerne ao processo historico e evolutivo do conhecimento, porém eles sao ignorados
explicitamente, quando se discute o saber ensinado e/ou aprendido (ALMOULOUD, 2007,
p.139). Por outro lado, Oliveira (2018) ressalta que:

quando se busca compreender o conceito de obstaculos epistemolégicos,
tomando como referéncia o desenvolvimento dos conceitos matematicos,
se faz necessario levar em consideracdo a existéncia de dois processos
distintos: o primeiro, que esta associado a fase inicial da descoberta das
nogdes e concepgoes matematicas, e o segundo, que se refere a forma
(redigida), na qual se representa os conceitos construidos. (OLIVEIRA,
2018)
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Com isso, ressalta-se que esses obstaculos sdo importantes para o processo histérico
e evolutivo do conhecimento. Além disso, quando se pretende compreender os obstaculos,
¢ necessario que sejam levados em consideracao dois processos distintos: descoberta de
noc¢oes matematicas e conceitos matematicos. Visto isso, ¢ importante evidenciar que
o professor tenha um dominio sobre o conteido, uma vez que ele vai abordar a parte
historica do objeto estudado desde o inicio, e ndo apenas as férmulas que serao utilizadas,

isso mostra que o aluno podera ter um aprendizado bem amplo.

Vale ressaltar que, a sequéncia adotada de forma generalizada epsitemologicamente
em torno de conceitos matematicos, ela deve ser prevista a partir de casos particulares,
demonstrada em um processo lento e levantando indagagoes, reflexoes, avancos e retrocessos
(PAIS, 2011, p.49). Por outro lado, é necessério realizar um longo processo de investigacao
em torno do objeito matemaético, realizando assim um plano pedagdgico. Com isso, Alves
(2016¢) apresenta que no plano pedagdogico:

(...) vale a adverténcia do cardter epistemoldgico que reside em imprimir
ao raciocinio do estudante, o cardter monossémico e inferencial, carac-
teristico das teorias formais. (...) Assim como os teoremas e as teorias
fundantes, que conferem seu cardter de certeza, se mostram entrelaca-
das com uma “teia epistémica” de concepc¢Oes e saberes que nao sao
negligenciados pela DM (ALVES, 2016¢, p.140-141).

Por fim, conclui-se que esta etapa permitirda ao professor/pesquisador fundamentar-
se, de acordo com diversos fatores, que poderao ocorrer durante a vivéncia em uma
determinada situagao didatica proposta. Portanto, esse levantamento de diversos obstacu-
los/dificuldades que impedird a evolucao da aprendizagem pelo estudante, é o que viabiliza
a construcao de uma boa situacdo de ensino. Assim, esta podera proporcionar a superacao

desses obstéaculos sendo determinante para a préxima fase (POMMER, 2013).

2.1.2 Concepcao e Analise a Priori

Sobre a Concepcgao e Andlise a Priori é caracterizada por Almouloud (2007) e Pais
(2011) como a escolha de varidveis didaticas, sendo elas: macrodidéticas ou globais; ou
microdidaticas ou locais. A primeira refere-se como a organizacao global da engenharia, ja
a segunda refere-se a organizacao de forma local, observando o que ocorre nas situagoes
didéticas em sala de aula. Como relata Almouloud e Silva (2012):

O pesquisador, orientado pelas andlises preliminares, delimita certo nu-
mero de variaveis pertinentes ao sistema sobre os quais o ensino pode
atuar, chamadas de varidveis de comando (microdiddticas ou macrodidd-
ticas) (ALMOULOUD; SILVA, 2012, p.26).

Para orientar a definicio das varidaveis Almouloud e Silva (2012) apresentam
trés pontos de extrema importancia, sao eles: descrever as escolhas efetuadas no local
comparando-as com as situagoes didaticas; analisar a situacao proposta para o aluno, em
funcao das possibilidades de agdo, selecao, decisao, controle e validagao; prever possiveis
comportamentos e tentar demonstrar como esta fase permitird controla-los. Com isso, o
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professor/pesquisador deve internalizar a possibilidade de transformar o conhecimento
cientifico em contetido a ser ensinado e devem ser elaboradas hipoteses didaticas e situagoes-
problema que serao aplicadas aos alunos. Assim:

Essas situagdes-problema devem permitir ao aluno investigar e distinguir
caminhos para resolver problemas, adquirir novos conhecimentos/saberes
e estratégias de resolugao. Essas situacdes-problema devem auxiliar o
aluno na construgdo de conhecimentos e saberes, e no desenvolvimento
de habilidades, como, por exemplo, saber ler, interpretar e utilizar repre-
sentacdo matematica em demonstragoes de propriedades e teoremas etc.
(ALMOULOUD, 2007, p.176)

Portanto, o professor/pesquisador deve elaborar uma sequéncia de situac¢oes didati-
cas, com base nas variaveis tomadas, evidenciando o objeto de estudo que sera explorado
com o intuito de que o aluno solucione a situagao proposta e reflita, discuta e evolua
matematicamente. Caso aconteca algum entrave do aluno no momento da resolucao do
problema, o professor apresentara subsidios, uma vez que tal comportamento podera ter

sido previsto, para a conducao e de forma construtiva, o aluno ira supera-los.

2.1.3 A Teoria das Situacoes Didaticas

A TSD foi iniciada na década de 60 na Franga, iniciada por Brousseau (1986) com
vista em estudos sobre o construtivismo em pedagogia, oriundos da teoria da epistemologia
genética de Piaget. Freitas (2015) ressalta que Brousseau ampliou ao trabalho didatico da
problematizacdo matematica um tratamento cientifico, além de sugerir que também ocorre
aprendizagem adaptando-se a um meio, mesmo cercado de controvérsias e desequilibrios.
Desse modo, verifica-se que essa teoria se contrapoe ao modelo da didatica classica, pautada

num ensino que prioriza a exposicdo de contetudos sistematizados e de forma axiomatica.

A TSD é caracterizada como uma série de situagoes reprodutiveis, denominada
como situagoes didaticas, que permitem momentos de interagdo entre: o professor, o aluno
e o saber, no meio organizado (milieu) (ver Figura 1). Com isso, tem-se que "o objeto
central de estudo nessa teoria nao ¢ o sujeito cognitivo, mas a situacao didatica na qual
sao identificadas as interagoes estabelecidas entre professor, aluno e saber'(ALMOULOUD,
2007, p.31-32). Assim, Freitas (2015) diz que essa teoria é considerada como uma referéncia
no processo de aprendizagem matematica, pois envolve o aluno, o professor e o conhecimento
matematico em torno da valorizacao dos saberes mobilizados pelo aluno e seu envolvimento

na construcao desses conhecimentos.
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Figura 1 — Triangulo Didatico.

Saber

Epistemologia do
professor

A relagdo do aluno
com o saber

Professor Aluno

Relagao pedagogica

Fonte: Brousseau (2008), adaptado.

Ao observar o tridngulo, é notério que existem as relagoes entre saber-professor,
professor-aluno e professor-saber. Neste triangulo, o meio (milieu) pode ser representado
pelo interior do triangulo, na qual, o papel do meio ¢é essencial durante as interagoes

professor-aluno-saber, pois permitird a evolugdo do conhecimento do aluno.

Evidencia-se a relacao entre professor e aluno, denominada por relagao pedagégica
pode dar suporte ao aluno para que ele tenha condigoes de se apropriar da significacao do
saber matematico, sem esquecer que a metodologia empregada no momento da exposi¢ao do
conteudo e a estruturacao das atividades que serao apresentadas nas situacoes didaticas pré-
planejadas pelo professor, sao fatores essenciais para despertar o interesse e o envolvimento
do estudante vislumbrando um saber matematico construido e alicer¢ado cientificamente.
Assim, uma situagao didatica foi definida por Brousseau (1986, apud Freitas, 2015), como:

[...] um conjunto de relagdes estabelecidas explicitamente e ou impli-
citamente entre um aluno ou um grupo de alunos, num certo meio,
compreendendo eventualmente instrumentos e objetos, e um sistema
educativo (o professor) com a finalidade de possibilitar a estes alunos um
saber constitu{do ou em vias de constituicao [...]. (BROUSSEAU, 1986,
p.8)

Outro fator a ser evidenciado é as nogoes de situacoes didaticas e adidaticas.
Na situagao didatica Pommer (2013, p.16) salienta que: "as situagoes didaticas abrem a
possibilidade do aluno vivenciar uma mudanga do ponto de vista didatico, o que favorece a
construcao de uma nova relagao deste com o saber, relagao que coloca o aluno numa postura
construtiva: o autor do préprio conhecimento', ou seja, o aluno é motivado a participar do
processo de aprendizagem, desenvolvendo determinada autonomia. Na situacao adidatica,
a estratégia pedagogica nao é revelada. Freitas (2010) explica a relevancia dessa situagao,
assim tem-se:

As situagoes adidaticas representam os momentos mais importantes da
aprendizagem, pois o sucesso dos alunos nelas significa que ele, por seu
mérito, conseguiu sintetizar algum conhecimento. Nesse sentido, elas nao
podem ser confundidas com as chamadas situagdes nao-didaticas, que sdao
aquelas que nao foram planejadas visando uma aprendizagem (FREITAS,
2010, p.86).
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Relacionando as atividades de ensino com o saber matemético Brousseau (1986)
decompos a TSD em quatro fases distintas, a saber: acao, formulacao, validagao e instituci-
onalizagdo. As trés primeiras fases sdo caracterizadas como situagoes adidaticas, uma vez
que o aluno ¢ o autor da sua aprendizagem e interage com o meio, ja na institucionalizacao,
o professor retoma a fungao principal. De acordo com Almouloud (2007), tem-se que a
dialética de agao é definida como:

Uma boa situagao de agdo nao é somente uma situacao de manipulagao
livre ou que exija uma lista de instrugdes para seu desenvolvimento. Ela
deve permitir ao aluno julgar o resultado de sua agfo e ajusta-lo, se
necessario, sem a intervencdo do mestre, gragas a retroagdo do milieu.
Assim, o aluno pode melhorar ou abandonar seu modelo para criar
um outro: a situagdo provoca assim uma aprendizagem por adaptagao
(ALMOULOUD, 2007, p.37).

Desse modo, o aluno toma suas decisoes por agoes sobre o milieu. "Nesse momento,
o aluno tem a liberdade de interagir sem precisar seguir regras, ou seja, o aluno pode
refletir no resultado de sua acao e ajusté-lo"(OLIVEIRA, 2018, p.32).

Posteriormente tem-se a dialética de formulacao, nesta fase sdo apresentadas
interagoes existentes em determinada atividade proposta, resultando em uma estratégia
de resolucgao, seja ela: escrita ou oral, em linguagem natural ou matematica. Essa situacao
¢é caracterizada pela troca de saberes entre alunos e outros individuos. Teixeira e Passos
(2013) diz que nessa fase:

Ocorre troca de informagao entre o aluno e o milieu, com a utilizagdo de
uma linguagem mais adequada, sem a obrigatoriedade do uso explicito
de linguagem matematica formal, podendo ocorrer ambiguidade, redun-
déncia, uso de metéaforas, criagdo de termos semiolégicos novos, falta de
pertinéncia e de eficacia na mensagem, dentro de retroac¢oes continuas;
os alunos procuram modificar a linguagem que utilizam habitualmente,
adequando-a as informacdes que devem comunicar (TEIXEIRA; PASSOS,
2013, p.165).

Durante a dialética da validacao, o aluno deve provar a validade do modelo por ele
criado, buscando justificativas mais precisas, como explicacio, prova ou demonstracao, que
torne seu modelo pertinente perante ao grupo no qual o aprendiz esté inserido. Segundo
Teixeira e Passos (2013), tem-se que:

Os alunos tentam convencer os interlocutores da veracidade das afirma-
¢oes, utilizando uma linguagem matemética apropriada (demonstragoes);
as situacoes de devolucdo, acdo, formulacao e validacao caracterizam a
situacao didatica, em que o professor permite ao aluno trilhar os cami-
nhos da descoberta, sem revelar sua intencao didatica, tendo somente o
papel de mediador (TEIXEIRA; PASSOS, 2013, p.165-166).

O docente, caso julgue necessario, pode solicitar mais explicagoes objetivando
aceitar ou refutar a solugao apresentada pelo discente. Portanto, é nesse momento que

ocorre o debate entre os alunos e entre alunos e professor.
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Na tltima fase, na dialética da institucionalizagao, segundo Almouloud (2007, p.40),
nessa situacao "o professor fixa convencionalmente e explicitamente o estatuto cognitivo
do saber". E ainda, Teixeira e Passos (2013) diz:

Em que a institucionalizacao do saber é destinada a estabelecer conven-
¢oes sociais e a intenc¢do do professor é revelada. O professor, ai, retoma
a parte da responsabilidade cedida aos alunos, conferindo-lhes o estatuto
de saber ou descartando algumas produgoes dos alunos e definindo, assim,
os objetos de estudo por meio da formalizacio e da generalizacio. E

na institucionalizacdo que o papel explicito do professor é manifestado:
o objeto é claramente oferecido ao aluno (TEIXEIRA; PASSOS, 2013,
p.-166).

Apods a institucionalizacao, o saber torna-se oficial e os alunos podem adiciona-
los a seus esquemas mentais, disponibilizando-os para serem utilizados na resolugao de

problemas matematicos.

Portanto, a TSD concedera o estabelecimento de uma modelagem de situacao
didatica que permite ao aluno participar de forma efetiva da elaboracgao e fixacao da
cognicao, estabelecendo condigoes para se desenvolver novos conhecimentos embasados
nas experiéncias adquiridas com o meio e com os integrantes das sessoes didaticas em que

foram participantes.

2.1.4 Experimentacao

Na fase de Experimentacao sao colocadas em pratica as situacoes didaticas, re-
alizando a aplicagao das situacoes-problema de acordo com os objetivos da pesquisa e,
baseados na T'SD, com o propdsito de possibilitar a constru¢ao do conhecimento de forma
autonoma pelo aluno, com o minimo de interferéncia do professor, disponibilizando meios

e ferramentas que lhe auxiliem nesta caminhada.

De acordo com Almouloud, Queiroz e Coutinho (2008) a fase da experimentagao

"é 0 momento de se colocar em funcionamento todo o dispositivo cons-
truido, corrigindo-o se necessario, quando as anédlises locais do desenvol-
vimento experimental identificam essa necessidade, o que implica em um
retorno a andlise a priori, em um processo de complementagao. Ela é
seguida de uma fase de analise a posteriori que se apoia no conjunto
de dados recolhidos durante a experimentacao: observacoes realizadas
sobre as sessoes de ensino e as producgoes dos alunos em sala de aula
ou fora dela. Esses dados sao, as vezes, completados por dados obtidos
pela utilizagdo de metodologias externas: questionarios, entrevistas in-
dividuais ou em pequenos grupos, realizadas em diversos momentos do
ensino"(ALMOULOUD; QUEIROZ; COUTINHO, 2008, p.67-68).

E ainda, é nesta fase que deve ser estabelecido um contrato didatico (BROUSSEAU,
1982), que consiste em um acordo pedagdgico entre alunos e professor durante a interagao

no ambiente de ensino. Por fim, é realizada uma coleta de dados, "nesta coleta, foi
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possivel fazer uso de varios instrumentais, tais como relatérios, registros fotograficos,
produgoes dos alunos, entrevistas, dentre outros recursos, a fim de formarmos o corpus
da pesquisa"(SANTOS; ALVES, 2017). Vale salientar que, para que seja possivel realizar
a coleta de dados, foi apresentado o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (ver
Apéndice E) para que os alunos voluntérios tivessem livre adesdao ao processo de pesquisa
durante esta fase.

Em relacao ao contrato didatico este é considerado como uma relagao que determina

o que cada professor e aluno tem a responsabilidade de administrar. A respeito do contrato
didatico Brousseau (1986 apud D’AMORE, 2007a, p.71) relata que:

Em uma situacao de ensino, preparada e realizada por um professor,o
aluno tem, em geral, como tarefa, de resolver um problema (matemé&tico)
que lhe é apresentado, mas o acesso a essa tarefa é feito através da
interpretacao de perguntas colocadas, das informagoes fornecidas, das
obrigagoes estabelecidas que sdo constantes da maneira de ensinar do
professor. Esses habitos (especificos) do professor esperados pelo aluno
e os comportamentos do aluno esperados pelo professor constituem o
contrato diddtico (BROUSSEAU, 1986 apud D’AMORE, 2007a, p.71).

Vale salientar que nem sempre o contrato didatico é efetivado, pois pode ocasionar
o desinteresse do aluno pela resolucao das situagoes-problema propostas pelo docente,
havendo assim, uma ruptura do contrato. Com isso, é realizada a fase de experimentacao,

permitindo que a pesquisa seja validada ou refutada na etapa final da ED.

2.1.5 Transposicao Didatica e Contrato Didatico

Com o intuito de complementar a compreensao dos elementos epistemoldgicos,
cognitivos e metodologicos discutidos nas se¢oes anteriores, numa perspectiva da DM,
apresentaremos as concepcoes sobre a transposicao didatica e o contrato didatico. O
conceito de Transposicao Didatica foi definido no apice da DM, criando por Chevallard
(1998) para analisar o sistema didatico, em que afirma que:

Um conteido do conhecimento, tendo sido designado como saber a
ensinar, sofre entdo um conjunto de transformacoes adaptativas que vao
torna-lo apto a tomar lugar entre os objetos de ensino. O trabalho que,
de um objeto de saber a ensinar faz um objeto de ensino, é chamado
transposicdo didatica (CHEVALLARD, 1998, p.39).

Podemos ainda expor o ponto de vista de D’Amore (2007b, p.225) em que ele afirma
que "o conceito de transposicao didatica nasce da relatividade do saber no interior do qual
se apresenta. Mais especificamente |[...] & adaptagdo do conhecimento mateméatico para
transforma-lo em conhecimento a ser ensinado. "Noronha (2020) relata que no processo
de transposicao didatica ocorre uma transformacao de conhecimentos, com o intuito de

contribuir para o processo evolutivo e histérico do conhecimento cientifico.

Numa perspectiva didatica, Almouloud (2007, p.113) relata que a transposi¢ao

didatica procura investigar epistemologicamente os “objetos de saber”, que podem ser



42 Capitulo 2. REFERENCIAL TEORICO

classificados em: paramatematicos e matematicos. Esses objetos sao aplicados para o
estudo de outros objetos matematicos, diferindo apenas que os objetos matematicos
"podem estudar também a si mesmo, e os objetos paramatematicos, que apesar de nao
terem oficialmente a funcao de estudar objetos, possuem propriedades para resolver questoes
matematicas"(OLIVEIRA, 2018, p.34-35).

2.1.6 Analise a Posteriori e Validacao (Interna e Externa)

Com o propésito de consolidar a pesquisa, Almouloud e Silva (2012) relatam que
na etapa final de analise a posteriori, é realizada a analise dos dados recolhidas durante
a etapa de experimentacgao, tais como: relato de observagoes, registros fotograficos das
produgodes escritas e gravagoes das entrevistas com os alunos. Segundo Pommer (2013), a
analise a posteriori:

(...) se caracteriza pelo tratamento dos dados colhidos e a confrontacao
com a analise a priori, permitindo a interpretagio dos resultados e em que
condigoes as questdes levantadas foram respondidas. Assim, é possivel
analisar se ocorrem e quais sdo as contribuigées para a superacao do
problema, caracterizando a generalizacao local que permitira a validacao
interna do objetivo da pesquisa (POMMER, 2013, p.26).

E ainda, ¢ realizada a validacao, sendo entao concretizada a partir de uma com-
paragao entre o que foi definido na analise a priori com o que foi coletado na anélise
a posteriori, para que sejam validadas as hipoteses durante a investigacao. Todavia, a
ED admite dois tipos de validagao: interna e externa. Segundo Laborde (1997, p.105) a
validagao interna implica em “uma descri¢ao genérica da classe ou das condutas e tipos
de producao majoritaria na classe, estudo de sua evolugao e verificacao de sua adequa-
¢ao no que concerne ao esperado dos estudantes”. A validagdo externa segundo Laborde
(1997) assegura-se na comparagao dos alunos antes e depois da sequéncia que foi aplicada,
mais especificamente apods a fase de experimentacao, a sequéncia aplicada pode ter sido
realizada por meio de entrevistas individuais, ou em grupo, ou questionarios, bem como
na comparacao entre as produgoes dos alunos internos a sequéncia didéatica e dos alunos

externos a esse contexto didatico.

Portanto, para Pommer (2013, p.26) sobre o uso da ED como metodologia de
pesquisa tem “a possibilidade de prover a fundamentagao tedrica para que o professor
conhega o significado e amplie o leque de opg¢oes, formando elo de ligacao entre a teoria
e a pratica de sala de aula”. Com isso, esta pesquisa abordou uma quantidade pequena
de alunos participantes (8 alunos), os quais foram avaliados em um curto periodo de
aplicacao e avaliacao, e as producoes nao foram comparadas com outras externas a esta
pesquisa, sendo realizada a validacao interna. Na secao seguinte é realizado o campo

epistémico-matematico da pesquisa, o qual foi posto para os alunos como forma de aula.
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2.2 Numeros Hibridos e Hipercomplexos

Nesta secao apresentaremos o conjunto dos Numeros Hibridos, estudos sobre esse
novo conjunto numérico foram realizados inicialmente por Ozdemir (2018) e logo mais
estudado por Carvalho (2019).

A partir de Ozdemir (2018) é definida uma generalizacio dos complexos, hiperbélicos
e numeros duais, nessa generalizacao ele apresenta um sistema de nimeros que consiste
na juncao dos trés sistemas numéricos ja mencionados, como podemos ver na Figura 2,
estando esses nimeros combinados ou mistos entre si, onde foi nominado de NH, ao invés

de niimeros generalizados.

Figura 2 — Diagrama dos conjuntos numéricos.

K Nameros Hibridos

C Nameros Complexos

R Nameros Reais

P

Nuameros Hiperbélicos

D

Numeros Duais

Fonte: Elaborado pela autora.

A geometria dos NH, conhecida como geometria hibridiana é uma geometria mais
geral, que surge a partir da combinacao entre as geometrias dos planos euclidianos, de
Minkowski e de Galileu. A geometria hibridiana pode ser classificada em esférica, hiperbdlica
e euclidiana de acordo com o tipo de ntimero, sendo aqui estudada separadamente, sendo

o plano hibridiano um subespaco bidimensional de R*.

Definicdo 1. O conjunto dos niimeros hibridos é denotado por K, assim (OZDEMIR,
2018):

K={z=a+bi+cc+dh:abecdcRi*=—-1,=0h*=1ih=—hi=c+i}

Este conjunto de nimeros pode ser pensado como um conjunto com quatro elemen-
tos, onde "a” é a parte real, "b” é a parte complexa, "c” é a parte dual e a ’d” é a parte

hiperbdlica que sdo definidos, respectivamente, como:

14 (1,0,0,0),i <+ (0,1,0,0),e + (0,0,1,0), h < (0,0,0,1)
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A partir da definigdo podemos apresentar algumas propriedades e operagoes com
os NH.

Considerando z; e z3 dois NH, definidos como:
21 =a; + bll + Cci1€ + dlh,
2o = Qg + bQZ + Co€ + dgh,
podemos efetuar as seguintes operagoes:
1. Dois NH sao iguais se todos os seus componentes forem iguais, um por um;

21 =29 a1 = ag, by = by, 01 = co,dy = dy

2. A adigao de dois NH ¢é definida somando seus componentes:

z1 + Z9 = (CLl + CLQ) + (bl + bg)l + (Cl + CQ)E + (dl + dg)h

3. A operagao de adi¢do nos NH é comutativa e associativa;

4. A subtragdo de dois NH é definida subtraindo seus componentes:

21— 29 = (Cll — CLQ) + (bl — bg)'l + (Cl — 62)5 + (dl — dg)h

5. A multiplicacao de um escalar, s € R por um NH, é definida multiplicando o escalar

com os componentes do NH:

s$z1 = say + sbyt + scie + sdih

6. Zero ¢é o elemento neutro para a adicao dos NH;

7. O elemento simétrico de z é —z, que é definido como tendo todos os componentes

de z alterando seus sinais;

—z=—a—bi —ce—dh
8. Com isso, tem-se que (K, +) é um grupo abeliano (comutativo).

O produto hibrido é obtido distribuindo-se os termos a direita, preservando a ordem
de multiplicagao das unidades e depois escrevendo os valores dos seguintes, substituindo
cada produto de unidades pelas igualdades i = —1,e2 = 0,h? =1 e ih = —hi = € + 1.
Usando essas igualdades, podemos encontrar as unidades mistas conforme a Tabela 1 e

conseguimos realizar o produto de quaisquer duas unidades hibridas.
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Tabela 1 — Tabela de multiplicacao para K.

-1 1 € h
111 1 € h
1)1 -1 1—h|e+i
ele| 1+h 0 — €
hlh|—¢e—t 3 1

Fonte: (OZDEMIR, 2018)

Ozdemir (2018) ressalta que a Tabela 1 mostra que a operacao de multiplicacao

nos NH nao é comutativa, mas tem a propriedade de associatividade.

Carvalho (2019) tomou dois NH, z; = a; +bii+cie+dih e 23 = ay+byi+ coe + doh,
sendo 2 = —1, €2 =0 e h? = 1, o autor realizou a multiplicacao desses dois NH. Assim

pode-se observar que:

Z1.R9 = (CLl + bll + ci1€ + dlh).<a2 + ng + Co€ + dzh)

2120 = 10y + aibai + a1cae + ardah + byagi + biboi® + bicyie + bidaih + ciase + c1byei +

c1098% + crdaeh + dyash + dybohi + dycohe + dydah?

= ajas — biby + 0+ didsy + (a1bs + bras)i + (a1ca + c1a2)e + (ar1dy + dyaz)h +
bica(1 — h) 4+ c1ba(h + 1) + c1da(—¢) + dicae + diba(—e — i) + bida(e + 1)

= ajas — biby + 0+ dids + (a1by + bras)i + (a1ca + c1a2)e + (a1dy + dyaz)h +
bico — bicoh + c1boh + c1by — c1dse + dycoe — diboe — dybot + bydae + bidai

= (a1ay — biby + dids + bico + c1b2) + (a1bg + bras — diby + bidsy)i +
+(aico + c1ay — c1dy + dycy — dyby + bids)e + (ayds + dyas — bica + c1bo)h

Com isso pode-se apresentar um termo geral para o produto z;.z5, na qual z; e 29
sao dois NH, isto é:
Z1.%22 :M+NZ+P€+Qh,

onde M = a1 — blbg —+ dldg + b102 + Clbg, N = Cllbg + b1(L2 — dlbg —+ bldg, P = a1Co +
C1Q9 — Cldz + d102 — dle + bldg [§ Q = a1d2 + dlCLQ — b102 + Cle.

Além do mais pode-se definir o conjugado de um nimero hibrido z = a+bi+ce +dh.

Definicao 2. O conjugado de um nimero hibrido z, denotado por Z, é definido por:

Z=a—bi —ce— dh.

Pode-se ainda apresentar as seguintes propriedades para o conjugado:

Propriedade 1. O conjugado da soma de dois NH € igual a soma dos seus conjugados.
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Demonstracao. Tomando dois NH: 2y = ay + b1i + cre + dih e 20 = ag + bai + coe + doh e

efetuando sua soma, temos:
21+ 29 = (a1 + CLQ) + (bl + bg)l + (Cl + 02)8 + (dl + dg)h
E ainda, pela definicao de conjugado, obtemos:

21+ 29 = (CLl + ag) — (bl + bQ)Z — (Cl + 02)8 — (dl + dz)h
= CL1+CL2—bli—bQi—Cl€—CQ€—d1h—d2h

= (CL1 — b1Z — C1€ — dlh) + (CLQ — bQZ — C9& — dgh)

= Z1+ 2.
O
Propriedade 2. O conjugado do conjugado de z € z.
Demonstracao. Dado z = a + bi + ce + dh e Z = a — bi — ce — dh, tem-se que
zZ = (a—bi—ce—dh)
= a+bi+ce+dh
= z.
O

Propriedade 3. Dado um niumero complexo z, verifica-se a sequinte iqualdade 2Z = Zz.

Demonstracao.

2Z = (a+bi+ce+dh)(a—bi—ce—dh)
= a® — abi — ace — adh + bai — b*i* — beie — bdih + cas — cbei — *e* — cdhe + dah —
dbhi — dche — d*h?
= a® — b%i* — 2bcie — 2bdih — 2cdhe — *® — d°h?
= (a—bi —ce —dh)(a+ bi+ ce+dh)

= Zz

O

Realizando o produto de um niimero hibrido z pelo seu conjugado Z, obtém-se o

carater do numero hibrido.

Defini¢do 3. O cardter do niimero hibrido, denotado por C(z), é definido por (OZDEMIR,
2018):
C(z)=a*+(b—c)?—c* —d*=a*+b* —2bc — d°.
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O ntimero real /|C(z)] serda chamado de norma do nimero hibrido z.

Defini¢do 4. A norma do nimero hibrido é definido por (OZDEMIR, 2018):

Iz = /122 = IC(2)| = y/]a? + b = 2bc — ).

Esta definicao da norma de um nimero hibrido é uma norma generalizada perfeita-

mente adequada as normas de um niimero complexo, hiperbélico ou dual. De fato,

1. Se z é¢ um nimero complexo (¢ = d = 0), entdo tem-se:

2] = a2+ (b-02-0-0
= va?+ b?

2. Se z é um ntmero hiperbdlico (b = ¢ = 0), entdo tem-se:

2] = a2 —0-0— |

=

3. Se z é um nimero dual (b =d = 0), entao

2l = la2+(0—c)2—c2—0)
= \/|a2+02—02—0|
= /|a?|
= |l

Defini¢ao 5. A representagio vetorial de um niimero hibrido z ¢é definido por (OZDEMIR,
2018):
v, = (a,(b—c),cd).

Por outro lado, um ntimero hibrido tem o seu vetor hibrido no espago de Minkowski
R3, esse espaco é definido como o espaco que ¢ usualmente o espago vetorial R? consistindo
de vetores {(x1, x2, x3)|T1, 2, 3 € R}, mas munido do produto interno (X,Y); = —x1y; +

ToYo + T3Y3.

Definigao 6. Para um nimero hibrido z tem-se o seu vetor hibrido, é um vetor do espago
de Minkowski R3, definido por (OZDEMIR, 2018):

& =(b-c),cd).
Pode ser escrito o cardter do vetor hibrido como:

Ce(2) = —(b—c)? + A+ d* = (£,,&.).
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Definicdo 7. A norma do vetor hibrido, denotada por n(z), é definida por (OZDEMIR,
2018):

n(z) = /|Cex| = /| = (b— )2 + 2 + 2.

Definicao 8. O inverso do nimero hibrido z = a + bi + ce + dh, com ||z|| # 0, € definido

como:

Ozdemir (2018) menciona que qualquer ntimero hibrido pode ser mostrado em
um sistema de coordenadas bidimensional como o sistema de coordenadas cartesianas. A
partir disso, apresentaremos um plano de coordenadas construido com o eixo real e o vetor
hibrido. Assim, o valor da parte escalar de um ntmero hibrido z corresponde ao eixo das

abscissas e o valor de 1/|C¢(2)| = 1(2) corresponde ao eixo das ordenadas, o eixo V ou
bi + ce + dh

n(2)
O sistema de coordenadas criado desta forma é chamado de sistema de coordenadas

eixo hibrido é formado pelo vetor hibrido unitario V' =

hibridianas, sendo as coordenadas hibridas de um ntimero hibrido dadas por:

Z = (x,y) = (a,n(z) = (a,\/| = (b= ) + & + &2|).
Com isso, tem-se o sistema de coordenadas hibridianas:

Figura 3 — Plano hibridiano.

v Eixo Hibrido

2=(a, n(z))

n) TR ?

Eixo Escalar

;
:
¢
¢

a

Fonte: Elaborado pelo autor com base em Ozdemir (2018).

Como os NH sao vetores num espago quadridimensional, a quarta dimensao sera
vista como uma dimensao auxiliar. E ainda, pode perceber-se que o plano que contém os
vetores hibridos é um hiperplano ortogonal a dimensao auxiliar e que este ¢ visto como o

espaco tridimensional usual.
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Figura 4 — Hiperplano hibridiano.

A S

N
a ,Z(Cl &

Cumplexy -
.
;4

Hiperbaolic ll: Dual

Fonte: (CARVALHO, 2019).

Quanto a representacao matricial para um nimero hibrido destaca-se a importancia
dessa representacao para facilitar a multiplicacdo de NH e provar muitas de suas caracte-
risticas. Por outro lado, os NH também podem ser definidos considerando a representagao

matricial.

Com isso, Carvalho (2019) relata que um isomorfismo de matrizes bem particular
dos nimeros hibridos foi escolhido para ser o mais apropriado possivel para sobrepor com
as representacoes matriciais dos nimeros complexos e hiperbolicos. Portanto, um sistema
numeérico hibrido se construiu baseando-se nas seguintes representacoes matriciais, que de

forma sutil formam uma base para o conjunto de matrizes 2 x 2.

10 . 0 1 1 -1 0 1
1+ R 1€ ih <
R S e R

Definicdo 9. A matriz p(z) € Msys € chamada de matriz hibrida correspondente ao
numero hibrido z.
De acordo com as matrizes dos niumeros complexos, duais e hiperbolicos, temos as sequintes

representagcoes matriciais:

10 , o 1| . |1 -1| = |01
s@(l):[o 1};¢(Z)=[_1 0}790(6)—[1 _1],w(h)—[1 0]

Com isso, tem-se:
a+c b—cH+d

e c—b+d a—-c

Assim, cada matriz 2 X 2 pode ser escrita como um composto de unidade, dual,
-1

1
complexo e hiperbolica. Observe que para os niimeros duais usaremos a matriz ! ) )

0 1
ao contrario de [ 00 ] que ¢é a forma matricial comum encontrada na literatura.
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Teorema 1. : O anel numérico hibrido K € isomorfo ao anel de matrizes reais Mayyo.

Demonstracao. Definindo ¢ : K — My, onde:

10 0 1 1 -1 01
e R e e
01 -1 0 1 -1 10

a+c b—c+d

L c—b+d a-—c

Vamos mostrar que ¢ ¢ um isomorfismo de anel. A partir da tabela 1 de adigdo e

multiplicagdo pode ser visto que as igualdades sao satisfeitas:

Plzize) = PuPz
Plzitz) = Pzt Pz
Agora precisa-se verificar se ¢ ¢é bijetiva.
Se ., = @,, para 21 = ay + b1t + c1e + dih e 29 = as + byt + coe + doh, entao a igualdade
das duas matrizes resulta em que a; = aq, by = by, c; = ¢35 € d; = ds, ou seja, temos que
21 = 29 € ¢ injetivo.
a

Por outro lado, para qualquer matriz real A = ha um nimero hibrido z =
c

a+d a+b—c+d\ . a—d b+c
( 5 )—F(#)H—( 5 >€+<T>h,ondegoz—A.

Entao ¢ é um isomorfismo de anel.

Com essas quatro representagoes matriciais pode-se fazer a multiplicacao dos NH.
A partir da definicao dos NH temos as igualdades ih = —hi = € + ¢ , que podem ser

demonstradas a partir de operagdes com as suas formas matriciais.

p(ih) = o(i)p(h)

o Jo 1]fo
=1 0]]10

B 10
o -1
Efetuando a segunda operacao, temos:
p(=hi) = —p(h)e(i)

[0 1
10
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E ainda,

ple+i) = @le)pli)

Assim, temos que as igualdades sao validas.

Teorema 2. Seja A uma matriz real 2 X 2 correspondente ao niumero hibrido z, entdo
temos que C(2) = detA e ||z|| = /| detA | (OZDEMIR, 2018).

Demonstracao.

a+c b—c+d

c—b+d a-—c
= a2 —act+ac—c —bc+b*—bd+ c* —bec+cd— cd+ bd — d?
= a4+ —2bc—d?
= |C(2) |

detA =

O

Em Ozdemir (2018) e Carvalho (2019) sdo apresentadas classificagdes para os NH.
Um NH pode ser: eliptico (complike), hiperbélico (hiperbolike) ou parabdlico (duallike).
Essa classificacao esta inteiramente relacionada ao tipo do nimero hibrido C¢. E ainda,
dependendo do sinal do carater dos NH, este niimero pode ser classificado como: spacelike,
timelike ou lightlike. Por fim, Ozdemir (2018) e Carvalho (2019) apresentam estudos mais
aprofundado sobre os NH em torno das representacoes polares dos NH, sua formula De
Moivre, raizes desses numeros, classificacdo matricial e uma representacao geométrica

desses niimeros a partir do software GeoGebra.

Por outro lado, temos que Harman (1981) apresentou inicialmente a relacao recor-
rente bidimensional e tridimensional e identidades dos niimeros de Fibonacci com o intuito
de compreender aspectos relevantes sobre a complexificacao do modelo de Fibonacci. Logo
mais, em Horadam (1993), Oliveira, Alves e Paiva (2017), Oliveira (2018), Vieira, Alves
e Catarino (2019a), sao definidas algumas relagoes recorrentes n-dimensionais de outras

sequéncias, as quais designam uma expressao generalizada para os nimeros hipercomplexos.

Os ntmeros hipercomplexos sao apresentados na forma G = (n,ng,ng, -+ ,n,)
com n variaveis. Para apresentar os niimeros hipercomplexos ¢é realizado um processo
evolutivo desses nimeros; a partir da sua forma unidimensional, é apresentada sua relacao

recorrente bidimensional, na qual, ¢ inserida a unidade imaginaria ¢ e na relacao recorrente
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tridimensional, inserindo as unidades imaginarias 7 e j e assim sucessivamente até sua

forma n-dimensional.

Defini¢ao 10. Seja um nimero hipercomplexo G = (n,ns,ng, -+ ,n,) com n varidveis,
para n > 2. Vale, além da componente imagindria i, o sequinte conjunto de unidades
imagindrias (pn = j, e =k, -+, pn—2) (OLIVEIRA, 2018).

Quanto as varidveis e sua notacao, tem-se que n = ny. Desse modo, sao definidos os

valores iniciais a sequir:

G(0,0,0,---,0) = 0
G(1,0,0,---,0) = 1
G(0,1,0,---,0) = i
G(0,0,1,---,0) = j
G(0,0,0,1,0,-+-,0) =
G(0,0,0,0,1,0,--,0) = us

G(070707"'7071) = Hn—2
G(1,1,1,---,1) = 1+i+m+pe+ -+ fns

G(0,1,1,---,1) = i+ 4+ fns
G(1,0,17-..’1) = 1—|—‘u/2_|_+luln
G(1,1,0,1---,1) = 14+i+ps+ps+- 4 oo

G(1,1,1,---,1,0) = L4i+pm+pe+-+ pps

Com isso, os numeros da forma G = (n,ng,ns,--- ,n,) devem satisfazer ds sequintes

condigoes n-dimensionais de recorréncia:

G(n+27n27'” 7nn) = G(n+17n27"' 7nn)+G(n7n27”. 7nn)
G(n7n2+27'” 7nn) = G(n7n2+17"' 7nn)+G(n7n27'” 7nn)
G(nanZan3+2a"'>nn) - G(n+1an2>n3+1a”'>nn)+G(n>n2an3a”'>nn)

G(nanZan?n"' ann+2) - G(n>n2an3a"' >nn+1)+G(nan2>n3>"' ann)

2.3 Sequéncias Lineares Recursivas

Uma sequéncia linear recursiva é aquela que apresenta uma quantidade infinita de

termos, sendo esses gerados por uma recorréncia linear, chamada de férmula de recorréncia
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que permite a realizacao do calculo dos seus termos usando antecessores imediatos. Porém,
essa recorréncia nao é a unica forma de definicdo de sequéncias lineares e recursivas, sendo

necessario ainda conhecer os seus elementos iniciais.

Em Lima et al. (2000) tem-se que uma sequéncia de primeira ordem onde possui
uma recorréncia de primeira ordem onde expressa x, 1 em funcdo de x,. Ela é dita linear
se, e somente se, essa fungao for de primeiro grau. As sequéncias de segunda ordem, com
coeficientes constantes, que tem recorréncias da forma x, o + px,11 + qr, =0 com q # 0
pois caso ¢ = 0 tem-se uma recorréncia de primeira ordem. Para cada recorréncia linear de
segunda ordem homogénea, com coeficientes constantes, expressa como &, 1o +pT,1+qT, =
0 esta serd associada a equacao do segundo grau, r? + pr 4+ ¢ = 0, denominada equacao
caracteristica. De forma andloga tem-se as sequéncias de terceira ordem com coeficientes
constantes que sao recorréncias da forma: x,,3 + rz,. o + pr,i1 + qr, = 0, em que
r,p,q € Z e com p # 0 ou q # 0. Cada recorréncia linear de terceira ordem homogénea,
com coeficientes constantes serd associada a equacao do terceiro grau 23 +rz? +pxr+q = 0,

denominada de equagao caracteristica.

De fato, para obter os termos de uma sequéncia desse tipo, faz-se necessario conhecer
os seus antecessores, exceto pelo fato de utilizarmos alguns métodos matematicos, os quais
permitem a obtencao desses elementos sem haver a necessidade de aplicar a férmula de
recorréncia, ou seja, através da matriz geradora ou outros mecanismos (ERCOLANO,
1979).

Larcombe, Bagdasar e Fennessey (2013) ressaltam a importancia das sequéncias
lineares recursivas pois sao facilmente encontradas na area de matematica, principalmente
na area de teoria dos nimeros e podem ter aplicabilidade em varias areas, tais como:
biologia, fisica, ciéncia da computacao entre outras. Vale salientar que, todas as sequéncias
apresentadas neste trabalho serao de segunda e terceira ordem. E ainda, baseado no
trabalho Alves et al. (2020), posteriormente apresentaremos brevemente a parte historica

de cada sequéncia que sera abordada neste trabalho.

2.3.1 Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci foi criada pelo matemético Leonardo Pisano (1180-
1250) conhecido como Fibonacci ou “filho de Bonaccio” nascido em Pisa na Toscania
(Italia) (ver Figura 5) (SANTOS, 2017). Posamentier ¢ Lehmann (2007) relatam que
Leonardo acumulou experiéncia nos campo da Aritmética e da Algebra devido as suas
viagens. Oliveira (2018) menciona que Fibonacci iniciou os seus estudos de matematica
com professores islamicos, ele teve a oportunidade de ter contato com os procedimentos
matematicos orientais, com os métodos algébricos arabes e os numerais indo-arabicos e

ainda assimilou numerosas informacoes aritméticas e algébricas.
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Esta sequéncia foi inserida na época da Idade Média na Europa, destacando o
movimento das cruzadas, com o viés de planejar ataques contra os muc¢ulmanos no Egito.
Leonardo ainda adquiriu experiéncias nas areas de Algebra e Aritmética, sendo lembrado

em razao do problema da reproducao dos coelhos imortais, gerando assim a sequéncia de
Fibonacci (POSAMENTIER; LEHMANN, 2007).

Figura 5 — Leonardo Pisano (Fibonacci)

Fonte: Silva (2017, p.3).

Em 1200 ele voltou a Pisa e passou 25 anos escrevendo trabalhos com todo
conhecimento adquirido em suas viagens. Fibonacci escreveu 5 obras, sendo quatro livros
e uma carta e, no livro Liber Abacci, em 1202, ele escreve um dos problemas proposto:
“Quantos pares de coelhos serdo produzidos num ano, comecando com um sé par, se em

cada més cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do segundo més?”
(BOYER, 2006).

Ao responder essa pergunta encontra-se uma sequéncia de nimeros, sequéncia esta
que sera chamada de sequéncia de Fibonacci, ela satisfaz a seguinte relacao de recorréncia:
F,=F,1+F,2n>2neN com Fy=0e F; =1 os seus valores iniciais (ALVES,
2016b). A sua equacdo caracteristica ¢ dada por > —x — 1 = 0, onde a sua solugio positiva
é dada pelo nimero de ouro ( aproximadamente 1,61) e a outra solugao é dada por um
numero negativo. O nimero de ouro representa ainda a relagdo de convergéncia entre os
termos vizinhos desta sequéncia. Temos entao que a situacao-problema dos coelhos, a

sequéncia e a recursividade matematica marcam a génese do Método de Fibonacci.

Por outro lado, Alfred (1965), Hoggatt (1969), Vorobiov (1974) e Koshy (2001)
apresentam estudos, essencialmente matematicos, nos quais sao discutidas algumas de suas
propriedades elementares. Uma discussao apresentada ¢ a matriz de Fibonacci, na qual
a matriz () elevada a n-ésima poténcia, obtém-se os termos de Fibonacci. Assim, tem-se
Fop Fy

, para todo n € N*.
Fn Fn—l

11
que: para ) = [ Lol tem-se que Q" =

Existe uma representacao geométrica desses numeros, onde sao inseridos dois
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quadrados com lados inicialmente iguais a 1, com isso, ¢ inserido um novo quadrado de
acordo com o maior lado do poligono formado com a juncao dos dois quadrados iniciais,
dando o nome de espiral de Fibonacci ou espiral aurea de Fibonacci, como mostrado na

Figura 6.

Figura 6 — Espiral de Fibonacci.

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

Iniimeros sao os problemas e as aplicagoes dessa sequéncia, existindo ainda além
do problema dos coelhos imortais, a questao dos zangoes. Segundo Waldschmidt (2009),
as abelhas masculinas (zangdes) nascem de ovos nao fertilizados. J& as abelhas femininas
nascem de ovos fertilizados. Assim, os machos tém apenas uma mae, mas as fémeas tém
mae e pai. Quando uma fémea nasce, ela ja traz consigo um évulo masculino. Com isso,

pode-se construir o esquema representativo dessa reproducao (ver Figura 7).

Figura 7 — Arvore de reproducio dos zangdes e abelhas.

@7

Fonte: Elaborado pelo autor.

Percebe-se assim, que na primeira geracao, temos apenas 1 zangao, ja na segunda
geracao, temos uma fémea e um 6vulo do zangao. Na terceira geracao, temos uma fémea e
um zangao, mais um 6vulo. Com isso, podemos perceber que para os zangoes, temos a
presenca de 1,1,2,3,5. Para as abelhas fémeas, temos: 0, 1, 1, 2, 3, representando assim, os

numeros de Fibonacci.
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Os nimeros de Fibonacci estao presentes em diversos locais, tais como: nas folhas
das arvores, nas pétalas das rosas, nas conchas espiraladas dos caracéis e nas galaxias.
Belini (2015) ainda apresenta a presenca do espiral de Fibonacci no rosto da Monalisa
(ver Figura 8). O retangulo perfeito é formado pela criagdo de retdngulos nas dimensoes
correspondentes de 1,61, a partir de cada nimero de Fibonacci descendente (8, 5, 3, 2, 1,

etc.), este espiral vem tocando cada lado no retdngulo perfeito.

Figura 8 — Rosto de Monalisa e o espiral de Fibonacci.

Fonte: Google Imagens.

Pode-se perceber que primeiramente o pintor Leonardo da Vinci enquadrou a
mulher na pintura, seguindo insere o espiral comecando no pulso esquerdo e depois viaja
para o fundo da imagem, o que contrasta com a beleza do rosto. Em seguida, desliza sobre
a testa e continua girando até ao queixo. Ele sobe, passando pela leve covinha. Por fim,

completa uma rotacao que termina na ponta do nariz.

Com isso, pode-se perceber a importancia desses nimeros e a partir desta sequéncia

foram apresentadas diversas outras, como poderemos ver a seguir na sequéncia de Lucas.

2.3.2 Sequéncia de Lucas

A sequéncia de Lucas foi criada pelo matematico francés Edouard Anatole Lucas
(1842-1891) (ver Figura 9), em que realizou algumas contribui¢oes matematicas como a
conhecida torre de Hanoi, proporcionando métodos para o processo de ensino de funcao
exponencial entre outros assuntos matematicos. Lucas foi professor de matematica das
escolas Lycée of Moulins, Lycéés Saint-Louis e Lycéé Charlemagne. Serviu ainda o exército

na artilharia apés a Franga ter sido derrotada durante a Guerra Franco-Prussiana .

Edouard Anatole Lucas provou uma forma reciproca do teorema de Fermat e

varios testes para os niimeros primos baseado em sequéncias lineares e recorrentes, sendo



2.3. Sequéncias Lineares Recursivas 57

portanto capaz de estabelecer uma relagao do décimo segundo niimero primo de Mersenne:
2127 — 1 = 170141183460460469231687303715884104727, um ndmero de 39 digitos que
permaneceu como sendo o maior nimero primo por muitos anos, e sendo o0 maior nimero

primo encontrado sem o auxilio de recursos computacionais e tecnolégicos (SILVA, 2017).

Figura 9 — Edouard Anatole Lucas.

Fonte: Silva (2017, p. 21).

Em 1876, motivado por assuntos de divisibilidade e fatoragao, estudou a sequéncia
de Fibonacci e em uma de suas generalizacoes, criou a sequéncia de Lucas, onde alterou
apenas os dois valores iniciais para 2 e 1, permanecendo com a mesma recorréncia. Os
numeros de Lucas formam uma sequéncia de segunda ordem, linear e recorrente, possuindo
a sua formula de recorréncia L, = L,,_1+ L,_9,n>2,n € Ncom Lg=2e L; =1. A sua
equagao caracteristica ¢ idéntica a de Fibonacci, apresentando a mesma relacdo com o

numero de ouro.

Semelhantemente & sequéncia de Fibonacci, Silva (2017) apresenta uma representa-

¢ao matricial de Lucas, onde a matriz G elevada a n-ésima poténcia da origem aos termos

-1 2 Ly Ln
5 1 } , tem-se que G" = ! }, para

dessa sequéncia, observe: para G =
Ln Ln+1

todo n € N*.

Lucas possui ainda um problema de andlise combinatéria, dado pela seguinte
questao: "de quantas maneiras n casais podem sentar-se em 2n cadeiras diferentes em torno
de um circulo de modo que pessoas do mesmo sexo nao se sentem juntas e que nenhum
homem fique ao lado de sua mulher?"(PONTES; GOBBI; SOUSA, 2018). Formulado
primordialmente por Peter Guthrie Tait (1831-1901) e alguns anos depois por Lucas,
em 1891, porém em 1943, Irving Kaplansky (1917-2006) encontrou uma solugao para o
problema e publicou seu trabalho (KAPLANSKY, 1943).

A resolugao desse problema é dada através da contagem do nimero de maneiras que

existem ao sentar uma certa quantidade de casais em torno de uma mesa redonda, sendo
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alternado homens e mulheres para que nenhum casal fique ao lado do seu par. Baseado nos
lemas de Kaplansky, Ferraz (2017) realizou um estudo em torno deste problema, explorando

as resolugoes existentes, fundamentadas em teoremas e propriedades matematicas.

Uma representacao geométrica desses niimeros é dada pelo espiral de Lucas, como
mostrado na Figura 10, de modo similar ao espiral de Fibonacci, porém com os quadrados

iniciais de lados, respectivamente 2 e 1. Na proxima se¢ao serd apresentada uma outra

Figura 10 — Espiral de Lucas.

/18 5

G2
i =

L2

/6

47

Fonte: Elaborado pelo autor.

sequéncia gerada a partir da sequéncia de Fibonacci, diferindo o primeiro coeficiente da

formula de recorréncia, esta sequéncia é denominada por sequéncia de Pell.

2.3.3 Sequéncia de Pell

O nome Pell da sequéncia de Pell veio em fung¢ao ao matematico inglés John Pell
(1611 - 1685) (ver na Figura 11), Malcolm (2000) afirma que Pell é conhecido por ser
um dos matematicos mais enigmaticos do século XVII por ser extremamente reservado.
Pell adquiriu crédito pelo desenvolvimento do estudo das equagoes de Pell ou equagoes
diofantinas, porém Malcolm (2000) afirma que provavelmente Pell ndo trabalhou com essa
equacao, pode-se descrever essa equacao por x° — Ay? = 1, sendo z, y, nlimeros inteiros e
A é um inteiro positivo que nao seja um quadrado perfeito, as equagoes diofantinas sao
equagoes algébricas com uma ou mais incognitas, com coeficientes inteiros, cujas solucoes
procuradas sdo sempre inteiras (COURANT; ROBBINS, 2000).

John Pell era respeitado como um matematico competente e se tornou conhecido
muito por suas correspondéncias com outros sabios europeus e atividades de diversas
areas. Malcolm (2000) pontua que John Pell vivia em condigoes dificeis, constantemente
sem dinheiro e recursos, sendo preso duas vezes por dividas nao quitadas, isso seria uma
possivel explicagao para tdo poucas publicagoes em seu nome. Mas também, Walker
(2011) relata que Pell preferia permanecer no anonimato, assim suas publicagbes nao

se evidenciaram tanto quanto os trabalhos de seus contemporaneos. Por fim, Gullberg
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(1997) esclarece que "embora a sequéncia de Pell foi nomeada apds sua morte, nés nao

encontramos nenhuma outra boa publicagao que enfatize sua real e extensiva contribuicao".

Sao quase inexistentes as publicagdes e relatos sobre sua competéncia, por isso torna dificil
)

determinar especificamente quais contribuigdes foram suas (MALCOLM, 2000).

Figura 11 — John Pell (1611-1685).

Fonte: Walker (2011, p.150).

Malcolm (2000) diz que “Pell manifestou fidelidade aos métodos didéticos apregoa-
dos por Comenius, relativamente ao qual, as criancas devem progredir, em niveis crescentes
de gradacao, usando em cada etapa, um precognicao existente para o ulterior”. Walker
(2011) diz que Pell dirigiu uma atengao a mais a certos problemas envolvendo tédbuas de
quadrados, somas de quadrados, primos e compostos, logaritmos e antilogaritmos, etc. No
trabalho mais conhecido de Pell, denominado "An introduction to Algebra", ele explica e

discrimina regras para o manuseio e simplificagdo de equagoes (ALVES, 2016d).

Noronha (2020) relata que sequéncia de Pell ji era conhecida na antiguidade
grega por volta de 100 d.C., como parte de um antigo algoritmo para criar sucessivas
aproximacoes & /2, conhecido como escada de Theon. Esta sequéncia possui a sua férmula
de recorréncia P, = 2P, 1+ P, 2,n>2,n € Ncom Fy =0e P, =1, e ainda, tem-se que
ela pode ser trabalhada tanto na sua versao classica, quando n € N, quanto na sua versao
estendida n € Z (KOSHY, 2014). Esta sequéncia apresenta uma equagao caracteristica
definida por 22 — 22 — 1 = 0 onde uma raiz é positiva e conhecida como ntimero de prata,
(aproximadamente 2,41) e sua outra raiz é um nimero negativo. Este niimero de prata

representa ainda a relagao de convergéncia entre os termos vizinhos da sequéncia.

E ainda, Noronha (2020) apresenta um diagrama com a linha do tempo contendo o

desenvolvimento da sequéncia de Pell (ver Figura 12).
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Figura 12 — Construgao do modelo matematico para a sequéncia de Pell, sob o ponto de
vista histoérico.

Panorama histérico do desenvolvimento da sequéncia de Pell

Sulbasutras Lema de Brahmagupta.
as. Escadade Antiga solugio para equagio
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xi= :.[\' =m
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| 800a.C.- 600AC,

1891 | Século 17

Edouard Lucas. Jonh Pell, Brouncker,
Sequéncia de Pell Wallis, Fermat, Euler.
como recorréncia. Redescoberta ocidental para

Tratamento para indices negativos solugdes da equacio de Pell
Horadam.
Tratamento
moderno parap,
Indices negativos, Ercolano. Horadam, Mahan.
convergéncia Modelos matriciais. Modelos polinomiais.

[ 1965, 2071 | | 1979 | [ 1985 |

Fonte: (NORONHA, 2020, p.114).

Por fim, Noronha (2020) relata ao observar os autores Ercolano (1979) e Horadam e
Mahon (1985) que se constata que o modelo matricial da sequéncia de Pell pode indicar um
obstaculo profundo na deteccao e tratamento das matrizes. Contudo, atualmente tem-se
a abordagem matricial da Sequéncia de Pell, na qual Bicknell (1975) e Ercolano (1979)

afirmam que os nimeros de Pell podem ser gerados também através da sua poténcia. Com

_ 2 1 Fon P
isso, tem-se que: R = , tem-se que R" = , para todo n € N*.
0 Pn Pn—l

2.3.4 Sequéncia de Leonardo

Poucos sao os trabalhos referentes a sequéncia de Leonardo, conhecida também
como os numeros de Leonardo, destacando portanto os trabalhos de Shannon (2019),
Catarino e Borges (2019) e Vieira, Alves e Catarino (2019a) que apresentam esta sequéncia
que possui a recorréncia Le, = Le, 1+ Le, o +1,n > 2, n € N com Ley = Le; = 1.
Comparando-a com a sequéncia de Fibonacci, pode-se perceber que foi adicionado o valor 1
no final da recorréncia, além dos seus valores iniciais serem iguais a 1, e ndo mais 0 e 1. As
propriedades numéricas desses nimeros sao analogas as propriedades de Fibonacci. Alves
et al. (2020) acredita que esses nimeros foram estudados por Leonardo de Pisa, conhecido
por Leonardo Fibonacci, nao sendo, no entanto, comprovado em nenhum trabalho na

literatura, devido a escassez de pesquisas referentes a essa sequéncia.
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Catarino e Borges (2019) definem ainda uma outra relacao de recorréncia com base
nos numeros de Fibonacci, sendo portanto: Le, = 2F,,.1 — 1, n > 0, e ainda, no mesmo
trabalho foi definida ainda uma nova relagao de recorréncia, em que: Le, = 2Le,,_1— Le,,_3,

n > 3, onde ¢ mantido os valores iniciais.

A equacao caracteristica dessa sequéncia pode ser escrita com base na recorréncia
anterior, transformando-a numa sequéncia de terceira ordem. Assim temos 2% — 222 +1 = 0,
em que apresentam trés raizes reais, sendo uma igual a 1 e as outras duas iguais as raizes
da equacao caracteristica de Fibonacci. Vale ressaltar que, esses nimeros de Leonardo
possuem a sua relagao de convergéncia entre os termos vizinhos da sequéncia como sendo o
niumero de ouro (aproximadamente 1,61), assim como o resultado de uma das suas raizes

reais.

Na literatura pouco se sabe sobre a sequéncia de Leonardo, sua forma matricial é

apresentada por Vieira et al. (2020, em prelo), sendo definida como:

2 10
Para K = [3 1 1} 0 0 1| = [L@g Le, Lel},tem—se que:
-1 0 O
2 1 0]"
E"=13 11|10 0 1| =[Leurs Lesps Len|,n>1
-1 0 0

Devido a escassez de informagoes em torno desta sequéncia, torna-se necessario

realizar investigagoes e apresentar mais informagoes sobre os niimeros de Leonardo.

2.3.5 Sequéncia de Jacobsthal

Baseada na recorréncia da sequéncia de Fibonacci, podemos entao alterar o segundo
coeficiente da férmula para 2 (y = 2), e permanecendo com os mesmos valores iniciais,
resultando em: J, = J,_1 +2J,.2,n > 2, n € Ncom Jy =0 e J; = 1. Essa sequéncia
é conhecida como sequéncia de Jacobsthal, apresentando diversas aplica¢oes, das quais
podemos exemplificar a utilizacdo desses ntimeros na area de computagao em diretivas

para alterar o fluxo de execugao de um programa.

Recebendo este nome como referéncia ao matematico, lembrado na Figura 13,
Ernest Erich Jacobsthal (1882-1965), especialista em Teoria dos Nimeros e ex-aluno de
Ferdinand G. Frobenius, sendo um dos primeiros a estudar os polindmios de Fibonacci

(SIEGMUND-SCHULTZE, 2009). No trabalho de Alves (2017), o autor recorda que
Jacobsthal fugiu de Berlim, na Alemanha, para Normandia e Suica em 1939 e 1943.
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Figura 13 — Ernst Erich Jacobsthal.

Fonte: Siegmund-Schultze (2009).

Muitas sao as propriedades matematicas que estao sendo desenvolvidas sobre
esta sequéncia, destacando a sua equagao caracteristica para este trabalho como sendo
2% —2—2 = 0, onde temos duas raizes reais sendo 2 e —1, em que a raiz igual a 2 representa

também a relagao de convergéncia entre os termos vizinhos da sequéncia.

Esta sequéncia é considerada como uma particularidade da sequéncia de Lucas,
sendo bastante utilizada para resolver problemas referentes ao contetido de analise com-
binatéria. Assim, temos um problema proposto e resolvido por Craveiro et al. (2004)
em relagao ao ladrilhamento, em que utilizam os nimeros de Jacobsthal:a quantidade
de ladrilhamentos q, que é possivel calcular para um retangulo (3 X n) usando dois tipos
de ladrilhos, sendo um deles de dimensdes (1 X t), na cor branca e o outro (2 X 2) na
cor vermelha, obedece aos numeros de Jacobsthal. Definindo qo = 0, para um retangulo
(3x 1), temos ¢1 = 1, para um retangulo (3 X 2), go = 3, isto é, trés tipos de ladrilhamentos

possiveis, para um retingulo (3 X 3), g3 =5, sequindo a sequéncia de Jacobsthal.
As investigagoes de Koken e Bozkurt (2008) apresentam uma discussao que relaciona

2
os nimeros de Jacobsthal com matrizes. Com isso, tem-se que: para J = [ Lo ] , tem-se

Jn+1 2Jn

ue J" =
q [ I 2,

] , para todo n € N*.

Podemos encontrar uma nota histérica em Horadam (1996), na qual, relata que a
origem dos nimeros de Jacobsthal 1,3,5,11,21 precede o artigo de Jacobsthal (1919). De
fato, Sloane (1973) apresenta esses niimeros, a lei de recorréncia e férmula de Binet, em um
cenario trignométrico, no Nouwvelle Correspondance Mathématique, Vol. 6 (1880), pagina
146, estando associado ao nome Brocad. Tem-se ainda que, "outra referéncia, mas muito
tarde, ¢ a pagina 12 do vol. 26 (1963) de Eureka, o jornal dos Archimedeans (Cambridge
University Mathematical Society)"(HORADAM, 1996, p. 53). Sendo o primeiro termo
da sequéncia igual a 1 e os nimeros de Jacobsthal ocorre em um contexto puramente

recreativo, por exemplo: dados os seis primeiros termos diferentes de zero, determine os
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proximos dois niimeros na sequéncia.

Por fim Horadam (1996) relata que os polindmios de Jacobsthal sdo extensoes
algébricas naturais de suas contrapartes numéricas. Sabendo a longa histéria de muitas
idéias matematicas, possivelmente o primeiro uso dos nimeros de Jacobsthal nao precede
o ano de 1880.

2.3.6 Sequéncia de Padovan

Com o fim da Segunda Guerra Mundial, em 1945, houveram grandes perdas,
destacando para este trabalho, as destruicdes das igrejas. A vista disso, o arquiteto Hans
Van Der Laan (1904-1991) e seu irméo, iniciaram o processo de reconstrugao dessas igrejas,
acabando por descobrir novo padrao de medida dado por um ntimero irracional (VOET;
SCHOONJANS, 2012). Este ntimero foi estudado primeiramente pelo matematico francés
Gérard Cordonnier, denominando-o de nimero radiante, por isso esta sequéncia também
é conhecida como sequéncia de Cordonnier. Porém este estudo sofreu uma interrupc¢ao
devido ao seu falecimento. Assim, com o valor de aproximadamente 1,32, este ntimero
¢é conhecido como niimero plastico ou niimero radiante, considerado ideal para realizar
trabalhos em escalas geométricas e objetos espaciais. Vale salientar que o arquiteto Richard
Padovan, considera esta sequéncia ainda como sendo uma descoberta de Hans Van Der

Laan.

O numero plastico e o niimero de ouro sao das unicas duas dos niameros morficos
(SPINADEL; BUITRAGO, 2009; FERREIRA, 2015), onde a primeira representa a relacao
de convergéncia entre os termos vizinhos da sequéncia de Padovan, e o segundo a mesma
relagao para a sequéncia de Fibonacci. Temos entao na Figura 14, uma das igrejas
reconstruidas com base na propriedade deste niimero, mostrando assim uma aplicacao do

nimero plastico.

Figura 14 — Igreja reconstruida apés a Segunda Guerra Mundial

B

i

Fonte: (MAROHNIC; STRMECKI, 2013).
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A partir de estudos relacionados ao nimero plastico, o arquiteto italiano Richard
Padovan (1935 - ) criou a sequéncia de Padovan. Nascido em Padua, esta sequéncia é
uma espécie de prima da sequéncia de Fibonacci, sendo portanto, de terceira ordem e
apresentando a sua féormula de recorréncia como: Pd, = Pd,_» + Pd,_3, n > 3 com

Pdy = Pd, = Pdy = 1. A sua equacao caracteristica ¢ dada por x*

—x—1=0, onde
a unica solucao real ¢ dada pelo nimero pléastico, e as outras duas raizes sao ntimeros

complexos e conjugados.

Existe ainda uma representacao geométrica para esses niimeros, dada pelo espiral
de Padovan (ver Figura 15). Segundo Vieira e Alves (2019) este espiral é composto pela
justaposicao de triangulos equilateros, comecando por um triangulo de lado 1, respeitando
uma regra de construgao caracteristica, adicionando um novo triangulo equilatero ao maior

lado do poligono formado.

Figura 15 — Espiral de Padovan

Fonte: Elaborado pela autora.

E ainda, pode-se apresentar a representacao matricial da sequéncia de Padovan que
¢ uma matriz 3 x 3 que foi definido de acordo por Sokhuma (2013), Seenukul (2015) e Yilmaz

e Taskara (2013) onde eles "atrasam'a sequéncia alterando os valores iniciais para 0,0,1.

010 Pd,, Pd,., Pd,
Com isso, tem-se: para L = | 0 0 1 |, tem-se que L" = Pd, Pd,., Pd,. |,
110 Pdn-i—l Pdn+3 Pdn+2

para todo n € N*.

E ainda, Kaygisiz e Sahin (2014) apresentam os nimeros polinomiais de Padovan e
apresentam algumas representagoes determinantes e permanentes dos polindmios associados

a esses numeros usando varias matrizes de Hessenberg.

2.3.7 Sequéncia de Perrin

A sequéncia de Perrin, a qual o nome ¢é atribuido ao francés Olivier Raoul Perrin
(1841-1910) um engenheiro que nas horas vagas gostava de produzir trabalhos cientificos.

Ele tinha uma preferéncia maior e uma inclinacao especial para a area da matematica.
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Muitas de suas memoérias, que revelam uma grande profundidade de espirito, foram objetos
de comunicacoes muito apreciadas na Academia de Ciéncias ou em outras sociedades

instruidas, rendendo distingoes lisonjeiras.

Em 1876 esta sequéncia foi mencionada implicitamente por Edouard Lucas, conhe-
cido por criar o jogo matematico torre de Hanoi, a sequéncia de Lucas e os nimeros de
Lucas (ADAMS; SHANKS, 1982). Porém, em 1899, Francois Perrin definiu a sequéncia de
Perrin possuindo grande importancia, em particular, em teoria dos grafos, sendo portanto
utilizada para descobrir as coordenadas de taxis em redes urbanas de forma confidencial
(SUGUMARAN; RAJESH, 2017). A sequéncia é definida pela férmula de recorréncia
Pe,, = Pe,,_ 5+ Pe,_3,n >3 com Pey =3, Pe; =0 e Pey = 2, diferenciando da sequéncia
de Padovan apenas em relagao aos seus termos iniciais. A equacao caracteristica desses
numeros € idéntica a equagao caracteristica de Padovan, visto que a sua formula de recor-
réncia é a mesma. Esta sequéncia possui a relacao de convergéncia entre os termos vizinhos,
o numero plastico, que tem um valor de aproximadamente 1, 324718, ressaltando que essa
constante também tem relacao com os nimeros de Padovan, uma vez que a sequéncia de

Perrin pode ser obtida pela sequéncia de Padovan.

Uma representacao geométrica para essa sequéncia ¢ dada através do espiral de
Perrin, de modo similar ao espiral de Padovan, possuindo os triangulos equilateros iniciais
de lados 2, 3, 2 e 5, adiantando a sequéncia de Perrin. Assim, de acordo com o maior
lado do novo poligono formado, serd inserido um novo triangulo equilatero com esse novo
valor, formando assim o espiral de Perrin, com os seus respectivos termos da sequéncia,
como mostrado na Figura 16. Tendo origem no espiral de Padovan, esta representagao
da sequéncia de Perrin, sofre uma pequena modificacado nos seus valores iniciais (Knuth,

2011).

Figura 16 — Espiral de Perrin

Fonte:(KNUTH, 2011).

A representacao matricial desses niimeros é dada por Yilmaz e Taskara (2013)
e Mangueira et al. (2020c) realiza uma generalizagdo e encontrou mais seis matrizes
relacionadas a essa sequéncia, sendo utilizado o mesmo principio realizado para a obtencao

da matriz de Leonardo, o qual foi multiplicado um vetor com os valores iniciais de sua
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respectiva sequéncia, temos entao a construcao da forma matricial da sequéncia de Perrin.

010
Para P = [2 0 3} 1 01 :{Peg Pe, Pel},tem—se que:
1
0
0

010
Pr=12 0 3/|1 0 1| =|Pena Penyr Pey|,n>1.
100

Devido a similiariedade desta sequéncia com a sequéncia de Padovan, muitos autores
apresentam estudos referentes as duas sequéncias simultaneamente, mudando apenas os
termos iniciais. Como foi realizado em Kaygisiz e Sahin (2014), na qual, o autor apresenta
os nimeros polinomiais de Perrin e apresenta representacoes determinantes e permanentes

dos polinémios associados a esses nimeros usando varias matrizes de Hessenberg.

2.3.8 Sequéncia de Narayana

A sequéncia de Narayana foi introduzida pelo matematico indiano Narayana Pandita
(1340 - 1400) (ver Figura 17) autor da obra Ganita Kaumudi e um tratado algébrico
chamado Bijaganita Vatamsa (PUTTASWAMY, 2012, p.541). Kim (2009) relata que seus
textos foram os tratados de matematica sanscrito mais importante depois dos de Bhaskara
I1, além da escola de Kerala (SARMA, 1972).

Kim (2009, p.208) comenta que o estudo de permutagoes e combinagdes sao muito
abrangentes. Por outro lado, Kim (2009, p.208-209) ainda relata que "Narayana parece
ter sido um dos primeiros autores a introduzir quadrados magicos como um topico na
aritmética indiana, embora eles certamente fossem conhecidos'e Katz e Imhausen (2007)
confirmam que Narayara fez a primeira introducao dos quadrados magicos em matematica.
Katz e Imhausen (2007) relatam que entre os séculos XII e XVI alguns tratados novos
sobre matematica foram compostos como: o Ganitakaumudi (Moonlight of Computation)
que foi completado por Narayana em 1356. E ainda, relatam que ele também escreveu um

trabalho de algebra parcialmente existente, o Bijaganitavatamsa (Garland of Algebra).

Figura 17 — Narayana Pandita (1340-1400)

Fonte: https://www.mathsone.com/blog-details/blog/89-Narayana-Pandit
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A sequéncia de Narayana mais conhecida como as vacas de Narayana é derivada a
partir da problematica do rebanho de vacas e bezerros que foi proposto por Narayana no
século XIV, em que: “Uma vaca da a luz um bezerro todos os anos. Por sua vez, o bezerro
da a luz outro bezerro quando tem trés anos de idade. Qual é o niimero de progénies
produzido durante vinte anos por uma vaca? "(RAMIREZ; SIRVENT, 2015, p.91). Assim,
a sua solucao é de forma semelhante ao problema dos pares de coelhos da sequéncia de
Fibonacci. Denominando o ano por r e N, como um termo da sequéncia de Narayana,
poderemos definir a sua recorréncia como N, = N,_; + N,_3, r > 3 com as condi¢oes
iniciais Ng = N; = Ny = 1, tem-se que os termos iniciais desta sequéncia sao iguais aos de

Fibonacci, inserindo mais um valor inicial por ela ser de terceira ordem.

Ao encontrar os seguintes termos da sequéncia de Narayana observa-se que a
razao entre seus termos consecutivos se aproxima da propor¢ao de super-ouro. A equacao

3

caracteristica dessa sequéncia pode ser escrita como 2 — 22 — 1 = 0 em que possuem trés

raizes sendo uma solucgao real e duas complexas.

Ramirez e Sirvent (2015) apresentam uma matriz generalizada para a sequéncia

de k-Narayana, sendo k qualquer niimero inteiro diferente de zero. Assim, substituindo

1 01 N,y1 N,._1 N,
k=1, tem-se que:paraT =1 0 0 |, tem-se que T" = N, N, o N, |, para
010 Nr—l Nr—3 NT—2

todon € N*, n > 3.

Esta sequéncia possui ainda uma melodia em relagao as vacas de Narayana de
autoria de Tom Johnson, a qual consta no trabalho de Waldschmidt (2009), em que realiza
um estudo sobre a construcao das notas musicais dessa melodia, apresentando os termos

da sequéncia de Narayana.

2.3.9 Sequéncia de Mersenne

A sequéncia de Mersenne é composta pelos nimeros de Mersenne. O seu nome
surge em homenagem ao francés, Marin Mersenne (1588 — 1648), apresentado na figura
18, matematico, tedrico musical, padre, tedlogo, filésofo e autor de "A Verdade das
Ciéncias, Novas Descobertas de Galileu, Novas Observagoes Fisico-Matematicas e Questoes
Teolégicas, Fisicas, Morais e Matematicas'. (ROSA, 2012, p.34). Costa (2015) ressalta a
indignacao de Mersenne por na época nao ter uma organizacao formal onde os estudiosos
da época pudessem se encontrar para trocar e discutir ideias e descobertas. Com isso, ele
disponibilizou o seu quarto no convento para que essas reunioes ocorressem la, dando
origem aos primeiros encontros matematicos que sucederam desde 1635 até sua morte, em
1648.

Dos estudos matematicos, em especial na teoria dos nuimeros, Mersenne ficou

conhecido pelas suas contribuicoes relativas aos chamados primos de Mersenne. Numero
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de Mersenne é todo nimero natural da forma M,, = 2™ — 1 onde o n é um ntmero natural.

Figura 18 — Marin Mersenne

Fonte: http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Mersenne.html

Rosa (2012) relata que frequentemente o franciscano Mersenne oferecia sua casa
para encontros com cientistas contemporaneos como Descartes, Galileu, Fermat, Pascal e

Torricelli com interesse em discutir e estudar Matematica e assuntos cientificos.

Alves, Catarino e Mangueira (2019) definiram a relacao de recorréncia para a
sequéncia de Mersenne como: M, = 3M,_1 — 2M,_o,n > 2 com as condi¢bes iniciais
My = 0e M; = 1. A equacao caracteristica dessa sequéncia é apresentada por uma
equacao do segundo grau. Assim temos 22 — 3z 4+ 2 = 0, em que apresentam duas raizes
reais, sendo uma igual a 2 e a outra igual a 1. Temos que a raiz com valor 2, representa

ainda a relagdo de convergéncia entre os termos vizinhos da sequéncia.

A representacao matricial de Mersenne foi apresentada por Alves, Catarino e Man-

0 _2Mn— Mn
gueira (2019), assim tem-se: para Z = ! ,
- _QMn Mn—l

1
5 } , tem-se que Z" =
para todo n € N*.

No trabalho de Catarino, Campos e Vasco (2016) é possivel encontrar algumas
propriedades desta sequéncia que foi gerada a partir da férmula de Binet e, também,
matrizes envolvendo esses nimeros, como: a matriz geradora, matrizes diagonais e matrizes

do tipo circulante.

2.3.10 Sequéncia de Oresme

Nicole Oresme (1320 — 1382), como mostrado na Figura 19, é um dos filésofos
escolasticos mais eminentes do século XIV. Nasceu em 1323, na pequena vila de Allemagne,
a cerca de trés quildmetros de Caen, na Normandia (HORADAM, 1974). Segundo Mendonga

e Neto (2016) relatam que Oresme estudou Arte com Jean Buridan, um dos mais influentes
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filosofos da Idade Média, na Universidade de Paris, onde obteve o titulo de mestre. E
ainda, estudou Teologia na Colégio de Navarra da Universidade de Paris. Em 1377,
Oresme assumiu o posto de bispo na cidade de Lisieux. Ele dominava muitas fungoes, era
economista, filésofo, fisico, psicélogo, astronomo, astrélogo e tedlogo (CLAGETT, 1964;
BABB, 2005). Horadam (1974) relata que enquanto Oresme era reitor da catedral de
Rouen ele traduziu varias obras de Aristételes, a pedido de Charles V. Em 1382, Oresme

morreu em Lisieux e foi enterrado em sua igreja catedral.

Figura 19 — Nicole Oresme

Fonte:(MENDONCA; NETO, 2016).

Segundo Horadam (1974), matematicamente, Oresme é importante por pelo menos
trés razoes. A primeira, ele exp6s uma representacao grafica de qualidades e velocidades,
embora nao haja mencao a dependéncia (funcional) de uma qualidade sobre outra, como
encontrado em Descartes. Por isso, Mendonga e Neto (2016) relatam que alguns historiado-
res acreditam que Oresme é o criador da Geometria Analitica, antes mesmo de Descartes.
A segunda, ele foi a primeira pessoa a conceber a nocao de poderes fracionarios e sugeriu

1 -1
uma notacao, descrita como: 1p- = ou b2 O terceiro, na metade do século XIV o clérigo

2 1-2°
. . , . . 1234 5 6 n
Nicole Oresme encontrou a soma dos seguintes niimeros racionais —, —, =, —, —, —, ...—.
oo 2'17816°32 6472
O autor acrescenta que Oresme nao publicou nenhum desses resultados. Tais séries infinitas
recorrentes geralmente nao apareciam novamente até o século XVIII. Ademais, a referida
sequéncia enigmatica possui um carater, também, de interesse na biologia, na medida em
que, a partir dos dois primeiros termos, podemos estimar a quantidade de pais, avos e

determinar tal propor¢ao em qualquer geracgao.

Esses niimeros formam uma sequéncia de segunda ordem e apresentam a sua férmula
de recorréncia derivada da sequéncia de Fibonacci, onde os coeficientes sao expressos por

1 1
le T assim: O,, = O,,_1 — ZOn,g, n>2n€NcomOy=0e O = 5 A equagao

caracteristica dessa sequéncia pode ser escrita como x? — x + 1= Ooudx?—4x+1=0

em que apresentam duas raizes reais e iguais em que essa raiz representa a relagao de
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convergéncia dessa sequéncia, entre os seus termos vizinhos. No trabalho de Cerda-Morales

1
(2019) é apresentada a matriz de Oresme representada por: para L = 4 , tem-se
1 0
1
2On-‘,—l __On
que L" = 12 , para todo n € N*.
2On _éOn—l

Por fim, pode-se encontrar outros estudos em torno da sequéncia de Oresme, Cerda-
Morales (2019) estudam a generalizacao desta sequéncia apresentando uma nova sequéncia
de niimeros chamada polindmios de Oresme, apresentando a matriz para esses nimeros e

sua extensao para os nimeros naturais.
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3 ESTUDO DO CAMPO EPISTEMICO-
MATEMATICO

3.1 Hibridizacao de Sequéncias

Neste capitulo iremos realizar a hibridizacdo de dez sequéncias lineares, sejam elas:
Fibonacci, Lucas, Pell, Leonardo, Jacobsthal, Perrin, Padovan, Narayana, Mersene, Oresme.
Vale salientar que, a hibridizacao de algumas dessas sequéncias ja sao apresentadas na
literatura matematica. Dando continuidade a este estudo, sera realizada a hibridizagao
das outras sequéncias e desenvolvem-se algumas propriedades envolvendo essas sequéncias
hibridas, tais como: a férmula de Binet, a matriz, a equacao caracteristica, a norma,
a funcao geradora, a extensao para o campo dos nimeros inteiros negativos e algumas

identidades classicas, como as de Identidade de Catalan, Cassini e d’Ocagne.

3.1.1 Numeros Hibridos de Fibonacci

A hibridizacao da sequéncia de Fibonacci foi estudada inicialmente por Cerda-
Morales (2018) e posteriormente em Mangueira e Alves (2020a). Assim, nesta segao
daremos continuidade a esse estudo. A hibridizacao desta sequéncia consiste em associar a

sequéncia de Fibonacci ao conjunto dos nimeros hibridos.

Definigao 11. O nimero hibrido de Fibonacci, n € N, é definido por (CERDA-MORALES,
2018):
HFn = Fn + Fn+1'i + Fn+2€ + Fn+3h.

Com os seguintes termos iniciais: HFy =i +¢e+2h e HF) =1+ i+ 2¢ + 3h.

Proposicao 1. A sequéncia de numeros hibridos de Fibonacci, HF,,, n € N, satisfaz a
recorréncia HF,,, = HF, + HF,, 1 (CERDA-MORALES, 2018).

Demonstragao.

HF,+ HF, 1 = (F,+ Fo1i+ Foee+ Fyis3h) + (Fo1 + Fui+ Fuie + Foi0h)
= (Fu+ Fo1) + (B + Fo)i+ (Fae + Fogr)e + (Fugs + Foag2)h
= Fhp1+ Fooi+ Fopse + Fyah
= HF,,,.
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Teorema 3. A matriz geradora hibrida de Fibonacci, para n > 1, é dada por:
11"
10

Demonstracao. Pelo principio da indugao infinita, tem-se que:

HF, HFj
HFy, HF 4

HF,., HF,
HF, HF,

HF, HF | [t 1| [HF +HF HFR

HF, HF_,| |l 0| |HFy,+HF., HE
|HE HR
 |HR, HE,

Supondo que seja valido paran =k, k € Z:

k
HFy, HFy | |1 1| |HFyy HE,
HF, HF_| |1 0| | HF, HF,,
Dessa forma, demonstra-se que é valido paran =k + 1,k € Z.
k+1 k
HF, HF,| |1 1 _|HFy HFy | |1 1] |1 1
HFy, HF_||L 0|  |[HF, HF,| |1 0] [1 0
[HF HE ] [1 1]
| HE, HF ] |1 0]

-HFk+1 +HF, HFy
\HF,+HF,y HF,
(HF,» HFypy
HFe  HE,

O

Teorema 4. Para os nimeros hibridos de Fibonacci, a equacao caracteristica é dada por:

?—2-1=0,

S

1+
2

onde é uma equagdo de sequndo grau possuindo duas raizes reais ri =

1-V5
5

€ Ty =

Demonstracao. Com base no Teorema de Cayley-Hamilton, tem-se que a equagao caracte-
ristica de Fibonacci é dado por (GOMES; OLIVEIRA, 2019):

() = det(Al - Q).
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0
com A€ ZouleC, A\ = 0 )\} e a matriz base da sequéncia de Fibonacci, dada por:

11 A—1 —1
_ . Assim, M — Q = .
Q [1 0 ssim Q {_1 )\]
E ainda,
A—1 -1
det(N — = =\ —-)-1.
ar-g =
Entao, p(A) =0, tem-se \> = X —1=10. Logo, 2> —x —1=0. O

Definicao 12. O conjugado do nimero hibrido de Fibonacci, denotado por HF,,, ¢ definido

por:

HFn = Fn - F,,H_l?; - Fn+28 - Fn+3h.

Baseado no que ja foi apresentado anteriormente pode-se apresentar o carater deste

numero.

Definigao 13. O cardter do nimero hibrido de Fibonacci, denotado por C(HF,), com

n € N, é definido como:
C(HFn> = Fg + (Fn—H - Fn+2)2 - Fr?—i—? - F73+3’

Definicao 14. Para os numeros hibridos de Fibonacci, o vetor representacdo desses

numeros, para n € N, definido por:

Vg, = (an (Fn+1 - Fn+2)7Fn+27Fn+3>-

A norma de um numero hibrido de Fibonacci é o nimero gerado a partir da

expressao ||HF,| = /| C(HF,) |. Com isso, tem-se:

Proposicao 2. A norma de um nimero hibrido de Fibonacci, denotada por ||HFE,||, com

n € N, € definida como:

||HFn||2 = |F3 —4F, o F 1 — F,3+2|.

Demonstracao.
IHEW = IF? + (Fuss = Faa)? = Fio — F2l
|HE,|| = \/|Fr% +F —2F B + 2y — F2 oy — F
|HE,||> = |F2+F2, —2F 1 Fype — F2

= |F1%+F13+1_2Fn+an+2_(Fn+2+Fn+l)2|
= |F}+ F} = 2F 1 Foys — Fp = 2F, 0 F0 0 — F |
= |F} —4F, 1 Fos — Fp .
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Definigao 15. O vetor hibrido de Fibonacci é um vetor do espago de Minkowski RS, para
n € N, definido por:

gHFn - ((Fn+l - Fn+2)> Fn+2> Fn+3)-

Definigao 16. O inverso dos nimeros hibridos de Fibonacci, com ||HE,|| #0, n € N, é

dado por:

HF,
HF '=_—""_|
" T C(HF,)

Além disso, o nimero hibrido de Fibonacci pode ser representado de forma matricial,
a partir de uma matriz, onde ha uma bijecao entre o conjunto das matrizes dos niimeros
complexos, duais e hiperbodlicos. Utilizando a forma matricial dos niimeros hibridos que

Ozdemir (2018) apresenta, definiremos a matriz do nimero hibrido de Fibonacci.

Proposicao 3. A matriz do nimero hibrido de Fibonacci, com n € N, é dada por:

Fn+Fn+2 2Fn+1

PHE 2Fn+2 Fn_Fn+2 '
Demonstracao.
10 0 1 -1 01
YHF, +1[_1 0 +2 _1] +3[1 0]
_ Fn+Fn+2 Fn+1_Fn+2+Fn+3
_Fn+2_Fn+1+Fn+3 Fn_Fn+2
_ Fn+Fn+2 Fn+1_Fn+2+Fn+2+Fn+1
_Fn+2_Fn+1+Fn+2+Fn+1 Fn_Fn+2
o Fn+Fn+2 2}771—5—1
2Fn+2 Fn_Fn+2

E ainda, tem-se a seguinte proposicao que relaciona o determinante de uma matriz

COo1m a Sua norma.

Proposicao 4. Se pyp, corresponde a matriz hibrida do nimero hibrido de Fibonacci,

entio C(HF,) = detoyr, e ||HEF,| = /| detour, |.
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Demonstracao. Seja HF,, = F, + F, 11 + F, 26 + F,.3h. Atendendo ao Teorema 2,

obtemos:
Gt — | ErtEe 2E
2Fi0  Fp— Foypo

= (Fn+ Fogo) (B — Foio) — (2F541) (2F540)

= F?—F,Fyip+ FyFppy— F2, —4F, F, .,

= Fﬁ —AF, 1 Fh 0 —F3+2

= F}—2F, 1 Fopo— 2F 1 Foe + Fl)

= Fy = 2FFhis — (Fiy + 2Fn Fuve + Fr o) + B

= F)—2F, 1 Fo+ Fly — (B + Fope)?

= F}—2F, 1 Foa+ FlL - Fry

— C(HF,).
Agora, tendo em conta que ||[HF,| = /| C(HF,) |, temos que ||HF,| = /| detour, |,
como pretendiamos provar. O

Cerda-Morales (2018) apresenta a generalizagao dos nimeros hibridos de Fibonacci
e propriedades inerentes a eles. Com isso, a seguir, apresentaremos a fun¢ao geradora do
numero hibrido de Fibonacci, sua férmula de Binet e algumas identidades encontradas

que envolvem essa sequéncias.

Teorema 5. A funcdo geradora do nimero hibrido de Fibonacci, denotada por Gy, , é:
. HF() + (HFl — HF())I
B 1—x— 22 '

GHFn (x)

Demonstracao. Para definir a funcao geradora dos hibridos de Fibonacci devemos escrever

uma sequéncia em que cada termo da sequéncia corresponde aos coeficientes.

Gur, () = i HF,xz".
Fazendo manipulagoes algébricas devido a rgl:aogéo de recorréncia podemos escrever essa
sequéncia como:
Gup, () = HFy+ HFRx+HFx? +-- -+ HE 2" + - -
—2Gyp, () = —xHFy—2*HF, —2*HF, — - — 2""'HF, — - -.
—2*Gyp,(2) = —2’HFy—2*HF, — 2*HFy — -+« — 2" HF, — - --
Somando membro a membro, temos:
(1—2—2°)Gyp,(v) = HFy+ (HF, — HFRY))x + (HF, — HF, — HFy)2® + ...

(1—2—2*)Gyp,(z) = HFy+ (HF, — HFRY)x
. HFO—I—(HFl—HFo)I
Gur, (v) = (1—2—2?%)
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O

Assim, temos a fungdo geradora para as sequéncias hibridas de Fibonacci.

Agora iremos explorar a existéncia de uma férmula explicita para o calculo do
n-ésimo termo da sequéncia, sem depender da recorréncia utilizando a férmula de Binet,
onde é necessario utilizar as raizes da equacao caracteristica desta sequéncia. A férmula
de Binet foi descoberta por Abraham De Moivre (1667-1764), porém tal investigacao
matematica homenageou Jacques Phillipe Marie Binet (1786-1856), sendo entdao chamada

de Foérmula de Binet.

Teorema 6. Para n > 0, tem-se que a formula de Binet para os niumeros hibridos de

Fibonacci é dada como:

HF _ (HFl — HFO.CCQ)LE? — (HFl — HF()Il).’IIg'

T1 — T2

onde x1 e Ty SA0 as raizes reais da sua equacao caracteristica.

Demonstracao. Tem-se que a formula de Binet pode ser representada da seguinte maneira:
HF, = Ax} + Bx}

Para n =0, tem-se: A+ B = HF, e paran =1, tem-se Axy + Bxy = HF}.

Assim, é possivel considerar o seguinte sistema linear:

A$1+B$2:HF1

Resolvendo o sistema linear, tem-se que os coeficientes encontrados sao:

HFl —HFQ.Z'Q
A —
Tr1 — X2
B — HFo.le'l—HFl
Tr1 — T2

Fazendo as devidas substitui¢oes na formula de Binet, obtém-se:

(HFl — HFO.CCQ):C? — (HFl — HFoilIl)Ig

T1 — T2

HF, =

O

A partir da formula de Binet, pode-se apresentar algumas identidades classicas na
sua forma hibrida. Considerando M = (HF| — HFyxy) e N = (HF, — HFyxy), tem-se:

Ma® — Na?

Ty — T2

HF,
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Teorema 7 (Identidade de Catalan). Para os nimeros naturais n e k, com n = k, se

HE, ¢é on-ésimo niumero hibrido de Fibonacci, entdo tem-se a sequinte identidade:
MN(=1)"[2 = (23" + 23t)|

(21— 29)?

HF, HF, ., — HF? =
Demonstracao. Para demonstrar este Teorema utilizaremos a relacao xyxy = —1.

HF, wHF,,, — HF? =

Ma?™ — Nag™  May*™* — Nag*™ (fof - ng)Q

T1 — X9 T1 — To Ty — T2
M2 — MNz! eyt — NMay * 2™ 4+ N2a?
B (301 — x2)? -
M?*z3 — 2M Najah + N33
(x1 — 22)°

_ —MNzy Ryt — MNay Rt ™ 4 2M Najay
B (w1 — 22)?

~MN {x’fxg(xl_kx’g + x’fm;k)} + 2M Naah
B (21 — @2)?
_ —MN(-1)"(zy"zk + 2has®) + 2MN(-1)"

(21 — 22)?

MN(=1)" 2 = (a7%ak + abaz")]
N (21 — 29)?

MN(=1)" 2 = (23" + 23t)|
B (x1 — @2)° .

O

A identidade de Cassini é um caso particular da identidade de Catalan, quando

k = 1. Assim, tem-se o seguinte resultado.

Corolario 1 (Identidade de Cassini). Para o nimero natural n, se HF,, é o n-ésimo

numero hibrido de Fibonacci, entao tem-se a sequinte identidade:

MN(-1)" 2 — (a3 +23)]

HF, \HF, 1 — HFﬁ = 5
(21 — 22)

Proposicao 5 (Identidade de d’Ocagne). Se HF,, é o n-ésimo nimero hibrido de Fibonacci,

a expressao da identidade de d’Ocagne € dada por:

MN(=1)"[2 - (33 +23)]

(21 — 29)?

HFmHFn+1 - HFm+1HFn =

Demonstracio. Esta identidade ¢ uma generalizagdo da identidade de Cassini, fazendo
m = n — 1, sendo m um nimero inteiro ndo negativo e n um nimero inteiro positivo,
temos a seguinte identidade: HF,,HF, ., — HF,, . HF, = HF,, 1HF, 1 — HF? onde pode

encontrar a demonstragao no Corolério 1. O
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Definicao 17. A recorréncia para os termos de indices inteiros negativos dos nimeros

hibridos de Fibonacci, para n > 1, é:

HF ,=HF 0 — HF ..

Assim, é possivel calcular os termos de indices inteiros negativos dos nimeros
hibridos de Fibonacci. Com isso, tem-se: HF_; =1+4+¢+he HF o= —141+ h.

Teorema 8. A matriz geradora hibrida de Fibonacci para indice inteiro negativo, n > 0, é

o 1]
1 -1

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 3, pode-se validar este

dada por:

HF, HF
HFy, HF 4

HF .., HF.,
HF., HF.,

teorema. O

Nas secOes a seguir sera apresentado a hibridizagao de outras sequéncias, sera

realizado de maneira andloga ao que foi proposto aos nimeros hibridos de Fibonacci.

3.1.2 Numeros Hibridos de Lucas

Os ntimeros hibridos de Lucas foram apresentados por Cerda-Morales (2018) e

Mangueira et al. (2021a) e continuara sendo abordado nesta segao.

Definicao 18. O numero hibrido de Lucas, n € N serd definido como:

HLn — Ln + Ln+1i ‘I— Ln+2€ + Ln+3h.

Com os seguintes termos iniciais: HLy =241+ 3¢ +4h, HL; =1+ 3i 4+ 4 + 7h.

Proposicao 6. A sequéncia de nimeros hibridos de Lucas, HL,, com n € N, satisfaz a
recorréncia HL, = HL, 1+ HL, o (CERDA-MORALES, 2018).

Demonstracao.

HL,  +HL, s = (Lp1+4+Lpyi+ Ly1e+ Lyoh)+ (Lyo+ Ly_1i+ Lye+ Lyi1h)
= (Lpna+ Lna) + (Ly+ Ly1)i+ (Lngr + Ln)e + (Lygz + Lo
= Lo+ Ly1i+ Lyyoe+ Lyysh
= HL,
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Teorema 9. A matriz geradora hibrida de Lucas, para n > 1, € dada por:

HL, HLy
HL, HL_,

1 0 HLn HLn—l

[1 1]"_ [HLn+1 HL,

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 3, pode-se validar este

teorema. O

Teorema 10. Para os numeros hibridos de Lucas, a equacao caracteristica é dado por:
w—w—-1=0,
onde é uma equagdo de sequndo grau e possui as mesmas raizes da equagcao de Fibonacci.

Demonstracao. Semelhantemente ao Teorema 4, utilizaremos o Teorema de Cayley-Hamilton,
tem-se que a equagao caracteristica de Lucas é dada por (GOMES; OLIVEIRA, 2019):

p(N) = det(Al - Q).

11
Com)\GZouAGC,)\I:[g 0]6@2[ 0

. Assim, A\l — Q = [

A 1 —1 A
E ainda,
A—1 —1
det(N — = B e
ar-g= o
Entao, p(A) = 0, tem-se A2 — X — 1 = 0. Logo, w?> —w — 1 = 0. O

Definicao 19. O conjugado do nimero hibrido de Lucas, denotado por HL,, € definido

como:

HLn = Ln - Ln+1'i - Ln+2€ - Ln+3h.

Defini¢ao 20. O cardter do nimero hibrido de Lucas, denotado por C(HL,), com n € N,

¢ definido como:

C(HLy) = Ly 4 (Lny1 — Lny2)® = Liyy — Loy,

n

Definicao 21. Para os nimeros hibridos de Lucas, tem-se o vetor representacdo desses

numeros, para n € N, pode-se definir como:

VL, = (Ln, (Ln+1 - Ln+2)>Ln+2; Ln+3)-

Proposicao 7. A norma de um nimero hibrido de Lucas, denotada por ||HL,||, com

n € N, é definida como:

||]¥Ln||2 - |Li - 4Ln+2Fn+1 - Li+2|.
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Demonstracao. Seja a norma de um nimero hibrido dado por:

1HL,|| = /ICHL)| =/|IL2 + L2}y — 2Ln1 Ly — L2
|HL,|* = |L2+ Lay —2Lpi1Lnio — (Lyga + Lns)?|
= |L2+ L2, —2Ly1Lnyo— L2y — 2Ly 0Ln1 — L
= |Li —ALpy1 L2 — L721+2|

O

Definigao 22. O vetor hibrido de Lucas é um vetor do espaco de Minkowski R?, para
n € N, definido por:

éHLn = ((Ln+1 - Ln+2>7 Ln+27 Ln+3)-

Definigao 23. O inverso dos nimeros hibridos de Lucas, com ||HL,|| # 0, n € N, é dado

por:
HL

HL' = "

"~ C(HL,)

Proposicao 8. A matriz do numero hibrido de Lucas, n € N, é dada por:

Ln + Ln+2 2Ln+1

PHIn = 2Ln+2 Ln - Ln+2 '
Demonstracao.
10 0 1 -1 01
L 0 1 +1[—10 - —1] +3[1 0]

_ Ln + Ln+2 Ln+1 - Ln+2 + Ln+3

L Ln+2 - Ln+l + Ln+3 Ln - Ln+2
_ Ln + Ln+2 Ln+1 - Ln+2 + Ln+2 + Ln+1

L Ln+2 - Ln+l + Ln+2 + Ln+1 Ln - Ln+2
o [ Ln + Ln+2 2Ln+1

2Ln+2 Ln - Ln+2

O

Proposicao 9. Se pyy, corresponde a matriz hibrida do nimero hibrido de Lucas, entdo

C(HL,) = detpyy, e ||HL,| = /| deteyr, |-
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Demonstracao. Seja HL, = L, + L,1i + L,,26 + L, 3h. Atendendo ao Teorema 2,

obtemos:

Ln + Ln+2 2Ln+1

det =
PHLy, s Lo~ Lo

= (Ln + Ln+2>(Ln - Ln+2> - (2Ln+1>(2Ln+2>

= L12’L - LnLTL-‘rQ + LnLn—I—Q - L121+2 - 4Ln+1Ln+2

= Li —4Lpy1 Ly — L?ﬂ.g

= Ly =2Lnpilniz = (L721+1 +2Lni 1Lt + Li+2) + Li+1

= Ly —2Lpp1Lpss + Li+1 — (Lpg1 4 Lyg2)?

= L} = 2LppiLnpa+ LY — L2y

= C(HL,).
Agora, tendo em conta que ||HL,| = /| C(HL,) |, temos que |HL,|| = /| detoyr, |,
como pretendiamos provar. O

Teorema 11. A fungio geradora do nimero hibrido de Lucas, denotada por Gy, , para
n €N, é:

. HLO+ (HLl —HL())U)

Girr, (w) 1—w—w?

Demonstracao. Para definir a fun¢ao geradora do nimero hibrido de Lucas devemos

escrever uma Sequéncia em que cada termo da Sequéncia corresponde aos coeficientes.
oo
GHLn(w) = Z Hann
n=0

Fazendo manipulagoes algébricas devido a relagao de recorréncia podemos escrever essa

sequéncia como:

Gur,(w) = HLy+ HLyw+ HLyw® + -+ HL,w" + -+
—wGpyp, (W) = —wHLy—w*HL, —w*HLy —--- —w" "' HL, — -
—w?Gyp, (W) = —w?*HLy—w*HL, —w*HLy — - —w"?HL, —---

Somando cada membro, temos:

(1—w—w?)Gyr, (w) = HLy+ (HL, — HLy)w+ (HLy — HL, — HLo)w* + ...
(1—w—w?)Gyp,(w) = HLy+ (HL, — HLy))w
HLO+(HL1 —HL())'UJ

(1 —w—w?)

g
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Teorema 12. Paran > 0, temos que a formula de Binet para o numero hibrido de Lucas
¢ dada como:
(HLl — HLO.CCQ):C? — (HLl — HL()I‘1>$3

HL, = )
Ty — T2

onde x1 e To SA0 as raizes reais da equacdo caracteristica.

Demonstracao. Tem-se que a formula de Binet pode ser representada da seguinte maneira:
HL, = Ax!+ Bxy

Para n =0, tem-se: A+ B = HLg e, paran =1, temos Ax; + Bry = HL;.

Assim, temos o seguinte sistema linear:

A$1+BSII2:HL1

HL, — HLyx
Resolvendo o sistema linear, temos que os coeficientes encontrados foram: A = ! 02
Ty — T2
HLyxy — HL
e B= 01 L Fazendo as devidas substitui¢oes na férmula de Binet, temos:
L1 — X2
(HLl — HLO$2>$? — (HLl — HL()Ij)Ig
HL, =
L1 — X2
]

A partir da férmula de Binet podemos apresentar algumas identidades classicas na
sua forma hibrida. Considerando R = (HL, — HLyx3) ¢ S = (HL; — H Lox;) tem-se:

n n

T1 — T2

HL,

Teorema 13. (Identidade de Catalan) Para os nimeros naturais n e k, comn >k, se

HL, é o n-ésimo numero hibrido de Lucas, entdo tem-se a sequinte identidade:

RS(=1)" |2 — (a3* + a3¥)] |

HLTL—kHLn—l—k - HL?’L = 3
(z1 — 22)
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Demonstracao. Para demonstrar este Teorema utilizaremos a relacao xyxy = —1.

HL, yHL, .\ — HL% _ R@"?—k — ng_k Rx”*k ng-i-k - (R:U’f B S:UQ)Q

T1 — T T1 — T xl—xg
 R%x¥ — RSz} Fahtt — SRab R ot + 5203
B (Il — 22)° -
Rz — 2RSxVal + S?x3
(x1 — @2)°

_ —RSaFaltt — RSay TRt 4 2RSaal
N (21 — x2)?

—RS {x’fazg(ml—kx’g + x’fm;k)] + 2RSzh
N (21 — 12)?
_ —RS(=1)"(ay"ah + afxy") + 2RS(—1)"
N (21 — 22)?

RS(=1)" |2 = (a1 %2k + afay ")
N (21 — 29)?

RS(=1)" (2 — (a3* + a3¥)]
B (z1 — x2)? .

O

A identidade de Cassini é um caso particular da identidade de Catalan, quando

k = 1. Assim, tem-se o seguinte resultado.

Corolario 2. (Identidade de Cassini) Para o nimero natural n, se HL, é o n-ésimo

numero hibrido de Lucas, entdo temos a sequinte identidade:

RS(=1)" 2= (a3 +23)]

HL, \HL, ., — HLi = 5
(z1 — x2)

Proposicao 10. (Identidade de d’Ocagne) Se HL,,, € o n-ésimo nimero hibrido de Lucas,

a expressao da identidade de d’Ocagne é dada por:

—1)" 2 — (a2 + 2
HL, HILp .1 — HLy HL, = RS(=1)"] (:c22 +2})]
(z1 — x2)

Demonstracao. Esta identidade é uma generalizagao da identidade de Cassini, fazendo
m = n — 1, sendo m um numero inteiro nao negativo e n um numero inteiro positivo,
temos: HL,,HL, ., — HL,,;,+HL, = HL, {HL,,1 — HL? onde podemos encontrar a

demonstracao no Corolario 2. O

Definicao 24. A recorréncia para os termos de indices inteiros negativos dos niumeros

hibridos de Lucas, com n > 1, é definido por:

HL_ ,=HL_po— HL 1.
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Assim, é possivel calcular os termos de indices inteiros negativos dos ntmeros
hibridos de Lucas. Com isso, temos: HL_1 = —1+4+2i4+e+3he HF =3 —1i+ 2+ h.

Teorema 14. A matriz geradora hibrida de Lucas para indice inteiro negativo, n > 0, é

Fl-

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 3, pode-se validar este

dada por:

HL, HLy
HL, HL_,

HL .. HL.,
HL., HL_ .,

teorema. O

3.1.3 Numeros Hibridos de Pell

Catarino (2019) apresenta os numeros hibridos de k-Pell e para k& = 1 pode-
se apresentar os numeros hibridos de Pell. Nesta secao abordaremos esses ntimeros e

propriedades inerentes a eles.

Definicao 25. O numero hibrido de Pell, denominado por HP, 1, n € N, é definido por
(CATARINO, 2019):
HPn:Pn+Pn+1i+Pn+2€+Pn+3h/.

Com as seguintes condicoes iniciais: HPy =1t + 2 +bh e HP; = 1+ 2i 4 5¢ + 12h.

Proposicao 11. A sequéncia de numeros hibridos de Pell, HP, com n € N, satisfaz a
recorréncia hibrida de Pell HP, .1 = 2HP, + HP, 1 (CATARINO, 2019).

Demonstracao.

2HP,+ HP, 1 = 2(P,+ Pyy1i+ Pyyoe+ Pyysh) + (Py1 + Ppi+ Poyie + Poyoh)
= (2P, +P,1)+ (2Pu1+ PB)i+ (2Pyso+ Poy1)e + (2Pi3 + Pyi2)h
= P+ Popoi+ Poyse + Poah
= HP,

Teorema 15. A matriz geradora hibrida de Pell, para n > 1, € dada por:
2 1"
10|

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 3, pode-se validar este

HP, HPF,
HPy HP_,

HP,., HP,
HP, HP,

teorema. O
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Teorema 16. Para os numeros hibridos de Pell, a equacao caracteristica é dada por:
Y —2y—1=0,

onde é uma equacio de sequndo grau possuindo duas raizes reais y1 = 14+v/2 e ys = 1 —+/2.

Demonstracao. Semelhantemente ao Teorema 4, utilizaremos o Teorema de Cayley-Hamilton,
tem-se que a equagao caracteristica de Pell é dada por (GOMES; OLIVEIRA, 2019):

p(A) = det(AN — R),

A0
com A€ ZouleC, A\ = [O )J e tem-se que a matriz base da sequéncia de Pell, dada

2 1 A—2 -1
por: R = . Assim, A\l — R = .
0 —1 A
E ainda,
A—2 —1
det(\] — R) = 1 — A2\ 1.
Entao, p(A) = 0, tem-se A — 2\ — 1 = 0. Logo, y* — 2y — 1 = 0. O

Definicao 26. O conjugado do nimero hibrido de Pell, denotado por HP,, é definido
como:
HPn:Pn—Pn+1i—Pn+2€_Pn+3h.

Definicao 27. O cardter do nimero hibrido de Pell, denotado por C(HP,), com n € N,

¢ definido como:
C(Hpn> :Pr?—i_ (PH—H _Pn+2)2 _P13+2 _P3+3'

Definicao 28. Para os numeros hibridos de Pell, tem-se o vetor representacao desses

numeros, para n € N, definido por:

vVgp, = (Pnu (Pn+1 - Pn+2>7 Pn+27 Pn+3)-

Propriedade 4. A norma de um niumero hibrido de Pell é definido como:

||HPn||2 :| Pf — 6P 1Py — 4P3+2 | .

Demonstracao.
[HP.|| = | C(HF,) |
IHP* = | Py + (Pup1 — Pos)® = Py — Prys |

= | P+ P}y — 2P P+ P2y — Py — (2Pui2 + Pui1)” |
= |Pz‘*'Pz—i—l_2pn+lpn+2_4P3+2_4Pn+1pn+2_P5+1|
— |P3_6Pn+lpn+2_4p73+2|
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Definigao 29. O wvetor hibrido de Pell é um vetor do espago de Minkowski R, paran € N,
definido por:
fHPn = ((PTH-l - Pn+2)7 PTL+27 Pn+3>'

Definigao 30. O inverso dos nimeros hibridos de Pell, com |HPF,| # 0, n € N, é dado

por:
HP,
HpPt= __—"—_"_
" C(HP,)
Proposicao 12. A matriz do numero hibrido de Pell, com n € N, é definida como:

Py + Py 2P+ Popo
3Pn+2 Pn_Pn+2

Demonstracao.
10 0 1 -1 0 1
YHP, +1[_1 0 +2 _1] +3[1 O]
_ Pn+Pn+2 Pn+1_Pn+2+Pn+3
_Pn+2_Pn+l+Pn+3 Pn_Pn+2
B P+ Poio Poy1 — Poyo + 2P0+ P
| Pri2 — Poy1 + 2P0+ P P, — P,
| Pat Paye 2Py + Poyo
3Pn+2 Pn_Pn+2

O

Proposicao 13. Se pyp, corresponde a matriz hibrida do nimero hibrido de Pell, entdo

C(HP,) =detpgp, e ||HP,|| = /| detpgup, |.

Demonstracao. Seja HP, = P, + P,;11 + P,12¢ + P, 3h. Atendendo ao Teorema 2,

obtemos:
detogr, = Fut Pz 2Pt Paro
3P, P,— P,

= (Pu+ Poy2)(Py — Pay2) — (2P0 + Poy2)(3P42)
= PE_P3+2_6Pn+1Pn+2—3P3+2
= Pg — 6P 1Ppy2 — 4P3+2
= P2+ P2, — 2P, Puyo— 4P, — 4P, P,y — P2,
= P+ Pl — 2P Pops+ Ply— Poyy — (2Pua + Popt)’
= P§+(Pn+1—Pn+2)2—P3+2—PZ+3
= C(HP,).

Agora, tendo em conta que |HP,| = +/| C(HP,) |, temos que |[HP,| = \/m,

como pretendiamos provar. O
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Teorema 17. A fungdo geradora dos nimeros hibridos de Pell, denotada por Gup,(y),

comn € N, é apresentado por:

Gup,(y) 1-2y— 1)

Demonstracao. Para definir a funcao geradora dos ntimeros hibridos de Pell vamos escrever

uma sequéncia em que cada termo da sequéncia corresponde aos coeficientes.

Gur,(y) =Y HPY"

n=0

Fazendo manipulagoes algébricas devido a relagao de recorréncia podemos escrever essa

sequéncia como:

HP,(y) = HPy+HPy+HPy*+-- + HPy" +---
_QyHPn(y) = _HPOQy—HP12y2—HP22y3_..._HPnQyn—i-l_”'
—y*HP,(y) = —HPyw*— HPy’— HPy*—---— HPy"" — ...

Somando cada membro, tem-se:

(1-2y—y*)HP,(y) = HPy+ (HP— HR)y
HPO+(HP1—HPO>y
1—2y—y°

HP,(y)

O

Teorema 18. Para n > 0, temos que a formula de Binet para os nimeros hibridos de
Pell é dado por:
(HP — HRyya)y! — (HPL — HBoy1 )y

HPn = )
Y1 — Y2

onde vy, e Yy sao as raizes reais da equacao caracteristica.

Demonstracao. Tem-se que a formula de Binet pode ser representada da seguinte maneira:
HP, = Ayl + By;.

Para n =0, tem-se: A+ B = HPF, e, paran =1, temos Ay, + By, = HP;.

Assim, temos o seguinte sistema linear:

A+ B=HP,
Ay + By, = HP,
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HP, — HP,
Resolvendo o sistema linear, temos que os coeficientes encontrados foram: A = S Sl
Y1 — Y2
HPyy, — HP
e B — oY1 L
y —
Fazendo as dev1das substituicoes na féormula de Binet, temos:
up - (HP — HRyye)yt — (HPL — HBy1)yy
! Y1 — Y2
O

Considerando Z = (HP, — HPyy2) e W = (HP, — HPFyy,) tem-se:

Zyy — Wyy
Y1 — Y2

HP, =

Teorema 19. (Identidade de Catalan) Para os nimeros naturais n e k, comn >k, se

HP, é on-ésimo numero hibrido de Pell, entdo tem-se a sequinte identidade:

ZW(=1)" |2 — (y3* + yi*)]
(1 — y2)? '

HPn—kHPn—I—k _HPEL =

Demonstracao. Para demonstrar este Teorema utilizaremos a relagao y,y, = —1.

HP, HPpw— HP? =

ZyiF Wyt Zyptt Wyt (Zy? - Wy3>2
Y1 — Y2 Y1 — Y2 Y1 — Yo
B Zle ZWyn k n+k WZyn k n+k WZy%

(yl — Y2)?
ZPyi" = 2ZWyiys + W2y3
(1 —y2)?
_ —ZWy Rtk ZW s Ryn L 22 Wy
(Y1 —y2)?
W [y s+ b )|+ 22Watys
N (1 — y2)?
—ZW(=1)"(y "vs + vty ") +2ZW (1)
(Y1 — y2)?
ZW (=)™ [2 = (yr "ok + vhue™)]
(Y1 —y2)?
ZW(=1)" |2 = (3¢ + y¥)]
(Y1 — y2)? .

0

A identidade de Cassini é um caso particular da identidade de Catalan, quando

k = 1. Assim, tem-se o seguinte resultado.
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Corolario 3. (Identidade de Cassini) Para o nimero natural n, se HF, € o n-ésimo

numero hibrido de Pell, entao tem-se a sequinte identidade:

ZW(=1)"[2 = (yz + y1)]

HF, {HF, | — HFS = 5
(yl - yz)

Proposigao 14. (Identidade de d’Ocagne) Se HP,, é o n-ésimo nimero hibrido de Pell,

a expressao da identidade de d’Ocagne € dada por:

ZW(=1)" |2 = (y3* + )]

HP,HP,,,—HP, . HP, = 5
(yl - y2)

Demonstracio. Esta identidade ¢ uma generalizagdo da identidade de Cassini, fazendo
m = n— 1, sendo m um nimero inteiro nao negativo e n um numero inteiro positivo, temos
a seguinte identidade: HP,,HP,,, — HP,,,1,HP, = HP, HP, ., — HP? onde podemos

encontrar a demonstragao no Corolério 3. O

Definicao 31. A recorréncia para os termos de indices inteiros negativos dos niumeros
hibridos de Pell, para n > 1, € definido por:

HP_,=HP_ ., —2HP ;.

Assim, é possivel calcular os termos de indices inteiros negativos dos ntmeros
hibridos de Pell. Com isso, temos: HP_{ =1+e+2he HP 5 = —2+ i+ h.

Teorema 20. A matriz geradora hibrida de Pell para indice inteiro negativo, n > 0, é

o 1]
1 —2|

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 3, pode-se validar este

dada por:

HP, HF,
HPy, HP_,

HP .., HP.,
HP., HP_,,

teorema. OJ

3.1.4 Numeros Hibridos de Leonardo

Os numeros de Leonardo foram abordados por Catarino e Borges (2019), e seu
processo de hibridizacao foi apresentado por Mangueira, Alves e Catarino (no prelo). Por

isso, nesta se¢ao tem-se o intuito de apresentar esse processo.

Definicao 32. O numero hibrido de Leonardo, denominado por HLe,., paran € N, é
definido como:
HLen = Len + L€n+1'l' + L€n+2€ + L€n+3h.

Com os seguintes termos iniciais: HLey = 141+ 3c+5h e HLe; = 1+ 3i+ 5¢ 4 9h.
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Proposicao 15. A sequéncia dos mumeros hibridos de Leonardo, HLe,, com n € N,

satisfaz a recorréncia HLe,,, = 2HLe,, — HLe, 5.

Demonstracao.

2HLe, — HLe, o = 2(Le,+ Le,i1i+ Le, oe + Le,sh) — (Le, o + Le, 1i+ Ley,e + Le, 1h)
= (2Le, — Le,_2) + (2Leny1 — Le,1)i+ (2Le, 0 — Ley)e +
(2Lepqs — Leyia)h
= Ley1 + Leyiot + Ley3e + Leygh
= HLe,..

0

Pode-se relacionar os ntmeros hibridos de Leonardo com os nimeros hibridos de

Fibonacci, onde os nimeros hibridos de Fibonacci foi apresentada na Definicao 11, observe:

Proposicao 16. Para, n > 0, tem-se a relagio dos nimeros hibridos de Leonardo com os

numeros hibridos de Fibonacci.

HLe,=2HF,,1 — (1+i+e+h).

Demonstracao. Vamos provar essa proposicao pelo método de inducao matematica.
Para n =0,
HLey = 2HF —(1+i+¢c+h)
= 2(14+i4+24+3h) —(1+i4+e+h)
= 141+ 3e+5h
Supondo que a igualdade é valida para todo 1 < k < n, ou seja, que HLe, = 2HFj 1 —
(1+i+e+h).
Agora, ¢ necessario provar a validade para k + 1, utilizando a relagao de recorréncia, a
hipdtese de inducao e a Proposicao 1, obtem-se:
HLep,y = HLey+ HLe 1+ (1+i+e+h)
= [2HFy 1 —(14+i+e+h)+[2HF, —(1+i+ec+h)]+(Q+i+ec+h)
= 2HFyn+HF,)—(1+i+e+h)
= 2HF,o—(1+i+e+h)

Com isso, tem-se que a proposicao é valida. O

Teorema 21. A matriz hibrida geradora de Leonardo, para n > 1, € dada por:

HLes HLe, HLeo|[2 1 0" [HLens HLen, HLe,
HL63 HL€2 HL€1 0 01 - HL€n+3 HL€n+2 HL6n+1
HLes, HLes HLey| |—1 0 0 HLe,., HLe,.3 HLe, >
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Demonstracao. Pelo principio da indugao infinita, tem-se que:

(OHILey — HLey HLey, HLe,
2HL63 - HL€1 HL63 HL€2
2HL€4 — HL€2 HL€4 HL€3

(HLes HLe, HLe;
= HL€4 HL€3 HL€2
HLes HLey, HlLes

HLGQ HLGl HL€0 2 1
HLes HLey HLei| | 0 0
HL€4 HL€3 HL@Q -1 0

o = o
I

Supondo que seja valido para n =k, k € Z:

HL@Q HL€1 HL€0
HL€3 HLGQ HLGl
HLey, HLes HlLey| |[—1

k
1 0 HL€k+2 HLekH HLek
O 1 - HL6k+3 HL6k+2 HL6k+1
O O HL6k+4 HL6k+3 HL6k+2

Dessa forma, demonstra-se que é valido paran =k + 1,k € Z.

k+1

HLes HLe;, HLeo| [2 1 0 [HLey, HLe, HLeo| [2 1 0] [2 1 0
HLe; HLes HLei| |0 0 1| = |HLes HLes HLes| |0 0 1| |0 0 1
HLey, HLes HLey| |[—1 0 O HLey, HLes HLey| |[—1 0 0 -1 0 0

(HLey., HLewoy HLey |[2 1 0

= |HLey 3 HLe,o HLey 0 01

(HLejwa HLewys HLepio| |[=1 0 0

[ 9HILep.o — HLey, HLeprs HLep
= 2HL€k+3 — HL€k+1 HL€k+3 HL€k+2
2HL€k+4 - HL6k+2 HL€k+4 HL€k+3

_HL€k+3 HLey o HLep
= |HLeypyys HLepys HLepyo
_HL€k+5 HLerrs HLepys

O

Teorema 22. Para os numeros hibridos de Leonardo, a equacao caracteristica é dada por:
2 =222 4+1=0,

onde € uma equacao de terceiro grau possuindo trés raizes, sendo duas iquais as raizes de

1+5 1-+5
5 T T

Fibonacci, z; = e z3 = 1.

Demonstracao. Semelhantemente ao Teorema 4, utilizaremos o Teorema de Cayley-Hamilton,
tem-se que a equacao caracteristica de Leonardo é dada por (GOMES; OLIVEIRA, 2019):

p(A\) = det(M — K),
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A0 O
com A€ ZouleC, A\ =0 X 0] e no trabalho de Vieira et al. (2020), tem-se a
0 0 A
2 10
matriz base da sequéncia de Leonardo, dada por: K = | 0 0 1|. Assim, A\l — K =
-1 0 0
A—2 -1 0
0 A =1
1 0 A
E ainda,
A—2 -1 0
det(M\ — K) = 0 A —1|=XN-2\2+1.
0 A
Entao, p(A) = 0, tem-se \*> —2X? +1 = 0. Logo, 2* — 222 +1=0. O

Definicao 33. O conjugado do numero hibrido de Leonardo, denotado por HLe,, é
definido por:

HLe, = Le, — Le, 11 — Le, 06 — Ley, 3h.

Definicao 34. O cardter do nimero hibrido de Leonardo, denotado por C(H Le,), com

n € N, € definido por:
C(HLe,) = Le + (Lep1 — Leni2)® — Les,, — Le .

Definicao 35. Para os nimeros hibridos de Leonardo, tem-se o vetor representacao desses

numeros, para n € N, definido por:

VHLe, = (Lem (L€n+1 - L€n+2>7 Ley o, L€n+3)-

Proposicao 17. A norma de um nimero hibrido de Leonardo, denotada por ||H Le,||,

comn € N, é definida como:

||HL€nH2 =| LeiJrl —2Le, 1 Ley o+ 4Le, oLe, — 4Lei+2 | .

Demonstracao.
[HLey|| = /[ C(HLey) |
H[—[LenH2 = | Lei + (Lent1 — L6n+2)2 - L€i+2 - L63L+3 |
= | Le’ + Lesy —2Leyy1Len o + Les y — Leby —4Le? o + 4Le,Len o — Le? |

= | LeiJrl —2Le, 1 Le, o +4Le,Le, o — 4Lei+2 |
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Definigao 36. O vetor hibrido de Leonardo é um vetor do espago de Minkowski R?, para
n € N, definido por:

fHLen = ((L6n+1 - L6n+2)> Lepa, L6n+3)

Definicao 37. O inverso dos nimeros hibridos de Leonardo, com ||HLe,|| #0, n € N, é

dado por:
HLe
HlLe ' = ——"_.
“» T C(HLey,)
Proposicao 18. A matriz do numero hibrido de Leonardo, com n € N, é dada por:
Le, + L€n+2 Len—l—l + L6n+2 — Le,
YPHLe, =
3Lenyo — Le, — Ley Le, — Leyyo
Demonstracao.
10 0 — 01
e, = Le, + Le, + Le, + Le,
YL 0 +1[_1 +2 _ +3[10]
B i Le, + Leyio Leni1 — Lepio + Leyys
Lepyo — Ley1 + Lepgs Le, — Ley o
| Ley + Lenio Lens1 — Lenya +2Leqsn — Le,
Leyyo — Lepi1 + 2Le, 49 — Le, Le, — Lep o
[ Lew+ Lewrs Lens1 + Lenys — Le,
3Lenyo — Le, — Ley Le, — Lep o

O

Proposicao 19. Se ¢y, corresponde a matriz hibrida do nimero hibrido de Leonardo,

entio C(HLe,) = detgpre, e ||HLe,| = /| detvnre, |-

Demonstracao. Seja HLe, = Le, + Le, 11 + Le, 2 + Le, . 3h. Atendendo ao Teorema 2,

obtemos:
Le, + L€n+2 L€n+1 + L6n+2 — Le,
3Le, o — Le, — Le, i Le, — Le,.o

= Lei — LeiJr2 —3Le,ole, 1+ Leyy1Le, + LeiJr1 — 3Lei+2 + Le,Le, o +

dethLen

Le,1Le, o+ 3Le,oLe, — Lei — Le,Le,
= Lel —Les o —2Lepi1Lenin + Leby — 3Le2 o+ 4Le,Ley o — Le?
= LeiJrl —2Ley 1 Ley o+ 4Le,Ley, o — 4Lei+2
= Le2 + LeiJrl — 2Lep1Lenso + LeiJr2 — Lei+2 — 4Lei+2 +4Le,Le, o — Le2

= Lei + (Leny1 — L6n+2)2 - Lei-‘rQ - Lei-ﬁ-?)

= C(Ley).
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Agora, tendo em conta que ||H Le, || = /| C(H Le,) |, temos que ||HLe, || = /| detvnre, |,
como pretendiamos provar. O

Teorema 23. A funcao geradora dos numeros hibridos de Leonardo, denotada por

GHLe, (%), € definido como:

(HLey + HLey2)(1 — 2z) + H Ley2?
1—2z+ 23 ’

GHLen (Z) =

Demonstracao. Para definir a fungao geradora do ntimero hibrido de Leonardo, denotada
por Gy, (z), vamos escrever uma sequéncia em que cada termo da sequéncia corresponde

aos coeficientes. -
GHLe,(2) = Z HLe,2".
n=0

Fazendo manipulagoes algébricas devido a relacao de recorréncia podemos escrever essa

sequéncia como:

Grre,(2) = HLey+ HLeyz + HLey2? + Z HLe,z"

n=3
= HLey+ HLeyz+ HLeyz? + i@HLen_l — HlLe, 3)2"
n=3
= HLey+ HLejz + HLeyz? + 22 i HLe, 2"t =23 i HLe, 32"
n=3 n—3
= HLey+ HLez + HLeyz? + 22 i(HLenz" — HLey — HLey2) — 2° i HLe,z"
= HLey+ HLeyz + HLeyz? —2H Legz — 2H Le 2% + 22 i HLe,z" — 23 i HLe,z"

n=0 n=0

= HLey+ HLeiz + HLeyz* —2H Legz — 2HLe 2> + 22Gyre, — 2°GrLe,
Assim, temos:

Grure, (2) — 22Grre, + 2°Grre, = HLey+ HLeyz + HLeyz* — 2H Leygz — 2H Le, 2°

Grre,(2)(1 =224+ 2%) = HLey(1 —2z) + HLe12(1 — 2z) + HLey2”
a (2) = (HLey+ HLeyz)(1 — 2z) + HLey2?
fbed=l = 1-2:+12°

O

Teorema 24. Para n > 0, tem-se que a formula de Binet para o numero hibrido de

Leonardo é:

He — x1[2A27 — (1+i+8+h)]+x2[(1+i+8+h)—QB:(:S]'

Ty — T2

1+5 1-+5

€ Xy =

onde x1 = 5 sao duas das raizes da equacdo caracteristica da
sequéncia de Fibonacci, A= HFy— HF\xy e B= HF, — HFyx;.



3.1. Hibridizacdo de Sequéncias 95

Demonstracio. A partir da férmula de Binet dos ntimeros hibridos de Fibonacci, no

Teorema 6 , e utilizando a proposicao 16, tem-se:

HlLe, = pe——
1— T2

2(HFy — HF\my)aP™ — 2(HEF, — HFyxy )2yt — (1 4+i+ e+ h)(z; — x3)

HFy — HFy22)a — (HF, — HFywy)2 ™!
2<( o= Hbvwo)ai™ = (HE = HEoe, )3 )—(1+i+€+h)

Tr1 — X2
- 2(HFO — HFLIQ)ZC?—H — .111(1 +i4+e+ h) — 2<HF1 — HFO,Il)ZCg—H +I‘2<1 +i4+e+ h)
B Ty — T2
L1 — &2 .

O

Teorema 25. (Identidade de Catalan) Para os nimeros naturais n e k, comn >k, se

HLe, ¢é o n-ésimo numero hibrido de Leonardo, entao tem-se a sequinte identidade:

HLey wHLeny — HLe2 = (1+i+e+h)[—2HFy 41 — 2HFpipir + 4HF, 1] +
AHF, o HF, ey — AHFZ .

Demonstracao.

HLe, yHLey ), — HLe? = 2HF, 1 — (1+i+e+h)][2HF, 41— (1 +i+¢e+h)]—
2HF, ;1 — (1+i+e+h)?
=4HF, 1 HF, 1 —2HF, (1 4+i+e+h)—
2HE, k(1 4+i+e+h)+(1+i+e+h)?—4HF: |+
4HF, 1 (1+i+e+h)— (1 +i+e+h)?
=4HF, 4 HF, 1 —2HF, 1 (14+i+¢e+h)—
2HF, (1 +i+e+h)—4HF? | +4HF, (1+i+e+h) —4HE?,,
=(1+i+e+h)|[-2HF, py1 —2HF,;p 1 +4HF, 1]+
AHF, 1 HF, 1 — AHF?

O

A identidade de Cassini é um caso particular da identidade de Catalan, quando

k = 1. Assim, tem-se o seguinte resultado.

Corolario 4. (Identidade de Cassini) Para os nimeros naturais n, se HLe, é o n-ésimo

numero hibrido de Leonardo, entao tem-se a sequinte identidade:

HLe, (HLen, — HLe? = (1+i+e+h)[-2HF, —2HF, 5+ 4HF, ] +
AHF,HF, , —AHF?,|.



96 Capitulo 3. ESTUDO DO CAMPO EPISTEMICO-MATEMATICO

Proposicao 20. (Identidade de d’Ocagne) Se HLe,, é o n-ésimo nimero hibrido de

Leonardo, a expressao da identidade de d’Ocagne € dada por:

HLenHLepys — HLey o HLe, = (14i+¢c+h)[—2HF, —2HF, s+ 4HF, 1] +
AHF,HF, , — AHF? .

Demonstracio. Esta identidade ¢ uma generalizagdo da identidade de Cassini, fazendo
m = n— 1, sendo m um nimero inteiro nao negativo e n um numero inteiro positivo, temos
a seguinte identidade: HLe, 1H Le,; — HLe? onde pode encontramos a demonstragao

no Coroléario anterior. O

Definicao 38. A recorréncia para os termos de indices inteiros negativos dos niumeros

hibridos de Leonardo, para n > 1, e definida por:

HLe , =2HLe .o — HLe_, 3.

Assim, é possivel calcular os termos de indices inteiros negativos dos ntimeros
hibridos de Leonardo. Com isso, tem-se: HLe_1 = —1+i+ec+3he HLe_y =1—i+c+h.

Teorema 26. A matriz geradora hibrida de Leonardo para indice inteiro negativo, n > 0,

¢ dada por:

11" [HLe_ .., HLe_,., HLe_,
= |HLe_ny3 HLe_nio HLe_,
HLe ny4 HLe 13 HLe

HLes HLe; HLeg| |0 0O
HL€3 HL€2 HL€1 1 0
01

2
HLey, HLes HLes 0

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 21, pode-se validar este

teorema. O

3.1.5 Numeros Hibridos de Jacobsthal

Szynal-Liana e Wloch (2019) apresentram os ndmeros hibridos de Jacobsthal,
numeros hibridos de Jacobsthal-Lucas e propriedades existentes entre esses dois nimeros.

Nesta secao, daremos continuidade ao estudo desses niimeros.

Definicao 39. O numero hibrido Jacobsthal, denominado HJ,, n € N, é definido por
(SZYNAL-LIANA; WLOCH, 2019):

Hjn = Jn —+ Jn_t,_l'l' -+ Jn+2€ —+ Jn+3h.

Com os seguintes termos iniciais: HJy =i+¢e+3he HJ; =1+ i+ 3¢ + bh.

Proposigao 21. A sequéncia de numeros hibridos de Jacobsthal, HJ,, comn > 2, satisfaz
a recorréncia HJ, = HJ, 1+ 2HJ, o (SZYNAL-LIANA; WLOCH, 2019).
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Demonstracao.

HJ, 1+2HJ, 5 = (Joo1+ i+ Jps1e + Juaoh) + 2(Jno + Jp1i + Jue + Jui1h)
= (Jpo1+2Jn2)+ (Jo+2J0-1)i + (Jna1 + 2Jd0)e + (Jpao + 2J41)h
= Jy 4 o1l 4 Josoe + Juish
= HJ,.

Teorema 27. A matriz geradora hibrida de Jacobsthal, para n > 1, € dada por:

Hh 2HL | [t 2]" [HJw 2HJ,
HJy 2HJ (| |1 o | HJ, 2HJ, |

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 3, pode-se validar este

teorema. OJ

Teorema 28. Para os numeros hibridos de Jacobsthal, a equacdo caracteristica é dada
por:
K —k—-2=0,

onde € uma equagdo de sequndo grau possuindo duas raizes reais k1 =2 e ko = —1.

Demonstracao. Semelhantemente ao Teorema 4, utilizaremos o Teorema de Cayley-Hamilton,
tem-se que a equagao caracteristica de Jacobsthal é dada por (GOMES; OLIVEIRA, 2019):

p(A) = det(N — J),
A0 . i
com A€ ZouleC, A\ = [O )\] e tem-se que a matriz base da sequéncia de Jacobsthal,

1 2
dada por: J = [1 ol Assim, A\ — J = [

A—1 —2}

-1 A
E ainda,
A—1 =2
det(\ — J) = — N2
-1 A
Entao, p(A) = 0, tem-se A\ — X — 2 = 0. Logo, k* —k —2 = 0. O

Definicao 40. O conjugado do nimero hibrido de Jacobsthal, denotado por HJ,, é definido
por:
HJ, = J, — Joi1t — Jnioe — Juash.

Definicao 41. O cardter do nimero hibrido Jacobsthal, denotado por C(HJ,), comn € N,
¢ definido por:
C(HJ,) = JT2L + (o1 — Jn+2>2 - JT2L+2 - J3+3-
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Definicao 42. Para os niumeros hibridos de Jacobsthal, tem-se o vetor representacdo

desses numeros, para n € N, definido por:

Ve, = (Jnu (Jn—l—l - Jn+2)7 Jn+27 Jn+3)-

Proposigao 22. A norma de um nimero hibrido de Jacobsthal, denotada por | HJ,||,

comn € N, é dada por:

|HJ))? = | —3J2 — 16, Jp1 — 10J7 4.
Demonstracao.
IHT = VIT2+ Ty = 2T Tuss — Tyl
||HJn||2 = |J5 + JZ+1 - 2Jn+1(<]n+l + 2Jn) - (Jn+2 + 2Jn-i-l)2|

= |J2 + JZ-H - 2‘]2-1-1 - 4Jn+1Jn - J72z+2 - 4Jn+1Jn+2 - 4J72L+1|
= |[J2 =502, — ddpady — T2 = Adydpsy — A2 — 42, = 8Ty

n+1

= | = 3J2 = 16J,Jps1 — 10J2,,].
D

Definigao 43. O vetor hibrido de Jacobsthal é um vetor do espago de Minkowski R}, para
n € N, definido por:
éHJn = ((Jn+1 - Jn+2>7 Jn+27 Jn+3>-

Definigao 44. O inverso dos nimeros hibridos de Jacobsthal com ||HJ,|| #0, n € N, é
dado por:

7
HI = o
I = G

Proposicao 23. A matriz do niumero hibrido de Jacobsthal, com n € N, é dada por:

3Jn -+ Jn+1 3Jn+1
3Jn—l—l + 4Jn _Jn - Jn—l—l '

+J R Ly 01
n+1 _1 O n+2 1 _1 n+3 1 0

YHI, = [

Demonstracao.

10
— Jn
PH [ 01

_ _ o+ Jnsa Jnt1 = Jnta + Jnss ]
- i Jng2 = Jng1 + Jnys In — Jnyo
] Jo 4 Joi1 + 2, Tt — s + Jpso + 2J0i1
a | Jnv2 = Jngr + Jngz + 2dpa In — Jny1 — 2, ]
B [ 3In + i1 3Jnt1
| 2 At T —Ju— Jun ]
[ /A S A
[N [ DI A A ] |
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O
Proposicao 24. Se py ;. corresponde a matriz hibrida do nimero hibrido de Jacobsthal,

entio C(HJn) = detopny, e ||HJ,|| = /| detpn, |.

Demonstracao. Seja HJ,, = J,+ Jp 11+ Jpi06+ Jpi3h. Atendendo ao Teorema 2, obtemos:

e = e Ad s — duns
= (BJn+ Jns1)(—Jn — Jni1) — 3Jn11(3Jns1 +4J5)
= =3J) 4y Jpir — Jiy — 92 — 120,00
= —3J) —16J,Jp1 — 1002,
= 2o BJ2 = Ay — T2y — Ay — A2 — AT2 = 8u s
= Tt o =200 — A dn + T — o — (i — AduiaJuge — A00L)
= Tt i 2Jn1(Jnsr +200) + Ty — iy — (Juyz + 20041)°
= S T = 2Jnadnge + T — i — i
= T34 (Jnsr — Jng2)’ = 2y — T2
= C(HJ,).
Agora, tendo em conta que |HJ,| = +/| C(HJ,) |, temos que ||HJ,|| = /| detou,, |,
como pretendiamos provar. O

Teorema 29. A funcgdo geradora do nimero hibrido de Jacobsthal, denotada por Gy, ,

para n € N é:
 HJy+(HJ,— HJy)k

1 —k—2k?

Gn, (k)

Demonstracao. Para definir a funcao geradora do niimero hibrido de Fibonacci devemos

escrever uma sequéncia em que cada termo da sequéncia corresponde aos coeficientes

G, (k) =S HIk"
n=0

Fazendo manipulagoes algébricas devido a relacao de recorréncia podemos escrever essa

sequéncia como:
Gpuj, (k) = HJo+HJLk+HJLE + -+ HJE" + -
—kGyj, (k) = —kHJy—KHJ, —KHJ,— - —k""'HJ, —--.
—2k*Gyy (k) = —2K*HJy—2K°HJ, —2k*HJy — -+ —2k" "2 HJ, — -

Somando cada membro, temos:
(1 —k—2k*)Gyy, (k) = HJy+(HJ, — HJ)k+ (HJy — HJ, — 2HJy)k* + ...

(1 —k —2k*)Gyy, (k) = HJo+ (HJ, — HJo)k
 HJy+ (HJ, — HJyk
Crs (k) = (1—k—k?2)
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O

Teorema 30. Para, n > 0, tem-se que a formula de Binet para o numero hibrido de

Jacobsthal é dada como:
HJ,— HJ; 2HJ, — HJ;

HJ, = —/—/— % .}"
3 Lt 3

onde ki e ky sao as raizes reais da equagdo caracteristica.

n
.]{;2’

Demonstracao. Tem-se que a formula de Binet pode ser representada da seguinte maneira:
HJ, = Ak} + Bk}

Para n =0, tem-se: A+ B = HJ, e paran = 1, tem-se Ak; + Bko, = HJ;.

Assim, é possivel montar o seguinte sistema linear:

A+B=HJ
Ak’l—l—Bk’Q:HJl

Resolvendo o sistema linear, tem-se que os coeficientes encontrados foram:
HJy—HJ

3
2HJy — HJ,

3
Fazendo as devidas substitui¢oes na formula de Binet, obtém-se:

HJy—HJ 2HJy— HJ
HJ, — 03 1-k’f—|— 03 1

A:

B —

ST gy s 2
3 3
HJ, = UK+ VK.

Considerando U = , tem-se:

Teorema 31. (Identidade de Catalan) Para os nimeros naturais n e k, comn > k, se

HJ, é on-ésimo hibrido de Jacobsthal, entao tem-se a sequinte identidade:

HJy wH Iy, — HIJ? = (=2)" (k" kSUV — 20V 4+ EFE;FUV).

Demonstracao. Para demonstrar este Teorema utilizaremos a relagao kiky = —2.
HJy o HJpp — HIJ? = (UM + VEFRYUET + VEFT™) — (UKD + VED)?
= Uk + UKP " VER™ + UM VES 4 V22 — Uk —
UKV EY — V23"
= UK "Viith — UMV kY + Uk TRV ED—*
= KMk (b FESUV — 20V 4 EFE UV
= (=2)"(k, "KSUV — 2UV + klk, *UV).
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A identidade de Cassini é um caso particular da identidade de Catalan, quando

k = 1. Assim, tem-se o seguinte resultado.

Corolario 5. (Identidade de Cassini) Para o nimero natural n, se HJ, é o n-ésimo

hibrido de Jacobsthal, entdo tem-se a sequinte identidade:
HJy 1 HJp — HJ? = (=2)"(k{ 'koUV = 2UV + k15 *UV).

Proposicao 25. (Identidade de d’Ocagne) Se HJ, é o n-ésimo nimero hibrido de Ja-

cobsthal, entdo a expressao da identidade de d’Ocagne é dada por:

HIpHI o — HIp o H,y = (=2)" (k7 UV — 20V + kg \UV).

Demonstracao. Esta identidade é uma generalizagao da identidade de Cassini, fazendo
m =n — 1, sendo m um nimero inteiro nao negativo e n um numero inteiro positivo, tem-
se:HJ,HJy1—HJy 1 HJ, = HJ,_1HJ,,1—HJ? onde podemos concluir a demonstragio

usando o Corolario 5 O

Definicao 45. A recorréncia para os termos de indices inteiros negativos dos niumeros

hibridos de Jacobsthal, para n > 1, é definido por:

HI ., — HJ 19 ‘5 HJ—n—H‘

Assim, é possivel calcular os termos de indices inteiros negativos da sequéncia

1 1 1
hibrida de Jacobsthal. Com isso, temos: HJ_; = 3 +e+heHJ 3= 1 + 52 + h.

Teorema 32. A matriz geradora hibrida de Jacobsthal para indice inteiro negativo, n > 0,

¢ dada por:

1 =
HJy 2HJ 4 HJ , 2HJ ,

[HJ1 2HJ0] 0 2 [HJ_nH 2HJ_n]
2 2

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 3, pode-se validar este

teorema. O

3.1.6 Numeros Hibridos de Padovan

Nesta secao serao apresentadas algumas defini¢oes a respeito aos ntiimeros hibridos
de Padovan, a formula variante de Binet, funcao geradora e algumas propriedades, tanto
para os nimeros naturais, assim como a sua extensao para indice inteiro negativo. Podemos

encontrar estudos referente a esses nimeros em Mangueira et al. (2020d).

Definicao 46. O niumero hibrido de Padovan, denominado por HPa,, n € N, é definido
por (MANGUEIRA et al., 2020d):

HPCLn = Pan + PCLn+1Z’ + PCL”+28 + Pan+3h.
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Com os seguintes termos iniciais: HPag=1+14+c+4+2h e HPa; =1+1+ 2+ 2h
e HPay =1+ 21+ 2¢ + 3h.

Proposicao 26. A sequéncia de niimeros hibridos de Padovan, H Pa,,, comn > 3, satisfaz
a recorréncia HPa, = HPa,_, + HPa,,_3.

Demonstracao.

HPa, >+ HPa, 5 = (Pa, s+ Pa,_1i+ Pa,e+ Pa,1h)+ (Pa,_3+ Pa, 21+ Pa, 1+
Pa,h)
= (Pay_2+ Pa,_3)+ (Pa,_1 + Pa, _»)i+ (Pa, + Pa, 1) +
(Payy1 + Pay)h
= Pa, + Pa, 11+ Pa, o + Pay,3h
= HPa,.

Teorema 33. A matriz geradora hibrida de Padovan, para n > 1, é dada por:

n

HPay HPa; HPa = |HPa,ys HPan HPa,).

— = O
o o
o = O

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 21, pode-se validar este

teorema. O

Teorema 34. Para os numeros hibridos de Padovan, a equagdo caracteristica € dada por:
B —t—1=0,

constata-se que existem trés raizes, sendo duas complexas e conjugadas e uma solucdo real,

sejam elas:

TR AR
@:(%+1§O?%+é%§+(é—lga3%—%%?z—0%%w+0%mme
@_<—%—%§)3%+é ? (—%+%§)3%—%E?z—&%%%—&%ﬂ%.

Demonstracao. Semelhantemente ao Teorema 4, utilizaremos o Teorema de Cayley-Hamilton,
tem-se que a equagao caracteristica de Padovan é dada por (GOMES; OLIVEIRA, 2019):

p(A\) = det(N — L),
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A0 O
comA€eZouleC, A\ =0 M\ 0] etem-se que a matriz base da sequéncia de Padovan,
0 0 A
010 A =1 0
dada por: L=10 0 1|.Assim, A\[—L=|0 X —1/.
110 -1 -1 A
E ainda,
A =1 0
det A\l —L)y=| 0 X —1|=X-X-1
-1 -1 A
Entao, p(A) =0, tem-se \*> — X — 1= 0. Logo, t* —¢t — 1 = 0. O

Definicao 47. O conjugado do nimero hibrido de Padovan, denotado por H Pa,,, € definido
por:
HPa, = Pa, — Pa,.1t — Pa, s — Pa,3h.

Definicao 48. O cardter do nimero hibrido Padovan, denotado por C(H Pa,,), comn € N,
¢ definido por (MANGUEIRA et al., 2020d):

C(HPa,) = Pa? 4 (Payq1 — Pays)?* — PCL?H_Q — Pai+3.

Definicao 49. Para os nimeros hibridos de Padovan, tem-se o vetor representacdo desses

numeros, para n € N, definido por:
ViPa, = (Pan, (Pany1 — Panys), Panys, Paygs).

Proposicao 27. A norma de um nimero hibrido de Padovan, denotada por |HPF,||, com
n € N, € definida por (MANGUEIRA et al., 2020d):

|H Pa,||* =| —2Pay1Pans — 2Pa, 1 Pa, | .

Demonstracao.
|HPayn|| = +/| C(HPay,) |
|HPa,|* = | Paj + (Pant1 = Payss)® = Pag .y — Pag 5 |

= | Pa + Pa’_, — 2Pa,1Pa, s+ Pa’ , — Pal ., —

(Pay41 + Pay)? |
= | Pa} + Pa’_, — 2Pa, 1 Pa, s — Pa’, — 2Pa, Pa, — Pa’, |
= | —=2Pay1Payo — 2Pay 1 Pay, | .
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Defini¢ao 50. O wvetor hibrido de Padovan é um vetor do espago de Minkowski R3, para
n € N, definido por:

¢npa, = ((Pansy1 — Payya), Papyo, Pa,s).

Definigao 51. O inverso dos nimeros hibridos de Padovan com ||HPay,|| #0, n € N, é

dado por:
HPa
HPa ' = — ",
“n = C(HPa,)

Proposicao 28. A matriz do nimero hibrido de Padovan, com n € N, é dada por
(MANGUEIRA et al., 2020d):

Pa, + Pa, > 2Pa,1 + Pa, — Pa,»

PHPan = Pa, .o + Pa, Pa,, — Pa, .-
Demonstracao.
YHupa, = Pay b +Pan+1lo +Pan+2[1 ! +Pan+3[0 1]
0 -1 1 -1 1 0
B [ Pa, + Pa, - Pa, 1 — Payio+ Pagys
I Pa,.o — Pa, 1+ Pay,.3 Pa,, — Pa, s
[ Pa, + Pa, - Pa,.y — Pa,,s+ Pa,1 + Pa,
- I Pa,.> — Pa,.1 + Pa,. 1+ Pa, Pa,, — Pa, -
[ Pa, + Pa,. s 2Pa,.1+ Pa, — Pa,-
- I Pa,.> + Pa, Pa, — Pa,s ] '

O

Proposicao 29. Se ppp,, corresponde a matriz hibrida do nimero hibrido de Padovan,
entao C(HPa,) = detoppa, e ||HPay,| = /| detogpa, |-

Demonstracao. Seja HPa,, = Pa, + Pa, 11 + Pa,s¢ + Pa,,sh. Atendendo ao Teorema

2, obtemos:
Pa, + Pa, s 2Pa,,1 + Pa, — Pa,s
dethpan
Pa,.> + Pa, Pa,, — Pa, s
= Pai - Pafwr? — (2Pay.2Payyq + 2Pay 1 Pa, + Pa,Pa, o+ Pai — Pai+2 -
Pa, P CLn+2)

= Pai - Pa?w2 —2Pa,1Pay,o — 2Pa, 1 Pa, — Pai + Pai+2

= —2Payy1Payyo — 2Pa, 1 Pa,

= Pa? + PaiJrl —2Pa,11Pay o — PaiJrl —2Pa, ., Pa, — Pa?

= Pal + Pa’ , — 2Pa,1Pa,s + Pa’,, — Pal,, — (Pay1 + Pay)?

= Pai+(Pa;n+1_Pan+2)2_Pai+2—Pai+3

= C(HPay,).
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Agora, tendo em conta que | H Pa,|| = /| C(H Pay,) |, temos que ||H Pa,| = /| detyupa, |,
como pretendiamos provar. O

Teorema 35. A funcio geradora do nimero hibrido de Padovan, denotada por Gyp,, (t),
n € N, (MANGUEIRA et al., 2020d):

HPa0+HPa1t+(HPa2—HPa0)t2
Grrpan(t) = 1—¢2— 3 '

Demonstracao. Para definir a fungao geradora do ntimero hibrido de Padovan, denotada
por Gy pa, (t), vamos escrever uma sequéncia em que cada termo da sequéncia corresponde

aos coeficientes
GHPan(t) = Z HPCLntn

n=0
Fazendo manipulagoes algébricas devido a relacao de recorréncia podemos escrever essa

sequéncia como:

GHPan(t) = HPQO + HPalt + HPCLQtZ + HPCLgtg + HPa4t4 + ...
—t*Gypa, () = —HPagt? — HPayt* — HPayt* — HPast® — HPayt® — ...
—t3Gypa,(t) = —HPagt® — HPait* — HPayt® — HPast® — HPagt" — ...

Somando cada membro, tem-se:

(1—t*—=t)Gypa,(t) = HPag+ HPajt+ (HPay — HPag)t* + (HPaz — HPa; — HPag)t® + ...
HPQO +HPa1t—|— (HPCLQ - HPao)t2

O

Teorema 36. Para n > 0, temos que a formula de Binet para o numero hibrido de
Padovan é dado como (MANGUFEIRA et al., 2020d):

HPa, = A(t;)" + B(ta)" + C(t3)",

onde ti,ty e ts sao as raizes da equacdo caracteristica da sequéncia hibrida de Padovan e

A, B e C os coeficientes iguais a:

HPay(tat3 — t3t3) + HPay(t3 — t3) + HPay(t3 — t3)

A= t5t2 + {3ty + 113 — {3t — t2ty — t5t3

B — HPay(tst2 — t5t1) + HPay(t3 — t3) + HPay(t; — t3)
t3t? + 13ty + 1113 — 13t; — 13ty — t3t3

o - HPag(t,t3 — t3t2) + HPay(t7 — t3) + HPas(ts — t1)

tst? + 3ty + 13 — (3t — 3ty — 1513
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Demonstracao. Tem-se que a formula de Binet pode ser representada da seguinte maneira:

Assim, tem-se que paran =0, A+ B+ C = HPaq, para n = 1, tem-se At; + Bty + Ct3 =
HPay e paran = 2, tem At? + Bt2+ Ct2 = H Pay. Com isso, pode-se construir um sistema

de equagoes lineares da seguinte forma:

A+B+C:HPQO
At1+Bt2+Ct3:HPCL1
At} + Bt3 + Ct; = HPay

Resolvendo o sistema linear, pela regra de Cramer, tem-se que os coeficientes encontrados

foram:
4 HPay(tat? — t3t3) + HPay(t2 — t2) + HPay(tz — ty)
t3t? + 13ty + t1t3 — 13t — 13ty — L3t}
B HPay(tst? — t3t,) + HPay(t2 — t2) + HPay(t; — t3)
t3t? + t3to + 1115 — thty — 13ty — t3t3
o - HPay(tt3 — t3ty) + HPay (12 — t3) + HPay(ty — t1)

t3t2 + 3ty + 1112 — 3t; — 2ty — t5t2
O

Definicao 52. A recorréncia para os termos de indices inteiros negativos dos nimeros

hibridos de Padovan, para n > 1, é definida por:

HPa_, =HPa_,.35— HPa_,.;.

Assim é possivel calcular os termos de indices inteiros negativos da sequéncia
hibrida de Padovan. Seja HPa 1 =1+ec+h,HPa o =1+c+he HPa 3=1+ h.

Teorema 37. A maltriz geradora hibrida de Padovan para indice inteiro negativo, n > 0,

¢ dada por:

n

1
0| =|HPa . HPa_, HPa_,|.
—1

[Hpa2 HPa, HPag

o = O
_ O O

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 21, pode-se validar este

teorema. O

3.1.7 Numeros Hibridos de Perrin

Nesta secao serao apresentadas algumas defini¢oes dos ntimeros hibridos de Perrin.
Estes nimeros hibridos sdo similares aos ntmeros hibridos de Padovan, diferenciando

apenas os seus termos iniciais.
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Definicao 53. O numero hibrido de Perrin, denominado por HPe,, n € N, é definido
por:
HP@n = Pen + Pen_t,_l?; + P€n+2€ + P€n+3h.

Com os sequintes termos iniciais: HPey = 3 4+ 2 +3h ¢ HPey = 21 + 3¢ + 2h e
HPey =2+ 3i + 2¢ + bh.

Proposicao 30. A sequéncia de numeros hibridos de Perrin, HPe,, com n > 3, satisfaz
a recorréncia HPe, = HPe,_o+ HPe,_3.

Demonstracao.

HPe, o+ HPe, 3 = (Pe,_o+ Pe,_1i+ Pe,c+ Pe,i1h) + (Pey_3+ Pe, ot + Pe,_1e +
Pe,h)
= (Pen o+ Pe, 3)+ (Pey 1+ Pey, 2)i + (Pe, + Pe, 1)e +
(Peni1+ Pey)h
= Pe, + Pe, 11+ Pe, 06 + Pe,3h
= HPe,.

Teorema 38. A forma matricial hibrida de Perrin, para n > 1, é dada por:

n

\HPe, HPe; HPeq — |HPe,.» HPe,., HPe,|.

—_ = O
o O =
S = O

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 21, pode-se validar este

teorema. O
Teorema 39. Para os niumeros hibridos de Perrin, a equag¢do caracteristica € dada por:
P—-1-1=0,

constata-se que existem trés raizes, sendo duas complexas e conjugadas e uma solucdo real,

sejam elas:
11 /23 41 1 /23
Lh=y=4 =+ — =y =~ 132
: J2+6 3+J2 6\ 3
1, v3\ 41 1 /23 1 V341 1 /23 ,
Ity = [ —= £ 20| {2+ |2+ [ == 7 220 ) ] = — =1/ = =~ —0.662359 + 0.56229
20 (2 20 > 7% 3+<2¢:20 2 6\3 '

Demonstracao. Semelhantemente ao Teorema 4, utilizaremos o Teorema de Cayley-Hamilton,
tem-se que a equagao caracteristica de Perrin é dada por (GOMES; OLIVEIRA, 2019):

p(A) = det(A — P),
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A0 O
comA€ZouAeC, Al =[0 XN 0| etem-se que a matriz base da sequéncia de Perrin,
0 0 X
010 A =1 0
dada por: P= {1 0 1|.Assim, \[—P=|-1 X —1].
1 00 -1 0 A
E ainda,
A =1 0
det A\l —P)=| -1 X —1|=X—-X—1
-1 0 A
Entao, p(A) =0, tem-se \*> — X\ —1=10. Logo, I* =1 —1=0. O

Definicao 54. O conjugado do nimero hibrido de Perrin, denotado por H Pe,,, é definido
por:
HPe, = Pe,, — Pe, .11 — Pe, 2 — Pe, . 3h.

Definigao 55. O cardter do nimero hibrido Perrin, denotado por C(H Pe,,), com n € N,
¢ definido por:

C(HPe,) = Pe’ + (Peyy1 — Peyyn)® — Pe2, — Pels.

Definicao 56. Para os niumeros hibridos de Perrin, tem-se o vetor representacao desses

numeros, para n € N, definido por:

VHPe, = (Pem (P€n+1 - Pen+2)7P€n+27 P€n+3)-

Proposigao 31. A norma de um niumero hibrido de Perrin, denotada por ||H Pe,||, com

n € N, € definida como:

|H Pe,|*> =| —2Pe, 1 Pe,yo — 2Pey 1 Pe, | .

Demonstracao.
|HPe,|| = /| C(HPe,) |
[HPe,||* = | Pej + (Pens1 — Peyia)’ = Peg iy — Peg s |

= | Pe2 + Pe2 , — 2Pe, 1 Pe,yo + Pel , — Pel,, —

(Peni1 + Pey)? |
= | Pel + Pe’ , — 2Pe, 1 Pe,ys — Pel .y — 2Pe, 1 Pe, — Pel, |
= | —2Pey1Peyio — 2Pe, 1 Pe, | .
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Definigao 57. O vetor hibrido de Perrin é um vetor do espago de Minkowski R3, para
n € N, definido por:

EHPen = ((P€n+1 - P€n+2>7 Pe, o, P€n+3)-

Definicao 58. O inverso dos niumeros hibridos de Perrin com ||HPe,|| # 0, n € N, é

dado por:

HPe
HPel= -
“ = C(HPe,)

Proposicao 32. A matriz do nimero hibrido de Perrin, comn € N, é dada por:

Pe, + Peno 2Pen1 + Pe, — Pey o

PHPen = Pe, o+ Pe, Pe, — Pe, o
Demonstracao.
Yrpe, = Pey b +P€n+1lo +P6n+2[1 ! +€n+3[0 1}
0 -1 1 -1 10

[ Pe, + Pe,.o Pe, 1 — Pe,yo+ Peyys

- I Pe,.o — Pe, 1+ Pe, .3 Pe,, — Pe, -
[ Pe, + Pe,.o Pe,.1 — Pe,s+ Pe, 1 + Pe,

- I Pe,.o — Pe, 1 + Pe, 1 + Pe, Pe, — Pe, o
[ Pe, + Pe,.o 2Pe,.1+ Pe, — Pe,.o

- I Pe, o+ Pe, Pe,, — Pe, .o

0

Proposicao 33. Se wgpe, corresponde a matriz hibrida do nimero hibrido de Perrin,

entio C(HPe,) = detoype, € | HPe,| = /| detoupe, |-

Demonstracao. Seja HPe, = Pe, + Pe, 11 + Pe, 2e + Pe, 3h. Atendendo ao Teorema

2, obtemos:
Pe, + Pe,.o 2Pe,,1+ Pe, — Pe,.»
dethpen
Pe, .5+ Pe, Pe, — Pe, .o
= Pei - Peiﬂ — (2Pey oPey 1 + 2Pe, 1 Pe, + Pe, Pe, o+ Pei — Pei+2 -
Pe, P €n+2)

= Pei - Pei+2 —2Pe,.1Pe, 5 —2Pe, 1 Pe, — Pei + Pei+2

= —2Pey1Peyio — 2Pe, 1 Pey,

= Pe’ + Pe?w1 —2Pe,1Pepio — PeiJrl — 2Pe, .1 Pe, — Pe?

= Pel + Pel , —2Pe,1Peyio+ Pel, ., — Pel o — (Peniq + Pey)?

= P62L+(P6n+1_P6n+2)2_P6i+2_P6i+3

= C(HPe,).
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Agora, tendo em conta que ||H Pe,|| = \/| C(HPe,,) |, temos que ||H Pe,|| = /| detpnpe, |,
como pretendiamos provar. O

Teorema 40. A funcio geradora do nimero hibrido de Perrin, denotada por Ggpe, (1),
n €N, é:

HP60+HP61Z+(HP€2 —HPG())ZQ
GHPen(l) = 1_12_p3 .

Demonstracao. Para definir a fungao geradora do ntiimero hibrido de Perrin, denotada por

Gppe, (1), vamos escrever uma sequéncia em que cada termo da sequéncia corresponde aos

coeficientes -
GHPen(l) = Z HPGnln

n=0
Fazendo manipulagoes algébricas devido a relacao de recorréncia podemos escrever essa

sequéncia como:

Grpe,(I) = HPey+ HPel + HPeyl® + HPesl® + HPeyl* + ...
—1*Gype, () = —HPegl* — HPe,l* — HPeyl* — HPesl® — HPeyl® — ...
—PPGupe,(l) = —HPel® — HPe l* — HPeyl®> — HPaesl® — HPeyl" — ...

Somando cada membro, tem-se:

(1 =1 =P)Gype,(l) = HPey+ HPeyl + (HPey — HPe)l* + (HPe3 — HPey; — HPe)l® + ...
HP60+HP61Z+(HP€2 —HPG())Z2
Crre.(l) = 12— ’

O

Teorema 41. Paran > 0, temos que a formula de Binet para o nimero hibrido de Perrin
¢ dada como:
HPGn = (p(ll)n + W(lg)n + 9([3)”,

onde ly,ly e l3 sao as raizes da equacdo caracteristica da sequéncia hibrida de Perrin e

w,w el os coeficientes iguais a:

. HPeo(lglg — l%lg) + HPel(lg - lg) + HP€2(Z3 — lg)
T 12+ Bly + 112 — 121, — Bl — 1512 ’

. Hpeo(lgl% — l%ll) + HP61(1§ — l%) + HPGQ(ll — lg)

- B+ Blo + L2 — Bl — Bly — 1512

. HPeo(lllg — l%lg) + HP@l(l% - l%) + HP@Q(ZQ — ll>

N Isl? + 3y 4+ 1113 — 131, — 131y — 1513 '

w

7

Demonstracao. Tem-se que a formula de Binet pode ser representada da seguinte maneira:

HP@n = @(ll)n + W(lg)n + ‘9([3)”
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Assim, tem-se que paran = 0, obtém p+w+6 = H Peg, para n = 1, tem-se ol +wly+6l3 =
HPe; e para n = 2, tem @l? + wi3 + 012 = H Pe,. Com isso, pode-se construir um sistema

de equacoes lineares da seguinte forma:

Y+ w+60 = HPeg
(pll —|—wl2+9l3 = HP€1
ol + wl3 + 013 = HPey

Resolvendo o sistema linear, pela regra de Cramer, tem-se que os coeficientes encontrados
303 + 131y + 1113 — 131, — 13l — 1313 ’
HP60(Z3Z% — Z%ll) + HPel(lg — l%) + HPGQ(Zl — Zg)
= e

L2+ Bl + LB — 13l — Bly — 152
. HPeO(lllg — l%lg) + HP@l(l% - lg) + HPeg(lg — l1>

2+ Blo+ 112 — 1Bl — Bly — 1512

foram: ¢ =

w

0 O

Definicao 59. A recorréncia para os termos de indices inteiros negativos dos niumeros

hibridos de Perrin, para n € N, é definida por:

HPe_ , =HPe_,,.3— HPe_,.,.

Assim é possivel calcular os termos de indices inteiros negativos da sequéncia hibrida
de Perrin. Seja HPe 1 = —1+3i+2h,HPe s =1—i+3ce HPe 3=2+1— ¢+ 3h.

Teorema 42. A matriz geradora hibrida de Perrin para indice inteiro negativo, n > 0, é
dada por:

n

1
0| =[HPe_,.» HPe_,.. HPe_,|.
1

[HP@ HPe, HPe,

S = O
_ o O

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 21, pode-se validar este

teorema. O

3.1.8 Niumeros Hibridos de Narayana

Nesta secao serao apresentadas algumas defini¢oes a respeito dos ntimeros hibridos
de Narayana, teoremas inerentes a eles, assim como a sua extensao para indice inteiro

negativo.

Definicao 60. O numero hibrido de Narayana, denominado por HN,, r € N, € definido
por:
HN,« = NT + NT_A,_l?; + Nr+2€ + Nr+3h.

Com os sequintes termos iniciais: HNg =1 +e+h e HNy =1+i+e+2h e HNy, =
1444 2+ 3h.
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Teorema 43. A sequéncia de nimeros hibridos de Narayana, HN,, com r > 3, satisfaz a
recorréncia HN, = HN,_1 + HN,_3.

Demonstracao.

HN,_1 + HN,_3 = (N,—1+ Nyi+ Nypyie + Nojoh) + (Ny—g + Ny—gi + Ny_1€ + N, h)
= (Nyo1 +No3) + (Ny + Noo)i+ (N1 + No1)e + (Nogo + Np)b
= N, + Nyp1i+ Nojoe + Nyysh
= HN,

Teorema 44. A matriz geradora hibrida de Narayana, para n > 3, é dada por:
HN, HN, HN_, HN,,y HN, HN,,

0 n
1 HN_1 HN_2 HN_3 — HN,«_l HN,«_Q HNT_3 .
0 HNy HN_, HN_, HN, HN,; HN, o

= o
o O =

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 21, pode-se validar este

teorema. O
Teorema 45. Para os numeros hibridos de Narayana, a equacao caracteristica é dada por:
¢ —q¢—-1=0,

constata-se que existem trés raizes, sendo duas complexas e conjugadas e uma solugao
real, sejam elas: ¢ = —0.75487767, g2 = 0.87743883 + 0.744861777 e q3 = 0.87743883 —
0.74486177:.

Demonstracao. Semelhantemente ao Teorema 4, utilizaremos o Teorema de Cayley-Hamilton,
tem-se que o polindmio caracteristico de Narayana é dado por (GOMES; OLIVEIRA,
2019):

p(A) =det(N —T),

A0 O
com N\ € Zoul e C, A\ = |0 XN 0| etem-se que a matriz base da sequéncia de
0 0 A
10 1] A-1 0 -1
Narayana, dada por: T'= |1 0 0. Assim, \[ =T = | —1 A0
0 1 0 0 -1 A
E ainda,
A—1 0 -1
dt M —T)=| -1 X 0 =X-XN-1
0 -1 A

Entao, p(A) = 0, tem-se A*> — A\? — 1 =0. Logo, ¢ —¢* —1=0. O
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Definicao 61. O conjugado do numeros hibrido de Narayana, denotado por HN,, é
definido por:
HNT = N’r‘ - N’r‘—l—li - NT—I—QE: - N,u,.gh.

Definigao 62. O cardter do nimero hibrido Narayana, denotado por C(HN,.), comr € N,
€ definido por:
C(HN,) = NE + (Nr1 — Nr+2>2 - N1“2+2 - Nr2+3‘

Definigao 63. Para os niumeros hibridos de Narayana, tem-se o vetor representacdo desses

numeros, para r € N, definido por:

VAN, = (Nra (Nr-‘,-l - Nr+2)aNr+2aNr+3)-

Proposigao 34. A norma de um nimero hibrido de Narayana, denotada por |HN,||, com

r € N, € definida como:

|HN,||> =| N2, = 2N,1o(N,1 + N,) — N2, |

Demonstracao.
[HN:|| = /| C(HN,) |
IHN,||? = | N} 4 (Npy1 — Nejo)? = N2y — N2 |

= |N7~2+(Nr+l_Nr+2)2_N7“2+2_(HNT+2+HNT)2 |
= | N3+N7"2+1_2Nr+1NT+2_N3+2_2NT+ZNT_NT2 |
= | Nr2+1 - 2Nr+2(N7”+1 + Nr) - N2+2 | :

T

O

Definigao 64. O wvetor hibrido de Narayana é um vetor do espago de Minkowski R?, para
r € N, definido por:

éHNT == ((Nr+1 - Nr+2>7N'r+27N'r+3>‘

Definicdo 65. O inverso dos niumeros hibridos de Narayana com |[HN,|| # 0, r € N, é

dado por:
HN,

-1
HN,' = 08

Proposicao 35. A matriz do nimero hibrido de Narayana, com r € N, € dada por:

NT+NT+2 NT+NT+1

PHN, = .
Nr - Nr+l + 2Nr+2 Nr - Nr+2
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0 1 1 -1 01
+Nr +Nr +Nr
al O n el } s[04

Demonstracao.

10
— Nr
PHN; ! 0 1

- i Ny + Nyyo Nij1 = Npjo + Npys ]

B i Nyjo — Npj1 + Npys N, — Ny4o

- i Ny + Nyyo Nij1 = Neja + Neyo + N,
B I Nijo = Nej1 + Nojo + N, N, — N, 1o

- B Ny + Nyjo N, + Ny

R N, —N,y1+2N, 9 N,— N, '

O

Proposicao 36. Se oy, corresponde a matriz hibrida do nimero hibrido de Narayana,

entio C(HN,) = detpyy, e ||HN,|| = /| detonn, |.

Demonstracao. Seja HN, = N, + N, 11 + N, 96 + N, 3h. Atendendo ao Teorema 2,

obtemos:
Nr+Nr+2 NT+NT+1
det@HNr =
Nr - Nr+1 + 2Nr+2 Nr - Nr+2
= (Nr + Nr+2) (Nr - Nr+2) - (NT + Nr+1) (Nr - Nr-l-l + 2Nr+2)
= N?— N2, — (N?— N;Nyj1+2N,Nj2 + No Ny — N2y + 2N, N, 40)
= N,.2+1 — 2N, 2(Npy1 + N;) — Nf+2
= N7+ Nr2+1 — 2Ny 1 Ny + N7?+2 - N7?+2 - Nr2+2 — 2N, 9N, — N}
= N2+ (Nyy1 — Noyo)? — N2y — (HN,y2 + HN,)?
= NZ+ (Npy1 — Nop2)? = N2y — N2
= C(HN,).
Agora, tendo em conta que ||[HN,| = /| C(HN,) |, temos que |[HN,| = /| detonn, |,
como pretendiamos provar. O

Teorema 46. A funcio geradora do nimero hibrido de Narayana, denotada por Ggn, (q),
reN é

o HN() -+ (HNl — HNO)q—I— (HN2 —HN1>q2

Gun,(q) [—

Demonstracao. Para definir a funcao geradora do nimero hibrido Narayana, denotada por
Gpn,(q), vamos escrever uma sequéncia em que cada termo da sequéncia corresponde aos

coeficientes .
Gun,(q) =Y HN,q".

r=0
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Fazendo manipulagoes algébricas devido a relagao de recorréncia podemos escrever essa

sequéncia como:

Gun,(q) = HNy+ HNyq+ HNyg® + HNsg® + HNyg* + ...
—qGun,(q) = —HNyq— HN,1¢> — HNyg® — HN3q* — HN,g° — ...
—¢*Gun,(q) = —HNog® — HN\¢* — HN2¢° — HN3¢® — HN,q" — ...

Somando cada membro acima, tem-se:

(1-9¢—¢")Gnun,(¢) = HNy+ (HN; — HNy)q+ (HN, — HNy)g” +
(HNs — HNy — HNy)g® + ...
HN() + (HNl — HN())q + (HNQ — HNl)qz

O

Teorema 47. Para r > 0 temos que a formula de Binet para o niumero hibrido de
Narayana é dado como:

HN, = a(q:)" + B(q)" +v(g3)",
onde qi,qa € q3 Sao as raizes da equacao caracteristica da sequéncia hibrida de Narayana e
HNy(0205 — ¢593) + HN1 (g5 — q3) + HNa2(qs — q2)

. . B+ Ge+ 06 — Ga — e — e
_ HNo(g3q7 — ¢501) + HN1(q5 — q7) + HN2 (g1 — g3)

B
%@+§@+mﬁ—§m;ﬁ%—%ﬁ
o = HNola16s = 4162) + HNi(y = 45) + HNa (92 = 1)

439t + Be+ s — Ga — G — 9393

a, B ey os coeficientes iguais a: o =

)

Demonstracao. Tem-se que a formula de Binet pode ser representada da seguinte maneira:

HN, = af(q)" + B(q2)" +(gs)".

Para r = 0, tem-se: a + 3 +~v = HNy, para r = 1, tem-se aq, + 8q2 + vq3 = HN; e para
r =2, tem-se aqi + 8¢5 + vq3 = HN>.

Com isso, podemos construir um sistema de equagoes lineares da seguinte forma:

a+pB+v=HN,
aqr + Bga + g3 = HN;
ag; + Ba; + ¢ = HN,
Esse sistema é possivel e determinado e resolvendo o sistema linear, pela regra de Cramer, te-
HNo(q245 — a393) + HN1(¢5 — a3) + HNa(g3 — ¢)

., ., BE+Be+ 0 — Ba — Ge — e
_ HNo(asqi — 4591) + HN1(g5 — gi) + HNa(a1 —qs)

B
%@+§@+mﬁ—§m;ﬁ%—%ﬁ
o = HNo(a163 — 0192) + HNi(g1 = 43) + HNa(9> — 1)

GBa+ BR+ 06 — Ga — e — 6EG

mos que os coeficientes encontrados foram: o =

)
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Definicao 66. A recorréncia para os termos de indices inteiros negativos dos nimeros

hibridos de Narayana, para r > 1, é dada por:

HN_,=HN_,. s — HN_, ..

Assim é possivel calcular os termos de indice inteiros negativos da sequéncia hibrida
de Narayana. Seja HN_1 =c¢+h,HN s =14+he HN_3=—1+¢+ h.

Teorema 48. A matriz geradora hibrida de Narayana para indice inteiro negativo, n > 0,

¢ dada por:

1" [ HN, HN, HN_, HN ... HN., HN_
0 —1 HN_l HN_2 HN_3 - HN—T‘—]. HN_T_Q HN_T_g
0| | HNy HN_, HN_, HN., HN_, ., HN_, ,

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 21, pode-se validar este

teorema. O

3.1.9 Numeros Hibridos de Mersenne

Nesta secao serao enunciadas algumas defini¢oes dos ntimeros hibridos de Mersenne,
estudos em torno dos hibridos de Mersenne foi apresentado por Mangueira, Alves e Catarino
(2020b). Com isso, nesta secao, continuaremos o estudo desses nimeros apresentando

teoremas inerentes a eles, assim como a sua extensao para indice inteiro negativo.

Definicao 67. O numero hibrido de Mersenne, denominado por HM,, n € N, é definido
como (MANGUEIRA; ALVES; CATARINO, 2020b):

HMn = Mn + Mn+17: + Mn+2€ + Mn+3h.

Com os seguintes termos iniciais: HMy =1+ 3¢ +Th e HM; = 1+ 3i + 7 + 15h.

Teorema 49. A sequéncia de nimeros hibridos de Mersenne, HM,,, comn > 0, satisfaz a
recorréncia HM,, o = 3HM, 11 — 2HM, (MANGUEIRA; ALVES; CATARINO, 20200).

Demonstracao.

SHM, 1 — 2HM, = 3(Myo1 + Mysoi + Mysse + Mysah) — 2(My + Myy1i + Myyoe + Moy sh)
= (3Mysy — 2M,) + (3Moys — 2My )i + (3Mopss — 2My0)e +
(BMyq — 2M,43)R
= Mo+ Myyzi+ M6 + My ysh
— HM,,».
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Teorema 50. A matriz geradora hibrida de Mersenne, para n > 1, € dada por:

HM, —2HM,]|[3 —2|" [HM.. 2HM,
HM, —2HM_,||1 0| | HM, 2HM, |’

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 3, pode-se validar este

teorema. O
Teorema 51. Para os nimeros hibridos de Mersenne, a equacao caracteristica é dada por:
2 _
v°—=3v+2=0,

onde € uma equagdo de sequndo grau possuindo duas raizes reais v = 2 € vg = 1.

Demonstracao. Semelhantemente ao Teorema 4, utilizaremos o Teorema de Cayley-Hamilton,
tem-se que o polindmio caracteristico de Mersenne é dado por (GOMES; OLIVEIRA,
2019):

p(A) = det(N — Z),

0
com A€ ZouleC, A\ = [0 )\} e tem-se que a matriz base da sequéncia de Mersenne,

0 1 A -1
dada por: Z = . Assim, A\ — 7 = .
-2 3 2 -3
E ainda,
A =1 )
det(\N — Z) = = A =3\+2.
2 A-3
Entao, p(A) = 0, tem-se A\* — 3\ + 2 = 0. Logo, v* — 3v +2 = 0. O

Definicao 68. O conjugado do niumero hibrido de Mersenne, denotado por HM,, é
definido como:
HMn — Mn - Mn+1'l. - Mn+2€ - Mn+3h

Definigao 69. O cardter do nimero hibrido de Mersenne, denotado por C(HM,), com
n € N, é definido como (MANGUFEIRA; ALVES; CATARINO, 2020b):

C(HMH) = M3 + (Mn—H - Mn+2>2 - M3+2 - M2+3-

Definigao 70. Para os niumeros hibridos de Mersenne, tem-se o vetor representacio desses

numeros, para n € N, definido por:
Vam, = (Mm (Mn+1 - Mn+2>7 M, 4o, Mn+3)-

Proposicao 37. A norma de um nimero hibrido de Mersenne é definido como (MAN-
GUEIRA; ALVES; CATARINO, 2020b):

||J~T'[~]wn||2 =| Mr% - 3M3+1 + 10Mp 1 My yo — 9M,3+2 | .
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Demonstracao.
[HM,| = /| C(HM,) |
[HM|* = | My + My — 2My g1 Mygs — My |

= | M+ M} —2M, 1 Mo — (3HM, 0 — 2HM,,11)” |
= | M2+ M} —2My 1 Mo — OM2 o + 12My Mo — AM? |
= | M} —3M?2, 4+ 10M, 1 M,y — IM?2, | .

O

Definigdo 71. O wvetor hibrido de Mersenne é um vetor do espago de Minkowski RS, para
n € N, definido por:

SHMn = ((Mn+1 - Mn+2)> Mn+2, Mn+3)-

Defini¢ao 72. O inverso dos nimeros hibridos de Mersenne, com |HM,| # 0, n € N, é
dado por:
HM,
HM;'= ——"—.
" C(HM,)
Proposicao 38. A matriz do nimero hibrido de Mersenne, com n € N, € definida por
(MANGUEIRA; ALVES; CATARINO, 20200):

PHM, =

Mn + Mn+2 —Vn+1 + 2Mn+2
4]\4n—l—2 - 3]\4n—|—1 Mn - Mn+2 .

0 1 —1 01
M, + M, + M,
A R e EE

Demonstracao.

10
- M,
PHM: [0 1

B i My, + M2 M1 — Myyo + M3 ]

B | Minjo — My + My My, — Mo

B i My, + My o Myiy— Myio+3Myio — 2,11 ]
B | Mygo — My + 3Mypp — 2My 4 M, — Mo

[ M+ My My +2M,,

[ AMase =3Map My~ M ] |

O

Proposicao 39. Se g, corresponde a matriz hibrida do nimero hibrido de Mersenne,

entio C(HM,) = detoun, e ||HM,|| = /| detpmu, |
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Demonstracao. Seja HM,, = M, + M, 1i + M, 2¢ + M, 3h. Atendendo ao Teorema 2,

obtemos:

M, + M, 12 — M1 + 2My 40

detmn, = AMp g2 — 3Mp 1 My, — Mo
= M7 — M3, +4My M,y —3M7 —8M3 y + 6M, 1 M, s
= M} — M. ) +10My Mo — 3M7 —8M7
= My —3Myy, +10My 1 Mo — M
= MZ+ M2, — 2Myi Myyr — M2 o + 12My 1 My s — AM7
— M2+ M2, —2M, Mo+ M2, — M2, — (3HM, 5 — 2HM, 1)
= M+ M7, —2M,  Myyo + M7, — MY, — M7,
= M+ My — Mpi2)? — M7, — M7 4
= C(HM,).
Agora, tendo em conta que ||HM,|| = \/W’ temos que ||HM,|| = \/m,
como pretendiamos provar. Il

Teorema 52. A fungio geradora do nimero hibrido de Mersenne, denotada por Gy, (v),
(MANGUEIRA; ALVES; CATARINO, 2020b):

~ HMy+ (HM, — 3H My)v

Craa (v) = (1— 30+ 207)

Demonstracao. Para definir a fungao geradora do nimero hibrido de Mersenne, deno-
tada por G(HM,)(v), vamos escrever uma sequéncia em que cada termo da sequéncia

corresponde aos coeficientes

GHMR(U) = Z HMnUn

n=0
Fazendo manipulagoes algébricas devido a relacao de recorréncia podemos escrever essa

sequéncia como:

Guum,(v) = HMy+ HMywv+ HMyv? + -+ HM" + - - -
—3vGun, (V) = —3HMy — 3HMv* — 3HMy® — -+« — 3HM,v" ™ — - ..
20 G, (V) = 2HMgv® +2HMyv® + 2HMyv* + - - - + 2H M0 + - ..

Somando cada membro, temos:

(1 —3v + 2U2)GHMn('l}) = HM() + (HMl — 3HMO)’U + (HM2 — 3HM1 + 2HM0)U2 +

(HMg - 3HM2 + 2HM1)'U3 + -+ (HMn - 3HMn_1 + 2HMn_2)'Un

= HM0+(HM1—3HMO)’U—{—01)2—|—0U3+...+0U71
_ HMy + (HM; — 3HMy)v
Guwm,(v) = (1— 30+ 20%)
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Teorema 53. Para n > 0, tem-se que a formula de Binet para o numero hibrido de
Mersenne é dada por (MANGUEIRA; ALVES; CATARINO, 2020b):

HM,, = (—HMy+ HM,)v} + (2H My — HM,)vy,
onde v1 e vy Sao as raizes da equacao caracteristica da sequéncia.

Demonstracao. Tem-se que a formula de Binet pode ser representada da seguinte maneira:
HM,, = Av} + Bvy.

Para n =0, tem-se: A+ B = HMO e, para n = 1, temos Av,; + Bvy, = HM;.

Podemos construir um sistema de equacoes lineares da seguinte forma:

Resolvendo o sistema linear, temos que os coeficientes encontrados foram: A = —H M, +
HMl e B= 2HMO - HMl

Fazendo as devidas substitui¢oes na féormula de Binet, temos:
HM,, = (—HMy+ HM,)v{ + (2H My — H M, )vy

O

Podemos reescrever a férmula de Binet como HM, = Pv} + Qu}, sendo P =
—HMy+ HM; e Q = 2HM, — HM;. Assim, apresentaremos a seguir, a deducao de

identidades cléassicas vinculadas ao modelo hibrido de Mersenne.

Proposicao 40. (Identidade de Catalan) Para os nimeros naturais n e k, comn >k, se

HM,, ¢é o n-ésimo numero hibrido de Mersenne, entao tem-se a sequinte identidade:
HM, yHM,, — HM? = 2" (PQu;*vf — 2PQ + PQuiuv, ).
Demonstracao. Para demonstrar este Teorema utilizaremos as relacoes viv, = 2.

HM, wHM, , — HM? = (Pv?™" + Qui™)(Pult™* + Quy™™) — (Pu} + Quy)?
— P2y g PQuihith | pQuithynh 1 Q22— Py
2PQuvY — Q*v3"
= PQuI Fop™ — 2PQuivy 4+ PQu TR un*
= vivy (PQvl —2PQ + PQuivy )
=2" (PQU{ vy — 2PQ + PQuivy ) :
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A identidade de Cassini é um caso particular da identidade de Catalan, quando

k = 1. Assim, tem-se o seguinte resultado.

Corolério 6. (Identidade de Cassini) Para os nimeros naturais n, se HM,, é o n-ésimo

numero hibrido de Mersenne, entao temos a sequinte identidade:
HM, HM,., — HM? = 2" (PQvl—va —2PQ + PQ1111)2_1> .

Proposicao 41. (Ildentidade de d’Ocagne) Se HM,, é o n-ésimo nimero hibrido de

Mersenne, a expressdo da identidade de d’Ocagne é dada por:
HM,,HM, ., — HM,, . HM, = 2" (PQU;IUQ —2PQ + PQvlvz‘l) :

Demonstracao. Esta identidade é uma generalizagao da identidade de Cassini, fazendo
m = n — 1, sendo m um nimero inteiro ndo negativo e n um numero inteiro positivo,
temos a seguinte identidade: HM,, HM, 1 — HM,, . «HM, = HM, HM, , — HM? onde

pode encontramos a demonstragao no corolario anterior. O

Definicao 73. A recorréncia para os termos de indices inteiros negativos dos niumeros
hibridos de Mersenne, para n > 1, € definido por:

BHM iy — HM 1y
- .

HM_, =

Assim é possivel calcular os termos de indice inteiros negativos da sequéncia hibrida

1 3 1
de Mersenne. Com isso, temos: HM_| = —5 +e+3he HM 5 = 1 §Z + h.

Teorema 54. A matriz geradora hibrida de Mersenne para indice inteiro negativo, n > 0,

¢ dada por:

HM, HM | o —31" [ HM ., HM,,
HM, HM,||1 3| |HM ., HM.,, |

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 3, pode-se validar este

teorema. O

3.1.10 Numeros Hibridos de Oresme

Os ntimeros hibridos de Oresme foram abordados por Mangueira et al. (2021b) e,

nesta secao, iremos dar continuidade a este estudo.

Definicao 74. O numero hibrido de Oresme, denominado por HO,, ¢é definido como:

HO,, = Oy + Opy1i + Oppoe + Opq3h.

1 2 3 1 2 3 4
C nit dicoes iniciais: HOy = =1 + — —heHO ==+-i+ = —h.
om as sequintes condicoes 1niciaLs o 2@+ 46+ 3 e 1= 5 + 4z+ 86—|— 16
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Por outro lado, para n > 0, pode-se dizer que os ntimeros hibridos de Oresme

também pode ser descrito como:

n n+1. n+2 n—+3

HO”:27+ on+1 v+ 2n+2€+ on+3 h.

Proposicao 42. A sequéncia dos nimeros hibridos de Oresme, HO,,, com n > 0, satisfaz

a recorréncia HOp, o = HOpyq — ZHO,L.

Demonstracao.
1

1
H0n+l - ZHOn == (On+1 ‘I’ On+2'l. + On+35 + On+4h) - Z(On + On+1'l. ‘I’ On+25 + On+3h)

1 1 . 1 1
= (OTL-H - ZLOTL) + (On+2 - ZOn—H)Z + (On+3 - ZOn+2)E + (On+4 - ZOn—&-S)h
= Opy2+ Opy3t + Opyse + Oppsh
= H0n+2-

Teorema 55. A matriz geradora hibrida de Oresme, paran > 1, é dada por:

n

1 1

HOy HOo || 1
—= 0
4

HO, HO_,;

HO,., HO,
HO, HO,

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 3, pode-se validar este

teorema. O
Teorema 56. Para os numeros hibridos de Oresme, a equagdo caracteristica é dada por:
Ar? —4r +1=0,

1
onde é uma equagdo de sequndo grau possuindo duas raizes Teais vy = ro = 3

Demonstracao. Semelhantemente ao Teorema 4, utilizaremos o Teorema de Cayley-Hamilton,
tem-se que o polindmio caracteristico de Oresme é dado por (GOMES; OLIVEIRA, 2019):

p(A) = det(N — L),

A
comA€EZouleC, A\ = 0 e tem-se que a matriz base da sequéncia de Oresme,
1 1
1 —- A—1 -
dada por: L = 4. Assim, A\ — L = 4.
1 0 -1 A
E ainda,
A—1 L 1
det(\ — L) = 4 1=X=X+-.
1 A 4

1 1
Entdo, p(A) = 0, tem-se A2 — \ + 1= 0. Logo, 7% —r + 70U ainda, 412 —4r4+1=0. O
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Definicao 75. O conjugado do nimero hibrido de Oresme, denotado por HO,,, € definido

como:

HOn = On — On_t,_l'i — On+25 — On+3h.

Definicdo 76. O cardter do nimero hibrido de Oresme, denotado por C(HO,), com

n € N, é definido como:
C(H0n> = O’IZL + (On-i-l - On+2>2 - 0727,-1-2 - 0721-1-3-

Definicao 77. Para os niumeros hibridos de Oresme, tem-se o vetor representacdo desses

numeros, para n € N, definido por:

Yoo, = (Om (On+l - On+2)> On+2> On+3)'

Proposicao 43. A norma de um nimero hibrido de Oresme é definido como:

15 3
[HOM* =| O + 1502 = 50m10ms2 = Ol |

Demonstracao.
[HO.|| = /| C(HOy) |
IHOW* = 105+ (Ons1 — Onga)® = Opy — Or s |
1 1
= 102402, —20,110n42 + 05y + §On+10n+2 - 1_60’2’“ |
15 3
= | O’IZL + EO?%H - 50n+10n+2 - 072L+2 | .

O

Definigao 78. O wvetor hibrido de Oresme é um vetor do espago de Minkowski R3, para
n € N, definido por:

§HOn = ((On—l—l - On+2>7 On+27 On+3)-

Definicao 79. O inverso dos nimeros hibridos de Oresme, com ||HO,| # 0, n € N, é

dado por:

J2(0)
—1 o n
HO," = C(HO,)

Proposigao 44. A matriz do numero hibrido de Oresme, com n € N, é definida como:

3
On -+ On+2 ZOn—I—l
YHO, = 5
20n+2 - Zon+1 On - On+2
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Demonstracao.

YHM,

Ozdemir (2018) define a forma da matricial de um nimero hibrido como:

10 0 1 -1 01
P A I LA e I
[ On + Opss Oni1 — Onia + Onis }
| Ont2 = Oni1 + Oy On — Opy2
_ O + Onso Ot — Onio 4+ Onyo — }lOM
| Oniz = Opit + O ionﬂ Op — Opss
_ O, + O,49 ZOn—&-l
| 20,12 - ZOM Op — Opsa

O

Proposicao 45. Se ¢y, corresponde a matriz hibrida do numero hibrido de Oresme,

entao C(HO,,)

= detpyo, e ||HO,| = /| detono, |

Demonstracao. Seja HO,, = O,, + O, 111 + Op126 + O, 3h. Atendendo ao Teorema 2,
obtemos:
3
On —+ On+2 _On+1
detopo, = 5 4
2077,—1—2 - ZOn-i—l On - On+2
3 5
- (On + On+2)(0n - On+2) - ZlOn+l(2On+2 - ZOn—Q—l)
3 15
= 0 -07,,~ §On+10n+2 + 1_6072”
1 1
= 07402, —20,110043+ 055 = O0n 1y — Oy + §On+10n+2 - 1_6072“1
1
= 0721 + (On—i-l - On+2>2 - 01214—2 - (On+2 - 4_10”+1>2
= 0121 + (On—i-l - On+2>2 - 01214—2 - 01214—3
= C(HO,).
Agora, tendo em conta que ||HO,| = /| C(HO,,) |, temos que ||HO,|| = /| deteno, |
como pretendiamos provar. Il

Teorema 57.

A fungdo geradora dos nimeros hibridos de Oresme, para n € N, denotada

por Go, (), € apresentado como:

HOy+ (HO, — HO
Gro, () = T EOLZ HOD

1
(1—r+ ZTQ)
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Demonstracao. Para definir a fungao geradora do ntimero hibrido de Oresme, denotada por

G(HOn)(’l") valnosS escrever ulna sequéncia €I que cada termo Corresponde aos coeficientes.
[e's)
n
GHOn(T) = Z HOn’I" .
n=0

Fazendo manipulagoes algébricas devido a relacao de recorréncia podemos escrever essa

sequéncia como:
Gro,(r) = HOy + HOyr + HOyr* + -+ HOpr™ + - -

—rGro, (r) = —HOur — HOy w2 — HOgr® — -+« — HOny"™ — ..
1

1 1 . 1 1
Z’I"QGHOn(’I") = ZHOQT‘Z + 4—1[’1017‘5 + ZHOQTA + -+ Z—lHOnr”” + .

Somando cada membro, temos:
1 1
(1_T+ZLT2)GHO"(T) = HOO+(H01_HOO)T+(H02_H01+ZHOO)T2
1
(1 -7+ -1)Gro,(r) = HOy+ (HO; — HOy)r + 0r®

4

1
(1 —T+ZT2)

O

Definicao 80. A recorréncia para os termos de indices inteiros negativos dos niumeros

hibridos de Oresme, para n > 1, € definido por:

Ho_n == 4(H0_n+1 - Ho_n+2).

1 2 1
Obtendo os nimeros HO_{ = —2 + 55 + Zh e HO 3y = -8 —2i + Qh‘

Teorema 58. A matriz geradora hibrida de Oresme para indice inteiro negativo, n > 0, é

0 —4]"
1 4|

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao do Teorema 3, pode-se validar este

dada por:

HO, HO,
HO, HO_,

HO_.., HO_,
HO_, HO_,

teorema. O

3.2 Hipercomplexificacio de Sequéncias

Harman (1981) explora relagoes bidimensionais ou ntimeros gaussianos, denotados
por G(n,m) = n +im sendo n,m € Z e i* = [> = —1 e tridimensionais, denotados

por G(l,n,m) a partir do modelo unidimensional da Sequéncia de Fibonacci. De modo
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semelhante, Oliveira (2018), Oliveira, Alves e Paiva (2017) definem as identidades bi e
tridimensionais para os numeros de Fibonacci na forma complexa e algumas propriedades
inerentes a eles e, também, Diskaya e Menken (2022) definem a relagdo n-dimensional de
(p, q¢)-Fibonacci. E ainda, podemos encontrar a complexifica¢ao de outras sequéncias nas
pesquisas matematicas, Mangueira et al. (2021a) apresentam as relagoes bidimensionais
de Lucas, Vieira, Alves e Catarino (2019a), Vieira et al. (2021a) apresentam a relagao bi,
tri e n-dimensionais dos nimeros de Leonardo e identidades inerentes a eles, Vieira (2020)
apresenta as relagoes bi, tri e n-dimensionais de Padovan, Mangueira et al. (2021b), Vieira
et al. (2021b) apresentam as relagoes bi, tri e n-dimensionais de Perrin e Bezerra, Alves e

Vieira (2020) apresentam as relagoes bi e tridimensionais de Narayana.

Nesse sentido, o processo de complexificacao das sequéncias é associado a inser¢ao
da unidade imaginéria, ao aumento dimensional e a sua correspondente representagao
algébrica. Com base nisso, nas subsecoes a seguir serao apresentadas hipercomplexifica¢oes

de outras sequéncias lineares.

3.2.1 Hipercomplexificacao da Sequéncia de Pell
3.2.1.1 Relacoes Recorrentes Bidimensionais de Pell

Nesta subsecao serd introduzida a relagao bidimensional da Sequéncia de Pell, serao

definidas duas relagoes de recorréncia, baseadas na recorréncia unidimensional.

Definicao 81. Os nimeros na forma P(n,m) representarao os nimeros da Sequéncia de
Pell bidimensional e, devem satisfazer ds sequintes condigoes bidimensionais de recorréncia,
em que m,n € N:
P(n+1,m) = 2P(n,m)+ P(n—1,m)
{ P(n,m+1) = 2P(n,m)+ P(n,m—1)
Com os sequintes valores iniciais definidos: P(0,0) = 0; P(1,0) = 1;P(0,1) = 4; e
P(1,1) =1+, onde i* = —1.

Lema 1. Valem as sequintes propriedades:
(a) P(n,0) = P,;

(b) P(0,m) = P,,.i;

(c) P(1,m) = (Pp 4 Pp_1) + Pp.i

(d) P(n,1) = P, + (P, + Py_1).i

m
m

Demonstragio. (a) Através da recorréncia P(n+1,m) = 2P(n, m)+P(n—1,m), recorre-se
ao Principio de Inducao Matematica para a prova para este Lema.

Nesse sentido, para n = 0:
P(Oa 0) = PO
=0
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Tem-se que a igualdade é valida, tendo em conta que P(0,0) = 0.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que
P(k,0) = Py
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(k+1,0) = 2P(k,0)+ P(k —1,0)

Desse modo, verifica-se a validade do lema 1 (a).
(b) Utilizando a recorréncia P(n, m+1) = 2P(n, m)+ P(n,m—1) e o Principio de Indug¢ao
Matematica, tem-se:

Para m = 0:

P(0,0) = P,
= 0

Foi.

Supondo que seja verdade para qualquer &k < m, ou seja, supondo que

Tem-se que a igualdade é valida, pois P(0,0)

P(0,k) = Pyi
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

PO,k+1) = 2P(0,k)+ P(0,k—1)
= 2P+ P11
— (2P + Poy)i
= DB
Com isso, tem-se a validade do lema 1 (b).
(c) Utilizando a recorréncia P(n,m + 1) = 2P(n,m) + P(n,m — 1), fixando n = 1 e

P_; =1, pelo Principio de Indugdo Matematica, tem-se:

Para m = 0:

P(1,0) = (Py+ P-1)+ Pyt
=1

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer & < m, ou seja, supondo que

P(1,k) = (Py+ Py—1) + Byt
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(1,k+1) = 2P(1,k) + P(1,k—1)
= 2[(Pk + Pk—l) + Pkl] + (Pk—l + Pk_g) + Pk_li
= 2P+ 2(Py+ Pe—1) + Pe1i + (Peo1 + P — 2Py 1)
= [Pe+ 2P+ Pe-1)](2Pg + Py_1)i
= (Pop1 + D) + Prai
Logo, tem-se que o lema 1 (c) é valido.
(d) Utilizando a recorréncia P(n + 1,m) = 2P(n,m) + P(n — 1,m), fixando m = 1 e
P_, =1, pelo Principio de Indu¢ao Matematica, tem-se:

Para n = 0:
P(0,1) = P+ (Po+P)i
= 1

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < n, ou seja, supondo que
P(k,1) = P+ (Py + Pe_1)i
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(k+1,1) = 2P(k,1)+P(k—1,1)
= 2[P+ (Po+ Pi1)i] + Py + (Piy + Poo)i
= 2P+ 2(Pe+ Pe1)i+ Poq + (Peo1 + Pe — 2P, 1)1
= 2P+ Pe1)+ (2P, + Pe1)i + Byt
= Por1+ (Popr + Byl

Com isso, é valido o lema 1 (d). O

Teorema 59. Para os dois inteiros, n, m € N, os niumeros bidimensionais de Pell sao
descritos por:
P(n,m)=P,(Pn+ Pn_1)+ (Py+ Py_1) Pt

Demonstracao. Recorre-se ao Principio de Inducao Matematica como meio de prova para
o teorema em questao.
e Comecemos por fixar n € N e vamos usar indugao em m.

Para m = 0, temos:
P(n,0) = P,(Py+ P1)+ (P+ P,1)Poi

= P,0+1)+ (P, + P,-1)0i
- P,
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O que ¢é verdade pelo Lema 1 (a).

Suponhamos agora que é valido para k < m e n fixo, ou seja,
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao:

P(n,k+1) = 2P(n,k)+ P(n,k—1)

= 2[P(Py+ Py1) + (Po+ Py_1)Pi] + Py(Pi—1 + Pr2) +
(P,+ P, 1)Py 1i

= 2P, (Pi+ Pi1)+2(P,+ Py 1)Pi+ Py(Peo1+ Pe — 2P, 1) +
(P, + P,_1)Py_1i

= 2P, P, +2P, Py 1+ (P, + P, 1)2P;+ Py1)i+ P, P4 +
P.P.—2P,P,_

= P,2P.+P.1+P)+ (P.+ P 1) 2P+ P.1)i

= Po(Piy1+ Bi) + (Po+ Poo1) Py

Como pretendiamos mostrar.
e Agora vamos fixar m € N e usar indugao em n.

Para n = 0, temos

P(O,m) = Po(Pm—i‘Pm_l)—F(Po—i‘P_l)Pmi
= 0(Pn+Ppn1)+(0+1)Pyi
= P,

O que ¢é verdade pelo Lema 1 (b).

Suponhamos agora que é valido para k < n e m fixo, ou seja,
P(k,m) = Py(Py, + Pp_1)+ (P + Pi_1)Pni
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao:

P(k+1,m) = 2P(k,m)+ P(k—1,m)
= 2[P(Pn + Pui1) + (B + Pr1) Prat] + [P (P + Pro1) + (P + Pr—1) P
= 2Py + Pi1)(Pn+ Pu1) + [2(Pe + Pe1) + (Peo1 + Pr_o)| Pt
= Pir1(Pn + Pom1) + (28 + Pe1) + (2(Pi—1 + Pio2)| Pt
= Poi1(Pp+ Pri) + (Prs1 + DPi) Pt

Como pretendiamos mostrar. O
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3.2.1.2 Relacoes Recorrentes Tridimensionais de Pell

Partindo do ponto de vista de Harman (1981), os niimeros denominados por P(n,m)
representam o conjunto dos Gaussianos Inteiros. Por outro lado, com o viés de verificar essa
extensao dos termos da Sequéncia de Pell para uma dimensao complexa, serao explanadas

as relagoes de recursividade do caso tridimensional para a Sequéncia de Pell.

Definicao 82. Os nimeros na forma P(n,m,p) sio definidos como a Sequéncia Tridi-

mensional de Pell, satisfazendo as sequintes relacoes de recorréncia, em que n,m,p > 0:

Pn+1,m,p) = 2P(n,m,p)+ P(n—1,m,p)
P(n,m+1,p) = 2P(n,m,p)+ P(n,m —1,p)
P(namap_l_l) = QP(namap)_l—P(n’map_l)

Com as condigoes iniciais: P(0,0,0) = 0;P(1,0,0) = 1;P(0,1,0) = ¢;P(0,0,1) =
j:P(1,1,0) = 1+ 4 P(1,0,1) =1+ j; P(1,1,1) = 1 +i+j e P(0,1,1) = i + j onde
2= 2= _1.

Lema 2. As sequinte propriedades sao vdlidas para a Sequéncia Tridimensional de Pell:
(a) P(n,0,0) = P,;

(b) P(0,m,0) = P,,.i;

(¢) P(0,0,p) = P,.j;

(d) P(n,1,0) =P, + (P, + P,_1)i;

(e) P(n,0,1) = P, + (P, 4+ P._1)j;

(f) P(n,1,1) = P, + (P, + Po1)i+ (P + Pu1)j;
(9) P(1,m,0) = (Py, + Py1) + Pn)i;

(h) P(0,m,1) = Ppi+ (P + Pno1)j;

(i) P(1,m,1) = (P + Pp_1) + Pui+ (P + Pr1)j;
() P(1,0,p) = (P, + Bpo1) + Byj;

(k) P(0,1,p) = (Py+ P,_1)i+ P,j;

(1) P(1,1,p) = (B, + Pp1) + (B + Bpo1)i + Bpj;
(m) P(n,m,0) = P,(Py + Prn—1) + (Py + Po_1)Pi;
(n) P(n,0,p) = Py(Py+ Py_1) + (P, + Poo1) By

(o) P(0,m,p) = P,,(P,+ Py—1)i+ (P + Pp_1)P,j.

Demonstragao. (a) Através da recorréncia P(n+ 1,m,p) = 2P(n,m,p) + P(n — 1, m,p),
fixando o valor de m = 0, p = 0 e aplicando o principio de indugao sobre n, tem-se:

Para n =0,

P(0,0,0) = PO
=0
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A igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que
P(k,0,0) = P
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(k+1,0,0) = 2P(k,0,0)+ P(k —1,0,0)
= 2P+ Pr
= Pk+1

Desse modo, verifica-se a validade do lema 2 (a).
(b) Através da recorréncia P(n,m + 1,p) = 2P(n,m,p) + P(n,m — 1, p), fixando n = 0,

p = 0 e aplicando o principio de indugao sobre m. Nesse sentido, para m = 0:

P(0,0,0) = Pyi
= 0

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < m, ou seja, supondo que
P(0,k,0) = Pyi
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(0,k+1,0) = 2P(0,k,0) + P(0,k — 1,0)
= (2P, + Pyq)i

= Pk+1i

Com isso, tem-se a validade do lema 2 (b).
(c) Através da recorréncia P(n,m,p+ 1) = 2P(n,m,p) + P(n,m,p — 1), fixando n = 0,
m = 0 e aplicando o principio de inducao sobre p.

Nesse sentido, para p = 0:

P(07070) = PO.]

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < p, ou seja, supondo que

P(0,0,k) = Pyj
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
P(0,0,k+1) = 2P(0,0,k)+ P(0,0,k —1)

= 2Bj+ Pe1j

= Pry1J
Logo, tem-se que o lema 2 (c) é valido.
(d) Através da recorréncia P(n + 1,m,p) = 2P(n,m,p) + P(n — 1,m, p), fixando m = 1,
p=0, P_; =1 e aplicando o principio de indugao sobre n. Nesse sentido, para n = 0:

P(O>170) = [)0_*—(EJO_I'P—1)Z
= 1

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < n, ou seja, supondo que
P(k,1,0) = Py + (Py + Pi—)i
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
P(k+1,1,0) = 2P(k,1,0)+ P(k—1,1,0)
= 2[P+ (Py+ Poo1)i] + Pooy + (Poey + Prs)i
= 2P+ 2Py + Po1)i+ Py + (Poo1 + P — 2P, 1)1
= (2P, + Pi1) + (2P + Py1) + Byli
= Py + (P + Py)i
Com isso, ¢ valido o lema 2 (d).
(e) Através da recorréncia P(n + 1,m,p) = 2P(n,m,p) + P(n — 1, m,p), fixando m = 0,
p =1 e aplicando o principio de indugao em n. Nesse sentido, para n = 0:
P(0,0,1) = P+ (Po+Py)j
= J
Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < n, ou seja, supondo que
P(k,0,1) = P, + (Py + Pr1)j
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
P(k+1,0,1) = 2P(k,0,1)+ P(k—1,0,1)
= 2[Py+ (Py + Py1)j] + Poo1 + (Poot + Pe—2)j
= 2P+ 2P+ Pio1)j + Poc1 + (Poe1 + P — 2Py )5
= 2P+ Pi1)+ 2P+ Pe1)i + Pyj
= P+ (Popr +P)j
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Com isso, ¢ valido o lema 2 (e).
(f) Através da recorréncia P(n + 1,m,p) = 2P(n,m,p) + P(n — 1,m, p), fixando m = 1,

p =1 e aplicando indugao em n. Para n = 0,

P0,1,1) = Po+(Py+P1)i+ (Py+P-1)j
= i+j

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que
P(k,1,1) = P+ (Pe + Piq)i + (P + Pi—1)j
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(k+1,1,1) = 2P(k,1,1)+ P(k—1,1,1)
= 2[P+ (Pe+ Poo1)i+ (Py + Po1)j] + Peot +
(Pec1 4+ Po2)i+ (Po—1 + Pe—2)j
= 2P, +2(Pi+ Py 1)i+ 2P+ Pe1)j+ Poq +
(Peo1+ Py — 2P, )i+ (Poo1 + Py — 2Py 1)
= (2P, + Py1) + (2P + Pir) + Bili + (2P + Pi—1) + Bl
= P14+ (Pepr + B)i+ (Pepr + Py

Com isso, ¢ valido o lema 2 (f).
(g) Através da recorréncia P(n,m + 1,p) = 2P(n,m,p) + P(n,m — 1,p), fixando n = 1,
p = 0 e aplicando o principio da inducao sobre m.

Para m = 0,

P(1a070) = (P0+P—1)+P0)Z
=1

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < m, ou seja, supondo que
P(1,k,0) = (Py + Py—1) + Pyt

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(1,k+1,0) 2P(1,k,0)+ P(1,k —1,0)

= 2[(Pp+ Pe-1) + BPyi] + (Poo1 + Pr2) + Prqi

= 2(Py+ Py1) + 2P+ (Pooqy + Py — 2P, 1) + Pre_1i
= (2P + Peo1) + Bl + (2P, + Ppa)i

= (Pk+1 + Pk) + Pk—i—l)i
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Com isso, ¢ valido o lema 2 (g).
(h) Através da recorréncia P(n,m + 1,p) = 2P(n, m,p) + P(n,m — 1, p), fixando n = 0,
p =1 e aplicando o principio da indugao sobre m.

Para m = 0,

P(0,0,1) = Pyi+ (Py+ Py1)j
=J
Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < m, ou seja, supondo que
P(0,k,1) = Pyi+ (Py + Py—1)j
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

PO,k+1,1) = 2P0,k 1)+ P(0,k —1,1)
= 2[Pi+ (P + Pe1)j] + Poai+ (P + Pr2)j
= 2P +2(Py+ Pi1)j + Poovi+ (P + P — 2Pi 1)
= 2Py + Pi1)i+ (2P + Pr1) + Pilj
= Pryii+ (Pepr + Pr)j

Com isso, ¢ valido o lema 2 (h).
(i) Através da recorréncia P(n,m + 1,p) = 2P(n,m,p) + P(n,m — 1,p), fixando n = 1,
p = 1 e aplicando o principio da indugao sobre m.

Para m =0,

P(l,O,l) - (P0+P_1)+PQZ+(P0+P_1)]
= 14y

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < m, ou seja, supondo que
P(1,k,1)= (Pe+ Pe1) + Poi + (P + Pi1)y
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(1,k+1,1) = 2P(1,k1)+P(1,k—1,1)
= 2[(Pe+ FPe1)+ FPei+ (Pe+ Pe1)j] + (Peo1+ Pi2) + Pe1i+ (Pe+ P 2)j
= 2P+ Pe1) +2Pi+2(Pe+ Po1)j+ (Pooy + Pe — 2Pe 1) + P11 +
(Po+ Py — 2P, 1)
= [2Py+ Pr_1) + Bi) + (2P + Py_1)i + [(2Ps + Py_1) + Pilj
(Pis1+ By) + Piyri+ (Poy1 + Pr)g
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Com isso, ¢ valido o lema 2 (i).
(j) Através da recorréncia P(n,m,p + 1) = 2P(n,m,p) + P(n,m,p — 1), seja P_; = 1,
fixando n = 1, m = 0 aplicando o principio da indugao sobre p.

Para p = 0,

P(17070> = (P0+P—1>+P0j
=1

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < p, ou seja, supondo que
P(l, 0, ]C) = (Pk + Pk_1> —+ ij
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(1,0,k+1) = 2P(1,0,k)+ P(1,0,k —1)
= 2[(Pe+ Po1) + Prjl + (Pe1+ Po2) + Peaj
= 2P+ Poa) + 2P+ (Peoi + Py — 2P 1) + P j
= [@P.+ Pey) + B] + (2P + Pe1)j
= (Poy1+ Bi) + Py

Com isso, é valido o lema 2 (j).
(k) Através da recorréncia P(n,m,p+ 1) = 2P(n,m,p) + P(n,m,p — 1), fixando n = 0,
m = 1 aplicando o principio da inducao sobre p.

Para p = 0,
P(0,1,0) = (Po+ P-1)i+ PRyj
= 3

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < p, ou seja, supondo que
P(0,1,k) = (Py+ Py_1)i+ Pyj
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

PO0,1,k+1) = 2P(0,1,k)+ P(0,1,k — 1)
= 2[(Px + Pr1)i+ Prj] + (Pooy + Peo)i+ Ppajg
= 2P+ Pr1)i+ 2P+ (Peoi + Py — 2P )i+ Ppyj
= [2Px+ Pr_1) + Bii+ (2P, + Pi—1)j
= (Popr + Pr)i+ Py
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Com isso, ¢ valido o lema 2 (k).
(1) Através da recorréncia P(n,m,p + 1) = 2P(n,m,p) + P(n,m,p — 1), fixando n = 1,
m = 1 aplicando o principio da inducao sobre p.
Para p =0,
P(1,1,0) = (Py+P1)+ (Po+ P_1)i+ Py
= 1+
Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < p, ou seja, supondo que
P(1,1,k) = (Py+ Pe—1) + (Po + Pe1)i + Prj
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(1,1,k+1) = 2P(1,1,k)+ P(1,1,k—1)
= 2[(Py+ Poo1) + (Pe 4 Pom1)i 4 Brj] + (Pooy 4+ Pr—a) + (Poe1 +
Pi—9)i+ Py_1j
= 2P+ Pe1)+ 2P+ Pe1)i+2Pj+ (Pe1 + P — 2P 1) +
(Poo1+ P — 2Py )i+ Pe1j
= [2P;+ Py1) + Pe] + [(2P; + Po1) + Pli + (2P, + Pe_1)j
(Prgr + Pi) + (Prg1 + Pr)i 4 Prgrj

Com isso, ¢ valido o lema 2 (1).
(m) Através da recorréncia P(n + 1,m,p) = 2P(n,m,p) + P(n — 1,m,p), fixando n e
aplicando indugao em m.
Para m =0,
P(n,0,0) = P.(Py+ P_1)+ (P, + Py—1)FPyi

= P,(0+1)+ (P, + P1)0i

- P,
Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < m, ou seja, supondo que

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(n,k+1,0) = 2P(n,k,0)+ P(n,k—1,0)
- Q[Pn(Pk + Pk—l) + (Pn + Pn—l)PkZ] + Pn(Pk—l + Pk—Z) + (Pn + Pn—l)Pk—li
= QPn(Pk + Pk—l) + Q(Pn + Pn—l)PkZ + Pn(Pk—l + Pk—Z) + (Pn + Pn—l)Pk—li
= P.2Py +2P 1+ Po1 + Pos) + (P + Po1) (2P, + Py )i
= Po(Pit1 + Po) + (P + Pp1) Py
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Como queriamos mostrar.
e Agora fixando m e usando inducao em n. Consideremos P_; = 1.

Para n = 0,

P(O,m,O) = Po(Pm—i‘Pm_l)—i‘(Po—i‘P_l)Pmi
= 0(Pn+ Ppn1) +(0+1)Pyi
= P,

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(k+1,m,0) = 2P(k,m,0)+ P(k—1,m,0)
= 2[P.(Pn+ Pn-1)+ (Px + Poo1)Ppi) + Pe1(P 4+ Prq) +
(Py1 4 Py_s)Ppi
= 2P(Pn+ Pn_1)+2(P,+ P, 1)Pyi+ Py 1(Ppn+ Pp1) +
(Pr—1 + Py_2) Pyt
= 2Py +P. 1) (Pn+Pn 1)+ Po(2P, + 2P, 1+ Py 1+ P y)i
= Pop1(Pn + Po1) + (Pryr + Pe) Pt

Como queriamos mostrar.
Com isso, ¢ valido o lema 2 (m).
(n) Através da recorréncia P(n + 1,m,p) = 2P(n,m,p) + P(n — 1,m,p), fixando n e

aplicando indugao em p. Para p = 0,

P(n,0,0) = P,(Py+P.y)+ (P, + P 1)Pyj
= P,(0+1)+(P,+ P,-1)0j
= P,

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < p, ou seja, supondo que



138 Capitulo 3. ESTUDO DO CAMPO EPISTEMICO-MATEMATICO

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(n,0,k+1) = 2P(n,0,k)+ P(n,0,k—1)

= 2[Py(Pi + Pic1) + (Po 4 Pac1) Poj] + Pu(Pec1 + Poa) +
(Py+ Po1)Pi-1j

= 2P, (Py + Poo1) + 2(Py + Po1) Pij + Po(Pioq + Pr—a) +
(Po+ Pu1)Praj

= Py(2P. 4+ 2P + Poo1 + Pi2) + (P 4+ Po1) (2P, + Piy)j

= Po(Per1 + P) + (P + Poct) Pitaj

Como queriamos mostrar.

e Agora fixando p e usando indugdo em n. Consideremos P = 1.

Para n = 0,

P(0,0,p) = R(B+ F) + (B + Po)Byj
= 0P, +P,1)+ (0+1)P,)
= Bj
Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que
P(l{?, 0,]9) = Pk<Pp + Pp_1> + (Pk + Pk_1>ij
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(k+1,0,p) = 2P(k,0,p)+ P(k—1,0,p)
= 2[Pu(Py+ Py1) + (Pe + Pe1) Bpjl + Peoa(Py + Ppy) +
(Pi—1 + Pe—2)Pyj
= 2P(Py+ Pp1) +2(Pe+ Poo1)Ppj + P (P + Ppy) +
(Py—1+ Pro—2)Ppj
= 2P+ P )(Py+Pyq) + P,(2P, + 2Py + Py + Py9)j
= Pop1i(Pp+ Ppt) + (Pryr + Pe) Byj
Como queriamos mostrar.
Com isso, ¢ valido o lema 2 (n).
(o) Através da recorréncia P(n,m + 1,p) = 2P(n,m,p) + P(n,m — 1,p), fixando m e
aplicando inducao em p.
Para p =0,
P(0,m,0) = P,(Py+ P_1)i+ (Pn+ Pn_1)FRoj
= Pn(0+1)i+ (Pp + Pp_1)0j
= Pui
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Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < p, ou seja, supondo que
P(0,m,k) = Py (P, + Py1)t + (P + Prm1) Prj
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

PO,m,k+1) = 2P(0,m,k)+ P(0,m,k—1)
= 2[P(Pc+ Pi—1)i+ (Py + Pp1)Pej] + Po(Pr—1 + Pe_a)i +
(P + Pr1)Pe1j
= 2P, (Pe+ P 1)i+2(Pp+ Po1)Pej + Pn(Peo1 + Pie2)i +
(P + Pr1)Pre1j
= P,2P;+2P; 1+ Pi1+ Py o)i+ (P + Pr1) 2P + Pr-1)g
= Po(Pip1+ Pp)i+ (P + Poo1) Petaj

Como queriamos mostrar.
e Agora fixando p e usando induc¢ao em m. Consideremos P_; = 1.

Para m = 0,

P(070ap) = PO(Pp+Pp—1)i+(P0+P—1)ij
= 0(P,+Pp1)i+ (0+1)P,j
= ij

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < m, ou seja, supondo que
P(0,k,p) = P(P, + Pp1)i+ (Pe + Pr1) Bypj
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P, k+1,p) = 2P(0,k,p)+ P(0,k—1,p))
= 2[P.(P,+ P,1)i+ (P + Pr1)P,j] + Po1(P,+ Pyq)i +
(Pi-1+ Pr2)Bpj
= 2P(P,+ P, 1)i+2(Pi+ Pio1)Pyj + Poa(By+ Ppy)i +
(Py—1+ Pyo—2)Ppj
= 2P+ P )(By+Poq)i+ P,(2P, + 2Py + Py + Pi_2)j
= Pon(By+ Ppa)i+ (B + Po) Byj

Como queriamos mostrar.

Com isso, ¢ valido o lema 2 (o). O
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Teorema 60. Para os trés inteiros, n,m,p € N, os numeros tridimensionais de Pell sdo

descritos por:

P(”v m7p> = Pn(Pm+Pm—1)(Pp+Pp—1>+(Pn+Pn—1)Pm<Pp+Pp—1>Z+<Pn+Pn—1>(Pm+Pm—1>ij

Demonstracao. Recorre-se ao Principio de Inducdo Mateméatica como alternativa de prova
para o teorema em questao.
e Seja n e m valores fixos, iremos aplicar o principio da indugao sobre p.
Nesse sentido, para p = 0:
P(n,m,O) = Pn(Pm+Pm_1)(P0+P_1) —I— (Pn+Pn_1)Pm(P0+P_1)Z+
(Pn + Pn—l)(Pm + Pm—l)POj
Correto pelo Lema 2 (m).

Supondo que seja verdade para n e m fixos e qualquer k < p, ou seja, supondo que
P(n,m,k) = Py(Pn+Pun_1)(PetPi-1)+(PotPo1)Pon(PretPr—1)i+(Po+Po1)(Pp+Pm_1)Prj
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para n e m fixos e para k + 1. Temos entao
P(n,m,k+1) = 2P(n,m,k)+ P(n,m,k —1)
= 2[Py(Pyn+ Pp_1)(Pe+ Piv) + (P + Pot) P (P + Pir )i +
(Po+ Poc1)(Pr 4 Pre1) Pej] 4 Pu(Pr + P1)(Pret + Pra) +
(Po+ Po1)Po(Pec1 + Pra)i+ (Po+ Po1) (P + Pr1) Pr1j
= 2P,(Pn + Pu1)(Pr + Pet) + 2(Po+ Poo1) PP + Py )i +
2(Py+ Po1) (P + P1)Pej + Po(Po 4 Pro1)(Peoq + Py — 2P 1) +
(Py+ Po1)Py(Pe—y + Py — 2P 1 )i+ (P + Po1) (P + Pre1) Pi1J
= Py(Pp+ Pp1)[2(P + Po1) + (Pooy + P — 2B1)] +
(P + Po1)Prl2(Py + Piov) + (Pyot + P — 2P )]i +
(Py+ Po1) (P + Pre1) (2P + Peq)j
= Pu(Pp+ Pn1) (2P, + Poy + Pe) + (P + Po1) Pn(2P, + Py + Bi)i +
(P + Pro1) Pitaj
= Pou(Pn+ Pouc1)(Pes1 + By) + (Po+ Po1) P (Pigr + Pr)i +
(Py+ Po1) (P + Prm1) Pisaj
Como pretendiamos mostrar.
e Agora fixemos n e p e usemos inducao em m. Nesse sentido, para m = 0:
P(n,0,p) = Py(Po+ P-1)(Py+ Pyo1) + (P + Poc1) Po(Py + Pp1)i + (P + Py )(Po + P-1) Pyj
= P (Py+Po1)+ (Po+ Po1)byy
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Correto pelo Lema 2 (n).

Supondo que seja verdade para n e p fixo e qualquer £ < m, ou seja, supondo que
P(nv k7p> = Pn<Pk+Pk—1>(Pp+Pp—1)+<Pn+Pn—1)Pk(Pp+Pp—1)Z+(Pn+Pn—1>(Pk+Pk—1>ij
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para n e p fixos e para k + 1. Temos entao

P(n,k+1,p) = 2P(n,k,p)+ P(n,k—1,p)
= 2[P.(Py + Po)(Py+ Ppot) + (P + Pyy) Pu(Py + Ppy)i +
(Pp+ Po1)(Py + Pi1)Ppjl + Po(Pio1 + Pr—2) (P, + Ppe1) +
(Pp+ Po1)Pici (P + Ppr)i 4 (P + Poot) (Pee1 + Pia) Py
= 2P,(Py + Poor)(By + Ppo1) + 2(By + Pot) Pi(By + Ppo1)i +
2P, + Po1)(Py + Pye1)Pyj + Po(Pi—y + Pi—2) (P + Ppy) +
(Pp+ Pp1)Pi1(Py+ Pyo1)i+ (P + Poo1)(Pie1 + Po—2) Py
= P.(P,+ P,_1)(2Py + 2Py 1 + Py + Prs) +
(Po+ Poo1)(Py+ Py1) (2P + Pi1)i
(P, + Py 1)P,(2P, + 2Py 1+ Py1+ Py 2)
= Pu(Prsr + Pe) (B + Pot) + (P + Poct) Pt (B + Bp1)i +
(Pr+ Poe1)(Bs1 + Bi) Ppj
Como queriamos mostrar.
e Agora fixemos m e p e usemos indugao em n.
Nesse sentido, para n = 0:
P0,m,p) = Po(Po+ Po1)(Pp+ Ppot) + (P + Po1) P (P + Py )i +
(Po+ P_1)(Pw+ Pn1)Pyj
= Pu(P,+ Py_1)i+ (P + Pn1)P,j
Correto pelo Lema 2 (o).

Supondo que seja verdade para m e p fixos e qualquer £ < n, ou seja, supondo que
P(ka m,p) = Pk(Pm+Pm—l)(Pp+Pp—l)+(Pk+Pk—l)Pm(Pp+Pp—l)Z+(Pk+Pk—l)(Pm‘l'Pm—l)Pp]
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para m e p fixos e para k + 1. Temos entao

P(k+1,m,p) = 2P(k,m,p)+ P(k—1,m,p)
= 2[Py(Py+ Pyn1)(Py+ Pyo1) + (Po + Pi1)Pr(Py + Pp1)i +
(Pr + Pi1) (P + Pr1) By + Po1 (B + Prn1) (B + Ppo1) +
(Pi—1 4 Pr—2)Pp(Py+ Py1)i + (Pe1 + Pia) (P, + Pre1) Py
= 2P,(Py+ Ppo1)(Py+ Pyoy) + 2(Py + Py1) P (B + Pp1)i +
2(Py + Pi1)(Po 4+ Po1)Pyj + Pooi (P + Pomt) (P + Ppoq) +
(Pi—1+ Po—2)Pp(Py + Ppq)i+ (Pooy + Pi2) (P + Prim1) Py
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= 2P+ Po1)(Pon + Pno1) (B + Ppt) +
(2P, + 2Py 1+ Py + Py 2)Pu(Py+ Pyq)i +
(2P +2P;—1 + Peo1+ Pre—2)(Po + Po1)Byj

= Pei(Pn+ Pu1)(Py+ Poy) + (Pey1 + Pi)P(Py+ Pooy)i +
(Pet1 + Bi) (P + Prn1) Bpj

Como queriamos mostrar.

Com isso, tem-se que o Teorema é valido. Il

3.2.1.3 Relacoes Recorrentes n-Dimensionais de Pell

Baseado nos trabalhos de Harman (1981), Oliveira (2018), Oliveira, Alves e Paiva
(2017), nesta segao, serd introduzida a notagao para a relagdo n-dimensional da Sequéncia
de Pell designando assim uma expressao generalizada para os niimeros hipercomplexos
descritos na forma P(nq,ng,ns, -+ ,n,), em que n representa as varidveis. Os nimeros
hipercomplexos sao definidos na forma ag + a4y + asis + - - - + a,, em que ag, a, ds, ..., A,
representam nimeros reais e iy, 4o, - ,%, sa0 os simbolos que representam as unidades

imaginarias inseridas (KANTOR; SOLODOVNIKOV, 1989).

Definicdo 83. Seja um nimero hipercomplero P(ni,ng,ns, -+ ,n,) com n varidveis
naturais, para n > 2 wvale, além da componente imagindria i, o sequinte conjunto de
unidades imagindrias (i = i, 41 = J,- -+, ln). Desse modo, sao definidos os valores

INICIALS a Sequir:

P(0,0,0,---,0) = 0
P(1,0,0,---,0) = 1
P(0,1,0,---,0) = 1y
P(0,0,1,--,0) = ps
P(0,0,0,1,0,---,0) = ps
P(0,0,0,0,1,0,-+-,0) = s

P(0,0,0,---,1) = pn
P11, 1) = 14 i+ pio+ -+
PO, L1 1) = pm+pp+-+ i
P(1,0,1,--- 1) = 14ps+--+ pn
P(LL,0,1--- 1) = L4 +ps+-+ i

P(171717"'7170) = 1+:u’1+:u’2++:un—l
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Com isso, os numeros da forma P(n,ns,---,n,) devem satisfazer as seguintes

condicoes n-dimensionais de recorréncia:

P(n1+17n27'” 7nn> = 2P<n17n27'” 7nn>+P(n1_1vn27'” 7nn>
P(n17n2+17"' 7nn> = 2P<n17n27"' 7nn>+P(n17n2_17"' 7nn>

P(nlan%”' 7nn+1> = 2P<n17n27”' 7nn>+P(n17n27'” 7nn_1>

Lema 3. As sequinte propriedades sao vdlidas para a Sequéncia n-dimensional de Pell:

(a)P(ny,0,---,0) = Py,

(b)P(0,ng,--+,0) = P

(¢)P(0,0,--+ ,n,) = Py, ln

(d)P(ny,1,-++,0) = Py + (P, + Puy_1)i

(e)P(n1,0,---,1) = Py, +-+ (P, + Py 1)itn

HPmny, 1, 1) = P+ (P + Poy—)pn + -+ (P, + Poy—1) itn

)

)

)

)

)

)

) = (Poy+ Pay1) + Py
) = P+ + (Poy+ Poyo1)in
)

)

)

)

)

)

)

>
e
\.O
3
b
—

= (P, +Poy1) + Poyptn + -+ (Poy + Pyt i
= (P, + Poc1) +--+ B fin

= (Po, + Pp—t)pa + -+ Py pin

= (Bo, + Pop1) + (B, + Py + -+ + Py i
= Py (Po, + Puy1) + (Poy + Poy—1) Py

= P (Po, +Po1) + 4+ (Poy + Pay1) Py pin
= P, (P, +Pu,—1)pn + -+ (Poy + Poy1) P i

(m)P(nlan%”' aO
(n)P(nlaOa"' y Ny
(O>P(Ovn27"' y Mg,

Demonstragao. (a) Através da recorréncia P(ny + 1,ng,--+ ,n,) = 2P(n,ng, -+ ,n,) +
P(n—1,n9,---,n,), fixando ng, -+ -, n, iguais a zero e aplicando o método de indugao
em nq, tem-se:

Para n; = 0,

Supondo que seja verdade para no, ---, n, fixos e qualquer k < nq, ou seja supondo que
P(k,0,---,0) = P
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
P(k+1,0,0,---,0) = 2P(k,0,---,0)+ P(k—1,0,---.,0)
= 2P+ P
= DPin
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Com isso, ¢ valido o lema 3 (a).
(b) Através da recorréncia P(ny,ne+1, -+ ,n,) = 2P(n,ng, -+ ,n,)+P(n,ng—1,- -+, n,),
fixando ny, ns, - -+, n, iguais a zero e aplicando o método de indugao em no, tem-se:

Para ny = 0,

Supondo que seja verdade para nq, ---, n, fixos e qualquer k < ny, ou seja supondo que
P(kav 70> :Pklu’l
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

PO, k+1,--,0) = 2P0k, 0)+ PO, k—1,---,0)
= 2B + Pr_1pn

= Py
Com isso, ¢ valido o lema 3 (b).
(c) Através da recorréncia P(ny, ng, -« ,n,+1) = 2P(ny,ng, - -+ ,n,)+P(ny,ng, - -+ ,n,—1),
fixando ny, ng, - -+ iguais a zero e aplicando o método de indugdao em n,,, tem-se:

Para n,, =0,

Supondo que seja verdade para nq, no, --- fixos e qualquer k < n,, ou seja supondo que
P(0,0,--- k) = Pyp
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
P(0,0,--- ;k+1) = 2P(0,0,--- ,k)+ P(0,0,--- ,k—1)
= 2Pufin + Pr_1jin
= Pk—l—l,un

Com isso, ¢ valido o lema 3 (c).
(d) Através da recorréncia P(ny+1,ng, -+ ,n,) = 2P(n,ng, -+ ,n,)+P(n—1,ny,- -+ ,ny,),
fixando ny = 1, n, = 0, P_; = 1 e aplicando o principio de indugao sobre n;. Nesse sentido,
para n, = O:
P(Oa]-a aO) = P0+(P0+P—l):ul
= M

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < nq, ou seja, supondo que

P(/{?,l,,0>:Pk+(Pk+Pk_1>/,L1
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pk+1,1,---,0) = 2P(k,1,---,0)+P(k—1,1,---,0)
= 2[Pc+ (P + Pe1)ia] + Py + (P14 Bre2)
= 2Py + Piq) + [2(Pe + Pi1) + (Peot + Pec2)la
= Py + (Popr + P

Com isso, ¢ valido o lema 3 (d).
(e) Através da recorréncia P(n;+1,n9,--- ,n,) = 2P(n,ng, -+ ,n,)+P(n—1,n9,--- ,ny,),
fixando no =0, n,, = 1, P_; = 1 e aplicando o principio de indugao sobre n;. Nesse sentido,

para ny = 0:

P(0,0,---,1) = By+-+ (Po+ P1)pn
= fn-

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < nq, ou seja, supondo que
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(k+1,0,---,1) = 2P(k,0,---,1)+ P(k—1,0,---,1)
= 2[Pi+ -+ (Pe+ Pec)ptn) + Poca 4+ -+ (Poca + Peco) s
= (2P + Pi1)+ -+ [2(Pi + Peo1) + (Pe1 + Pr—2)]pin
= Popt+ o+ (Popr + Br)n

Com isso, ¢ valido o lema 3 (e).
(f) Através da recorréncia P(ny+1,ng,- -+ ,n,) = 2P(n,ng, -+ ,n,)+P(n—1,n9,- -+ ,n,),
fixando no, =1, n,, = 1, P_; = 1 e aplicando o principio de indugao sobre n;. Nesse sentido,

para ny = 0:

PO,1,---,1) = P+ (FPo+P)pr+-+ (Po+ Py
= p1+-cF iy

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < nq, ou seja, supondo que

P(k,l,--- ,1>:Pk+(Pk+Pk—1>M1+"'+<Pk+Pk—1>Mn
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Plh+1,1,---.1) = 2P(k,1,--- 1)+ P(k—1,1,---,1)
= 2P+ (P + Poc)n + -+ (Po + Pi1) o) + Pe + (P + Poc1) i
+- o+ (P + Peo1)pin
= 2Pc+Pe1)+ 2P+ Pe1)+ (Pey+ Peo)jpn +--- +
[2(Px + Peo1) + (Peey + Pr2)lpin
= Popi+ (Perr + Popa + -+ (Pryr + Pt

Com isso, ¢ valido o lema 3 (f).
(g)Através da recorréncia P(ny,na+1,-+- ,n,) = 2P(n,ng, -+ ,n,)+ P(n,na—1,-+- . n,),
fixandon; = 1, n, =0, P_; = 1 e aplicando o principio de indugao sobre ny. Nesse sentido,

para ny = O:

P<170770> = (P0+P—1>+P0:u1
=1

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < ng, ou seja, supondo que
P<17k7 70> = (Pk+Pk—1>+Pk,u1
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(1,k+1,---,0) = 2P(1,k,---,0)+ P(1,k—1,---,0)
= 2[(Py+ Pe—1) + Pepu] + (P + Pr—1) + P
= [2(Py+ Poo1) + (P + Poo1)] + 2P + Py
= (Por1+ Pi) + Peyain

Com isso, ¢ valido o lema 3 (g).
(h)Através da recorréncia P(ny,na+1,--- ,n,) = 2P(n,ng, - ,n,) +P(n,na—1,- -+ ,n,),
fixando n; =0, n, =1, P_; = 1 e aplicando o principio de indugao sobre ny. Nesse sentido,

para ny = O:

P(Ov()v?l) = P0M1+"'+(P0+P—l>/~l’l
=1

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < ng, ou seja, supondo que

POk, 1) = Pypn + -+ + (Py + Pr1) i
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

PO,k+1,---,1) = 2P(0,k,---, 1)+ P00,k —1,--- 1)
= 2[Pypr + -+ (Po + Poc1)pin] + Pocapn + -+ + (Pt + Prca) i,
= (2P, + Pe s+ -+ 2(Pe + Po_1) + (Peo1 + Bro)]pin
= Peppir + -+ (Pesr + Bo)in

Com isso, ¢ valido o lema 3 (h).
(i)Através da recorréncia P(ny,ne+1,--+ ,n,) = 2P(n,ng,- -+ ,n,)+ P(n,ny—1,--+ n,),
fixandon; =1, n, =1, Py = 1 e aplicando o principio de indugao sobre ny. Nesse sentido,

para no = O:

P(1,0,---,1) = (P4 Po1)+ Popn + -+ (Po + P-1)pin

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < no, ou seja, supondo que
Pk, 1) = (P + Po1) + Pepy + -« + (P + Pio1) pn
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

PLk+1,---,1) = 2P(L,k,--- 1)+ P(1,k—1,---,1)
= 2[(Py+ Po—1) + Popn + -+ + (P + Po1) o] +
(Pi—1+ Pyo—2) + Pocypn + -+ + (Pec1 + Pro) pin
= [2(Pc+ Pe1) + (Pec1 + Pre2)] + (2P + Peq)pn + -+ +
2(Py + Py—1) + (Po—1 + Pe—2)|pin
= (Pop1 + Bi) + Poprpn + -+ (Pogr + B ptn

Com isso, ¢ valido o lema 3 (i).
(j)Através da recorréncia P(nq,ng, -+ ,n,+1) =2P(n,ng, -+ ,n,) + P(n,ng, -+ ,n, — 1),
fixando n; = 1, no = 0, P_; = 1 e aplicando o principio de inducao sobre n,,.

Nesse sentido, para n,, = 0:

P(1,0,---,0) = (Py+P-1)+ -+ Popn,
=1

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n,,, ou seja, supondo que
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(1,0,--- ,k+1) = 2P(1,0,--- ,k)+ P(1,0,--- ,k—1)
= 2[(Pe+ Pe1) + -+ Peptn) + (Pe1 + Pe2) + -+ + P11y,
= 2Py + Poo1) + (Poor + Poo)| + -+ + 2P + Pi—1) fin
= (Poyr+ Pr) + -+ Pryipin

Com isso, é valido o lema 3 (j).
(k)Através da recorréncia P(ny, ng, -+ ,n,+1) = 2P(n,ng, -+ ,n,)+P(n,ng, - ,n, —1),
fixando ny; =0, ny = 1, P_; = 1 e aplicando o principio de indugao sobre n,,. Nesse sentido,

para n, = 0:

P(O,l,,O) = <P0+P—1>M1++P0Mn
= [

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n,,, ou seja, supondo que
P0,1,--- k) = (P + P + - - + Prpin,
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

PO,1,-- k+1)

2P(0,1,-+- k) + P(0,1,---  k—1)

2[(Pe + Pe—1)pn + -+ Prpi] + (Pec1 + Proa)pin + -+ + Pe_ifin
= 2Py + Pio1) + (Poo1 + Pio)pir + - + (2P + Pic1) i,

= (Pry1 + B+ + Pryapn

Com isso, ¢ valido o lema 3 (k).
()Através da recorréncia P(ny,ng, -+ ,n, +1) = 2P(n,ng,- -+ ,n,) + P(n,ng, -+ ,n, — 1),
fixandon; =1, ny = 1, P_; = 1 e aplicando o principio de indugao sobre n,,. Nesse sentido,

para n, = 0:

P(l,l,,O) = (P0+P—1)+<P0+P—1>M1++P0:U/n
= 14+m

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n,,, ou seja, supondo que

P11, k) = (P + Peey) + (Pe 4+ Po—y)py + -+ + Prpin
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
P(1,1,-- ,k+1) = 2P(1,0,--- k) +P(1,1,--- bk —1)
= 2[(Pp+ Pe1) + (P4 Peoy)pn + -+ + Prpn] +
(Poc1 + Pra) + (Poo1 + Poco)ptn + -+ + Poi i
= [2(Px+ Pec1) + (P + Pia)] + [2(Pe + Picq) +
(Poc1 + Pro)lpn + -+ + (2Ps + Poc1) iy
= (Pogr+ Pr) + (Popr + Po)pn + - + Pryipin
Com isso, ¢ valido o lema 3 (1).
(m) Através da recorréncia P(ny+1,ng, -+ ,n,) = 2P(n,ng, -+ ,n,)+P(n—1,ng,--- ,n,),

fixando ny e n,, = 0, aplicando inducao em n;.

Nesse sentido, para n; = 0:

P(0,ng,-++,0) = Fo(Pu, + Puy1) + (FPo + Po1) Poypia
= Png,ul

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < nq, ou seja, supondo que
P(kan2>"' ,O) - Pk(Pnz +Pn2—l) + (Pk+Pk—l)Pn2ﬂl
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(k+1,n9,---,0) = 2P(k,ng,---,0)+ P(k—1,n9,---,0)
= 2[Pe(Pny + Poy1) + (Pe + Pio1) Py ] +
Pi1(Ppy + Pry—1) + (Pr1 + Pa—2) Poyita
= (2Pc+ Poc1)(Pay + Poyo1) + [2(Pe + Pro1) + (Peo1 +
By—2)|Pos 11
= Pop1(Poy + Poy1) + (Prea + Pi) Py

e Agora fixando n; e aplicando indugdo em ns.

Nesse sentido, para ny = 0:

P(n1,0,---,0) = P, (Po+ P_1) + (P, + Puy—1)FPoin
P,

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < ng, ou seja, supondo que

P(ny,k,---,0) = Py, (P + Pi—1) + (Poy + Poy—1) P
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(ny,k+1,--,0) = 2P(ny,k,-+,0)+ P(ny,k—1,--+,0)
= 2[P, (P + Pr1) + (Poy + Poy—1) Prpu] +
Py (Peo1+ Py2) + (Poy + Poy—1)Peo1pn
= P [2(Pe + Poy) + (Pooy + Po2)] + (Poy + Poy 1) (2P + Pro1)
= P (Pes1+ Py) + (Pay, + Poy 1) Pevajin

Com isso, ¢ valido o lema 3 (m).
(n) Através da recorréncia P(ny+1,ng, -+ ,n,) = 2P(n,ng, -+ ,n,)+P(n—1,ny,- -+ ,ny,),
fixando n,, e no = 0, aplicando indugao em n;.

Nesse sentido, para n; = 0:

P(0a07"'ann) = PO(Pnn+Pnn—l)++(PO+P—1)Pnn,U’n

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < nq, ou seja, supondo que
P(k,O, 7nn> :Pk<Pnn+Pnn—1>++(Pk+Pk—1>Pnn,un
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(k+1,0,---,n,) = 2P(k,0,--- ,n,)+ P(k—1,0,--- ,n,)
= 2[Py(Pn, + Pup—1) + -+ (Py + Poc1) Py pin] +
Py (P, + Po—1)+ -+ (Poc1 + Pr2) Py,
= 2Py + Pi1)(Po, + Poyo1) + -+ [2(Pc + Preo1) + (Pt +
P o) Py, pin
= Pep1(Po, + Poy1) + o+ (Per + B) P fin

e Agora fixando n; e aplicando inducao em n,,.

Nesse sentido, para n,, = 0:

P(n1707"'a0) - Pnl(P0+P—l)+"'+(Pn1+Pn1—1)P0ﬂn
= Pn1

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n,,, ou seja, supondo que

P(n1,0,--- k) = P, (P + Pe1) + -+ (Pay + Pay1) Prfin
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(ny,0,--- ,k+1) = 2P(ny,0,--- k) + P(ny,0,--- ,k—1)
= 2[Po,(Py+ Pie1) + -+ 4 (Pay + Pay—1) Popt] +
Py (Peo1+ Po—o) + -+ (Po, + Poy1) Pecifin
= P, 2(P.+ Pi—1) + (Peo1 + Peo)] +- - +
(P, + P, -1) (2P, + Pu_1)pin
= P (Por1 + Pi) + -+ (Poy + Py 1) Pryafin

Com isso, ¢ valido o lema 3 (n).

(o) Através da recorréncia P(ny;+1,n9,--- ,n,) = 2P(n,ng, -+ ,n,)+P(n—1,ng, - -

fixando ny e ny = 0, aplicando induc¢ao em n,,.
Nesse sentido, para n,, = 0:
P(O,ng,'-- 70> = Pﬂ2(P0+P—1>:u1+"'+ (Pn2 +Pn2—1>P0,un
Png/Ll

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < n,,, ou seja, supondo que
P(O>n2707"' ak) - Png(Pk +Pk—l),u1 +ee 4t (Png +Pn2—l)Pk,un
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(0,ng,--- ,k+1) = 2P(0,ng, - ,k)+ P(0,ng,--- , k—1)
= 2[Pu,(Pe+ Po-1)pa + -+ + (Poy + Pry—1) Prptn)]
Poy(Prooy + Peo)pn + -+ + (Pay + Pay1) Pr1fin
= P,2(Py+ Po1) + (Poor + Beo)lpn + - +
(P, + Py 1) (2P, + Pr1) i,
= Py (Pogr + Po)pn + -+ (Pry + Pag—1) Prg1fin

e Agora fixando n,, e aplicando inducao em ns.

Nesse sentido, para ny = 0:

P(ana"'ann) - PO(Pnn_I'Pnn—l),ul_l'+(PO+P—1)PnnMn

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < ng, ou seja, supondo que

P<07k7 7nn> :Pk(Pnn+Pnn—1>/1’1++(Pk+Pk—1>Pnn,U/n

7nn)7
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

POk+1,---,n,) = 2P(0,k,---,n,)+ PO0,k—1,--- n,)
= 2[Py(Pyn, + Po—1)pt1 + -+ + (Py + Pr1) P, )]
P 1(Po, + Py 1)iin + -+ (Pt + Pro2) P i
= 2B+ Poa)(Po, + Poyi)pn + -+ [2(P + Peor) +
(Pe—1 + Pe—2)] Py, fin]
= Pop1(Po, + P + - + (P + Br) P pin

Com isso, ¢ valido o lema 3 (0).

Assim, tem-se que os Lemas sao validos. O

Teorema 61. Os niumeros da forma P(ni,ns, - ,n,), tais que n,ny, -+ ,n, € N sdo

determinados por:

P(nl>n2>"' ann) = Pnl(Png +Pn2—l)"" (Pnn +Pnn_1)+
(Pm +Pn1—1)Pn2"" '(Pnn+Pnn—l)lL1+"'+
(Pnl + Pnl—l)(Pn2 + Pn2—l)' T Pnn,UJn

Demonstracao. Seja ni,ng,--- ,n,_1 valores fixos, iremos aplicar o principio da indugao
sobre n,,.

Para n,, =0,
P(n17n27.“ 70> - Pn1<Pn2+Pn2—1>+(Pn1 +Pn1—1>PTL2M1

Tem-se que a igualdade é vélida pelo Lema (m).

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < n,,, ou seja, supondo que

P(ny,ng, -+, k) = P, (Puy+ Puy 1)+ (Pe+ Piy) +
(Pn1 + Pn1—1>Pn2. e (Pk + Pk—l),ul + -+
(Pnl + Pn1—1><P7’L2 + PTL2—1>- e Pk,un

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(ny,ng,--+ ,k+1) = 2P(ny,ng, - ,k)+ P(ny,ng, -+ k—1)
= 2[Py, (P, + Py 1).- - (P + Pi1) +
(Poy +Poy )Py (Pe+ Pr1)pn + - +
(Poy 4 Puyo1)(Pay + Prg1). -+ Prpin] +
P (P + Poy1).-o o (P14 Pro) +
(Poy+ Poy-1)Poy. o+ (Poct + Peo)pin + -+ +
(Poy + Poy—1)(Pry + Pry—1)- -+ Pr_1fin
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= P, (P, +Puy1) - [20Pe+ Poy) + (Pooy + Pro)] +
(Ppy + Poy—1) Py 2(Pe + Pit) + (Pro1 + Pi—o)pn + -+ +
(Poy 4+ Poy—1)(Pag 4 Pry—1) .- -+ (2P + Pi—1) i
Py (Poy + Fryo1) -+ (Preyr + Pi) +
(Poy + Poy 1) Py (Popr + Pe)pa + -+ +
(Poy + Poy=1)(Pry + Pry—1)- -+ Pryifin
Como queriamos provar.

e Agora para nq,--- ,n, valores fixos, iremos aplicar o principio da inducgao sobre n,.

Para ny = 0,
P(”luov"'unn) - Pn1<Pnn+Pnnfl>++(Pn1+Pn171>Pnn,un

Tem-se que a igualdade é valida pelo Lema (n).

Supondo que seja verdade para qualquer k < ns, ou seja, supondo que

P(nl>k>"' ann) - Pnl(Pk_I'Pk—l) (Pnn_l'Pnn—l)_l'
(Poy + Poy 1) P oo+ (P, + Popa)pa + -+ +
(Pnl +Pn171>(Pk+Pkfl>-"' Pnn,un

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pni,k+1,---,n,) = 2P(ny,k,---,n,)+ Pni,k—1,--- ny,)

= 2[Py (P4 Py1).- -+ (Pn, + Poo1) +
(Poy, + Poy—1)Pe.- -+ (P + Poy )i + -+ +
(Ppy + Poy—1)(Pi + Pi—1). -+ Py, ]
P, (Poy+ Pis).-- (P, +Pn,—1)+
(Po, + Poy 1) Pi1.- o+ (P, + P, —)p1 +- -+ +
(Po, + Py 1) (Pee1 + Pia). -+ Py i

= P,(2Pc+2P+ P+ Pia).--- (Pn, + Po,1) +
(Poy + Py 1) 2P+ Pivy).- - (P, + Poy 1)1 + -+ +
(Poy + Poy-1) (2P + 2P, + Pooy + Pe—a). -+ Py, iy,

= Py, (Pey1+ PBy).-- (Pn, + Po,—1) +
(Pay + Pry1) Prgre oo (P + Pt )pn + -+ +
(Poy + Poy-1)(Prg1 + Pr). - P, i

Como queriamos provar.

e Agora para ns,--- ,n, valores fixos, iremos aplicar o principio da indugao sobre n.

Para ny = 0,

P(07n27"' 7nn> = Pnz(Pnn+Pnn—1>/~’/1+"'+<Pn2+Pn2—1>Pnn/~Ln
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Tem-se que a igualdade é valida pelo Lema (o).

Supondo que seja verdade para qualquer £ < nq, ou seja, supondo que

P(k7n27"' 7nn) = Pk<Pn2 +Pn2—1)-"' (Pnn +Pnn—1>+
(Pk +Pk_1)Pn2.--~ (Pnn +Pnn_1)M1 + -+
(Pk +Pk—1)<Pn2 +Pn2—1)"" ’Pnnﬂn

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

P(k+1,n9,---,n,) = 2P(k,ng,--- ,n,)+ Pk —1,n9,--- ,n,)

= 2[Py(Py, + Poy-1).+ (Pn, + Py, 1)+
(Pe+ Py 1)Po,.-+ (P, +Po, 1)1+ +
(Pr+ Pr1)(Poy + Pry1). -+ P pin] +
Py 1(Po,+ Poy1).-+ (Po, + Pu, 1) +
(Poo1+ Po2)Py. -+ (P, + Poy1)p1 + -+ +
(P14 Po—2)(Poy + Pry1). -+ P fin

= 2Py+ P 1)(Po, + Py 1)+ (P, + P, 1)+
2Py + 2P, + Py1+ Pe2)Py.- -+ (P, + Py, 1)p1 +- -+ +
2Py + 2P, + Py 1+ Pe2) (P, + Poy_1). -+ P pin

= Pop1(Poy + Poy1)o (P + Prp1) +
(Pis1+ Py) Py -+ (P, + Py,—1) + cdots +
(Pis1+ Po)(Pry + Poy—1) .-+ Py

Como queriamos provar.

Com isso, o Teorema ¢ valido. O

3.2.2 Hipercomplexificacao da Sequéncia de Perrin

A recorréncia da sequéncia de Perrin é dada por Pe, = Pe,_s + Pe,_3, n > 3,
sendo 3,0,2,3,2,5,5,7,10,12,17 os primeiros termos desta sequéncia. Por outro lado, na
sequéncia de Padovan mantém-se a mesma recorréncia da sequéncia de Perrin e tem-se

que os primeiros termos desta sequéncia sao 1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12.

Devido a semelhanca da sequéncia de Perrin, Pe,, com a sequéncia de Padovan,
Pd,, pode-se perceber que ha uma relagdo dos nimeros de Perrin com os niimeros de

Padovan. Assim, tem-se que:
Pe(n) =2Pd(n —4) +3Pd(n —5),n > 5.

Com isso, para realizar a hipercomplexificacdo da sequéncia de Perrin sera utilizada essa

relacao entre os nimeros de Perrin e Padovan.
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3.2.2.1 Relacoes Recorrentes Bidimensionais de Perrin

Nesta subsecao sera introduzida a relacao bidimensional da Sequéncia de Perrin,

serao definidas duas relagoes de recorréncia, baseadas na recorréncia unidimensional.

Definicao 84. Os niameros descritos na forma de Pe(n,m) representarao os termos da

sequéncia de Perrin bidimensionais, satisfazendo as condicoes recorrentes, sendo n,m € N:

Pe(n,m) = Pe(n — 2,m) + Pe(n — 3,m)
{ Pe(n,m) = Pe(n,m —2) + Pe(n,m — 3)
Assim, podemos estudar algumas propriedades que serao discutidas mais adiante.
Com isso, a partir dos valores iniciais da sequéncia de Perrin, temos que: Pe(0,0) =
3, Pe(0,1) = 34 2i, Pe(1,0) = 0, Pe(1,1) = 2i, Pe(0,2) = 3+ 3i, Pe(2,0) = 2, Pe(2,1) =
2 +2i, Pe(1,2) = 3i e Pe(2,2) = 2+ 3i, sendo 1* = —1.

Lema 4. As sequintes propriedades sio validas para a sequéncia bidimensional de Perrin:

(a) Pe(n,0) = Pey;

(b) Pe(0,m) = 3Pd,, + Pe,1i;
(c) Pe(1,m) = Pey,.11;

(d) Pe(n,1) = Pe,, + 2Pd,i.

Demonstracao. (a)Através da recorréncia Pe(n, m) = Pe(n—2,m)+ Pe(n—3,m), recorre-
se ao Principio de Indugao Matematica para a prova para este Lema.

Nesse sentido, para n = 0:

Pe(0,0) = Peg
= 3

Tem-se que a igualdade é vélida, tendo em conta que Pe(0,0) = 3.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que
Pe(k,0) = Pey
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(k+1,0) = Pe(k—1,0)+ Pe(k—2,0)
= Pey_1+ Pep_o

= Perp

Desse modo, verifica-se a validade do lema 1 (a).
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(b) Utilizando a recorréncia Pe(n,m) = Pe(n,m — 2) + Pe(n,m — 3) e o Principio
de Indugdo Matematica, tem-se:

Para m = 0:

Pe(0,0) = 3Pdy+ Peyi
= 3.14+0.2
= 3

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < m, ou seja, supondo que
PG(O, k‘) = 3Pdk + P€k+1’i
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(0,k+1) = Pe(0,k—1)+ Pe(0,k —2)
= 3Pdy_q1 + Peyi + 3Pdy_o + Pej_qt
= 3(Pdi_1+ Pdy_s) + (Pey + Pex_1)1
= 3Pdji1 + Pejiot

Com isso, tem-se a validade do lema 1 (b).
(c) Utilizando a recorréncia Pe(n,m) = Pe(n,m — 2) + Pe(n,m — 3), fixando n = 1, pelo
Principio de Inducao Matematica, tem-se:

Para m = 0:

Pe(1,0) = Peyi

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < m, ou seja, supondo que
PG(]_, k) = P€k+1i
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(l,k+1) = Pe(l,k—1)+ Pe(l,k—2)
= Peki+P€k_1i

= Pepyot

Logo, tem-se que o lema 1 (c) é valido.

(d) Utilizando a recorréncia Pe(n, m) = Pe(n —2,m) + Pe(n — 3, m), fixando m = 1, pelo
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Principio de Inducao Matematica, tem-se:

Para n = 0:

Pe(0,1) = Peg+ 2Pdyi
— 3421
= 3+2i

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que
Pe(k,1) = Pey, + 2Pdyi
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(k+1,1) = Pe(k—1,1)+ Pe(k —2,1)
= Pep_1 4+ 2Pdy_11+ Pey_o + 2Pdj_»1
= Pep_1+ Pep_o+ 2(Pdi_1 + Pdi_5)i
— Pegyy + 2Pdy i

Com isso, ¢ valido o lema 1 (d). O

Assim, temos a relacao da sequéncia de Perrin, com a insercao de uma unidade

imaginaria, em funcao da sequéncia de Padovan.

Teorema 62. Para os numeros inteiros, n,m € N, os termos da sequéncia de Perrin

bidimensionais na forma Pe(n,m), sdo descritos por:

Pe(n,m) = Pd,,Pe,, + Pe,+1Pd,i.

Demonstracao. Recorre-se ao Principio de Indu¢ao Matematica como meio de prova para
o teorema em questao.
e Comecemos por fixar n € N e vamos usar indugao em m.

Para m = 0, temos:

Pe(n,0) = PdyPe, + Pe,Pd,i
= 1.Pe(n) +0.Pd(n)i
= Pe(n)

O que ¢é verdade pelo Lema 1 (a).

Suponhamos agora que é valido para k < m e n fixo, ou seja,

Pe(n, k) = Pdy,Pe, + Pejs1 Pdyi
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao:

Pe(n,k+1) = Pe(n,k—1)+ Pe(n, k—2)
= Pdy_1Pe, + Pe,Pd,i + Pdy_sPe, + Pe,_1Pd,1
= (Pdy_1+ Pdy_5)Pe, + (Pey + Pey_1)Pd,i
—  Pdy.1Pey, + PegyoPdyi

Como pretendiamos mostrar.
e Agora vamos fixar m € N e usar indugao em n.

Para n = 0, temos

Pe(0,m) = Pd,Pey+ Pep,1Pdyi
— 3Pd,, + 1.Pey i
= 3Pdm + P6m+1i

O que ¢é verdade pelo Lema 1 (b).

Suponhamos agora que é valido para k < n e m fixo, ou seja,
Pe(k,m) = Pd,,Pey, + Pe,, .1 Pdyi
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao:

Pe(k+1,m) = Pe(k—1,m)+ Pe(k—2,m)
= Pd,Pei_1 + Pe,.1Pdy_1i + Pd,,Pej_s + Pe,, .1 Pdj_si
= Pd,,(Pey—1+ Pep_2) + Pepi1(Pdi—1 + Pdi_2)i
= Pd,,Pey1 + Pepp1 Pdyyqi

Como pretendiamos mostrar. O

3.2.2.2 Relacoes Recorrentes Tridimensionais de Perrin

Defini¢ao 85. Os nimeros na forma Pe(n,m,p) sao definidos como a Sequéncia Tridi-

mensional de Perrin, satisfazendo as sequintes relacoes de recorréncia, em que n,m,p > 0:

Pe(n,m,p) = Pe(n— 2>map) +P6(n_ 3>map)
Pe(namap) = Pe(n,m—Q,p) +P€(nam_3ap)
Pe(nvm7p> = Pe(numvp_ 2) +P€(n7mvp_ 3)

Com as condigoes iniciais: Pe(0,0,0) = 3, Pe(1,0,0) = 0, Pe(0,1,0) = 3+ 2i, Pe(0,0,1) =
3+ 24, Pe(1,0,1) = 2j, Pe(1,1,0) = 2i, Pe(0,1,1) = 3+ 2i + 2j e Pe(1,1,1) = 2i + 2j

onde 12 = j? = —1.
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Lema 5. As sequinte propriedades sao validas para a Sequéncia Tridimensional de Perrin:

(a) Pe(n,0,0) = Pe,;

(b) Pe(0,m,0) = 3Pd,, + Peyi11;

(c) Pe(0,0,p) = 3Pd, + Pepi17;

(d) Pe(n,1,0) = Pe, + 2Pd,i;

(e) Pe(n,0,1) = Pe, + 2Pd,.j;

(f) Pe(n,1,1) = Pe, + 2Pdyi + 2Pd,j;

(9) Pe(1,m,0) = Pe,, 1i;

(h) Pe(0,m,1) = 3Pd,, + Peysri + 2Pd,j;

(i) Pe(1,m,1) = Pey 11 + 2Pd,j;
(j) Pe(1,0,p) = Peyij;

(k) Pe(0,1,p) = 3Pd, + 2Pd,i + Pe,:1j;
(1) Pe(1,1,p) = 2Pd,i + Pe,1j;

(m) Pe(n,m,0) = Pe,Pd,, + Pd, Pe1i;
(n) Pe(n,0,p) = Pe,Pd, + Pd,Pe,.j;

(o) Pe(0,m,p) = Pen1Pdyi + Pd,, Pe,i1j.

Demonstracio. (a) Através da recorréncia Pe(n,m,p) = Pe(n —2,m,p)+ Pe(n —3,m,p),
fixando o valor de m = 0, p = 0 e aplicando o principio de indugao sobre n, tem-se:
Para n =0,
P@(0,0,0) = P€0
= 3
A igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que
Pe(k,0,0) = Pey,
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Pe(k+1,0,0) = Pe(k—1,0,0)+ Pe(k—2,0,0)

= Pek_l + Pek_g
= Pepyy
Desse modo, verifica-se a validade do lema 2 (a).
(b) Através da recorréncia Pe(n,m,p) = Pe(n —2,m,p) + Pe(n — 3,m, p), fixando n = 0,
p = 0 e aplicando o principio de indugao sobre m. Nesse sentido, para m = 0:
PG(0,0,0) = 3Pd0 —I—P@li
= 3
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Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < m, ou seja, supondo que
PG(O, ]{?,O) = 3Pdk + P€k+1’i
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Pe(0,k+1,0) = Pe(0,k—1,0)+ Pe(0,k—2,0)
= 3Pdk_1 + Pekz + 3Pdk_2 + Pek_lz'
= 3Pdk+1 + Pekz
Com isso, tem-se a validade do lema 2 (b).
(c) Através da recorréncia Pe(n,m,p) = Pe(n — 2, m,p) + Pe(n — 3, m, p), fixando n = 0,
m = 0 e aplicando o principio de indugao sobre p.
Nesse sentido, para p = 0:
PG(0,0,0) = 3Pd0+P61]
= 3

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < p, ou seja, supondo que
Pe(0,0, k) = 3Pdy, + Pegi1j
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Pe(0,0,k+1) = Pe(0,0,k—1)+ Pe(0,0,k —2)
= 3Pdy_1 + Peypj+ 3Pdy_o + Pey_1j
= 3Pdyi1 + Pegyaj
Logo, tem-se que o lema 2 (c) é valido.
(d) Através da recorréncia Pe(n, m,p) = Pe(n —2,m,p) 4+ Pe(n — 3, m, p), fixando m = 1,
p = 0 e aplicando o principio de inducao sobre n. Nesse sentido, para n = 0:
Pe(0,1,0) = Peg+ 2Pdyi
= 3+2

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < n, ou seja, supondo que
Pe(k,1,0) = Pey, + 2Pdyi
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Pe(k+1,1,0) = Pe(k—1,1,0)+ Pe(k —2,1,0)
= Pep_1+2Pdy_1i+ Pej_o + 2Pdj,_»i
= Pepi1 +2Pdgqt
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Com isso, ¢ valido o lema 2 (d).
(e) Através da recorréncia Pe(n, m,p) = Pe(n,m — 2,p) + Pe(n, m — 3, p), fixando m = 0,

p =1 e aplicando o principio de indugao em n. Nesse sentido, para n = 0:
PG(O, O, 1) = P€0 + 2Pd0]
= 3+2

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que
Pe(k,0,1) = Pey + 2Pdyj
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(k+1,0,1) = Pe(k—1,0,1)+ Pe(k —2,0,1)
= Pek_l + QPClk_lj + Pek_g + 2Pdk_2]
= Pepp1 +2Pdiaj

Com isso, ¢ valido o lema 2 (e).
(f) Através da recorréncia Pe(n, m,p) = Pe(n,m —2,p) + Pe(n,m — 3, p), fixando m = 1,

p = 1 e aplicando indugao em n. Para n = 0,
Pe(0,1,1) = Pey+ 2Pdyi + 2Pdyj
= 3+21+2j

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que
Pe(k,1,1) = Pey, + 2Pdyi + 2Pdyj
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(k+1,1,1) = Pe(k—1,1,1)+ Pe(k —2,1,1)
= Pek_l + 2Pdk_1’L + 2Pdk_1] + Pek_g + QPdk_Q’L + QPdk_Qj
= Pepy1 + 2Pdyi1i + 2Pdyy 1

Com isso, ¢ valido o lema 2 (f).
(g) Através da recorréncia Pe(n, m,p) = Pe(n,m — 2,p) + Pe(n,m — 3,p), fixando n = 1,
p = 0 e aplicando o principio da indugao sobre m.

Para m = 0,

Pe(1,0,0) = Peyi
=0
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Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < m, ou seja, supondo que
Pe(1,k,0) = Pegyqt
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(1,k+1,0) = Pe(l,k—1,0)+ Pe(1,k —2,0)
= Peki+Pek_1i

= Pepat

Com isso, ¢ valido o lema 2 (g).
(h) Através da recorréncia Pe(n,m,p) = Pe(n,m — 2,p) + Pe(n,m — 3, p), fixando n = 0,
p = 1 e aplicando o principio da inducao sobre m.

Para m = 0,

P@(0,0,].) = 3Pd0+P61'L+2Pd0]
= 3+2j

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < m, ou seja, supondo que
Pe(O, ]C, 1) = 3Pdk + P€k+1i + 2Pdk]
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(0,k+1,1) = Pe(0,k—1,1)+ Pe(0,k —2,1)
= 3Pdk_1 + Pekl + 2Pdk_1] + 3Pdk_2 + Pek_lz' + 2Pdk_2]
= 3Pdpy1 + Pepyot + 2Pdy

Com isso, ¢ valido o lema 2 (h).
(i) Através da recorréncia Pe(n, m,p) = Pe(n,m,p — 2) + Pe(n,m,p — 3), fixando n = 1,
p = 1 e aplicando o principio da inducao sobre m.

Para m = 0,

Pe(1,0,1) = Peyi+ 2Pdyj
= 3i+2j

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < m, ou seja, supondo que

Pe(l, ]C, 1) = P€k+1i + QPClk]



3.2.  Hipercomplezificacio de Sequéncias 163

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(l,k+1,1) = Pe(l,k—1,1)+ Pe(1,k — 2,1)
= Pekl + QPdk_lj + Pek_lz' + QPdk_gj
= Pepyat + 2Pdpy1)
Com isso, ¢ valido o lema 2 (i).
(j) Através da recorréncia Pe(n,m,p) = Pe(n,m,p — 2) + Pe(n,m,p — 3), fixando n = 1,

m = 0 aplicando o principio da inducao sobre p.

Para p =0,

Pe(1,0,0) = Peyj

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < p, ou seja, supondo que
Pe(1,0,k) = Pegy1j
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Pe(1,0,k+1) = Pe(1,0,k—1)+ Pe(1,0,k —2)

= Pepj+ Per_1J
= Pepyaj

Com isso, ¢ valido o lema 2 (j).
(k) Através da recorréncia Pe(n,m,p) = Pe(n,m,p —2) + Pe(n,m,p — 3), fixando n = 0,
m = 1 aplicando o principio da inducao sobre p.
Para p = 0,
Pe(0,1,0) = 3Pdy+ 2Pdyi + Peyj
= 342i43j

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < p, ou seja, supondo que
PG(O, 1, k‘) = 3Pdk + 2Pdk’L + P€k+1j
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(0,1,k+1) = Pe(0,1,k—1)+ Pe(0,1,k —2)
= 3Pdk_1 + QPdk_l’L + Pek] + 3Pdk_2 + 2Pdk_gl + Pek_lj
= 3Pdk+1 + 2Pdk+1l + P€k+2j
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Com isso, ¢ valido o lema 2 (k).
(1) Através da recorréncia Pe(n,m,p) = Pe(n,m,p — 2) + Pe(n,m,p — 3), fixando n = 1,
m = 1 aplicando o principio da inducao sobre p.

Para p =0,
PG(l,l,O) = QPdo'L —I—P@lj

= 2

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < p, ou seja, supondo que
Pe(1,1,k) = 2Pdyi + Peyy1j
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(1,1,k+1) = Pe(1,1,k—1)+ Pe(1,1,k — 2)

= 2Pdk_1l + Pekj + 2Pdk_2Z + Pek_lj

= 2Pdj1i+ Pejgag
Com isso, ¢ valido o lema 2 (1).
(m) Através da recorréncia Pe(n,m,p) = Pe(n —2,m,p) + Pe(n — 3,m, p), fixando n e
aplicando indugao em m.
Para m = 0,

Pe(n,0,0) = Pe,Pdy+ Pd,Peyi
= Pe,

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < m, ou seja, supondo que
Pe(n, k,0) = Pe, Pd;, + Pd, Pey1i
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(n,k+1,0) = Pe(n,k—1,0)+ Pe(n,k —2,0)
= PGnPdk_l + PanGk’L + PenPdk-_Q + Panek_li
= PenPdkH + Pan€k+27:

Como queriamos mostrar.
e Agora fixando m e usando indugao em n.
Para n = 0,
Pe(0,m,0) = PegPd,, + PdyPe,.11

= P€m+1i
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Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que
Pe(k,m,0) = PexPd,, + PdyPe, 11
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Pe(k+1,m,0) = Pe(k—1,m,0)+ Pe(k—2,m,0)
= Pek_lPdm + Pdk_1P6m+1i + Pek_gPdm + Pdk_2P6m+1’i
= Pep 1 Pdy, + Pdiy1Pep i
Como queriamos mostrar.
Com isso, ¢ valido o lema 2 (m).
(n) Através da recorréncia Pe(n,m,p) = Pe(n — 2,m,p) + Pe(n — 3, m,p), fixando n e
aplicando indugao em p. Para p = 0,
Pe(n,0,0) = Pe,Pdy+ Pd,Peyj
= Pe,

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < p, ou seja, supondo que
Pe(n,0,k) = Pe,Pdy + Pd,Pey.1j
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Pe(n,0,k+1) = Pe(n,0,k—1)+ Pe(n,0,k —2)
= Pe,Pdy_y + Pd,Peyj + Pe,Pdx_o + Pd,Pey_1j
= Pe,Pdyy + Pd,Pegi2j
Como queriamos mostrar.

e Agora fixando p e usando inducao em n.

Para n =0,
Pe(0,0,p) = PegPd,+ PdyPe,1j
— 3Pdp + P6p+1j

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que
Pe(k,0,p) = PepPd, + PdyPey,1j
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Pe(k+1,0,p) = Pe(k—1,0,p)+ Pe(k—2,0,p)

= Pek_lPdp + Pdk_1P6p+1j + Pek_gPdp + Pdk_2P€p+1j
= P€k+1Pdp + Pdk+1pep+1j
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Como queriamos mostrar.
Com isso, ¢ valido o lema 2 (n).
(o) Através da recorréncia Pe(n, m,p) = Pe(n,m — 2,p) + Pe(n,m — 3, p), fixando m e
aplicando inducao em p.
Para p =0,

Pe(0,m,0) = Pey1Pdyi + Pd,,Peyj

= P€m+1'l.

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < p, ou seja, supondo que
Pe(0,m, k) = Pey,y1Pdyi + Pd,, Pegi1j
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Pe(0,m,k+1) = Pe(0,m,k—1)+ Pe(0,m,k —2)
= Peyn1Pdy i+ Pd,,Pepj + Pep1Pdy st + Pd,,Pey 1]
= Pepn1Pdii1i+ Pd,,Pejyoj

Como queriamos mostrar.
e Agora fixando p e usando indugao em m.

Para m = 0,
Pe(0,0,p) = PePdyi+ PdyPe,yi1j
= 3Pdyi+ Peyiqj

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < m, ou seja, supondo que
Pe(0,k,p) = Peyy1Pd,i + PdiPe,yiqj
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Pe(0,k+1,p) = Pe(0,k—1,p)+ Pe(0,k —2,p)

= Pedepz + Pdk_1P€p+1j + Pek_lPdpz' + Pdk_2P€p+1j
= P6k+2Pdp'i + Pdk+1P€p+1j

Como queriamos mostrar.

Com isso, é vélido o lema 2 (o). O

Teorema 63. Para os trés inteiros, n,m,p € N, os numeros tridimensionais de Perrin

sao descritos por:

Pe(n,m,p) = Pe, Pd,,Pd, + Pd,Pe,1Pdyi + Pd, Pd,,Pe,1j
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Demonstracao. Recorre-se ao Principio de Indugdo Mateméatica como alternativa de prova
para o teorema em questao.
e Seja n e m valores fixos, iremos aplicar o principio da indugao sobre p.

Nesse sentido, para p = 0:

Pe(n,m,0) = Pe,Pd,Pdy+ Pd,Pe,, 1 Pdyi+ Pd,Pd,,Pe;j
—  Pe, Pd,, + Pd, Pe,, i

Correto pelo Lema 2 (m).

Supondo que seja verdade para n e m fixos e qualquer k < p, ou seja, supondo que
Pe(n,m, k) = Pe, Pd,, Pdy + Pd,Pe,, 1 Pdi + Pd,Pd,, Pey1j
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para n e m fixos e para k + 1. Temos entao
Pe(n,m,k+1) = Pe(n,m,k—1)+ Pe(n,m,k—2)
= Pe,Pd,,Pd,_|+ Pd,Pe,,1Pd,_1i + Pd,Pd,,Peyj +
PenPdedk_z + Pan6m+1Pdk_27: + Pandeek_lj
= Pe,Pd,,Pdy.1 + Pd, Pe,, 1 Pdy 1t + Pd, Pd,,Pe; 2]

Como pretendiamos mostrar.

e Agora fixemos n e p e usemos indugao em m. Nesse sentido, para m = 0:

Pe(n,0,p) = Pe,PdyPd,+ Pd,Pe,Pd,i+ Pd,PdyPe,.,j
— Pe,Pd,+ Pd,Pe,,j

Correto pelo Lema 2 (n).

Supondo que seja verdade para n e p fixos e qualquer k < m, ou seja, supondo que
Pe(n,k,p) = Pe, Pd,Pd, + Pd, Pey1Pd,i+ Pd,Pd,Pe,.j
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Pe(n,k+1,p) = Pe(n,k—1,p)+ Pe(n,k—2,p)
= Pe,Pdy_,Pd, + Pd, PeyPd,i + Pd,Pd,_1Pe,.1j +
PenPdk_QPdp + Panek_lPdpi + Pdnpdk_2P6p+1j

= PenPdkHPdp + Pan€k+2Pdpi + PandkHPeij

Como queriamos mostrar.

e Agora fixemos m e p e usemos indugao em n.

Nesse sentido, para n = 0:

Pe(0,m,p) = PeyPd,,Pd,+ PdyPe,,+1Pd,i+ PdyPd,,Pe,.j
= Pem+1Pdpi + Pde€p+1j
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Correto pelo Lema 2 (o).

Supondo que seja verdade para m e p fixos e qualquer £ < n, ou seja, supondo que
Pe(k,m,p) = Pe,Pd,,Pd, + PdyPe, 1 Pd,i + PdyPd,,Pe,1j
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(k+1,m,p) = Pe(k—1,m,p)+ Pe(k—2,m,p)
= Pej_1Pdy,Pd, + Pdj_1Pepi Pdyi + Pdy_i PdyPeyij +
Pey_2Pdy,Pd,, + Pdj,_sPepyi Pdyi + Pd_sPdyPey.yj
—  Pej1 PdyPd, + Pdjy1 Peyyi Pdyi + Pdiyi PdyPey.yj

Como queriamos mostrar.

Com isso, tem-se que o Teorema ¢é valido. O

3.2.2.3 Relacoes Recorrentes n-Dimensionais de Perrin

Definigao 86. Seja um nimero hipercomplexo Pe(ny,ns,ng, -+ ,n,) com n varidveis
naturais, para n > 2 wvale, além da componente imagindria i, o sequinte conjunto de
unidades imagindrias (i = i,y = J, -+ , ln). Desse modo, sao definidos os valores

INICLals a Sequir:

Pe(0,0,0,---,0) = 3
Pe(1,0,0,---,0) = 0
Pe(0,1,0,---,0) = 3421y
Pe(0,0,1, ,0) = 34 2u,

Pe(0,0,0,1,0,---,0) = 3+ 2us

Pe(0,0,0,0,1,0,---,0) = 3+ 2u
Pe(0,0,0,--+,1) = 34 py,
Pe(1,1,1,---,1) = py+ o+ -+ ity
Pe(0,1,1,---,1) = 34w +pa+ -+ pn
Pe(1,0,1,--- 1) = pat -+ jin
Pe(1,1,0,1---,1)

= p1 3t i

P6(1>171a"' 7170) = Ml+ﬂ2+"'+p’n—l

Com isso, os numeros da forma Pe(n,ns,--- ,n,) devem satisfazer as seguintes
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condicoes n-dimensionais de recorréncia:
Pe(ny,ng, -+ ,n,) = Pe(ny —2,ng,- -+ ,ny) + Pe(ny — 3,09, ,ny)
Pe(ny,ng, -+ ,ny,) = Pe(ny,ng —2,--+ n,) + Pe(ny,ne — 3, ,ny)
Pe(nlun%'” 7nn> :Pe(n17n27"' 7nn_2>+P€(nlvn27”' 7nn_3)

Lema 6. As sequintes propriedades sao vailidas para a Sequéncia n-dimensional de Perrin:

= Peyyqipn + -+ 2Pdy, iy,

= Pey, 1t

— 3Pd, +2Pdy i1+ + Pen s1jin
= 2Pd, 1+ -+ Pen,+1pin

= Pe,, Pd,, + Pd,, Pe,, 1111

= Pe, Pd,, +---+ Pd,, Pe,, i1,

(a)Pe(ny,0,---,0) = Pe,,
(b)Pe(0,ng,---,0) = 3Pd,, + Pen,i1/
(c)Pe(0,0,--- ,n,) = 3Pd,, + Pen, 1/
(d)Pe(ny,1,---,0) = Pep, +2Pd,, 11y
(e)Pe(ny,0,---,1) = Pey, + -+ 2Pdy, iy
(f)Pe(ny,1,---,1) = Pey, +2Pdy py + -+ + 2Pd,, jin,
(9)Pe(1,ng,---,0) = Pey,iqi
(h) Pe(

(

(

(

(

)
)
)
)
)
)
)
Pe(0,ng,--+,1) = 3Pd,, + Pen,iip1 + -+ +2Pdy, 1y,
)
)
)
)
)
)
)

= Pen,p1Pdp, i1 + -+ + Pdyp, Pey, 1y

Demonstragao. (a) Através da recorréncia Pe(ny,ng, -+ ,n,) = Pe(ny —2,ng,+-+ ,n,) +
Pe(ny — 3,n9,- -+ ,ny,), fixando ns, - -+, n, iguais a zero e aplicando o método de indugao
em nq, tem-se:

Para n; =0,

Pe(0,0,---,0) = Peg

= 3
Supondo que seja verdade para no, ---, n, fixos e qualquer k < nq, ou seja supondo que
Pe(k,0,---,0) = Pey
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Pe(k+1,0,---,0) = Pe(k—1,0,---,0)+ Pe(k—2,0,---,0)
= Pep_1 + Pep_o

= Pepy
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Com isso, ¢ valido o lema 3 (a).

(b) Através da recorréncia Pe(ni,ng, -+ ,n,) = Pe(ni,ng — 2,-+- ,n,) + Pe(ny,ny —
3, ,ny,), fixando nq, ng, - -+, n, iguais a zero e aplicando o método de indu¢ao em ny,
tem-se:

Para ny = 0,
Pe(0,0,---,0) = 3Pdy+ Pey
= 3
Supondo que seja verdade para nq, ---, n, fixos e qualquer k < n,, ou seja supondo que
Pe(0,k,---,0) = 3Pdy + Pegi1
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(0,k+1,---,0) = Pe(0,k—1,---,0)+ Pe(0,k—2,---,0)
= 3Pdk_1 +P€k +3Pdk_2 +P€k_1
= 3Pdyy1 + Pepyo

Com isso, ¢ valido o lema 3 (b).
(c) Através da recorréncia Pe(nq, ng, - -+ ,n,) = Pe(ny,ng, - ,n,—2)+Pe(ny,ng, -+ ,n,—
3), fixando nq, ng, -+ - iguais a zero e aplicando o método de indugdo em n,,, tem-se:

Para n,, =0,
Pe(0,0,---,0) = 3Pdy+ Peyp,
= 3
Supondo que seja verdade para nq, ns, --- fixos e qualquer k < n,,, ou seja supondo que
Pe(0,0,--- k) = 3Pdy, + Pegyipin
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(0,0,-+- ,k+1) = Pe(0,0,-++ ,k—1)+ Pe(0,0,-- , k—2)
= 3Pdk71 + Pek/JJn + 3Pdk72 + Pek,lun
= 3Pdj1 + Pejiofin,

Com isso, ¢ valido o lema 3 (c).
(d) Através da recorréncia Pe(ny,na, - -+ ,n,) = Pe(ni—2,ng, -+ ,n,)+Pe(n;—3,ng, - -+ ,ny),
fixando ny = 1, n,, = 0 e aplicando o principio de indugao sobre n;. Nesse sentido, para

Tll:OI

Pe(0,1,---,0) = Peg+ 2Pdyin
= 3+ 2,LL1
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Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < nq, ou seja, supondo que
Pe(k,1,---,0) = Pey + 2Pdyy
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(k+1,1,---,0) = Pe(k—1,1,--- ,0)+ Pe(k—2,1,--- ,0)
= Pep_1+2Pdp_1p1 + Peg_o + 2Pdy o1y
= Pepy +2Pdyyi

Com isso, ¢ valido o lema 3 (d).
(e) Através da recorréncia Pe(ny, ng, -+ ,n,) = Pe(ni—2,n9,-++ ,n,)+Pe(ni—3,n9, -+ ,ny),
fixando ny, = 0, n,, = 1 e aplicando o principio de indugao sobre n;. Nesse sentido, para

Tll:OZ

P@(0,0,"‘,l) = P60++2Pd0,un
= 3+ 2u,

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < nq, ou seja, supondo que
Pe(k,0,---,1) = Peyp + -+ + 2Pdyp,
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(k+1,0,---,1) = Pe(k—1,0,--- 1)+ Pe(k —2,0,--- ,1)
= Pep_1+ - +2Pdy_1p1y + Pep_o + -+ 2Pdy_op,
= Pepp1+ - +2Pdpyijin

Com isso, ¢ valido o lema 3 (e).
(f) Através da recorréncia Pe(ny,ng, -+ ,n,) = Pe(ni—2,n9,- -+ ,n,)+Pe(n1—3,n9, -+ ,ny,),
fixando ny, = 1, n,, = 1 e aplicando o principio de indugao sobre n;. Nesse sentido, para

Tll:OZ

P@(O,l,"',l) = P60+2Pd0Ml++2Pd0Mn

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < nq, ou seja, supondo que

Pe(k,1,--+ ,1) = Pey + 2Pdyji; + - - - + 2Pdyp1,
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Pe(k+1,1,---,1) = Pe(k—1,1,---,1)+ Pe(k —2,1,--- 1)
= Pek_l + QPdk_l,Uq +--F 2Pdk_1,un + Pek_g +
2Pdk_2,u1 + -+ QPClk_Q;Ln
= Pepy1 + 2Pdpyapn + -+ 2Pdyp 1 pin
Com isso, ¢ valido o lema 3 (f).
(g)Através da recorréncia Pe(ny,ng,---,n,) = Pe(ni,ng — 2,--- ,n,) + Pe(ny,ny —
3,--+,ny,), fixando n; = 1, n, = 0 e aplicando o principio de indugao sobre ny. Nesse
sentido, para n, = 0:
Pe(1,0,---,0) = Peqi
= 0
Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < ng, ou seja, supondo que
Pe(1,k,---,0) = Pejyqi
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(1,k+1,---,0) = Pe(l,k—1,---,0)+ Pe(l,k—2,---,0)
= Peki—i—Pek_li

= Pepyat
Com isso, ¢ valido o lema 3 (g).
(h)Através da recorréncia Pe(ni,ng,--- ,n,) = Pe(ny,ng — 2,-+- n,) + Pe(n;,ny —
3,-+-,ny,), fixando n; = 0, n, = 1 e aplicando o principio de indugao sobre ny. Nesse

sentido, para n, = 0:
PG(0,0,"',].) = 3Pd0+P61/J,1++2Pd0/J,n

— 3+"'+2Mn

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < ns, ou seja, supondo que
Pe(O,k,~-- ,1) I3Pdk+P€k+1,U/1+"'+2Pdk/JJn
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(0,k+1,--,1) = Pe(0,k—1,--- 1) + Pe(0,k —2,--- ,1)
= 3Pdip_1 + Peppiy + -+ + 2Pdy_1jt, + 3Pdj_o +
Pep_1py + -+ -+ 2Pdp o1y,
= 3Pdpy1 + Pepyopn + -+ + 2Pdpy 1ty
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Com isso, ¢ valido o lema 3 (h).
(i)Através da recorréncia Pe(ny,ng,--- ,n,) = Pe(ni,ng — 2,--- ,n,) + Pe(ny,ny —
3,-++,ny,), fixando n; = 1, n, = 1 e aplicando o principio de indugao sobre ny. Nesse
sentido, para ny = 0:

Pe(1,0,---,1) = Pejus + -+ 2Pdyuy,
Tem-se que a igualdade ¢ valida.
Supondo que seja verdade para qualquer k < ng, ou seja, supondo que

Pe(l,k:,--- ,1) = P€k+1,u1+"'+2pdk,u,n

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(l,k+1,---,1) = Pe(l,k—1,--- 1)+ Pe(l,k—2,--- 1)

= Peppy + -+ 2Pdy 1ty + Pegp_1jt1 + -+ - + 2Pdy_opip

= Pek+2u1 + -+ 2Pdk+lﬂn
Com isso, ¢ valido o lema 3 (i).
(j)Através da recorréncia Pe(ny,ng, -+ ,n,) = Pe(ny,ng, -+ ,n,—2)+Pe(ny,ng, -+ ,n,—
3), fixando ny = 1, ny = 0 e aplicando o principio de indugao sobre n,,.
Nesse sentido, para n,, = 0:

Pe(1,0,---,0) = Peju,
= 0

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n,,, ou seja, supondo que
P@(l,o, T 7k> = Pek-l-l:un
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(1,0,--- Jk+1) = Pe(1,0,---  k—1)+ Pe(1,0,--- k—2)

= Peppy, + Peg_1pin

= Pegyapin
Com isso, é valido o lema 3 (j).
(k)Através da recorréncia Pe(ny, ng, -+ ,n,) = Pe(ny,ng, -+ ,n,—2)+Pe(ny,ng, -+ ,n,—
3), fixando n; = 0, ny = 1 e aplicando o principio de indugao sobre n,,. Nesse sentido, para
n, = 0:

P@(O,l,"' ,0) = 3Pd0+2Pd0/L1+"'+P61/Ln
= 3+ 2,&1
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Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < n,,, ou seja, supondo que
Pe(0,1,--- k) = 3Pdy, + 2Pdgpuy + - - - + Pegyijin
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(0,1,--- k+1) = Pe(0,1,--- k1) + Pe(0,1,--- , k — 2)
= 3Pdyp_1 +2Pdj_1p41 + - - + Pegpiy, + 3Pdj_o +
2Pdy_opy + -+ + Peg_y iy,
= 3Pdpy1 + 2Pdypapn + -+ - + Peggopty

Com isso, ¢ valido o lema 3 (k).
(1)Através da recorréncia Pe(ny, ng, - -+ ,n,) = Pe(ny,ng, -+ ,n,—2)+Pe(ny,ng, -+ ,n,—
3), fixando ny = 1, ny = 1 e aplicando o principio de inducao sobre n,,. Nesse sentido, para

n, = 0:
Pe(l,l,---,()) = 2Pd0,u1++Pel,un

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n,,, ou seja, supondo que
Pe(1,1,--+ k) = 2Pdyuy + -+ + Pegyifin
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Pe(1,1,--- Jk+1) = Pe(1,1,--- ;k—1)+ Pe(1,1,--- |k —2)

= 2Pdy_1py + -+ Pegpiy + 2Pdy_opiy + -+ + Pep_qpin
= 2Pdpy1pn + -+ + Pegyapin

Com isso, ¢ valido o lema 3 (1).

(m) Através da recorréncia Pe(ny,ng, - ,n,) = Pe(ny — 2,n9,-++ ,n,) + Pe(n; —
3,19, ,ny,), fixando ny e n, = 0, aplicando inducao em n;.

Nesse sentido, para n; = 0:
Pe(O,ng, cee ,0) = PeOPdn2 + Pd0P€n2+1M1
= Pen,11n

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < nq, ou seja, supondo que

Pe(k,ng, -+ ,0) = PexPd,, + PdyPe,, 111
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(k+1,n9,---,0) = Pe(k—1,ng,--+,0)+ Pe(k —2,n9,---,0)
= Pey_1Pdy, + Pdy_1Pen, 111 + Pey_oPdy, + Pdy_oPey, 110
= Pep1Pdy, + Pdpy1Pen, 1

e Agora fixando n; e aplicando indugdo em ns.

Nesse sentido, para ny = 0:

Pe(ny,0,---,0) = Pe,, Pdy+ Pd,, Pej
= Pe,,

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < no, ou seja, supondo que
Pe(ny, k,---,0) = Pe,, Pdy, + Pd,, Pej1 11
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(ny,k+1,---,0) = Pe(ny,k—1,---,0)+ Pe(ny,k—2,---,0)
= Peandk_l + Pdanek,u,l + Pedek_g + Pdeek_ly,l
= Pe,, Pdii1 + Pd,, Pep 2/

Com isso, ¢ valido o lema 3 (m).
(n) Através da recorréncia Pe(ny,ng, -+ ,n,) = Pe(n1—2,n9,- -+ ,n,)+Pe(n;—3,ng,- -+ ,ny),
fixando n,, e ny = 0, aplicando inducao em n;.

Nesse sentido, para n; = 0:

Pe(0,0,--- ,n,) = PeyPd,, +---+ PdyPe,, 11/t
= Penn—l—l,un

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < nq, ou seja, supondo que
Pe(k,0,--- ,n,) = PeyPd,, + -+ PdpPe,, +1jin
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(k+1,0,--- .n,) = Pe(k—1,0,---,n,)+ Pe(k—2,0,--+ ,n,)
= Pey_1Pd,, + -+ Pdy_1Pe,, 11/ +
Pey_oPd, +---+ Pdp_oPe,, 1)
= Pep 1 Pdy, +---+ Pdpp1 Pey, 11/
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e Agora fixando n; e aplicando indugao em n,,.

Nesse sentido, para n,, = 0:

Pe(ny,0,---,0) = Pe,, Pdy+---+ Pd,, Peju,
= Pe,,

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < n,,, ou seja, supondo que
Pe(ny,0,--- k) = Pe,, Pdy + - -+ + Pd,, Peyy1pn,
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(ny,0,--- Jk+1) = Pe(ny,0,--+ ,k—1)+ Pe(ny,0,---  k—2)
= Pe, Pdy_1+ -+ Pd,, Peyu, +
Pen, Pdy_+ -+ + Pdy, Pej,_1 i
= Pey Pdyyy + -+ -+ Pd,, Pepiaofty

Com isso, ¢ valido o lema 3 (n).

(o) Através da recorréncia Pe(ni,ng, - ,n,) = Pe(ny —2,nq,--+ ,n,) + Pe(n; —
3,n9,++ ,ny,), fixando ny e n; = 0, aplicando indugao em n,,.

Nesse sentido, para n,, = 0:
P@(O,ng,"' ,0) = Pen2+1Pd0,u1—|—---—i—Pdeel/Ln
= Pen,1in

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n,,, ou seja, supondo que
Pe(0,n2,0,- -+ , k) = Pey,y1 Pdgpy + -+ - + Pdy, Pegypuy,
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(0,ng,--+ ,k+1) = Pe(0,ng, -+ ,k—1)+ Pe(0,ng, -+ ,k—2)
- Peng—l—lpdk—lﬂl +e Pdngpek,un +
Pep, 1 Pdy_opy + -+ - + Pdy, Pey_i iy,
= Pey, 1 Pdpyipn + -+ Pdyp, Pegiapin
e Agora fixando n,, e aplicando indugao em ns.
Nesse sentido, para ny = 0:
Pe(0,0,--- ,n,) = PeiPd, pu1+---+ PdoPe,, +1pin
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Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < no, ou seja, supondo que
Pe(0,k, -+ ,n,) = Pepy1 Pd,, p1 + -+ - + PdpPe,, 11,
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(0,k+1,--- n,) = Pe(0,k—1,--- ,n,)+ Pe(0,k—2,--- ,n,)
= PepPd, p1+ -+ Pdy_1Pe, 1/, +
Pey_1Pd,, iy + -+ -+ Pdp_oPey, 11/
= PeyioPd,, 111+ -+ Pdii1Pey, 11/

Com isso, ¢ valido o lema 3 (0).

Assim, tem-se que os Lemas sao validos. O

Teorema 64. Os numeros da forma Pe(ny,ng,--- ,ny,), tais que n,ng, -+ ,n, € N sdo

determinados por:

Pe(ny,ng,...,n,) = Pe, Pd,, - Pd, + Pd, Pe,,1--+Pd, 1+ -+
Pd,, Pd,, - - Pey,, +1/tn

Demonstracao. Seja ni,ns,--- ,n,_1 valores fixos, iremos aplicar o principio da indugao
sobre n,,.

Para n,, =0,
Pe(ny,ng,---,0) = Pe,, Pd,, + Pd,, Pe,,1111

Tem-se que a igualdade é vélida pelo Lema (m).

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < n,,, ou seja, supondo que

Pe(ny,ng, -+ k) = Pey Pd,, - Pdy+ Pd,, Pen,.1-- Pdgp + -+
Pd,, Pd,, - - Peji1/t

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(ny,ng, -+ ,k+1) = Pe(ny,ng, -+, k—1)+ Pe(ny,ng,--- , k—2)
= Pe, Pd,, - - Pdy 1+ Pd,, Pen,+1- Pdy_1p1 + -+
Pd,, Pd,, - - Pegp, + Pe,, Pd,, --- Pdj_s +
Pd,, Pe,,+1--+ Pdp_opy + -+ + Pdy,, Pd,, - - - Peg_11n,
= Pe,, Pd,, - Pdy, + Pd, Pen,+1-- - Pdgiqpin + - +
Pd,, Pd,, - Peji1/t,
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Como queriamos provar.
e Agora para nq,--- ,n, valores fixos, iremos aplicar o principio da inducao sobre n,.

Para ny = 0,
Pe(ny,0,--+ ,n,) = Pe, Pd,, +---+ Pd,, Pe, i1/

Tem-se que a igualdade é vélida pelo Lema (n).

Supondo que seja verdade para qualquer k < ng, ou seja, supondo que

Pe(ny, k,--+,n,) = Pe, Pdy---Pd,, + Pd, Peyy1--Pdy 1+ +
Pd,,, Pdy - -~ Pep, 111

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(ny,k+1,--+,n,) = Pe(ny,k—1,--- ,n,)+ Pe(ny,k—2,--- ,ny,)
= Pe, Pdy ---Pd,, + Pd, Pey---Pd, jt1 + -+
Pd, Pdy_y---Pey, 11jin + Pey, Pdy_o--- Pd,, +
Pd, Pey_y---Pdy, jt1 +---+ Pd,,Pdi_o--- Pe,, 1jin
= Pe,, Pdiyy--- Pd,, + Pd,, Peyyo--- Pdy, jt1 + -+
Pd,, Py -+ - Pep, 11/,

Como queriamos provar.
e Agora para no,--- ,n, valores fixos, iremos aplicar o principio da inducao sobre n;.

Para ny = 0,
Pe(0,n9,+-+ ,n,) = Peyyi1--Pdy i1+ -+ Pdy, -+ Pey, 110,

Tem-se que a igualdade é valida pelo Lema (o).

Supondo que seja verdade para qualquer k < nq, ou seja, supondo que

Pe(k,ng, -+ ,n,) = PeiPd,,---Pd,, + PdyPe, i1+ Pdy pn+---+
Pdkpdn2 s PennHun

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Pe(k+1,n9,---,n,) = Pe(k—1,n9,-,n,)+ Pe(k—2,n9,-+- ,n,)
= Pe,_1Pd,, - Pd,, + Pdy_Peé,1- Pdy, 1+ +
Pdy_1Pd,, --- Pe,, 1/t + Pex_2Pd,, --- Pd,, +
Pdy_sPe, 1+ Pdy, jn+ -+ Pdp_oPd,, - Pe,, {1}
= Pey1Pd,, - Pd,, + Pdy1Pepyy1-+ Pdy, iy + -+ +
Pdys1 Pd,, - Pep, +1pin

Como queriamos provar.

Com isso, o Teorema ¢ valido. O
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3.2.3 Hipercomplexificacao da Sequéncia de Leonardo
3.2.3.1 Relacoes Recorrentes Bidimensionais de Leonardo

Nesta subsecao sera introduzida a relagao bidimensional da Sequéncia de Leonardo,

serao definidas duas relagoes de recorréncia, baseadas na recorréncia unidimensional.

Definigao 87. Os nidmeros na forma Le(n,m), com n,m € N, sdo definidos como a

Sequéncia Bidimensional de Leonardo, satisfazendo as sequintes relacoes de recorréncia:

Le(n+1,m) = 2Le(n,m)— Le(n —2,m)
Le(n,m+1) = 2Le(n,m)— Le(n,m — 2)

Com as condigoes iniciais: Le(0,0) = 1; Le(1,0) = 1; Le(0,1) = 1 4+14; e Le(1,1) = 1 44,
onde i* = —1 e Le(0) = Le(1) = 1 e Le(2) = 3.

Lema 7. Valem as sequintes propriedades:
(a) Le(n,0) = Ley,;

(b) Le(0,m) = Le,, + (%) i
(¢) Le(1,m) = Lem + (%) i;
(d) Le(n,1) = Le, + (Len i 1) i

Demonstracao. (a) Através da recorréncia Le(n+1,m) = 2Le(n, m) — Le(n— 2, m) recorre-
se ao Principio de Indugao Matematica para a prova para este Lema.

Nesse sentido, para n = 0:

Le(0,0) = Leg
=1

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que
Le(k,0) = Leg
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(k+1,0) = 2Le(k,0) — Le(k — 2,0)
= 2L€k — Lek_g

= Lep

Desse modo, verifica-se a validade do lema 1 (a).

(b) Utilizando a recorréncia Le(n,m + 1) = 2Le(n,m) — Le(n,m —2), sendo Le_; = —1 e
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o Principio de Inducao Matematica, tem-se:

Para m = 0:

Le(0,0) = Leo+(
=1

L6_1+1> .
— |1
2

Supondo que seja verdade para qualquer £ < m, ou seja, supondo que

Ley 1 +1
Le(0, k) = Ley, + (ﬂ> i

2

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(0,k+1) = 2Le(0,k) — Le(0,k — 2)
= 2 [Lek + <—Lekl + 1> z] — Lej,_o — (—Lek3 i 1) 1
2 2
Ley, + 1) ;
2

= Lepy + (

Com isso, tem-se a validade do lema 1 (b).
(c) Utilizando a recorréncia Le(n + 1,m) = 2Le(n, m) — Le(n — 2, m), sendo Le_; = —1,
fixando n = 1 e pelo Principio de Inducao Matematica, tem-se:

Para m = 0:

L€(1,0> = L€0+(
= 1

L6_1 + 1>Z
2

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < m, ou seja, supondo que

Lej_1+1
Le(1,k) = Ley, + <ﬂ> i

2

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(1,k+1) = 2Le(l,k)— Le(1,k — 2)

Ley_ 1 Lep_s5+1
_ 9 [Lek " (ﬂ) Z] Lep g (M)Z
2 2
L€k+1> .
7

2

= Lepy + (

Logo, tem-se que o lema 1 (c) é valido.
(d) Utilizando a recorréncia Le(n,m+ 1) = 2Le(n, m) — Le(n, m — 2), fixando m = 1, pelo
Principio de Inducao Matematica, tem-se:

Para n = 0:

LG(O,l) = L€0+<
= 1+

L€0+1> .
1
2



3.2.  Hipercomplezificacio de Sequéncias 181

Tem-se que a igualdade é valida.
Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que
Ley, + 1) ;

Le(k, 1) = Leg + (
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Le(k+1,1) = 2Le(k,1) — Le(k —2,1)
— 2|Le+ <L6k2+ 1) i| - Lew-a - (M)z

2
Lepyr + 1Y .

Com isso, ¢ valido o lema 1 (d). O

Teorema 65. Para os dois inteiros, n,m € N, os nimeros bidimensionais de Leonardo

sao descritos por:

Le,+1 Le,+1
_|_

Le,+1 Le,,_1 + 12,
2 2 ' '

L = |Le,.
e(n,m) [ e 5 5

-1+
Demonstracao. Recorre-se ao Principio de Indu¢ao Matematica como meio de prova para
o teorema em questao.
e Comecemos por fixar n € N e vamos usar indugao em m.
Param =0e Le_; = —1, temos:
Leg+1 Leg+1 } Le,+1 Le_1+1,
. + — 1|+ . i
2 2 2 2

Le(n,0) = [Len
= Le,

O que ¢é verdade pelo Lema 1 (a).
Suponhamos agora que é valido para k < m e n fixo, ou seja,
Lek—i—l L€k+1 Len—l—l Lek_1+1,
—1 .
> T ] M 2
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao:

Le(n, k) =

Le,.

Le(n,k+1) = 2Le(n,k)— Le(n,k —2)

Ler +1 Lep+1 Le, +1 Lep; + 1
_ Q[Len. et Lent —1]+2 R o R
2 2 2 2
Lek_2+1 Lek_2+1 L€n+1L€k_3+1,
Le,. 1 .
{e 5 T ]+ 5 5 !
L€k+1+1 L€k+1+1 L€n+1L€k+1
— e, 1 .
{6 5 T 9 ]+ 2 5 !

Como pretendiamos mostrar.
e Agora vamos fixar m € N e usar inducao em n.

Para n = 0, temos

Le,, +1 Le,+1 Leg+1 Le,_1+1.
Le(0,m) = {Leo. 5 + 5 1] + 02 . 21 i

Ley, 1+ 1Y\ .
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O que ¢é verdade pelo Lema 1 (b).

Suponhamos agora que é valido para k < n e m fixo, ou seja,

Le,+1 Le,+1 L 1 Ley g +1.
Le(k:,m):[Lek. Cm + =5 i —1]—1— G+ = Lt i

2 2 2 2

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao:

Le(k+1,m) = 2Le(k,m)— Le(k —2,m)

Le,, +1 Le,+1 Ley+1 Le,,—1+ 1.
= 2|Ley. —1]+2 . —

[ Ty T ] Ty 2
Le,,+1 Le, +1 Lep_o+1 Leyp_1+ 1.
[Lek_? em + n €m + B 1] L + ' €m—1 T ;

2 2 2 2
Le, +1 Le,+1 Lep 1+ 1 Ley 1+ 1,
= |L . -1 )
[ Gty T ] L >
Como pretendiamos mostrar. O

3.2.3.2 Relacoes Recorrentes Tridimensionais de Leonardo

Com o intuito de realizar a extensao dos termos da Sequéncia de Leonardo para uma
dimensao complexa, serao explanadas as relagoes de recursividade do caso tridimensional

para a Sequéncia de Leonardo.

Definigao 88. Os nimeros na forma Le(n,m,p), com n,m,p € N, sdo definidos como a

Sequéncia Tridimensional de Leonardo, satisfazendo as sequintes relacoes de recorréncia:

Le(n + 17map> = 2Le(n, mvp> o Le(n - 27 mvp>
LG(?’L, m + ]-ap) = 2L6(7’L, map) - LG(?’L, m— 2>p)
Le(n,m,p+ 1) = 2Le(n,m,p) — Le(n,m,p — 2)

Com as condigoes iniciais: Le(0,0,0) =1 = Le(0), Le(1,0,0) = 1 = Le(1), Le(0,1,0) =
1+4,Le(0,0,1) = 1+ j,Le(1,1,1) = 1+ i+ j,Le(0,1,1) = 1+ + j, Le(1,0,1) =
147, Le(1,1,0) =1+ em que i* = j*> = —1.

Lema 8. As sequintes propriedades sdo vdlidas para a Sequéncia Tridimensional de Leo-

nardo:
(a) Le(n,0,0) = Le,,;
Le,,_ 1.
(b) Le(0,m,0) = Le,, + gz;
Le,_ 1
(c) Le(0,0,p) = Le, + %j;
Le, +1.
(d) Le(n,1,0) = Le, Cn * i;
Le 2—i—1
(e) Le(n,0,1) = Le, "2 J;
Le,+1. Le,+1
(f) Le(n,1,1) = Len, + e; i + e; 5,
Lem_l +1
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Lem 14+1. Lem+1.
(h) Le(0,m, 1) = Ley, + = 21+ i+ e2+ i;

1+ 5 7,

(i) Le(1,m,1) = Le,, +

. Le, {+1.

(]) Le(laoap) = Lep + %j)

L 1 Le, 1
€p2+ i+ €p21+ j,'

Le,+1. Le, ;{+1.

(1) Le(1,1,p) = Ley + ——i+ ”21 'k

Le, +1 Le,+1
_|_ J—

(k) Le(0,1,p) = Le, +

(m) Le(n,m,0) = (Len. 5

Len —+ 1 Lem_1 -+ 1 .
1) + . ) i;

() Lt 0.p) = (Le”' A 1) + ( : 2+ = 21 ) s
(0) Le(0,m2) = < : 2+ ' 6P2+ + - 2+ : 6p2+ - 1) +< : 21 + . €p2+ )H—

<L6m+1 Lep_1+1) .
2 9 J:

Demonstracio. (a) Através da recorréncia Le(n+1,m,p) = 2Le(n, m,p) — Le(n — 2, m, p),
fixando o valor de m = 0, p = 0 e aplicando o principio de indugao sobre n, tem-se:

Para n =0,
Le(0,0,0) = Leg
=1
A igualdade é valida.
Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que
Le(k,0,0) = Ley
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(k+1,0,0) = 2Le(k,0,0) — Le(k — 2,0,0)
= 2L6k - Lek_g

= Lep

Desse modo, verifica-se a validade do lema 2 (a).

(b) Através da recorréncia Le(n, m+1,p) = 2Le(n, m,p)—Le(n,m—2,p), sendo Le ; = —1
fixando n = 0, p = 0 e aplicando o principio de inducao sobre m. Nesse sentido, para
m = 0:

Le 1 + 1@,

Le(0,0,0) = Leg+~—

=1

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < m, ou seja, supondo que
Lek_l +1 .
—

LG(O, /{?, 0) = Lek + 9
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(0,k+1,0) = 2Le(0,k,0) — Le(0,k — 2,0)

Ler 1+ 1 Lep s+ 1
_ 9 (Lek n ﬂo _Lep ., et
2 2
Le, + 1
= Lern ek;_ i

Com isso, tem-se a validade do lema 2 (b).

(c) Através da recorréncia Le(n, m, p+1) = 2Le(n, m,p)— Le(n, m,p—2), sendo Le_; = —1,
fixando n = 0, m = 0 e aplicando o principio de indugao sobre p.

Nesse sentido, para p = 0:

L6_1 + 1 .
- J

Le(0,0,0) = Leg+——

=1

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < p, ou seja, supondo que

Lek_l +1 .
) J

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

LG(O, O, k‘) = L@k +

Le(0,0,k+1) = 2Le(0,0,k) — Le(0,0,k — 2)

Ley_1+1. Ley_s+1 .
(e B gy Bt
2 2
Lep+1 |
= Lepy1 + k2 J

Logo, tem-se que o lema 2 (c) é valido.
(d) Através da recorréncia Le(n+1,m,p) = 2Le(n, m,p) — Le(n — 2, m, p), fixando m = 1,
p = 0, e aplicando o principio de indugao sobre n. Nesse sentido, para n = 0:

L€0+1

Le(0,1,0) = Leg+

= 1+i

?

Tem-se que a igualdade ¢ valida.
Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que

L€k+1

B ]

Le(k,1,0) = Ley +
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(k+1,1,0) = 2Le(k,1,0) — Le(k — 2,1,0)

Lep + 1
_ 2<Lek+ e + i)—Lek_g—

L€k+1 + 1’L
2

Lek_g +1 .
s e— )
2

= Lepy +
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Com isso, ¢ valido o lema 2 (d).

(e) Através da recorréncia Le(n + 1, m,p) = 2Le(n, m,p) — Le(n — 2, m, p), fixando m = 0,
p =1 e aplicando o principio de indugao em n. Nesse sentido, para n = 0:

L 1

Le(0,0,1) = Leg+ €°2+ j

= 1+

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que

L6k+1,
2 j

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(k,0,1) = Ley +

Le(k+1,0,1) = 2Le(k,0,1) — Le(k —2,0,1)
L 1 L 1
_ 2<Lek+ G+ ) ~Lep— 2T

J

Lepir +1
—F  J

= Lepp )
Com isso, ¢ valido o lema 2 (e).
(f) Através da recorréncia Le(n+ 1, m,p) = 2Le(n, m,p) — Le(n — 2, m, p), fixando m = 1,

p=1,sendo J_ | = 5 e aplicando inducao em n. Para n = 0,

L60‘|‘1. L€0+1.
7+ 7

L 1,1) = L
6(077> €0+ 2 92

= 1+i+y
Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que

L6k+1.+L€k+1.
1
2 5 J

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(k,1,1) = Ley +

Le(k+1,1,1) = 2Le(k,1,1) — Le(k —2,1,1)
L€k+1+L€k+1

Lepx_o+1. Lego+1
- J

= 2(L — Lep_o —

<ek+ 5 ) 5 ]) €L_2 2 /) 2
Le +1. Le + 1.

— Lepss + k+21 it k+21 j

Com isso, ¢ valido o lema 2 (f).

(g) Através da recorréncia Le(n, m+1,p) = 2Le(n, m, p)— Le(n, m—2,p), sendo Le_; = —1,
fixando n = 1, p = 0 e aplicando o principio da indugao sobre m.

Para m = 0,

Le_; +1
Le(1,0,0) = Le+ 22170

2
=1
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Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < m, ou seja, supondo que

Lek_l +1 .
1

Le(l, /{?, 0) = L6k+1 + 9

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(1,k+1,0) = 2Le(1,k,0) — Le(1, k — 2,0)

Ley_1+1 Ley_3+1
- 9 (L6k+1 + ﬂl) — Lep | — ﬂz’
2 2
L 1
= Lepo ek;— {

Com isso, ¢ valido o lema 2 (g).
(h) Através da recorréncia Le(n,m + 1,p) = 2Le(n,m,p) — Le(n,m — 2, p), sendo Le_1,
fixando n = 0, p = 1 e aplicando o principio da indugao sobre m.

Para m =0,

L671+1. L€0+1.
1+ J

Le(0,0,1) = L
e(aa) 60+ 2 2

= 1+
Tem-se que a igualdade ¢ valida.
Supondo que seja verdade para qualquer £ < m, ou seja, supondo que

Lek_1+1.+L€k+1.
1
2 5 J

Le(0,k,1) = Ley, +
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(0,k+1,1) = 2Le(0,k,1) — Le(0,k —2,1)

Leyy+1.  Lep+1 Lers+1. Lepy+1
= 2 Lo+ ZAT i T ) — Ly - S T2
2 2 2 2
Ley+1. Lepy+1.
= L6k+1+ k2 1+ k+2l )

Com isso, ¢ valido o lema 2 (h).
(i) Através da recorréncia Le(n,m + 1,p) = 2Le(n, m,p) — Le(n,m — 2, p), fixando n = 1,
p =1 e aplicando o principio da indugao sobre m.

Para m =0,

Le_i+1. Ley+1 .
1+ J

Le(1,0,1) = L
e(aa) 60+ 2 2

= 147

Tem-se que a igualdade é valida.
Supondo que seja verdade para qualquer £ < m, ou seja, supondo que

Ley,_ 1 L 1
€1+ ’i—{— er + ]

Le(l,k, 1) =L
e(aa) €k+ 9 9
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(1,k+1,1) = 2Le(1,k,1)— Le(1,k —2,1)

Ley_ 1 L 1 Lep 3+ 1 Ley_ 1
= 2<Lek+ Sk s j)—Lek_g— i Ry P = T
2 2 2
Ley+1. Legy+1 .
= Lepy k2 L+ k+21 J

Com isso, ¢ valido o lema 2 (i).

(j) Através da recorréncia Le(n, m,p+1) = 2Le(n, m, p)— Le(n, m,p—2), sendo Le_; = —1,
fixando n = 1, m = 0 aplicando o principio da indugao sobre p.

Para p = 0,

Le i +1 .

— s J

Le(1,0,0) = Leg+ g

=1
Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < p, ou seja, supondo que

Lek_l +1 .
2 j

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(1,0,k) = Ley +

Le(1,0,k+1) = 2Le(1,0,k) — Le(1,0,k — 2)

Ley_ 1 Ley_ 1
= 2(Lec+ ZEHT) - Les - ZE2T
2 2
Le, +1 .
= Lepy + k2 J

Com isso, ¢ valido o lema 2 (j).
(k) Através da recorréncia Le(n, m, p+1) = 2Le(n, m, p)—Le(n, m,p—2), sendo Le_; = —1,
fixando n = 0, m = 1 aplicando o principio da inducao sobre p.

Para p = 0,

L€0+1, L€_1+1,
1+

L 1 = L
6(07 70) 60+ 92 92 J

= 141
Tem-se que a igualdade é valida.
Supondo que seja verdade para qualquer k£ < p, ou seja, supondo que
Ley+1. Ley_1+1.
1+ J
2 2

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(0,1,k) = Ley +

Le(0,1,k+1) = 2Le(0,1,k) — Le(0,1,k — 2)
B Ley+1. Ley1+1. Lep,+1. Lep_1+1.
_2<Lek+ 5 1+ 5 ]>_L€k_ 5 1 — ) J
L€k+1+1.+L€k+1.
7
2 > 7

= Lepq +
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Com isso, ¢ valido o lema 2 (k).
(1) Através da recorréncia Le(n,m,p+ 1) = 2Le(n, m,p) — Le(n,m,p — 2), fixando n = 1,
m = 1 aplicando o principio da inducao sobre p.
Para p =0,
Leg+1. Le_1+1.
1+ J

Le(1,1 = L
6(770> €O+ 2 92

= 1+

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < p, ou seja, supondo que

L 1 Ley,_ 1
€r + ’i—{— €1+ ]

Le(1,1,k) =L
e(aa) €k+ 2 2

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(1,1,k+1) = 2Le(1,1,k) — Le(1,1,k —2)

Le,+1. Ley_1+1 . Ley o+ 1. Leps+1.
_ 2(Lek—l— ek i 4+ €r—1 j)—Lek_2+ €k—2 it €k—3 j
2 2 2 2
Legii+1. Le,+1.
= Ley k+21 1+ k2 J

Com isso, ¢ valido o lema 2 (1).
(m) Através da recorréncia Le(n + 1,m,p) = 2Le(n,m,p) + Le(n — 2, m, p), fixando n e
aplicando indugao em m.

Para m = 0,

Le(n,0,0) = (Len
= Le,

Leo+1+Leo+1 1>+<Len+1 Le_1+1>,
) — . )
2 2 2 2

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < m, ou seja, supondo que

Les+1 Lep+1 Le,+1 Lepy+1
Le(n,k,O)z(Len. ¥l Lot —1)+( Cn 2 DOt )z

2 2 2 2
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(n,k+1,0) = 2Le(n,k,0) — Le(n,k — 2,0)
L 1 L 1 L 1 Ley_ 1
2(Len. er + n e + _1>+2< €n + €x—1 + >

1 —

2 2 2 2
<L6n.L6k_2 +1 i Lek_g +1 _ 1) _ (Len—l— 1'L€k_3+ 1)?,
2 2 2 2
L€k+1+1 L€k+1+1 L€n+1 L€k+1 .
= | Le,. —1 .
( Ty T )+< 2 > )Z

Como queriamos mostrar.

e Agora fixando m e usando indugao em n.
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Para n =0,

Lem+1+Lem+1 1>+<L60+1 Lem_1—|—1>,
2 2 2 2 !
Lem_1+1,

= Le, + —2— -~
em T+ 5 7

Le(0,m,0) = (Leo.

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que

Le, +1 Le, +1 Ley+1 Ley {+ 1Y\ .
Le(k,m,O)z(Lek. Cm T + =5 i —1)+( s )z

2 2 2 2

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(k+1,m,0) = 2Le(k,m,0)— Le(k —2,m,0)

Le, +1 Le,+1 L 1Lm 1
- 2<Lek. Cm * 1 Lem ¥ —1>+2< kT e 1+ )z
2 2 2
Le,, +1 Le,+1 Ley o +1 Lem1+>
Ley_s. 1
<€“ S > < 2 Z
Le,, +1 Ley, +1 L 1 Ley 1 +1
- (Le’f“‘ 62+ + 62+ _1>+< 6k+21Jr : l+ )Z

Como queriamos mostrar.

Com isso, ¢ valido o lema 2 (m).

(n) Através da recorréncia Le(n+1,m,p) = 2Le(n, m,p) — Le(n—2,m, p), seja Le_; = —1,
fixando n e aplicando indugao em p.

Para p = 0,

Le(n,0,0) =
= Le,

Leg+1 Leg+1 Le,+1 Le_1+1> .
Le,. -1 )
(6 > T3 >+< 2 2 )/

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < p, ou seja, supondo que

L 1 L 1 Le, +1 Lejp_1 + 1\ .
Le(n,O,k):(Len. ek;— + ek2+ —1)+< 62+ : ek21+ )]

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(n,0,k+1) = 2Le(n,0,k) — Le(n,0,k —2)
L 1 L 1 L 1 Lep 1 +1
Z(Len. Gt sot —1>+2( e )j

2 2 2 2
(Len.Lek_Q +1 i Lek_z +1 _ 1) _ <L€n + 1‘L€k_3 + 1) ]
2 2 2 2

Como queriamos mostrar.

e Agora fixando p e usando inducao em n.
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Para n =0,

Le(0,0,p) =

L€0+1 Le, +1 L€0+1L€71+1 .
Leo. p _1) ( e )
<6° 7 T 2 2 J

Le, +1
_ Leﬁ%j

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < n, ou seja, supondo que

Le,+1  Le,+1 Lep+1 Le, 1 +1
Le(kao,p)=<Lek_ ep + i €p T _1>+< e + ‘ ep—1+ >j

2 2 2 2

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(k + ]-7 Oap) = 2L6(ka O>p) - L@(kf - 27 Oap)

L 1 L 1 L 1 Le,_ 1
_ 2<Lek. 6”; + ep; —1>+2< 6’“; . €p21+ >j—
Le,+1 Le,+1 Lep_o+1 Le,_1+ 1\ .
(Lews =2 = 2 1) = (P25 )
Le,+1 Le,+1 Le +1 Le,_1 + 1\ .
— (LekH. p2 + p2 —1>+( k+21 . p21 )]

Como queriamos mostrar.

Com isso, ¢ valido o lema 2 (n).

(o) Através da recorréncia Le(n,m + 1,p) = 2Le(n,m,p) — Le(n,m — 2, p), fixando m e
aplicando inducao em p.

Para p = 0,

Le(0,m,0) — (Lem2+ 1'L602—|- 1 n Lem2+ 1.L602—|— L 1) n (Lem_21 + 1'Leo2+ 1) it
Lem +1 L€_1 + 1\ .

< 2 2 )J

Lem—l + 1 .

B S—

= Le,, +

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < p, ou seja, supondo que

Le, +1 Le,+1 Le, +1 Le,+1 Ley_1+1 Ley + 1\ .

Le(0,m, k) :< 5 k2 + 5 k2 —1)—|—< 21 . k2 )z—l—
<Lem—|—1 Lek_l—l—l) .
2 2 J
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(0,m,k+1) = 2Le(0,m,k) — Le(0,m, k —2)
B Le,, +1 Lep, +1 Le, +1 Le,+1
=2 ( > T2 T2 T2 1)

Lem1+1Lek+1 Le,,+1 Lej,_1 +1\ .
< 2 )Z”( 2 T 2 )‘7_

2
(Lem—{—l Le,+1 Le,+1 Ley,+1 >
+ . —1) -
2 2
(Lem 1+1 Lek+1> (Lem—i-l Lek_1+1) )
(A J

2 2 ) 2

Lm 1L 1 Le,+1L 1
€m + €k+1+ i 62—|— ‘ €k+21+ _1>+
Leml—{—l Lek+1—|—1 Le,, +1 Le, + 1\ .
>Z+< 2 2 >]

2

Como queriamos mostrar.
e Agora fixando p e usando indugao em m.

Para m = 0,

Leg+1 Le,+1 Leg+1 Le,+ 1 Le_+1 Le, + 1\ .
Le(0,0,p) = ( 602 ) 6”2 + 602 ) GPQ —1>+< 6; ) 6”2 >z+
<L€0+1 Lep_1—|—1> .
2 2 J
Le, 1

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k& < m, ou seja, supondo que

Lex+1 Ley+1  Ley+1 Ley + 1 Lepi+1 Le, + 1
Le((),k:,p):(ekJr R ks —1>+(€’“+ ‘% * )z’+

2 ’ 2 2 ) 2 2 ’ 2
(Lek +1 Ley, 1 + 1> .
2 T 2 J

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(0,k +1,p) = 2Le(0,k,p) — Le(0,k —2,p))
B 2(Lek+1 Lep—|—1+Lek+1 Lep+1_1>

2 2 2 2
2(Lek_1—|—1.Lep—|—1)Z,+2(Lek—l—lLep1—!—1)]_
2 2 2 2
(Lek o+ 1 Lep—{—l Ley_o+1 Le, +1 1)
2 2 2
(Lek 3+ 1 L€p+1>z (L@k_g—l—l Lep_1—|—1> .
2 2 2 )/
Lek+1—|—1Lep+1 Leypi1 +1 Le, +1
_ < + - —1)
2 2 2
Lek—l—l Lep—{—l Lepii +1 Ley,— + 1Y .
+< 2 2 >Z+< 2 2 )]
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Como queriamos mostrar.

Com isso, ¢ valido o lema 2 (0). O

Teorema 66. Para n,m,p € N, os niumeros tridimensionais de Leonardo sao descritos

por:

Le, +1 Le,+1 Le, +1 Le,+1
Le(n,m,p) = (Len. B p2 + 5 p2 —1)

(Len—{—l Le,_1+1 Lep+1>z,+<Len+1 Le, +1 Lep_1—|—1> .
2 T 2 2 2 2 2 J

Demonstracao. Recorre-se ao Principio de Inducdo Mateméatica como alternativa de prova
para o teorema em questao.

e Seja n e m valores fixos, iremos aplicar o principio da indugao sobre p.

Nesse sentido, seja Le_; = —1, para p = 0:
Le,, +1 Leg+1 Le,, +1 Leg+1
Le(n,m,0) = <Len. SR + 5 g " 1) +
<Len + l.Lem_l + l.Leo + 1) - (Len + 1'Lem + 1'L6_1 + 1>j
2 2 2 2 2 2
_ (Le Lem+1+Lem+1_1>+(Len+lLem_l—i-l)i
) 2 2 2

Correto pelo Lema 2 (m).

Supondo que seja verdade para n e m fixos e qualquer k < p, ou seja, supondo que

Le, +1 L 1 Le,+1L 1
Le(n,m,k) = <Len. 62+ . ek;_ + €2+ . €k2+ —1>—|—

<Len+1 Le,_1+1 Lek+1>i+<Len+1 Le, +1 Lek_1—|—1> .
2 T 2 9 2 T 2 T 2 J

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para n fixo e para k + 1. Temos entao

Le(n,m,k+1) = 2Le(n,m,k)— Le(n,m,k —2)
2<Len.Lem+1 Lek+1+Lem+1 Lek+1_1>+

2 2 2 2
Len+1Lem1+1Lek+1 Le,+1 Le,, +1 Ley 1+ 1\ .
2( . )Z—|—2( . . )]—
2 2 2 2 2
<L6nL€m+1Lek2+1—|—L6m+1.L6k_2+1—1)—
2 2 2
(L +1Lem1+1Lek 2+1) <L6n+1Lem+1Lek_3+1>,
i i — ) i
2 2 2 2 J
Lm 1L 1 Le,+10L 1
_ < €m + €k+1 + i €m + ‘ €k+1 + _1)+
2 2 2
<Len+1 Lem_l—{—l Lek+1+1> ,+<Len+1 Le, +1 Lek—{—l) .
2 2 2 ! 2 2 2 )/

Como pretendiamos mostrar.

e Agora fixemos n e p e usemos inducao em m. Nesse sentido, seja Le_; = —1 e para
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L 1L 1 L 1L 1
Le(n,0,p) = (Len. o+ ot + Cot T —1>+

2 2 2 2
(Len—l—lLe_1+1Lep+1>,+<Len+1Leo+1Lep_1+1>,
) ) ) ) )
2 2 2 2 2 2 J
Le,+1 Le,+1 Le,+1 Le,_ 1+ 1\ .
C (et et ) (L L)
(6 2 T 3 2 )/

Correto pelo Lema 2 (n).

Supondo que seja verdade para n e p fixo e qualquer £ < m, ou seja, supondo que

Ley+1 Le,+1 Lep+1 Le, +1
Le(n, k,p) = (Len. ’“2 . ”2 - ’“2 . p2 —1)

(Len—l—l Lep_1+1 Lep—|—1>i+(Len+1 Le, +1 Lep_l—{—l) .
S 2 T 2 2 J

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(n,k+1,p) = 2Le(n,k,p) — Le(n,k —2,p)
L 1L 1 L 1L 1
_ 2<L€n- er +1 Le, + n er +1 Le, + _1>+

2 2 2 2
Len—l—lLekl—{—lLep—|—1> (Len—i—lLek—{—lLep_l—l—l),
2 2 ) ) —
( 2 SR 2 2 > )/
(LenLek2+1Lep+1+Lek_2+1.Lep+1_1>_
2 2 2
<L nt1 Lek 3—{—1 Lep—l—l) (Len—l—l Lep_o+1 Lep_l—{—l).
7 )! 2 T 2 2 J
_ < Lek+1—|—1 Lep—l—l_i_LekH—{—l.Lep—l—l_l)_'_
2 2 2
<L6n+1 Lek+1 Lep—l—l) ,+<Len+1 Lep 1+ 1 Lep_1+1> )
) ) ) ) )
2 2 2 2 2 > )/

Como queriamos mostrar.
e Agora fixemos m e p e usemos indugao em n.

Nesse sentido, para n = 0:

Le, +1 Le,+1 Le,+1 Le,+1
L — (Lep 2T X m ¥ Lo _1>
e(0,m,p) ( €o 5 5 + 5 5 +
(Leo—l—l Le,_1+1 L€p+1>i+ <Leo—|—1 Le, +1 Lep_l—{—l) .
2 T 2 2 2 2 o 2 )/
<L6m+1Lep+1+Lem+lLep+1 1)+<Lem_1+1Lep+1>,+
) ) — ) i
2 2 2 2 2 2
(Lem+1 Lep_1+1> .
2 2 J
Correto pelo Lema 2 (o).

Supondo que seja verdade para m e p fixos e qualquer k < n, ou seja, supondo que

Le, +1 L 1 Le,+1L 1
Le(k,m,p) = <Lek. €2+ . €p2+ + €2+ . ep2+ —1)—1—

(Lek—l—l Le,_1+1 Lep—{—1> - <Lek+1 Le, +1 Lep_1—|—1> .
. . 1 . .
2 2 2 2 2 2 J
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

L@(k’ + 1>map) = 2L6(k>map) - Le(k - 2>map)

Le,, +1 Le,+1 Le, +1 Le,+1
= 2(Le,.— ™= =2 s =2 — 1)
<ek 2 2 T 2 *
Lep,+1 Le,,_1+1 Lep—|—1> . <L€k+1 Le,, +1 Lep_1+1> )
2 ) ) 2 ) ) —
( > > SEAR 2 2 > )/
Le, +1 Le,+1 Le, +1 Le,+1
Lep_p 2fm T2 2 m Tl L 1) -
(%2 2 > T2 2
(Lek_g +1 Lep—1+1 Le, + 1> . (Lek_Q +1 Ley, +1 Lepq + 1) .
2 2 2 ) 2 2 2 J
Le,+1 Le,+1 Le,+1 Le,+1
= (L n =2 n =2 — 1)
(%“ 2 2 T2 2 *
(L€k+1 +1 Lep—1+1 Le, + 1) - <L€k+1 +1 Ley, +1 Ley,q + 1) .
) ) 1 ) )
2 2 2 2 2 A
Como queriamos mostrar.
Com isso, tem-se que o Teorema é valido. O

3.2.3.3 Relacoes Recorrentes n-Dimensionais de Leonardo

Baseado em Harman (1981), Oliveira (2018), Oliveira, Alves e Paiva (2017), nesta
se¢ao, sera introduzida a notacao para a relagao n-dimensional da Sequéncia de Leonardo
designando assim uma expressao generalizada para os nimeros hipercomplexos descritos

na forma Le(ng,ny,ns,...,n,), em que n representa as variaveis.

Definic¢ao 89. Seja um nimero hipercomplexo Le(ny, no,ng, -+ ,n,) comn varidveis, para
n > 2 vale, além da componente imagindria i, o sequinte conjunto de unidades imagindrias
(1 = 4,0 = J,* -, ln). Quanto ds varidveis e sua notagao, tem-se que n = ny. Desse

modo, sdo definidos os valores iniciais a sequir:

Le(0,0,0,---,0) = 1
Le(1,0,0,---,0) = 1
Le(0,1,0,---,0) = 1+
Le(0,0,1,-+-,0) = 14 ps
Le(0,0,0,1,0,---,0) = 1+ g

Le(0,0,0,---,1) = 14 pu,
Le(1,1,1,---,1) = 14 +ps+--+ pn
Le(0,1,1,---,1) = 14 +ps+--+ pn
Le(1,0,1, - 1) = 14 o+ -+
Le(1,1,0,1--,1) = L+ +ps+ -+ fin
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Com isso, os numeros da forma Le(ny,ny, ns, - -+ ,n,) devem satisfazer as seguintes

condicoes n-dimensionais de recorréncia:

Le(nl + 1,”2, Tt >nn) - 2L6(n1>n2> T ann) - Le(nl - 2an2a Tt ,’an)

Le(ny,ne +1,--+ ,n,) = 2Le(ny,ng, -+ ,n,) — Le(ny,ng —2,--+  ny,)

Le(ny,ng, -+ ,n,+1) = 2Le(ny,ng, -+ ,n,) — Le(ny,ng, -+ ,n, — 2)

Lema 9. As sequinte propriedades sao vdlidas para a Sequéncia n-dimensional de Leo-

nardo:

(a)Le(ny,0,--+,0) = Ley,;

(b)Le(0,ny,- -+ ,0) = Len, + %m;

(c)Le(0,0,--- ,n,) = Le,, + %/Ln;

(d)Le(ny, 1,---,0) = Le,, + %ul;

(e)Le(n1, 0, 1) = Le,, + Le";“ o

(f)Le(ny, 1, 1) = Len, + %m + Le”12+ L

(9)Le(1,n9,- -+ ,0) = Lep,+1 + %ul;

(h)Le(0,ny,- -+ ,1) = Le,, + %m ot %un

(i)Le(1,ns, -+ ,1) = Len, + %ul ot %un

(i)Le(1,0,- -+ ,ny) = Lep, + -+ %un

(k)Le(0,1,--- ,n,) = Le,, + %ul ot %un
Le,, +1 Le,, 1+1

(Le(1, 1, 1) = L, + =2y 4o 20y

Len, +1  Le,, +1 Le,, +1 Le,,1+1
(m)Le(nl’nQ’...’O):<L6m. 622+ + 622+ —1>+< 612+ . 6221+ )/.Ll,'

Le, +1 Le, +1 Le, +1 Le, 1+1
(n)Le(nlaoa"'ann):<L6n1' en+ + en+ _1>+ 61+ . €n21+ ) ny
Le,, +1 Le, +1 Le,, +1 Le, +1
(0)L6(07n27...,nn):( 622+ 65+ 4 622+ ,....%_1>+
(Len2_1 +1 Le,, + 1) . (Len2 +1 Le,, 1+ 1)
Demonstragio. (a) Através da recorréncia Le(n + 1,ng,- -+ ,n,) = 2Le(n,ng, -+ ,n,) —
Le(ny — 2,n9,- -+ ,ny,), fixando ng, - -+, n, iguais a zero e aplicando o método de indugao

em nq, tem-se:

Para n; =0,

Le(0,0,---,0) = Leg
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Supondo que seja verdade para no, ---, n, fixos e qualquer k < nq, ou seja supondo que
Le(k,0,---,0) = Ley
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(k+1,0,0,---,0) = 2Le(k,0,---,0) — Le(k —2,0,--- ,0)

= 2L€k — Lek_g

= Lepy
Com isso, ¢ valido o lema 3 (a).
(b) Através da recorréncia Le(ny,ng + 1,--+,n,) = 2Le(ny,ng, -+ ,ny,) — Le(ny,ng —
2.+ ,ny,), fixando ny, ng, - -+, n, iguais a zero e aplicando o método de inducao em ns,
tem-se:
Para ny = 0,

Leg_1+1
Le(0,0,- -+ ,0) = Laﬁ—%ul
= 1
Supondo que seja verdade para nq, ---, n, fixos e qualquer k < ny, ou seja supondo que
Le,_1+1
Le(0,k, - ,0) = Ley + lem

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(0,k+1,---,0) = 2Le(0,k,---,0) — Le(0,k —1,---,0)

Lep_1+1 Lep_o1+1
_ 9 (Lek " ﬂ,@ Lep s — %Ml
Legi11+1
= Legp1 + %Nl
Com isso, ¢ valido o lema 3 (b).
(c) Através da recorréncia Le(ny, ng, -+ ,n,+1) = 2Le(ny, ng, -+ ,n,)—Le(ny, ng, - -+, ny—
2), fixando ny, ng, - -+ iguais a zero e aplicando o método de indugao em n,,, tem-se:
Para n,, = 0,
Le_1+1
Le(0,0,--+,0) = Ley+ %Mn
Supondo que seja verdade para ni, ns, - - - fixos e qualquer k < n,,, ou seja supondo que
Lep 1 +1
Le(0,0,-++ k) = Le + %un

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Le(0,0,--- ;k+1) = 2Le(0,0,--- k) — Le(0,0,--- , k —2)
Lep_ 1+ 1 Lep o 1+1
_ 9 (Lek n ﬂun) e - 2
2 2
Lepiiq+1

= L6k+1 + 9 K
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Com isso, ¢ valido o lema 3 (c).
(d) Através da recorréncia Le(ny+1,ng, -+ ,n,) = 2Le(ny, ng, -+ ,n,)—Le(ni—2,na, -+ ,ny),
fixando ny = 1, n,, = 0 e aplicando o principio de indugao sobre n;. Nesse sentido, para

Tll:OZ

L€0+1

Le(0,1,---,0) = Ley+
= 1l+m

1

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < nq, ou seja, supondo que

Ley + 1
Le(k,1,--- 0) = Lep + —

1

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(k+1,1,---,0) = 2Le(k,1,---,0)— Le(k —2,1,--- ,0)

Le, +1 Ley_9+1
= 2 (Lek + = Ml) — Leg_p — szM
Le +1
= Leg k%,ul
Com isso, ¢ valido o lema 3 (d).
(e) Através da recorréncia Le(ny+1,ng, -+ ,n,) = 2Le(ny, no, -+ ,n,)—Le(ni—2,ng, -+ ,ny),

fixando ny, = 0, n,, = 1 e aplicando o principio de indugao sobre n;. Nesse sentido, para
ny = 0:

L€0+1

Le(0,0,---,1) = Leg+---+ 5 Hn

= 1+pu,

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < nq, ou seja, supondo que

Lek—l—l
2

Le(k,0,-- 1) = Ley + -+ + [in

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(k+1,0,---,1) = 2Le(k,0,---,1) — Le(k —2,0,--- ,1)

Le, +1 Lep_o+1
= 2<L6k++ k2 Mn>—L6k—2_"'_kTQMn
Lepy +1
= L€k+1+"‘+%un

Com isso, ¢ valido o lema 3 (e).

(f) Através da recorréncia Le(ni+1,ng, -+ ,n,) = 2Le(ny, ng, -+ ,n,)—Le(ni—2,ng, -+ ,ny,),
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fixando ny = 1, n,, = 1 e aplicando o principio de inducao sobre n;. Nesse sentido, para
ny = 0:

Leg+1 Ley +1
Le(0, 1, 1) = Leg+ =+ + =

= l+m+ ot

[in

Tem-se que a igualdade ¢ valida.
Supondo que seja verdade para qualquer £ < nq, ou seja, supondo que

Lek—l—l Lek—l—l
ot T

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(k,1,--- 1) = Ley +

Le(k+1,1,---,1) = 2Le(k,1,---,1)— Le(k—2,1,--- ,1)

Ley +1 Le, +1 Lep o+ 1
= 2<L6k+ Ly k2 Mn>—L€k—2—kTQM1—
Lek_g + 1
g Hn
Leg 1 +1 Leg 1 +1
— L€k+1 LMI +LMTL
2 2
Com isso, ¢ valido o lema 3 (f).
(g) Através da recorréncia Le(ni,ng + 1, ,n,) = 2Le(ny,na, -+ ,n,) — Le(ny,ny —
2,-++,ny,), fixando n; = 1, n, = 0 e aplicando o principio de indugao sobre ny. Nesse
sentido, para ny = 0:
Le_; +1
Le(1,0,---,0) = Le; +%m
=1
Tem-se que a igualdade ¢ valida.
Supondo que seja verdade para qualquer k£ < no, ou seja, supondo que
Lep_1 +1

Le(l, k‘, s ,0) = L€k+1 + %ﬂl

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao
Le(l,k+1,---,0) = 2Le(1,k,---,0) — Le(1,k—2,---,0)
Ley 1 +1 Ley_3+1
= 2 <L€k+1 + le/h) — Lep—1 — kT3H1
Le, +1
= Lepyo+ k2 M1
Com isso, é vélido o lema 3 (g).
(h) Através da recorréncia Le(nq,ny + 1,--- ,n,) = 2Le(ny,ng, -+ ,n,) — Le(ny,ny —
2.+ ,n,), fixando n; = 0, n, = 1 e aplicando o principio de indugao sobre ny. Nesse
sentido, para n, = 0:
Le_1+1 L 1
L6(07 07 Tty ]-) = LeO + %Ml +-o 4+ 602+ Hn

= 1+"'+Mn
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Tem-se que a igualdade é valida.
Supondo que seja verdade para qualquer k < no, ou seja, supondo que

Lek_l + 1 Lek + 1

Le(0,k,--- ,1) = Ley + 5 [ 5 Hn

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(0,k+1,---,1) = 2Le(0,k,---,1) — Le(0,k —2,--- ,1)

Lep 1 +1 Lep +1
= 2<Lek+le,u1+---+ kQ ,un> — Ley_o —
Ley_5+1 Lep_1 +1
Lep +1 Lepi1+1
= Lepy u Ml+"'+LMn
2 2
Com isso, ¢ valido o lema 3 (h).
(i) Através da recorréncia Le(ni,ng + 1,--+ ,n,) = 2Le(ny,ng, -+ ,n,) — Le(ny,ny —
2,-++,n,), fixando n; = 1, n,, = 1 e aplicando o principio de indugao sobre ny. Nesse
sentido, para ny = 0:
Le 1 +1 Leg+1
Le(L,0,-++ 1) = Ley+ ————p+ =
= 14+..-4+ i

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < no, ou seja, supondo que

Lek_1+1 +L€k+1

Le(l,k:,--- ,1):L€k—|— 5 1251 9

Hon,
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(Lk+1,---,1) = 2Le(1,k,---,1)— Le(1,k —2,--- ,1)

Lep_1+1 Le, +1
= 2<Lek+le,u1—|—~'+ kQ ,un>—Lek_2—
Ley_5+1 Lep_5+1
Le, +1 Le +1
= Lepy u Ml+"'+LMn
2 2
Com isso, ¢ valido o lema 3 (i).
(j) Através da recorréncia Le(ny, ng, - -+ ,n,+1) = 2Le(ny, na, -+ ,n,)—Le(ny, na, -+, 1, —

2), fixando n; = 1, ny = 0 e aplicando o principio de indugao sobre n,,.
Nesse sentido, para n,, = 0:
L€_1 +1

Le(1,0,---,0) = L60+"'+Tun
= 1
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Tem-se que a igualdade ¢ valida.
Supondo que seja verdade para qualquer k£ < n,,, ou seja, supondo que
Lek_l + 1

9 Hn

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(1,0,--+ k) = Lep + - +

Le(1,0,--+  k+1)

2Le(1,0,- -+ k) — Le(1,0, -,k — 2)

Ley,_ 1 Ley,_ 1
= 2(L€k++%ﬂn>—[z€k—2——%ﬂn
Lep +1
= Lensi -+ g
Com isso, ¢ valido o lema 3 (j).
(k) Através da recorréncia Le(ny, ng, -+ ,n,+1) = 2Le(ny, ng, -+ ,ny)—Le(ny,ng, -+ ,n,—

2), fixando ny = 0, ny = 1 e aplicando o principio de inducao sobre n,,. Nesse sentido, para
n, = 0:

Leg+1 Le_1+1
5 M1+"'+Tﬂn

Le(0,1,---,0) = Ley+
= l14+m

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < n,,, ou seja, supondo que

Ly +1 Lejy + 1
S T

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(0,1,--- k) = Ley +

Le(0,1,--+  k+1) = 2Le(0,1,--- k) — Le(0,1,- -,k — 2)

Le, +1 Lep,_1+1
- 2<Lek+ : [Ll—l—"'—l-lelln) —
Lek_g +1 Lek—B +1
Lepo— ——F——p1— = ——— iy
2 2
Lep 1 +1 Lep + 1
— L6k+l+k+—1”l ..._l_ k n
2 2
Com isso, ¢ valido o lema 3 (k).
(1) Através da recorréncia Le(ny, ng, - -+ ,n,+1) = 2Le(ny, ng, - -+ ,ny)—Le(ny, no, -+, ny—

2), fixando ny = 1, ny = 1 e aplicando o principio de inducao sobre n,,. Nesse sentido, para

n, = 0:

LGO—I—l L6_1+]_
..._|_—

Le(1,1,---,0) = Ley+ H1 + 5 Hn

= l14+m

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < n,,, ou seja, supondo que

L€k+1 “.+L€k_1—|—1

LG(]_,]_,"' ak):L6k+ 2 /Jll_l_ 92 Hn
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(1,1,--- ,k+1) = 2Le(1,0,--- k) — Le(1,1,--+ ,k —2)

Le, + 1 Lep 1 +1
= 2<Lek+ £ u1+---+leun>—
I Lek_Q +1 Lek_3 +1
e _ —_ e — n
k-2 B 21 5
I L€k+1 + 1 Lek + 1
= e n
k+1 5 H1 5
Com isso, ¢ valido o lema 3 (1).
(m) Através da recorréncia Le(ni+1,ng, -+ ,n,) = 2Le(ny, ng, -+ ,ny)—Le(ni—2,ng, -+ ,ny,),

fixando ny e n,, = 0, aplicando inducao em n;.

Nesse sentido, para n; = 0:

= (I ny +1 np +1 Leg+1 Ley, 1+1
Le(O,n2,...,0) _ (eo.Le 22+ Le 22+ 1) ( 602 . 6221—1— ),LL1

— Ln—+1

= l/enz_{_(eQTl)lul

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < nq, ou seja, supondo que

2 2 2 2

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(k+ 1,n9,---,0) = 2Le(k,ng,---,0) — Le(k — 2,n9,---,0)

B Le,,+1 Le,, +1 Lei,+1 Lep, 1 +1

. 2<Lek. 2T —1)+2< L )m—
Le,, +1 Le,, +1 Ley_o+1 Le,,_ 1

<L6k—2- ¢ 22+ + ¢ 22+ —1)—( ek22+ . ¢ 221+ ),Ul
Le,, +1 Le,, +1 L +1 Le,,—1+1

= <L€k+1. 622 -+ 622 —1> +< 6k+21 . ¢ 221 >/1,1

e Agora fixando n; e aplicando indugdo em ns.

Nesse sentido, para ny = 0:

Le(ny,0,---,0) = (Lem.
= Le,,

Leo+1+Leo+1_1>+<Lem—|—1 Le_1—|—1>
2 2 2 2 i

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k < ng, ou seja, supondo que

Le(ny, k,---,0) =

Lep,+1 Ley,+1 Le, +1 Lej_1+1
<Len1. k2 + kQ —1>+< 12 ) k21 ),ul
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(ny,k+1,---,0) = 2Le(ny,k,---,0)— Le(n;, k—2,---,0)
L€k+1 L€k+1 Len +1 Lek_1+1
= 2| Le,,. —1 2 1 ) ) —
(el > T3 >+ < 2 A
Ley,_ 1 Les_ 1 Le,, 1 Ley_ 1
<L6n1. €r_9 + n €r_9 + _1>_< €n, t+ ‘ €r_3 + >,u1

2 2 2 2
Lepy1+1  Lepiq+1 ) (Lem +1 Ley + 1)
= | Le,,. -1 .
( Ty T T T > )M
Com isso, ¢ valido o lema 3 (m).
(n) Através da recorréncia Le(ni+1,ng, - -+ ,n,) = 2Le(ny,ng, - -+ ,n,)—Le(ni—2,ng, -+ ,ny),

fixando n,, e ny = 0, aplicando inducao em n;.

Nesse sentido, para n; = 0:

Le,, 1 Le, 1 L 1 Le, _ 1
Le(0,0,--- ,n,) = <Leo. Cnn + + Cnn + _1>+...+< o + LCny, 1+ ) :

2 2 2 2
Lenn—l +1
)

= Le, +---
€n, + +< 2

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer £ < nq, ou seja, supondo que

LG(k‘,O,---,?’M):(Lek‘ Enn + + Cnn T —1>—|—_|_( ex + ‘ €n,—1 1 ) .

2 2 2 2

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(k+1,0,--- ,n,) = 2Le(k,0,--- ,n,)— Le(k—2,0,--- ,n,)

Le, +1 Le, +1 Ley,+1 Le, _1+1
= 92| Le,. n n -1 cee 49 ] n -
(6’“ 2 T g >+ +( 2 2 )
Le, +1 Le,, +1 Ley_o+1 Le,, 1 +1
(oo Bl Lo t1 0y (Ll Lo b1y,
2 2 2 2
Le, +1 Le, +1 Lepiqy+1 Le, 1 +1
= (penn PR BT ) o (PR R,

e Agora fixando n; e aplicando inducao em n,,.

Nesse sentido, para n,, = 0:

Le(ny,0,---,0) = (Lem.
= Ley,,

L€0+1+L€0+1 1>+ +<L€n1+1 L6_1+1>
2 2 2 2 Hin

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < n,,, ou seja, supondo que

Le(ny,0,--- k) =

Ley,+1  Le,+1 Le, +1 Lej_1+1
Len,. 1) 4 Bk ) .
(el > T3 )+ +< 2 >
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Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(ny,0,--- k+1) = 2Le(ny,0,--- k) — Le(ny,0,--+ ,k —2)

Lek +1 Lek +1 Len +1 Lek_l +1
= 2| Le,,. —1 2 : . ) " —
( m Ty T ) L ( > > )"
< Lek,g +1 Lek 2 + 1 > (L@m +1 Lek,g + 1>
Le,,. e . i,
2 2 2
_ <L€n1.Lek+1+1 +L€k+1+1 ) (Lenl‘l'lLGk‘l'l),un
2 2 2
Com isso, ¢ valido o lema 3 (n).
(0) Através da recorréncia Le(ni+1,ng, -+ ,ny,) = 2Le(ny, ng, - -+ ,ny)—Le(ny—2,n9, -+, ny),

fixando ny e n; = 0, aplicando inducao em n,,.

Nesse sentido, para n,, = 0:

Le, 1L 1 Le, 1L 1
Le(0,m, - ,0) = (62—|— €o + i €ny T+ €y + _1>

2 2 2 2
<L€n2_1 +1 L€0+ 1) i i <L€n2 +1 L6_1 + 1)
Le,, 1 +1
_ Len2+< 6221 >M1

Tem-se que a igualdade é valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < n,, ou seja, supondo que

Le(0,n9,0,--+ k) =

Le,, +1 L 1 Le,,+1L 1

<62+ .ek+ n €ny + .ek+ _1)+
2 2 2 2

<Len2_1+1 Le, +1
2 2

) . n <Len2+1 Lek_1—|—1>
H1 92 . 92 n
Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(0,ng,--- k+1) = 2Le(0,ng,--- k) — Le(0,ng,- -+ , k — 2)

_ 2<Len2+1.Lek+1+Len2+1.Lek+1_1>+
2 2 2 2
Le,,_1+1 Lek—l—l Le,,+1 Lep_1+1
5 (Lens- Yooz (Lt L Yo -
( 2 y T 2 2 .
<Len2—i-1Le/7C a+1 Len2+1Lek_2+1 1)
2 2 ) 2
<L€n2 1+1 Lek 2+1) <L€n2+1 Lek_3—|—1>
Le,, +1 L 1 Le,+10L 1
_ <62+ €r+1 t n €ny ‘ €k+1 T _1>+
2 2 2
Le, —I—lLe +1 Le,, +1 Le, + 1
(P ot (P

e Agora fixando n,, e aplicando indugao em ns.
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Nesse sentido, para ny = 0:

Leg+1 Le,, +1 Leg+1 Le, +1 Le 1+ 1 Le, +1
Le(0,0,~~,nn):< oI T T M —1>+< L o >u1+
+ <L€0+1 Lenn_l —|—1>
2 2 Hn
Le, 1+1
:Lenn+...+<e'rlTl)un

Tem-se que a igualdade ¢ valida.

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < ns, ou seja, supondo que

Ley,+1 Le,, +1 Ley+1 Le,, +1 Lex1+1 Le,, +1
Le(0,k,--- ,n,) = ( k2 5 + k2 — —1>~|—< k21 5 ),ul—l-
. <Lek+1 Le,, 1 —1—1)
2 2 "

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(0,k+1,--- n,) = 2Le(0,k,--- ,n,)— Le(0,k —2,--- n,)
Le,+1 Le, +1 Le,+1 Le, +1

2 2 2 2
Leg_ 1+1Len +1 Lek+1Len_1+1)
2 n ) ZEnn -
( 2 ) p < 2 2 a
(Lek 2—|—1 Le,,, —{—1+Lek_2—|—1 Le,, +1 1>
2 2 ' 2
(Lek 3+ 1 Lenn—{—l) _ _ (L@k_2+1 Lenn_1—|—1>
Lep 1 +1 Len +1 Legy1+1 Le,, +1
_ ( + - - 1)
2 2 2
(Lek—l—l Lenn—{—l) n . (Lek+1+1 Lenn_l—l—l)
2 N 2 /’Ll 2 N 2 /'L’n
Com isso, ¢ valido o lema 3 (0).
Assim, tem-se que os Lemas sao validos. O
Teorema 67. Os nimeros da forma Le(n,ng,--- ,n,), tal que ny,ng, -+ ,n, € N sdo

determinados por:

Le,, +1  Le, +1 Ley,+1  Le, +1
Le(nl’nQ’...’nn) — <L€n1. 62+ en_l_ —I— 62+ en‘l' _1)+

R s I ;
Le,, +1 Le,, 1+1 Le,, +1
(Lemtllona ¥l | Len b1y,
Le,, +1 Le,, +1 Le, 1+1

( 2 2 2 )”

Demonstracao. Seja ni,ng,--- ,n,_1 valores fixos, iremos aplicar o principio da indugao
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sobre n,,. Para n,, = 0:

Le(ny,ng,---,0) = <Lenl_%_..._L€02+1+L6"22+1_..._L€02+1_1)+
Le,, +1 Le,, 1 +1 Leg+1
< R >‘“+"+
Le,, +1 Le,, +1 Le 1 +1
(Bl teb),
_ <Lem.Len22+1+ Len22+1 _1) . <L€n12+1.[/€n2—21+1)u1

Tem-se que a igualdade é védlida pelo Lema (m).

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < n,,, ou seja, supondo que

Le,, +1 L 1 Le, +1 L 1
Le(n17n27“.7k> - (.[/6111-i ek+ + €2+ ek+ _1)+

5 i — 5 ) —
L6n1+1L€n2,1+1 L€k+1
Le,, +1 Le,, +1 Lep_1+1

( 2 2 2 )”

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(ny,ng,--- ,k+1) = 2Le(ny,ng, -+, k) — Le(ny,ng, -,k —2)

Le,, +1 Ley,+1 Le, +1 Le, +1
= 2| Le,,. 2 2 —1)
(61 2 > T 2 *
Le, +1 Le,,_1+1 Le, +1
2( T T )’“” o
2(L€n1+1L6n2+1 Lek_1+1>
2 ' 2 "
(L Len2+1”"Lek2+1+Len2+1“”.Lek2—1—1_1)_
2 2 2
Le, +1 Lem 1—|—1 Lep_o+1
e L
Len1+1 Len2—|—1 Ley_5+1
( T )“”
Le, 1 L 1 Le, +1 L 1
_ (Lenl 62—|— €p+1 + i €ny T €1+ _1>+
2 2 2
Len—i—lLen +1 Lep 1 +1
( E 221 -"‘-%)Ml‘l‘""{‘
Lenl—{—l Lem—l—l Le, +1
( . )un

Como queriamos provar.

e Agora para nq,--- ,n, valores fixos, iremos aplicar o principio da inducao sobre ns. Para
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7’1,2:01

e, o) = (teg L P ) Lo b1 Lo t1 )
Le,, +1 Le_;+1 Le,, +1
(CZESRIEES R S A
Le,, +1 Ley+1 Le,, 1+1
( 2 2 T )“"
_ <Le Lenn+1+Lenn+1_1)+'..+<Lem+1Lenn_l—i-l)
ni- 2 2 2 . 2 n

Tem-se que a igualdade é vélida pelo Lema (n).

Supondo que seja verdade para qualquer k£ < ns, ou seja, supondo que

L 1 Le,, +1 L 1 Le,, +1
Le(ny, k,--- ,n,) = (Lem_ k2 Len F + ekt i_1>+

5 ) 5 g ) 5
Le,, +1 Lej_1+1 Le, +1

( > T 2 "“'T>“1+”'+
Le,, +1 Ley+1 Le,, 1+1

( 2 2 T2 >"

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(ny,k+1,--- .,n,) = 2Le(ny, k, - ,n,) — Le(ny, k—2,-+ ,ny,)

Le, +1 Le, +1 Le,+1 Le, +1
= 2| Le,,. z e ———— —1
<61 2 SR 2 )+
Le, +1 Lep_1+1 Le, +1
2 L . n—>
( > 2 g Jft T
2<Len1+1 Lek+1 Lenn_l—i-l)
2 ) 2 "
<L Ley 2+1..“‘Lenn+1+Lek2+1..”‘Lenn+1_1>_
2 2 2
<Len1 +1 Le;C 3—|—1 Lenn—l—l) _ _
9 . 9 251
(Lem—i-lLek 2+1 Lenn_l—i-l)
2 T Hn
_ <L Lek+1+1_”‘Lenn+1+Lek+1+1.___.Lenn+1_1>+
2 2 2
Lem—l—l Lek—l—l Le,, +1
< ‘....T>Ml+...+
(Len1 +1 LekH +1 Le,, 1+ 1)
5 5 .

Como queriamos provar.

e Agora para no, - -- ,n, valores fixos, iremos aplicar o principio da inducao sobre n,. Para
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nle:

L6(0> Ng, - ann) -

L60L€"2+1 ”.Lenn—l—ldl_LenQ—i—l' Lenn+1_1>+

( 2 2 2

Leo—l—l Len2 1—1—1 Le,, +1

(L€0+1 Len2 +1 Lenn_1+1>

e 5 .

B (Le,12 + 1 Lenn +1 . Le,, +1 Le, +1 1>
N 2 2 T2

(Lem_l—l—l Lenn—l—l) n n <Len2 +1 Lenn_1—|—1>

T ti1 STy [in

Tem-se que a igualdade é valida pelo Lema (o).

Supondo que seja verdade para qualquer k < nq, ou seja, supondo que

Le,, +1 Le, +1 Le,, +1 Le, +1
Le(k,ng, -+ ,n,) = <Lek. ena 2 Enn T + Ena T Enn T —1>—|—

5 e s 5 e s
(Lek—l—l Le,, 1 +1 Le,, —l—l) n n
(Lek—l—l Le,, +1 Lenn_l—i-l)

2 2 ' ' 2 "

Vamos mostrar que a igualdade continua valida para k + 1. Temos entao

Le(k+ 1,n9,--- ,n,) = 2Le(k,ng, - ,n,) — Le(k —2,n9, - ,ny,)

Le,, +1 Le, +1 Le, +1 Le, +1
= 2(Le,.—= P . = L —1)
< T > T 2 *
Ley,+1 Le,,_1+1 Le, +1
2 . 2 ”—>
< 2 2 g )t
2<Lek+1 Le,, +1 Lenn_1—|—1> B
2 ' ’ 2 "
Le +1 Le, +1 Le, +1 Le, +1
L 12 eo [ Pm n2 L., _1>_
( R > T2 2
Ley,_ 2—|—1Len21+1 Le, +1
(Lex R LS P
(L 2—|—1 Len2+1 Lenn_l—{—l)
2 T Hn
Le +1 Le, +1 Le, +1 Le, +1
- (L D Ko D Ko _1>
( Chtt: 2 T 2 N
Lepi1+1 Len +1 Le, +1
( k+1 221 _..._T>ul+...+
(Lek+1—|—1 Len2+1 Lenn_l—{—l)
2 T2 fin
Como queriamos provar.
Com isso, o Teorema ¢ valido. O

Finalmente, encerra-se o capitulo sobre o campo epistémico-matematico desta

pesquisa. Esse estudo da hibridizacao e hipercomplexificagdo das sequéncias lineares e
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recursivas é um aporte teérico que oferece ao professor-pesquisador um repertério de
relagoes, com o intuito de selecionar contetdos que serao transpostos para situagoes

didaticas.
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4 UMA EXPERIENCIA DIDATICA NO
CURSO DE LICENCIATURA EM
MATEMATICA

Este trabalho teve sua fase experimental desenvolvida no curso de Licenciatura em
Matematica do Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceara,
campus Fortaleza, na disciplina de Histéria da Matematica. A partir da transposicao dida-
tica da hibridizagdo e hipercomplexificacao de sequéncias lineares recursivas, foi realizado
um estudo do campo epistémico-matematico, com o intuito de explorar a hibridizagao
e o processo de hipercomplexificagdo de sequéncias numa abordagem epistemologica e
dentro de um contexto cognitivo-didatico no ambito da formagao inicial de professores de

Matemética.

Foram desenvolvidas situagoes didaticas compostas por situagoes-problema, funda-
mentadas na TSD, explorando a metodologia utilizada e as suas concepgoes. Posteriormente,
sera analisado os possiveis comportamentos e solugoes manifestados pelos alunos na dis-

cussao das situagoes-problema, assim caracterizando a fase de concepgao e andlise a prior:
da ED.

4.1 Concepcoes das Situacoes Didaticas

Na fase da analise prévia da ED, a hibridizacao e hipercomplexificacao de sequéncias
foram desenvolvidas no campo epistémico-mateméatico fundamentando a concepgao das
situacgoes-problemas. Como prevé esta etapa, iremos definir as variaveis que orientarao as
escolhas da pesquisa, essas variaveis sao definidas numa perspectiva microdidatica local,
visando a existéncia de uma interagao entre os processos matematicos apresentados com
as situagoes-problemas propostas. Contudo, destaca-se a importancia de transformar o
processo evolutivo das sequéncias, com foco na sua hipercomplexificacao e hibridizagao,
em contetidos a serem ensinados, uma vez que os conteidos discutidos no capitulo anterior,

sao abordados na Matematica Pura.

Nessa perspectiva, a concepg¢ao da situacao didatica deste trabalho, visa abordar
a hibridizagao e hipercomplexificagdo de sequéncias como um conteudo a ser ensinado
em sala de aula. Com isso, foi elaborada uma hipétese didatica em que se refere ao
desenvolvimento do processo de hibridizacao e hipercomplexificacdo de sequéncias com o
intuito de investigar e explorar teoremas e propriedades em torno desse processo, perante

o contexto de ensino de HM e fundamentada na metodologia de pesquisa da ED aparada
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pela TSD, que é uma metodologia de ensino. A disciplina escolhida foi bastante relevante,
uma vez que a HM esta associada a epistemologia dos conceitos matematicos apresentados

na pesquisa.

Nas analises prévias da ED, a hibridizacao e hipercomplexificagao de sequéncias
foi definida como campo epistémico-matematico, que apoia na concepgao das situagoes-
problema. Assim, vale recordar os conteidos matematicos desenvolvidos: hibridizacao de
dez sequéncias lineares e recorrentes, apresentando as recorréncias, equagoes caracteristicas,
propriedades inerentes aos niimeros hibridizados, funcao geradora e férmula de Binet. E
ainda, as relagoes recorrentes bidimensionais, tridimensionais e n-dimensionais de algumas
sequéncias. Além do mais, o assunto de hibridizagao e hipercomplexificacao de algumas
sequéncias foi selecionado para a elaboracao das situacoes-problemas. E ainda, destaca-se
que neste conteudo ¢é exigido pouco conhecimento matematico prévio, uma vez que seus

teoremas sao validados pelo método indutivo.

4.2 Analise a Priori das Situacoes Didaticas

Durante esta fase, é entao selecionada a variavel didatica a qual sera utilizada
nesta pesquisa, sendo portanto, a microdidatica. Nas se¢oes anteriores, foram realizados
estudos referente as sequéncias lineares recorrentes, sua complexificacdo e os nimeros
hibridos, para assim tornar possivel o processo de hibridizacao e hipercomplexificacao destas
sequéncias. Assim, com base nos teoremas e propriedades apresentados anteriormente,
foram elaboradas seis situacgoes didaticas, fundamentadas na TSD, transformando-as
numa atividade proposta aos estudantes do curso de formacao inicial de professores de
matemadtica, Licenciatura em Matematica, com o intuito de estimular o processo cognitivo

do aluno, a fim de desenvolver um conhecimento pautado nas quatro fases da TSD.

Situagao-problema 1: com base nos estudos referente a sequéncia de Fibonacci e
no conjunto dos nimeros hibridos, é entao introduzido o processo de hibridizagao desta
sequéncia, possuindo a recorréncia dada por: HF,,,; = HF,+HF, 1,n > 1. Temos ainda a
defini¢do dos niimeros hibridos de Fibonacci, como sendo HF,, = F,,+F,, . 1i+F,, o6+ F,, . 3h.
Assim, apresente uma nova recorréncia para a obtencao dos termos da sequéncia hibrida

de Fibonacci para o campo dos niimeros inteiros negativos.

Situacao de acao: Fundamentado no conhecimento referente aos niimeros de Fi-
bonacci e em sua recorréncia, espera-se que os alunos encontrem a extensao destes
nimeros para o campo dos numeros inteiros negativos, sendo eles: 1, -1, 2, -3, 5, -
8,.... Em seguida, substituam estes ntimeros na definicdo de um ntmero hibrido de
Fibonacci (HF, = F, + F,11i + F,i2¢e + F,i3h ), ou seja, para n = —1, tem-se:
HF  =F_ 1+ Fyi+ Fie + Fyh = 1 + ¢ + h e assim sucessivamente. Com isso, obtém os

numeros negativos dos numeros hibridos de Fibonacci.
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Situacao de formulacao: Com o suporte nos nimeros negativos hibridos ou pela
recorréncia hibrida de Fibonacci espera-se que os alunos, por meio de manipulagoes
algébricas e dedugoes matemaéticas, obtenham a relagao de recorréncia para o campo
dos nimeros inteiros negativos, ou seja, pretende-se que os alunos encontrem a seguinte
recorréncia: HF ,, = HF , 1+ HF ,.5, n>1.

Situacao de validagdo: A partir da recorréncias dos nimeros hibridos de Fibonacci,
HF, ., = HF, + HF,_,, percebe-se que a condicao atribuida a esta relacdo é n > 1.
Com isso, espera-se que os alunos percebam que ao utilizar n = 0, obtém-se HF; =
HFy+ HF .. HF { = HF, — HF,, criando assim uma nova condicao, n < 1. Assim,
ao utilizar essas condigoes, os alunos deverao perceber que serao obtidos os ntmeros
hibridos de Fibonacci com indices inteiros negativos e, por meio de deducao, formalizar a

recorréncia para estes nimeros.

Situacao de institucionalizacao: O docente retoma o dominio da situacao didatica,
com o intuito de analisar as solucoes encontradas pelos alunos e verificar a sua validade. E
neste momento que o docente apresenta aos estudantes o objetivo da atividade proposta,
relatando a obtenc¢ao da extensao para o campo dos niimeros inteiros negativos da sequéncia

hibrida de Fibonacci, evidenciando o seu processo evolutivo-matematico.

A seguir, na situacgao-problema 2, sera discutida a férmula de Binet da sequéncia
hibrida de Fibonacci.

Situacao-problema 2: A partir da equacao caracteristica da sequéncia hibrida de

1++5 O V5
] 2 2
E possivel obter uma func¢ao, conhecida pela férmula variante de Binet, em que a partir

Fibonacci, 22 — x — 1 = 0, em que possui duas raizes reais z; = T

desta funcao se possa obter os termos dessa sequéncia hibrida sem utilizar a recorréncia?

Situacao de acao: Nesta fase os alunos tém que tomar como base a férmula
geral de Binet, apresentada por: f(n) = Az} + Bal + ...+ Wal, em que A, B,..., W
sao os coeficientes e x1, xa,..., T, as raizes do polinémio caracteristico da sequéncia
(WHITFORD, 1977). Com isso, os alunos deverao perceber que a formula variante de

Binet para a sequéncia hibrida de Fibonacci sera da forma HF,, = Az} + Ba}.

Situacao de formulacao: A partir da formula encontrada anteriormente, os estudan-
tes precisarao realizar manipulagoes algébricas, com o intuito de encontrar duas equagoes

distintas, que irao compor um sistema linear de equagoes, do tipo:

Al’l+BI2 :HFl

Situacao de validagao: Nesta fase, os alunos irdo solucionar o sistema linear de

equagoes por meio da substitui¢do ou escalonamento, encontrando os valores das constantes

HF, — HF, HFyxy — HF
A e B, sendo estas iguais a: A = ! 012 o B = 01 L Com isso, devem
T1 — To T — T2
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realizar a substituicao das constantes na formula geral de Binet, resultando assim:

(HFl — HFOLUQ)LE? — (HFl — HFoilIl).’IIg

Ty — T2

HF, =

Ademais, ja conhecendo os valores das raizes da equacao caracteristica, é possivel que
sejam substituidos valores para a variavel n, encontrando os termos da sequéncia hibrida

de Fibonacci sem a necessidade de utilizar a relacao de recorréncia.

Situacao de institucionalizagdo: Neste momento, o docente retoma a situagao e
analisa as solucgoes alcangadas pelos estudantes, efetivando a existéncia da formula de Binet
da sequéncia hibrida de Fibonacci. O docente revela que a partir desta férmula, é possivel

adquirir os termos da sequéncia hibrida de Fibonacci, sem exigir a sua recursividade.

Dando continuidade a sequéncias lineares recursivas, abordaremos a sequéncia
de Leonardo. Com isso, na situagdo-problema a seguir, a partir da relagao dos nimeros
hibridos de Leonardo com os niimeros hibridos de Fibonacci exibiremos a férmula de Binet

de Leonardo.
Situagao-problema 3: Dada a relagdo dos niimeros hibridos de Leonardo com o de
Fibonacci HLe, =2HF, ;1 — (1 +i+e+h) e a formula de Binet dos ntimeros hibridos de
HF, — HF, HFyx, — HF
Fibonacci, HF, = Az7+ Bz}, sendo A = —— 072 o p = 200 !
— T2 Ty — X2

T
a formula de Binet para a sequéncia hibrida de Leonardo.

. Determine

Situagao de acao: Na situacao de agao deste situagao problema, os alunos devem
buscar a formula de Binet para os niimeros hibridos de Leonardo, a qual serd encontrada
apos relacionar a formula de Binet para os nimeros de Fibonacci com a relagao existente

entre esses dois numeros hibridos.

Situacao de formulacao: Os estudantes deverao perceber que a partir da foér-

. ) ] Ax} — Bx}
mula de Binet de Fibonacci, HF,, = ——— =, pode-se encontrar HF,, 1, somando

T — T2
apenas uma unidade em seu indice, e assim, substituir essa férmula encontrada na re-

lacao entre os nimeros hibridos de Leonardo e os nimeros hibridos Fibonacci, H Le,, =
2HF,.1 — (1 + 1+ ¢+ h) e, apés realizar manipulacoes algébricas resultarda em uma

nova formula conhecida como férmula de Binet, esta férmula é dada por: HLe, =
2Ax7T — 2Baitt — (1) —x5)(1 44+ +h) 1++5 1-5
,emque T = ——— € Tg = ———
Tr1 — X2 2

raizes da equacao caracteristica da sequéncia.

Sao as

Hp;

Situacao de validacao: Os estudantes deverao utilizar o principio de indugao finita,

comprovando a validade desta féormula.

Situacao de institucionalizagao: O professor retomara a situagao conferindo os
resultados apresentados e evidenciando a existéncia de relagoes entre os nimeros hibridos
de Leonardo e os niimeros hibridos de Fibonacci e como essas relagoes sao importantes

para resultados futuros.
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Dando continuidade aos estudos em torno da hibridiazacao de sequéncias, a seguir,

apresentaremos a funcao geradora da sequéncia hibrida de Mersenne.

Situacao-problema 4: Sabendo que a funcao geradora permite a resolucao de
recorréncias lineares com coeficientes constantes. Encontre a fungao geradora da Sequéncia
Hibrida de Mersenne a partir da sua relacao de recorréncia e da fungao abaixo realizando

manipulacoes algébricas.

n=0

= HMy+ HMyx + HMx® + -+« + HM,z" + - - -

Situacao de acdo: Para encontrar a fungdo geradora de Mersenne, os alunos devem
observar a relagao de recorréncia da sequéncia, atentando as constantes presentes na féormula

e seus respectivos sinais, e assim realizar operagoes na série apresentada previamente.

Situacao de formulagao: Nesta etapa é esperado que os alunos tenham realizado
algumas observacoes, como: o fato de que, inicialmente, seria interessante igualar a
recorréncia ao zero, assim serd identificado qual sinal a constante carrega na hora de
realizar as manipulagoes e também perceber que a func¢do geradora sera a soma dos

termos de trés fungoes distintas. Assim, devem encontrar a seguinte funcao: Gy, =
HMy+ (HM, — 3HM,)x

1 — 3z 4 22
Situacao de validacao: A partir da fungao descrita no enunciado deve-se multiplica-la

por —3x e 2% encontrando as seguintes fungoes:

Guwm,(vr) = HMy+ HMyz + HMya* + -+ HM,z" + - -
332Gy, () = —3xHMy — 3HM2* —3HM,yz® — - — 3HM, 2"t + ..
20°Gyn, (2) = 20°HMy + 20 HM, 4 22* HMy + -+ - + 22" 2 HM,, + - - -

Somando cada membro, tem-se que:

HM, 2" + - -
(1 — 32+ 22%)Gyy, () = HMy+ (HM, — 3HM,)z
Gr, (r) = 1 — 3z + 222

Situacao de institucionalizacao: Por fim, o professor deve institucionalizar, ou seja,
formalizar que existe uma série em que os seus coeficientes obtém informacgoes sobre uma

sucessao, conhecida como fungao geradora, vinculada aos nimeros hibridos de Mersenne.

Quanto a hipercomplexificacado de sequéncias, sera apresentado uma situacao-

problema em torno dos numeros bidimensionais de Leonardo, em que foi apresentado

+



Zhpitulo 4. UMA EXPERIENCIA DIDATICA NO CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

previamente as recorréncias bidimensionais dada por

Le(n+1,m) =2Le(n,m) — Le(n — 2, m)
Le(n,m+ 1) = 2Le(n,m) — Le(n,m — 2)

L —14+1
e seus termos iniciais Le(n,0) = Le(n) e Le(0,m) = Le(m) + ( e(m + )) :

1.

2
Situagao-problema 5: A partir das relagoes recorrentes bidimensionais de Leonardo,

seus termos iniciais, Le(n,0) e Le(0,m). Estabeleca as propriedades para Le(1,m) e

Le(n, 1) para os nimeros bidimensionais de Leonardo. Demonstre-as.

Situacao de agao: Os alunos devem utilizar as recorréncias dada previamente e
deve-se perceber que para encontrar Le(n, 1) ird utilizar a recorréncia Le(n + 1,m) =
2Le(n,m) — Le(n — 2, m) pois ird fixar m = 1 e variar n. De forma anédloga, para encontrar

Le(1,m) seré utilizado a recorréncia em que fixard n = 1 e variar m.

Situacao de formulacao: Os estudantes deverao utilizar os termos encontrados ante-
riormente e dai, os alunos deverao alcancar, de modo intuitivo, um padrao entre os termos

descobertos e irao apresentar a propriedade solicitada. Assim, os alunos deverao apresentar

que Le(n, 1) = Le(n) + (%) i e Le(1,m) = Le(m) + (Le(m - D+ 1) i

Situacao de validagao: Os estudantes deverao mostrar, pelo método de indugao

matematica sobre n e sobre m, fixando o valor do niimero natural, que a propriedade
encontrada é valida para 1, supor que é valida para k e mostrar que é valida para todo

k + 1. Com isso, a propriedade estara demonstrada matematicamente.

Situacao de institucionalizacdo: O professor retoma a situagao didatica e verifica as
resolugoes dos alunos e revela que a partir de dois conteidos matematicos distintos pode
realizar uma ligacao entre ambos e gerar um novo conteido a ser explorado, iniciando o

processo de complexificagao da sequéncia de Leonardo.

Situagao-problema 6: Com base nas propriedades encontradas anteriormente, é
possivel estabelecer uma relacao para os ntimeros na forma Le(n,m), em que os dois

inteiros, n, m € N7 Demonstre.

Situacao de agdo: Tendo conhecimento das propriedades visto na situacao anterior,
Le(1,m) e Le(n, 1), os estudantes poderao encontrar os termos Le(n, 2), Le(n, 3), Le(n,4)
e encontrar um padrao existente entre essas propriedades, analisando os termos ja obtidos
e formalizar a relagao Le(n, m). Salienta-se que os alunos também podem trabalhar com
os termos Le(2,m), Le(3,m) Le(4,m).

Situacao de formulacao: Com base nas propriedades fornecidas, e nas calcu-
ladas, os estudantes deverao perceber, de modo intuitivo, que para os dois inteiros,

n,m € N, os numeros na forma Le(n,m) formam a relagdo bidimensional: Le(n,m) =
I Lem+1+Lem+1 1 +Len—|—1 Le,,_1+1.
en-—% 5 5 5 i
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Situacao de validacao: Semelhantemente a situacao anterior, os estudantes deverao
mostrar, pelo método de indug¢ao matematica sobre n e, também, sobre m, fixando o valor
do nimero natural, que a propriedade encontrada é valida para 1, supor que é valida para

k e mostrar que é valida para todo k + 1.

Situacao de institucionalizacao: E o momento em que o professor verifica as reso-
lugoes dos estudantes e, revela o inicio do processo de complexificacao da sequéncia de
Leonardo, obtendo as relagoes bidimensionais destes niimeros, a partir da inser¢ao de uma

unidade imaginéaria.

4.3 Experimentacao

A fase da experimentagao ocorreu no no Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e
Tecnologia do Ceard (IFCE), campus Fortaleza, no curso de Licenciatura em Matematica
na disciplina de HM obrigatoéria para o sexto semestre. Esta pesquisa possui o parecer
aprovado pelo Comité de Etica em Pesquisa (CEP) (Anexo C), sendo entio disponibilizado
o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE) (Apéndice B), na qual, foram
assinados pelos oito alunos participantes, sendo trés mulheres e cinco homens, desta
pesquisa, ressalta-se que o IFCE disponibilizou chips com dados moveis e tablets para

aqueles que nao possuiam acesso a internet.

Inicialmente a aplicagao seria realizada presencialmente, porém devido a situagao
atual do pais, em consequéncia do novo coronavirus (COVID-19), as aulas foram realizadas
de forma online. Durante este momento, é necessario um contato com os estudantes
participantes da pesquisa, contudo foi utilizado o recurso do Google Meet, sendo este
recurso de facil acesso e disponibilizado de forma gratuita, para coletar os dados. Dessa
forma, foram criadas salas de reunioes, e determinando um acordo de convivéncia entre
os alunos e alunos e professor, foram estabelecido algumas regras, tais como: o uso do
microfone ser somente quando os participantes estiverem discutindo as resolugoes; ao
necessitar falar, utilizar o recurso 'levantar a mao"; e, utilizar folhas de rascunhos para as
resolugoes das questoes. Foram realizadas oito aulas remotas e cada aula teve duracao de
duas horas e foram realizadas através de situacoes didaticas fundamentadas na TSD. As
situagoes-problema foram desenvolvidas por meio de listas de exercicios, as quais foram

enviadas aos alunos no inicio da aula.

Foi apresentado o conjunto dos nimeros hibridos e a abordagem histoérica e evolutiva
da sequéncia que serd trabalhada. Logo mais, as situagoes-problema foram apresentadas
e os estudantes buscaram uma solugao com base nos conhecimentos prévios e, as vezes,
levantando questionamentos na plataforma. Nesta fase, foi necessario registrar as agoes
dos estudantes, por meio de prints da tela do computador, retiradas no momento em que

determinados participantes estao explicando a sua resolugao para os demais colegas e
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gravacao de video. Foi ainda solicitado, que os estudantes enviassem as fotos das solugoes

desenvolvidas pelo aplicativo WhatsApp ou via e-mail.

No capitulo a seguir, serao apresentados os dados e resultados coletados durante a
execucao da TSD e discutidos, baseados nas produgoes mais relevantes para a validacao

desta pesquisa.
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5 ANALISE E DISCUSSAO DOS DA-
DOS

Nesta tultima etapa, na analise dos dados que foram coletados durante a expe-
rimentagao desta pesquisa, é feita de acordo com a fase de analise a posteriori da ED,
tendo como suporte a TSD, e com o intuito de realizar a validacao interna desta pesquisa.
Dessa forma, a seguir, serao descritas observagoes relevantes pertinentes aos momentos de

aplicacao.

A Figura 20 ilustra o processo evolutiva da hibridizacao das sequéncias lineares
recursivas, ressaltando que a hibridizacao vem sendo estudada nos ultimos anos, nesta
figura apresentamos o trabalho dos NH, produzido pelo Ozdemir (2018) e posteriormente

obras de diversos autores que associaram os NH com sequéncias.

Figura 20 — Processo evolutivo da hibridizacao das sequéncias lineares.

Hibridiza¢do das sequéncias
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: Ozdemir (2018) ’ Cerda-Morales (2018) Catarino (2019)
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Fibonacci Leonardo
generalizados e suas
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Mangueira, Vieira, Alves Mangueira, Alves e | Mangueira e Alves M ngueira, Alves e
e Catarino (2020) Catarino (2020) (2020) Calaﬂno (2021)
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Fonte: Elaborado pela autora

Quanto o processo de hipercomplexificagao, é utilizado o artigo base de Harman
(1981) e posteriormente vem sendo trabalhado por outros autores, esse processo consiste

em inserir unidades imaginéarias e o aumento de dimensional das sequéncias.
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Figura 21 — Processo evolutivo da hipercomplexificacao das sequéncias lineares.
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Fonte: Elaborado pela autora

Com o intuito de realizar uma transposigao didatica sobre o processo de hibridizagao
e hipercomplexificacao das sequéncia, desenvolveram-se situagoes-didaticas a partir de

alguns contetidos e que foram utilizados na fase de experimentacao.

E ainda, apds a andlise a posteriori, ¢ imprescindivel que tenha uma validacao dos
dados colhidos na fase de experimentacao da ED, assim sera realizado uma comparacgao dos
resultados obtidos e discutidos pelos discentes com o que foi previsto na analise a priori,
levantando possiveis questionamentos e analisando o progresso, ou nao, da engenharia

sugerida.

Assim, na proxima secao sao apresentadas as analises a posteriori a partir do que
foi registrado na experimentagao, com base na ED e TSD, e a validacao interna desta

pesquisa.

5.1 Anadlise a Posteriori e Validacao Interna da Pesquisa

As situagoes didaticas foram desenvolvidas de forma remota com os alunos, através
das atividades compostas por questoes norteadoras, com o intuito de que as questoes
instigassem os alunos a comprometer-se a solucionar as situacoes, isto é, realizar a efe-
tivacao do contrato didatico. E ainda, as situagoes-problema abordam a construcao de
teoremas e propriedades, além de possibilitar a compreensao do processo de hibridizacao e

hipercomplexificacdo das sequéncias lineares recursivas.
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Nesse sentido, serd realizado uma andlise a posteriori avaliando e analisando os
resultados que serao obtidos, considerando algumas variaveis didaticas, para que ocorra
uma contribui¢do de conhecimento didatico durante a transmissao do conteudo. E ainda, a
validacao desta pesquisa é de forma interna, ou seja, nao é realizado uma comparacao dos
dados coletados com producgoes externas, fundamentada na ED, por meio dos resultados

adquiridos da aplicacao das situacgoes didaticas.

A situagao-problema 1, tem como objetivo apresentar a férmula de recorréncia
para os nimeros hibridos de Fibonacci, com indices negativos. Assim, foi apresentado a
defini¢ao da recorréncia da sequéncia hibrida de Fibonacci e a definicdo do seu ntimero
hibrido, dando uma base tedrica os alunos, com o intuito de que eles pudessem resolver
a situacao proposta. Nesse sentido, os alunos decidiram, a priori, encontrar os primeiros
termos negativos da sequéncia hibrida de Fibonacci, com o intuito de encontrar alguma
relacao entre esses termos e conseguir formular a sua recorréncia. Para isso, foi utilizado
os termos negativos da sequéncia de Fibonacci e o niimero hibrido de Fibonacci, assim
eles fizeram para n = —1 tem-se HF_; = F_1 + Fyi + Fie + Fyh e assim sucessivamente
até HI' g, como podemos ver na Figura 22, em que o aluno A encontrou os 6 primeiros
termos hibridos negativos de Fibonacci. Assim, o aluno A apresentou uma relagdo para
os numeros hibridos negativos de Fibonacci porém, o professor percebeu que ao utilizar
essa relagao e aplicar n = 1 nao é possivel encontrar HF_; de forma correta. E ainda,
foi possivel observar uma dificuldade dos alunos de identificar o que a situacao proposta

almejava.

Figura 22 — Fase de agao e formulacao pelo aluno A.

Fonte: Dados da pesquisa

Nesse sentido, os alunos procuraram outra estratégia de resolugao, a principio,

obtiveram dificuldade na obtencdo da recorréncia dos termos hibridos negativos, uma vez
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que o comportamento da recorréncia nao é similar aos termos positivos. Assim, o aluno B
utilizou o raciocinio de que, para encontrar um ntimero hibrido inteiro positivo, soma-se
os seus dois nimeros anteriores. Dessa maneira, para a sua extensao dos niimeros inteiros
negativos, o aluno realizou a operacao contraria, a subtracao dos seus antecessores. Assim,
para validar essa estratégia, foi utilizado a recorréncia HF,, = HF,_1 + HF,_5, como
podemos ver na Figura 23, ao substituir n = 1 apareceu o termo HF ;. Dessa forma, o
aluno isolou esse termo e percebeu que o primeiro termo hibrido negativo de Fibonacci é
a subtracao do termo HF} por HFj, confirmando a estratégia pensada. Sendo assim, o
aluno realizou o mesmo processo para termos seguintes e conseguiu formalizar uma nova
recorréncia para os numeros hibridos inteiros negativos de Fibonacci, apresentada por
HE = HF 5 — HF ..

Figura 23 — Fase de validacao pelo aluno B.

Fonte: Dados da pesquisa

Na situagao-problema 2, tem por objetivo estabelecer a féormula variante de Binet
para os numeros hibridos de Fibonacci, apresentando inicialmente o conceito da féormula
de Binet para sequéncias lineares recursivas e a equacao caracteristica desses nimeros.
Essas informacoes, apresentadas previamente, servem como suporte para que os alunos

consigam resolver a situagao-problema proposta.

Na Figura 24, tem-se a fase da acao e formulacao acontecendo pelo Aluno B, onde
este utiliza a féormula de Binet geral dada pela equacao HF,, = Aa™ + B5", n > 0 na
qual a e [ s@o as raizes da equacdo caracteristica. Com isso, os alunos perceberam que é
possivel substituir n = 0 e n = 1, na formula geral de Binet e, assim, encontrar duas novas

equacgoes, montando um sistema linear com essas equagoes.

Diante disso, temos que este aluno, inicialmente, substituiu HFj por ¢ + € + 2h
e HF) por 1 + i + 2¢ + 3h, percebendo, que seria mais dificil utilizar varias variaveis,
tornando a situacao mais propicio ao erro. Assim, o aluno retomou ao uso dos termos H Fj
(63 HF1 .
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Portanto, na Figura 24, verifica-se as fases de agao e formulagao pelo aluno B, em

que foi possivel montar o sistema linear.

Figura 24 — Fase de agao e formulagao pelo aluno B.

Fonte: Dados da pesquisa

Nesse sentido, na Figura 25, o aluno B realizou a validagao da situacao proposta.
O aluno isolou o termo A, encontrando A = HFy — B, e substituindo na primeira equagao
do sistema linear. Com isso, foi possivel encontrar os coeficientes A e B, como podemos

ver na resolugao abaixo.

Figura 25 — Fase de validacao pelo aluno B.

Fonte: Dados da pesquisa
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Finalmente, na Figura 26, podemos ver a formula variante de Binet para os nimeros
hibridos de Fibonacci.

Figura 26 — Fase de validacao pelo aluno C.
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Fonte: Dados da pesquisa

Assim, percebe-se na institucionalizacao, que o objetivo dessa atividade foi alcan-
cado, pois compreendeu-se a existéncia da férmula de Binet dos ntmeros hibridos de
Fibonacci e o professor ressaltou a importancia dessa férmula, visto que esta é utilizada

para obter os termos dessa sequéncia hibrida sem utilizar a recorréncia.

Dando continuidade, temos a resolucao da situacao-problema 3, em que os estudantes
se deparam com duas formulas, a primeira é uma relacao entre os niimeros hibridos de
Fibonacci com os nimeros hibridos de Leonardo e a segunda é a féormula de Binet dos
numeros hibridos de Fibonacci. Tem-se como objetivo principal desta questao apresentar a
formula de Binet dos niimeros hibridos de Leonardo a partir das informagoes apresentadas

no enunciado.

Na Figura 27, o aluno B a principio apresenta como se comporta o termo 2H F},, e
ainda definde que A = 1+i+¢e+ h, o aluno relata que utilizara lambda ao invés do nimero
hibrido com o intuito de trabalhar com um termo menor, evitando possiveis erros. Com
isso, ¢ realizado a substituicao do termo 2H F,, 1 na relagdo entre os nimeros hibridos de
de Fibonacci com os nimeros hibridos de Leonardo e, também, substitui o termo A por
HF, — HFyx5 e 0 termo B por HF} — HFyx;. O aluno desenvolveu a férmula, colocando
em evidéncia termos semelhantes e multiplicando o denominador com o termo hibrido,
encontrando a formula de Binet dos niimeros hibridos de Leonardo, como podemos ver na

resolucao abaixo.
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Figura 27 — Fase de agdo e formulagio pelo aluno B.

Fonte: Dados da pesquisa

Nesse sentido, para validar a estratégia de solucao, o aluno D utilizou o principio
de indugao finita, ou seja, verificou se a formula é valida para n = 1, como podemos ver na
Figura 28. Ressalta-se que o aluno D, diferentemente do aluno B, utiliza P=1+4+i+¢c+h

e recorreu a propriedades em torno das raizes da equacao caracteristica.

Figura 28 — Fase de validagao pelo aluno D.

Fonte: Dados da pesquisa
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Dando continuidade a fase de validagao, tem-se na Figura 29 a segunda etapa do

principio da inducao finita.

Figura 29 — Fase de validagao pelo aluno D.

Fonte: Dados da pesquisa

Ressalta-se o aluno D mostrou bastante dificuldade ao validar esta formula, pois
apresentava resisténcia em utilizar o método de inducao, porém, apds discussoes entre
os alunos, os estudantes conseguiram realizar a validacao da formula de Binet para os

numeros hibridos de Leonardo.

Assim, percebe-se na institucionalizacao, que o objetivo dessa situacao foi atingido,

validando a hipotese apresentada pelos alunos durante as demais fases.

Utilizando os nimeros hibridos de Mersenne, na situagcdo-problema 4 tem-se como
objetivo apresentar a fungdo geradora desses ntimeros, a partir da recorréncia e da série
dada no enunciado da questao. Nesse sentido, a principio, os alunos apresentaram muitas
dificuldades nessa situagao pois nao souberam como relacionar as duas informagoes dadas
previamente. Com isso, o professor instruiu os alunos a observarem os coeficientes da

recorréncia e tentar associa-los a série dada.

Nessa situacao, os alunos debateram bastante em como soluciona-la apresentando
diversas idéias, desde de somar os coeficientes na série até realizar substituigoes dos valores
dos coeficientes no n da série, até que um participante apresentou a idéia de multiplicar os

coeficientes da recorréncia na série (ver Figura 30) e encontrar um padrao entre os termos.
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Figura 30 — Fase de agdo e formulagao pelo aluno E.
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Fonte: Dados da pesquisa

Na Figura 31, podemos ver que o aluno E somou as equagoes encontradas a partir
das manipulagoes algébricas realizadas anteriormente. Ao somar as equagoes, o aluno E
relatou que nao conseguia encontrar uma funcao sucinta, devido ser uma soma de n fatores
e assim acreditava que sua resposta estava errada. Com isso, outro aluno observou que
alguns termos seriam anulados devido a recorréncia da sequéncia hibrida de Mersenne.
A partir desta observacao, o aluno E deu continuidade a situacao, encontrando a funcao

requerida, assim validando a situacao aplicada.

Figura 31 — Fase de validagao pelo aluno E.
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Fonte: Dados da pesquisa

Por fim, na institucionalizacao, o professor ressaltou que existe uma série em que os
seus coeficientes obtém informagoes sobre uma sucessao dos niimeros hibridos de Mersenne,

almejando o objetivo da situagao proposta.

Dando inicio as situacgoes de hipercomplexificacdo de sequéncias, tem-se na situagdo-
problema 5 os bidimensionais da sequéncia de Leonardo que tem-se como objetivo estabe-

lecer as propriedades para Le(1,m) e Le(n, 1). Logo, foi apresentado duas recorréncias que
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satisfacao os bidimensionais de Leonardo, com a insercao da unidade imaginéria ¢, e seus
termos iniciais, dando um suporte tedrico para os alunos. Assim, podemos perceber que
na Figura 32 o aluno F escolheu a recorréncia Le(n,m + 1) = 2Le(n, m) — Le(n,m — 2)
para utilizar, fixou n = 1 e variou m. Dai, o aluno percebeu uma relagdo entre os termos

encontrado e formalizou quem é o Le(1,m).

Figura 32 — Fase de agao e formulagao pelo aluno F.

Fonte: Dados da pesquisa

Na Figura 33, para encontrar Le(n, 1) o aluno F, de forma semelhante a anteri-
ormente, utilizou a recorréncia Le(n 4+ 1,m) = 2Le(n,m) — Le(n — 2,m), na qual fixou
m = 1 e variou n. Encontrando assim uma relagao entre os termos e encontrando o que foi

proposto.

Figura 33 — Fase de agdo e formulagao pelo aluno F.

Fonte: Dados da pesquisa
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Dai, para validar os resultados encontrados, podemos ver na Figura 34 um captura
de tela da aula em que o aluno G utiliza o principio de indugdo matematica para validar
a propriedade encontrada. De inicio, na primeira etapa da indugao, o aluno testou se
a propriedade é valida para m = 1, apdés verificar a validade ele supds que era valido
para m < k+ 1, kK > 1 e verificou se é valido para k 4 1. Durante a verificagao o aluno
apresentou dificuldades nas contas que foi desenvolvendo e relatou a dificuldade durante a
aula, até que o aluno F percebeu que ao colocar em evidéncias alguns termos dava pra
encontrar a recorréncia da sequéncia de Leonardo e assim realizar uma substituicao e
validar a propriedade para k + 1. Comprovando assim, que a propriedade encontrada pelo

aluno é valida.

Figura 34 — Fase de validacao pelo aluno G.

is presenting

1is presenting

= 20210406 111543 convertido.pdf 178 =

Fonte: Dados da pesquisa

Durante a explicacao do aluno G para os colegas de como ele realizou o método
de indugao, outro aluno levantou o seguinte questionamento: “se na primeira etapa da

indugdo fosse usado o m =0, a propriedade ainda é vdlida?”. O questionamento surgiu
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pois, nesse caso, aparece o termo Le_1, assim o professor incentivou o aluno a encontrar
os termos negativos da sequéncia de Leonardo, a qual foi encontrado Le_; = —1 e ao

substituir na equacao o aluno conseguiu validar a propriedade.

E ainda, semelhantemente ao que foi realizado anteriormente, o aluno realizou a

demonstracao pelo método indutivo para Le(n, 1), como podemos ver na Figura 35.

Figura 35 — Fase de validagao pelo aluno G.

' is presenting

106_111543-convertido. pdf 618 -

5_111543-convertido pdf

Fonte: Dados da pesquisa

Dando continuidade aos bidimensionais da sequéncia de Leonardo, na Situacao-
problema 6 tem-se como objetivo estabelecer uma relagdo para os nimeros bidimensionais

na forma Le(n, m), em que os dois inteiros n,m € N.

Tendo conhecimento das propriedades visto na situacao anterior, Le(1,m) e Le(n, 1),

o aluno G, a principio encontrou os termos Le(n,2), Le(n,3), Le(n,4) com o intuito de
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encontrar um padrao entre esses termos, como podemos ver na Figura 36.

Figura 36 — Fase de agdo e formulagao pelo aluno G.

Fonte: Dados da pesquisa

Na Figura 37, o aluno G encontrou um padrao existente entre essas propriedades,

analisando os termos ja obtidos e formalizando a relacao Le(n, m). Com isso, tem-se que:
Le, +1 Le,+1 Le,+1 Le,_1+1,
Le(n,m) = |Le,. ‘ 2+ 4= 2+ -1 + 62+ = 21+ i

Figura 37 — Fase de agdo e formulagao pelo aluno G.

Fonte: Dados da pesquisa

Para a validagao, o aluno G utilizou o método de inducao matematica sobre n
e, também, sobre m. Na primeira etapa o aluno fixou n e realizou indugao sobre m, na

Figura 39 podemos ver a primeira etapa da inducao.
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Figura 38 — Fase de validacao pelo aluno G.

Fonte: Dados da pesquisa

Na Figura 39 tem-se o segundo passo da indugdo, onde o aluno supos que é valido

param < k+ 1, k > 1 e prova a validade para m = k + 1.

Figura 39 — Fase de validagao pelo aluno G.

Fonte: Dados da pesquisa

Assim, dando continuidade a prova, o aluno fixa m e realiza a indugao sobre n. Na

Figura 40 tem-se a primeira etapa da inducao, mostrando validade para n = 0.
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Figura 40 — Fase de validacao pelo aluno G.

Fonte: Dados da pesquisa

Por fim, na Figura 41, o aluno supo6s que é valido paran < k+ 1, k > 1 e prova
a validade para n = k 4+ 1. Portanto, o aluno G demonstrou a veracidade da relagao

bidimensional de Leonardo.

Figura 41 — Fase de validagao pelo aluno G.

Fonte: Dados da pesquisa

Por fim, foi realizado a institucionalizacao das situacoes 5 e 6 pelo professor, a qual
foi analisado as respostas dos alunos, onde foi possivel indicar e explicitar as propriedades

construidas. Nas situagoe-problema em questao foi possivel formalizar a complexificagao
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da sequéncia de Leonardo, a partir da insercao da unidade imaginaria 7, apresentando

propriedades e a relacao bidimensional de Leonardo.

Na Tabela 2, observa-se ainda a institucionaliza¢do dos conceitos matematicos
abordados nas situagoes-problemas propostas, em torno do processo de hibridizagao
das sequéncias lineares recursivas. Com isso, na primeira situagao-problema, foi possivel
realizar uma extensao da sequéncia para os niimeros inteiros negativos, estabelecendo a
sua férmula de recorréncia da sequéncia hibrida de Fibonacci com indices negativos. Na
segunda situacao-problema foi possivel estabelecer a férmula variante de Binet para os
numeros hibridos de Fibonacci. Na terceira situacao-problema, foi possivel estabelecer
a férmula variante de Binet para os nimeros hibridos de Leonardo, a partir de uma
associacao da formula de Binet dos hibridos de Fibonacci com a relagao dos hibridos de
Fibonacci e Leonardo. Na quarta situagao-problema, foi apresentado a funcao geradora
dos ntimeros hibridos de Mersenne, que permite a resolucao de recorréncias lineares com

coeficientes constantes.

Tabela 2 — Categorizagao das resolucoes das situacgoes-problema propostas referentes a
hibridizacao das sequéncias lineares recursivas.

Situagao-problema 1
Acao Estabelecer a recorréncia dos termos inteiros nao positivos da sequén-
cia hibrida de Fibonacci.
Formulacao Construcao da relacao recorrente: HF , = HF , .1 + HF , o,
Vn > 1.
Validacao Determinagao dos termos hibridos de Fibonacci com indices negati-
VOS.
Institucionalizacao | Criacao da relagao recorrente da sequéncia hibrida de Fibonacci
com indices negativos.
Situagao-problema 2
Acao Busca obter a férmula variante de Binet dos ntimeros hibridos de
Fibonacci, a partir de conhecimentos prévios.
Formulacao Construcao do sistema de equacao linear.
Validacao Resolugao do sistema de equagao obtendo os coeficientes com base
nas raizes do polinémio caracteristico.
Institucionalizacao | Estabelecimento da Formula variante d% Binet dos nimeros h%bridos
de Fibonacci HF,, = B = HEywo)ry — (HFy = HFy)o .
)
Situacao-problema 3
Acao Relacionar a formula de Binet dos hibridos de Fibonacci com a rela-
¢ao dos hibridos de Fibonacci e Leonardo para estabelecer formula
de Binet dos hibridos de Leonardo.
Formulagao Definir HF,,,; e substituir na relagdo HLe, = 2HF, ;1 — (1 +i+
e+ h).
Validagao Validagao da férmula variante de Binet para os ntiimeros hibridos
de Leonardo por inducao matematica.
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Institucionalizacao | Apresentar a féormula de Binet dada por: HLe, =
r1[2Az} — (L+i+e+h)]+x2[(1 +i+e+ h) — 2Bzl onde
T — X2 ’
Lot Vb R b Vb
L9 S N
Situacao-problema 4
Acao Obter da funcao geradora da sequéncia hibrida de Mersenne.
Formulacao Construgao da fungao geradora com base na relacao de recorréncia
da sequéncia hibrida de Mersenne.
Validacao Utilizacao das contantes presentes na recorréncia para obter e validar
a funcao geradora da sequéncia hibrida de Mersenne.
Institucionalizacao | Formalizacao da funcao geradora da sequéncia hibrida de Mersenne
HM() + (HMl — 3HMO>SC
G HM,, (JI) = 5 .
(1 — 3z + 22?%)

Fonte: Elaborado pela autora

Na Tabela 5 é entao realizada uma institucionalizacao referente ao processo de

hipercomplexificagao dos nimeros de Leonardo, revelados nas situagoes debatidas. Nao
obstante, na quinta situacao-problema, foi obtida duas propriedades referentes aos nimeros
bidimensionais de Leonardo, estas propriedades foram de suma importancia para que seja
possivel apresentar sua relacao bidimensional. Na sexta situacao-problema, foi apresentado
a relagao bidimensional da sequéncia, de forma generalizada, inserindo apenas uma unidade

imagindria 1.

Tabela 5 — Categorizagao das resolugoes das situagoes-problema propostas referentes a
hipercomplexificacao das sequéncias lineares recursivas.

Situagao-problema 5

Acao Estabelecer propriedades, variando n e m, para os nimeros bidi-
mensionais de Leonardo.
Formulagao Determinagao das propriedades Le(n, 1) e Le(1,m).
Validagao Validacao das propriedades dos nimeros bidimensionais de Leonardo
pelo principio da inducgao finita.
DT o Le(n) + 1Y .
Institucionalizacao | Formalizagdo de Le(n,1) = Le(n) + (T) ie Le(l,m) =
Le(m) + (Le(m —2 1)+ 1) ;
Situagao-problema 6
Acao Obter da relacao bidimensional de Leonardo a partir das proprieda-
des encontradas.
Formulacao Determinagao da forma bidimensional de Leonardo, com a insercao
da unidade imaginaria i.
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Validagao Validagao da forma generalizada bidimensional da sequéncia de
Leonardo, por meio do principio da inducgao finita.

Institucionalizacao | Relagdo ~ bidimensional de  Leonardo  Le(n,m) =
I Lem+1+Lem+1 1+Len+1Lem_1+1,
en-—5 5 5 5 i.

Fonte: Elaborado pela autora

Nesta secao foi feita uma analise e discussao das solugoes das situagoes-problema
propostas aos alunos do curso de Licenciatura em Matematica e, ainda categorizadas de
acordo com a Tabela 2 e Tabela 5. A ED admite dois tipos de validagdo: interna e externa.
Nesta pesquisa, a validagao foi realizada de forma interna, uma vez que teve foco nas
situagoes didaticas apresentadas, ou seja, esta pesquisa analisou apenas as produgoes e o
desempenho dos estudantes que foram observados nesta pesquisa, nao havendo comparagao

com producoes externas a esta aplicacao.

Com isso, na validagao desta pesquisa, foi realizada uma comparagao entre as fases
de andlise a priori e a posteriori baseado nos dados coletados durante a experimentacao.
Ressalta-se a fase de institucionalizacao da TSD, que possui uma grande importancia na
validacao da pesquisa, uma vez que é nesta etapa que ocorre a confirmacao do entendimento

dos alunos e a concepcao dos conceitos vistos em sala.

Todavia, durante a resolucao das situagoes-problema, foram identificados os obs-
taculos epistemoldgicos e cognitivos, atentando a dificuldade dos alunos em desenvolver
algumas situagoes, como trabalhar com os nimeros hibridos, uma vez que um nimero hi-
brido apresenta quatro unidades e, também, outra dificuldade apresentada pelos alunos foi
na validagao das situacoes pois muitos relataram nao saber utilizar o principio da inducao
finita. Todavia, para que esses obstaculos fossem superados, os alunos apresentavam suas
dificuldades e as informagoes obtidas na situagao, assim outros alunos compartilhavam

informagoes complementares, obtendo uma troca de conchecimento entres os estudantes.

Por fim, a partir da discussao dos dados coletados, nesta pesquisa permitiu com-
preender que os objetivos desta pesquisa foram alcangados, ocorrendo a validac¢ao interna.
Salienta-se que a pesquisa foi realizada de forma online o que impossibilitou uma interacao
maior entre os alunos e, por causa da oscilacao da internet, alguns alunos ndo conseguiram
participar de forma efetiva pois nao conseguiam se manter na reunidao. Por outro lado, a
utilizagdo do Google Meet possibilitou a coleta de dados, contribuindo para as fases de
experimentacao e validagao, nao prejudicando o andamento da pesquisa e finalizando este

estudo.
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Esta pesquisa parte de orientagoes didatico metodoldgicas fundamentadas na ED
e da TSD, assim foi realizada, uma anéalise preliminar do objeto matematico, a partir
de estudos encontrados em artigos cientificos que abrange sequéncias lineares recursivas,
numeros hibridos e niimeros hipercomplexos, publicados em peridédicos de Matematica

Pura, assim como narrativas histéricas por livros de HM.

Neste sentido, a partir do levantamento bibliografico, foi apresentado o campo
epistémico-matematico que enfatiza a hibridizacao e hipercomplexificacao de sequéncias
lineares recursivas. Nessa perspectiva, esta pesquisa foi iniciada no campo epistémico-
matematico que abrange a hipercomplexificacao das sequéncias de Fibonacci, Lucas, Pell,
Leonardo, Jacobsthal, Padovan, Perrin, Narayana, Mersenne e Oresme, apresentando suas
recorréncias, formulas de Binet, funcao geradora, forma matricial e extensao para indices
negativos, bem como a hipercomplexificacao de algumas destas sequéncias, abordando
sua relagao bi, tri e n-dimensional, a partir do aumento de dimensionalidade e inse¢ao de

unidades imaginarias. Com isso, foi almejado o primeiro objetivo especifico da pesquisa.

Nesse sentido, foi selecionado a hibridizacao e relagdo bidimensional de sequéncias
como um conteudo a ser transposto para o contexto didatico-cognitivo, ressaltando o seu
modelo historico e permitindo uma discussao dos conceitos e relagoes mateméaticas. Esta
pesquisa foi aplicada na disciplina de HM, no curso de Licenciatura em Matematica do
IFCE, apds andlisar a matriz curricular e observar que nesta disciplina permite discutir a

evolugao dos conceitos e das relagoes matematicas.

Durante a experimentacao foi possivel observar alguns obstaculos epistemolégicos
em relacao as situacoes propostas e quanto a sua validacao, foram superados por meio
de troca de informagoes e interagoes entre os alunos. Vale ressaltar que as construgoes
matematicas superam determinados obstaculos epistemolédgicos, dando origem a conceitos

matematicos nao conhecidos para algumas sequéncias estudadas.

Quanto aporte tedrico para nortear os percursos metodolégicos da pesquisa, foi
utilizado a ED, em complementariedade com a TSD, que contribuiu para a area da
matematica e de ensino, para a compreensao da hibridizacao e hipercomplexificacdo das
sequéncias. Dessa forma, vale ressaltar que a hibridizagao das sequéncias foram dadas
em torno da sua extensao, obtendo a construcao da sua forma matricial, polinémio
caracteristico, funcao geradora e férmula de Binet. O processo de hipercomplexificacao deu
inicio com a insercao de unidades imaginarias, destacando assim as relacoes recorrentes bi,

tri e n-dimensionais.
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Entretanto, diante do contexto da microengenharia didatica e transposicao didatica,
¢é importante observar que a hibridizagao e hipercomplexificacdo de sequéncias foram
estudadas em situagoes de ensino, baseada na TSD, por meio de situagdes-problema de
conteudos selecionados previamente, com o intuito de compreender o processo historico-

evolutivo, satisfazendo os dois tultimos objetivos especificos da pesquisa.

Destaca-se que durante a pesquisa ocorreram algumas limitagoes, uma vez que
a aplicacao foi realizada de forma remota e alguns alunos nao tinham uma conexao de
internet suficiente, assim perdendo alguns detalhes da aula e, também, o fato de que nem
todos os alunos conseguiram resolver todas as situacoes apresentadas. Por outro lado, os
alunos que nao apresentaram dificuldades foram muito solicitos aos demais, auxiliando da
maneira que lhe cabia e promovendo uma interacao entre os alunos, o que favoreceu ao

processo de aprendizagem.

Finalmente, esta pesquisa proporcionou aos alunos, professores em formagao inicial,
aumentar o seu repertorio de conhecimento de sequéncias lineares recursivas, nimeros
hibridos e niimeros hipercomplexos, através de relagoes matematicas. E ainda, permitiu o
desenvolvimento de um entendimento epistemoldgico-maeteméatico no ensino. Com isso,
espera-se que este trabalho sirva de referéncia para outras pesquisas que procuram explorar,
com a perspectiva da TSD, conteiidos matematicos que sao nao apresentados em curso de

Licenciatura em Matemaéatica.

Salienta-se ainda a expectativa de uma futura pesquisa referente a sequéncia de
Leonardo contando com a contribuicao de pesquisadores oriundos de Portugal, a saber
as professoras: Dra. Paula Maria Machado Cruz Catarino, Dra. Anabela Maria Ferreira
Borges Varela Rodrigues, Dra. Ana Paula Floréncio Aires e Dra. Helena Maria Barros de

Campos.
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APENDICE B - Termo de

Consentimento Livre e Esclarecido

. INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
INSTITUTO FEDERAL DO ESTADO DO CEARA -IFCE . .
PRO-REITORIA DE PESQUISA, POS-GRADUACAO E INOVACAO
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENSINO DE CIENCIAS E
MATEMATICA - PGECM

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

“Engenharia Didatica (ED): Um processo de hibridizag¢ao e hipercomplexificagao
de sequéncias lineares recursivas ”

Pesquisadora: Milena Carolina dos Santos Mangueira
Orientador: Dr. Francisco Regis Vieira Alves
1. Identificacédo

Vocé estad sendo convidado a participar como voluntario de uma pesquisa de
tema: “Engenharia Didatica (ED): Um processo de hibridizagéo e hipercomplexificagdo
de sequéncias lineares recursivas” pesquisado pela aluna Milena Carolina dos Santos
Mangueira. Este documento nominado de termo de consentimento livre e esclarecido,
visa assegurar os seus direitos como participante, sendo elaborado em duas vias, uma
que devera ficar com vocé e a outra com a pesquisadora.

Leia atentamente todo o documento, caso haja duvidas favor comunicar a
pesquisadora para que essas sejam sanadas. Vocé podera leva-lo para casa, a fim de
ler com mais calma e tranquilidade, consultando os seus familiares quando necessario.
N&o havera nenhum tipo de penalidade, caso ndo concorde em participar ou retirar a
sua autorizagdo em qualquer momento.

2. Justificativa e objetivos

Justifica-se esta pesquisa no fato de que livros de Histéria da Matematica nao
apresentam discussdes sobre os conceitos matematicos e as relagdes oriundas das
sequéncias lineares recursivas, tampouco sobre o processo de hibridizacdo e
hipercomplexificagdo das mesmas.

Obijetivo geral:
Explorar os comportamentos e obstaculos epistemoldgicos surgidos a partir da
aplicagdo das situagdes didaticas projetadas para o ensino da hibridizacéo e
hipercomplexificagdo de sequéncias lineares recursivas, comparando-as com as
previsdes iniciais.

Objetivos Especificos:

a. Identificar possiveis percursos metodolégicos para o ensino da
hibridizacdo e hipercomplexificagdo das sequéncias lineares
recursivas;

b. Examinar se a estrutura axiomatica e epistemologica natural do objeto
matematico: hibridizacdo e hipercomplexificagdo das sequéncias
lineares recursivas, com o objetivo de identificar as necessidades de
procedimentos de transposigao didatica ao longo do desenvolvimento
do assunto proposto.

Rubrica do pesquisador: Rubrica do participante:
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3. Procedimentos

Participando do estudo vocé sera convidado a:

v Participar da pesquisa que sera aplicada em forma de aulas com duragdo
de noventa (90) minutos, no Instituto Federal de Educagéo, Ciéncia e
Tecnologia do Estado do Ceara, campus Fortaleza.

v' A previsao de inicio das aulas de aplicacéo é de:

v As aulas serdo registradas através de fotos, gravacdes de audio e
anotacdes das produc¢des dos participantes.

v' Serdo aplicados questionarios, com situa¢des-problema propostos de
forma de lista de exercicios, com tempo de noventa (90) minutos para as
respostas.

v" Os dados coletados serdo utilizados somente para a pesquisa e os
resultados serdo mostrados através de revistas especializadas na area de
investigagdo e/ou encontros cientificos e na dissertagao do Programa de
Pés-Graduagdo em Ensino de Ciéncias e Matematica, promovido pelo
Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceara
(PGECM/IFCE) no campus Fortaleza, sem expor a identificagdo dos
participantes.

4. Desconfortos e Riscos

Vocé ndo deve participar deste estudo, caso venha sentir-se constrangido com
algum dos procedimentos anteriormente citados, tendo a liberdade de deixar de
participar do estudo em qualquer momento, sem haver nenhum prejuizo para a sua
conduta.

5. Beneficios

Os participantes terao a oportunidade de participar de situagdes didaticas
possibilitando aos discentes da Licenciatura em Matematica desenvolver uma
concepcgao epistemoldgica da Historia da Matematica através de estudos de definigbes,
teoremas e propriedades matematicas inerentes a Hibridizag&o e Hipercomplexificagdo
de Sequéncias Lineares Recursivas. Assim, contribuirdo com a formacgao inicial dos
professores.

6. Acompanhamento e Assisténcia

O participante tem a garantia ao acesso, em qualquer etapa do estudo para
esclarecimentos de eventuais duvidas na instituicdo em que vocé estuda. Para maiores
informacdes nosso contato € (84) 9 96099333, e-mail: milenacarolina24@gmail.com.

7. Sigilo e Privacidade

Vocé tem a garantia de que a sua identidade sera mantida em sigilo € nenhuma
informacao sera dada a terceiros que nao faga parte da equipe de pesquisadores.
Durante a divulgacao dos resultados desse estudo, 0 seu nome nao sera revelado.

Rubrica do pesquisador: Rubrica do participante:
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Ressarcimento e Indenizagao

Nao existirdo despesas para o participante em qualquer fase da pesquisa e
também o mesmo ndo recebera nenhuma remuneracéo para participar do estudo. Vocé
tera garantia ao direito de indenizagao caso algum dos itens anteriores seja violado.

8. Contato

Em caso de duvidas sobre a pesquisa, vocé podera entrar em contato com a
pesquisadora Milena Carolina dos Santos Mangueira pelo celular (84) 9 96099333 ou
pelo e-mail: milenacarolina24@gamail.com. Em caso de duvidas e reclamagdes sobre a
sua participacao, além de questdes de éticas do estudo, vocé devera entrar em contato
com a secretaria do Comité de Etica e Pesquisa (CEP) do IFCE, das 8h as 12h e das
13h as 17h, localizada na Rua Jorge Dumar, n° 1703, Jardim América, no IFCE Reitoria,
Fortaleza-CE, 60410-426, fone: (85) 34012332, e-mail: cep@ifce.edu.br

9. Observacdes Finais

Ao assinar este termo, o participante concorda voluntariamente em participar
desta pesquisa e permite o registro de fotos, audios e anotacbes de suas produgdes
durante a aplicagdo da pesquisa, desde que possa retirar seu consentimento a qualquer
momento sem penalidade ou prejuizos de qualquer natureza.

10.Consentimento Livre e Esclarecido

Apos ter recebido esclarecimentos sobre a natureza da pesquisa, seus objetivos,
métodos, beneficios previstos, potenciais de riscos e o incbmodo que esta possa
acarretar, aceito participar e declaro estar recebendo uma via original deste documento
assinada pelo pesquisador e por mim, tendo todas as folhas por nés rubricadas:

Nome do(a) participante:

e-mail (opcional):

(Assinatura do participante ou nome e assinatura do seu RESPONSAVEL LEGAL)

Data: / /

Rubrica do pesquisador: Rubrica do participante:

Pagina 3 de 4






255

& INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA
INSTITUTO FEDERAL DO ESTADO DO CEARA -IFCE _ -
PRO-REITORIA DE PESQUISA, POS-GRADUAGAO E INOVAGAO
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM ENSINO DE CIENCIAS E
MATEMATICA - PGECM

Responsabilidade do Pesquisador:

Asseguro ter cumprido as exigéncias da resolugdo 466/2012 CNS/MS e
complementares na elaboragdo do protocolo e na obtencdo deste Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido. Asseguro também, ter explicado e fornecido uma
via deste documento ao participante. Informo que o estudo foi aprovado pelo CEP
perante o qual o projeto foi apresentado e pela CONEP, quando pertinente.
Comprometo-me a utilizar o material e os dados obtidos nesta pesquisa exclusivamente
para as finalidades previstas neste documento ou conforme o consentimento dado pelo
participante.

Pesquisadora,

Milena Carolina dos Santos Mangueira

Fortaleza, de de

Rubrica do pesquisador: Rubrica do participante:
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ANEXO A - Matriz Curricular do Curso
de Licenciatura em Matematica do

Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e
Tecnologia do Ceara (IFCE)

- INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA DO CEARA
DIRETORIA DE ENSINO
i Matrizes Curriculares
.}. Ily\:grrmo FEDERAL
Matriz
3908 - Licenciatura em Matematica IV (2012/1) |
Curso
01402 - Licenciatura em Matem ética |
Nivel Periodicidac Regim ituaca Per. Letivo Inicial4-C.H. Disciplinas:
Superior Periodo Nao-seriado Matriz em Vigor 201211 TSOOO —|
Per. Componentes Curriculares Co-R: isi ::rrég:a Pretrequisitos
Cédigo Descricao Nucleo|OPT| Hab. [Cred.|
1 01.402.01 GEOMETRIA PLANA E CONSTRUGOES GEOMETRICAS coM | N[ 57 [ 4 0 80
1 01.402.02 MATEMATICA DISCRETA coM | N[ 57 [ 4 0 80
1 01.402.03 MATEMATICA ELEMENTAR | coM | N[ 57 [ 4 0 80
1 01.402.04 HISTORIA DA EDUCAGAO NO BRASIL coM | N[ 57 [ 2 0 40
1 01.402.05 COMUNICAGAO E LINGUAGEM coM | N[ 57 [ 3 0 60
1 01.402.06 INICIACAO A FILOSOFIA coM | N[ 57 [ 3 0 60
2 01.402.07 CALCULO | coM | N[ 57 [ 4 0 80 [LLs02008
2 01.402.08 LABORATORIO DE ENSINO DE MATEMATICA coM | N[ 57 [ 2 0 40
2 01.402.09 MATEMATICA ELEMENTAR Il COM | N [ 57 [ 4 0 80 [EEAGEI S
2 01.402.10 FUNDAMENTOS SOCIOFILOSOFICOS DA EDUCAGAO coM | N[ 57 [ 4 0 80
2 01.402.11 PSICOLOGIA DO DESENVOLVIMENTO coMm | N[ 57 [ 2 0 40
2 01.402.12 LIBRAS CoM | N [ 57 [ 2 0 40
9 01.402.13 METODOLOGIA DO TRABALHO CIENTIFICO | CoM | N [ 57 [ 2 0 40
3 01.402.14  |ALGEBRA LINEAR com | N[ 57 [ 4 0 80 o1402.00
3 01.402.15 CALCULO Il COoM | N [ 57 [ 4 0 80 L0207
3 01.402.16 INFORMATICA APLICADA AO ENSINO DA MATEMATICA CoM [ N | 57 4 0 80 01:402.01+01402.07
3 01.402.17 PROJETOS SOCIAIS coM | N[ 57 [ 2 0 40
3 01.402.18 POLITICAS EDUCACIONAIS coM | N[ 57 [ 3 0 60
3 01.402.19 PSICOLOGIA DA APRENDIZAGEM coM | N[ 57 [ 3 0 60 R

13/01/2014 11:01
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INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAGAO, CIENCIA E TECNOLOGIA DO CEARA
DIRETORIA DE ENSINO
Matrizes Curriculares
INSTITUTO FEDERAL
GEARA
4 01.402.20  [CALcULOIlI coM [N 57 [ 4 0 80 0140214014028
4 01.402.21 GEOMETRIA ESPACIAL E PROJETIVA coMm [N | 57 [ 4 0 80 g Ry
4 01.402.22 METODOLOGIA DO ENSINO DA MATEMATICA COM | N [ 57 [ 4 0 80 44021053 0140240
4 01.402.23 TEORIA DOS NUMEROS CoM [ N | 57 4 0 80 PiA02:0%
4 01.402.24  |DIDATICA GERAL com [N |57 | 4 0 80
5 01.402.25 CALCULO IV COM | N [ 57 [ 4 0 80 1402220
5 01.402.26 ESTRUTURAS ALGEBRICAS CoM [ N | 57 4 0 80 =
5 01.402.27  |CURRICULOS E PRATICAS EDUCATIVAS com [N| 57 [ 3 0 60
5 01.402.28 MECANICA NEAWTONEANA COM | N [ 57 [ 4 0 80 paisas
5 01.402.20  [ESTAGIO| com [N | 57 | 5 0 100
6 01.402.30  |[EDO E SERES coMm [N | 57 [ 4 0 80
6 01.402.31 HISTORIA DA MATEMATICA coM [N | 57 | 4 0 80 (1140201401 4023 11402:20
6 01.402.32  [ELETRICIDADE E MAGNETISMO coM [N | 57 [ 4 0 80 01402225 01:402,28
6 01.402.33  [ESTAGIO|I coMm [N| 57 [ 8 0 160
7 01.402.34 CALCULO NUMERICO coM [N | 57 | 4 0 80 Pr.40220
7 01.402.35  [FUNCOES DE UMA VARIAVEL COMPLEXA coMm [N | 57 | 4 0 80 [ s0zz5 0tA0Z20
7 01.402.36  |METODOLOGIA DO TRABALHO CIENTIFICO Il coMm [N |57 [ 2 0 40 iAoz
7 01.402.37  |ESTAGIONII coM [N |57 [ 7 0 140
7 01.402.38  [OPTATIVA 71 com [s| 57 | 3 0 60
8 01.402.39  [INTRODUGAO A ANALISE com [N | 57 | 4 0 80
8 01.402.40  |[PROBABILIDADE E ESTATISTICA com [N | 57 | 4 0 80 [pAoR02 Eatn2sE
8 01.402.41 PROGRESSOES E MATEMATICA FINANCEIRA com [N| 57 [ 3 0 60
8 01.402.42  [OPTATIVA 81 com [s| 57 | 4 0 80
8 01.402.43  |[TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO com [N |57 [ 2 0 40
Créd. Carga Horaria
Cédigo Sigla  Habilitaga Basica Obrig. Estigio Optativa Eetiva At. Comp. Proj. Final Min. Créd.|
57 57  DISC. BASICAS - LICENCIATURA EM MATEMATICA Sim 0 0 0 0 0
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ANEXO B - Ementa da disciplina de

Vilido somente com assinatura e carimbo do IFCE

Historia da Matematica

@8 INSTITUTO FEDERAL DO CEARA-IFCE
@ CAMPUS FORTALEZA
@88 DIRETORIA DE ENSINO
B® CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

PROGRAMA DE UNIDADE DIDATICA — PUD

DISCIPLINA: HISTORIA DA MATEMATICA

Caodigo:

Carga Horiria Total: 80 h Tedrica: 70 h Pratica Como Componente Curricular: 10 h
Nimero de Créditos: 4

Cédigo pré-requisito: Geo Plana e Cons. Geom, Célculo II e Teoria dos Nimeros
Semestre: 6°

Nivel: Graduagio

EMENTA

Estudo do conceito, desenvolvimento histérico e representagdes do nimero. O desenvolvimento da Matematica
nas diversas civiliza¢des ao longo da histéria. Vida obra e contexto histérico dos principais matemdticos e suas
contribui¢des para o desenvolvimento da Matematica. Histéria da Matemética no Brasil.

OBJETIVO

- Levar o aluno a compreender o desenvolvimento da Matemdtica de acordo com o contexto histdrico e social e
fazer conexdes com as metodologias de ensino e propostas curriculares;

- Conhecer os principais matemdticos e suas principais contribuicdes no desenvolvimento do conhecimento
matematico ao longo da histéria;

- Utilizar o conhecimento da Histéria da Matematica para aprimorar o ensino de forma critica e contextualizada;

- Entender o desenvolvimento da Histéria da Matematica no Brasil.

PROGRAMA

1. O conceito de niimero e os sistemas de numeracéo.

2. O desenvolvimento histérico da dlgebra, Geometria e Aritmética nas diferentes épocas e civilizagdes.

3. Principais matemdticos da histdria e suas contribui¢des para o desenvolvimento da Matemdtica.

4. Histéria da Matemdtica no Brasil.

METODOLOGIA DE ENSINO

Aulas expositivas, semindrios, debates, apresentagéo de videos e pesquisa.

AVALIACAO

Provas, trabalhos, semindrios e avalia¢do continua.

BIBLIOGRAFIA BASICA

- EVES, Howard. Introducio a Histéria da Matematica. Campinas-SP: Editora Unicamp, 2004.
- BOYER, Carl B. Histéria da Matemitica. 2° ed. Sio Paulo: Edgard Bliicher, 2006.
- D’AMBROSIO, Ubiratan. Uma Histéria Concisa da Matematica no Brasil. Petrépolis-RJ: Vozes, 2008.

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR

- MENDES, L. A. O uso da Histéria no Ensino da Matematica: reflexdes teoricas e experiéncias. Belém:
EDUEPA, 2001.
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Valido somente com assinatura e carimbo do IFCE

B8 INSTITUTO FEDERAL DO CEARA-IFCE
@ CAMPUS FORTALEZA
@88 DIRETORIA DE ENSINO
B8 CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

- MIGUEL, Antdnio et. al. Histéria da Matematica em Atividades Didaticas. Sdo Paulo: Livraria da Fisica
Editora, 2009.

Coordenador do Curso Setor Pedagogico
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ANEXO C - Parecer do Comité de Etica
da Pesquisa

INSTITUTO FEDERAL DE
EDUCAGAO, CIENCIA E QW“P
TECNOLOGIA DO CEARA

PARECER CONSUBSTANCIADO DO CEP

DADOS DO PROJETO DE PESQUISA

Titulo da Pesquisa: Engenharia Didatica (ED): Um processo de hibridizacdo e hipercomplexificagdo de
sequéncias lineares recursivas.

Pesquisador: MILENA CAROLINA DOS SANTOS MANGUEIRA

Area Tematica:

Versdo: 2

CAAE: 30045720.7.0000.5589

Instituicdo Proponente: INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIA E TECNOLOGIA DO CEARA

Patrocinador Principal: Financiamento Préprio

DADOS DO PARECER

Nuamero do Parecer: 4.066.001

Apresentacao do Projeto:
Esta razoavelmente bem apresentado. Consegue inserir o leitor na tematica.

Objetivo da Pesquisa:

Desenvolver uma Engenharia Didatica utilizando a hibridizagéo e a hipercomplexificacdo de sequéncias
como contetidos matematicos a fim de realizar uma transposigao didatica desse contetdo, ou seja, explorar
os comportamentos e obstaculos epistemoldgicos surgidos a partir da aplicagao das situagdes didaticas
projetadas para o ensino da hibridizagao e hipercomplexificagdo de sequéncias lineares recursivas através
de teoremas e propriedades, comparando-as com as previsdes iniciais.

Avaliagdo dos Riscos e Beneficios:

Desconfortos e Riscos

Vocé néo deve participar deste estudo, caso venha sentir-se constrangido com algum dos procedimentos
anteriormente citados, tendo a liberdade de deixar de participar do estudo em qualquer momento, sem haver
nenhum prejuizo para a sua conduta.

Beneficios

Os participantes terdo a oportunidade de participar de situagdes didaticas possibilitando aos discentes da
Licenciatura em Matematica desenvolver uma concepgao epistemolégica da Histéria

Enderego: Rua Jorge Dumar, n° 1703

Bairro: Jardim América CEP: 60.410-426
UF: CE Municipio: FORTALEZA
Telefone: (85)3401-2332 E-mail: cep@ifce.edu.br
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ONN INSTITUTO FEDERAL DE
- EDUCAGAO, CIENCIAE ‘GG o™
1 TECNOLOGIA DO CEARA

Continuagao do Parecer: 4.066.001

da Matematica através de estudos de definigdes, teoremas e propriedades matematicas inerentes a
Hibridizagdo e Hipercomplexificagcdo de Sequéncias Lineares Recursivas. Assim, contribuirdo com a
formacgao inicial dos professores.

Comentarios e Consideracdes sobre a Pesquisa:

Apesar da amostra pequena considerada para o experimento a pesquisa apresenta uma tematica
interessante e contribuird para a melhoria da transferéncia de conhecimento na matematica.
Consideracdes sobre os Termos de apresentacao obrigatoria:

Est&o a contento.

Recomendacdes:
Dizer a forma como os alunos seréo selecionados para o estudo.

Conclusdées ou Pendéncias e Lista de Inadequacdes:
N&o ha pendéncias

Consideracoes Finais a critério do CEP:

E importante ressaltar que, caso alguma Instituicdo Coparticipante possua Comité de Etica em Pesquisa
(CEP), o projeto, também, devera ser avaliado no CEP da Instituicdo Coparticipante, apés a aprovagéo no
CEP da Instituicdo Proponente, devendo o pesquisador aguardar, também, a aprovagéo na Instituicao
Coparticipante antes de iniciar sua pesquisa. Logo, recomenda-se/solicita-se que o pesquisador efetue essa
verificagéo.

Este parecer foi elaborado baseado nos documentos abaixo relacionados:

Tipo Documento Arquivo Postagem Autor Situacao
Informagdes Basicas| PB_INFORMACOES_BASICAS_DO_P | 28/04/2020 Aceito
do Projeto ROJETO_1517729.pdf 14:35:04
Cronograma cronograma_novo.pdf 28/04/2020 [MILENA CAROLINA | Aceito

14:34:34 |DOS SANTOS
MANGUEIRA
TCLE / Termos de |termo_de_consentimento_livre.docx 17/04/2020 |MILENA CAROLINA | Aceito
Assentimento / 13:02:27 |DOS SANTOS
Justificativa de MANGUEIRA
|Auséncia
Projeto Detalhado/ |PROJETO_FINAL.docx 17/04/2020 |MILENA CAROLINA | Aceito
Brochura 12:58:23 |DOS SANTOS
Investigador MANGUEIRA
Declaragéo de INFRAESTRUTURA.pdf 07/03/2020 [MILENA CAROLINA | Aceito

Endereco: Rua Jorge Dumar, n® 1703

Bairro: Jardim América CEP: 60.410-426
UF: CE Municipio: FORTALEZA
Telefone: (85)3401-2332 E-mail: cep@ifce.edu.br
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==. INSTITUTO FEDERAL DE
X = Plataforma
-1+ EDUCACAO, CIENCIAE ‘G gras
== TECNOLOGIA DO CEARA
Continuagao do Parecer: 4.066.001
Instituicdo e INFRAESTRUTURA.pdf 10:59:17 DOS SANTOS Aceito
Infraestrutura MANGUEIRA
Folha de Rosto FOLHA_DE_ROSTO.pdf 07/03/2020 |MILENA CAROLINA Aceito
10:58:18 DOS SANTOS
MANGUEIRA
Qutros COMPROMISSO_RESULTADOS.pdf 03/03/2020 |MILENA CAROLINA | Aceito
11:02:10 DOS SANTOS
MANGUEIRA
Outros DECLARACAO_GARANTIA_BENEFICI 03/03/2020 |MILENA CAROLINA Aceito
O.pdf 10:53:01 DOS SANTOS
MANGUEIRA
Orgamento ORCAMENTO.pdf 03/03/2020 |MILENA CAROLINA Aceito
10:46:25 DOS SANTOS
MANGUEIRA

Situacao do Parecer:
Aprovado

Necessita Apreciacdo da CONEP:
Nao

FORTALEZA, 03 de Junho de 2020

Assinado por:

Jefté Ferreira da Silva
(Coordenador(a))

Endereco: Rua Jorge Dumar, n® 1703

Bairro: Jardim América CEP: 60.410-426

UF: CE Municipio: FORTALEZA

Telefone: (85)3401-2332 E-mail: cep@ifce.edu.br
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