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Resumo

Este trabalho introduz trés novas propostas para a maquina de aprendizagem minima (M-
nimal Learning Machine, MLM), chamadas de overlap removed MLM (OR-MLM), fuzzy C-
means MLM (FCM-MLM) e a maquina de aprendizagem minima de peso leve (Lightweight
Minimal Learning Machine, LW-MLM), onde as duas primeiras versoes utilizam algo-
ritmos de agrupamento na etapa de selecdo de pontos de referéncia (reference points,
RPs), enquanto que no LW-MLM a etapa de selecao de RPs é ignorada. O procedimento
basico de treinamento do MLM esta relacionado a selecao de um subconjunto de padroes
de treinamento, chamados de pontos de referéncia. Tal subconjunto é utilizado para a
realizagdo de um mapeamento entre as configuragoes geométricas das amostras (pontos de
entrada) e seus rétulos (pontos de saida) correspondentes. A proposi¢ao original sugere
que a selecao dos pontos de referéncia seja feita de maneira aleatéria, deixando a cargo
do utilizador apenas a definicdo do ntimero de pontos a serem utilizados. O método de
busca em grade, combinado a validacao cruzada, pode ser utilizado para sele¢ao automéa-
tica da quantidade de pontos. Porém, esse método de selecao frequentemente acarreta
uma escolha inadequada dos pontos de referéncia, fazendo com que amostras ruidosas
ou mesmo discrepantes componham tal subconjunto. Além disso, a utilizacao de todo
o conjunto de treinamento como RPs resulta em um modelo sobreajustado (overfitted).
Por este motivo, as propostas OR-MLM e FCM-MLM apresentam novas abordagens que
buscam escolher um melhor subconjunto como RPs, porém com o custo de algortimos
externos para isso. A fim de superar o problema na escolha de pontos de referéncia e
evitar overfitting, o LW-MLM apresenta uma versao regularizada do MLM em que cada
padrao é penalizado individualmente, além de modificar a etapa de predicdo de novos
padroes, reduzindo a quantidade de computos inerentes ao processo de multilateracao da
proposta original. As propostas foram validadas com a realizacao de experimentos com
conjuntos de dados do mundo real e artificiais. Os experimentos computacionais atestam o
desempenho satisfatérios do LW-MLM quanto a capacidade de generalizagao e redugao
de complexidade, em comparativo com outras versdes do MLM e demais regressores da
literatura, e os experimentos para o OR-MLM e FCM-MLM também atestam a qualidade

do modelo perante outras versoes de classificadores da maquina de aprendizagem minima.

Palavras-chave: Aprendizagem de maquina. Aprendizagem supervisionada. Maquina de

aprendizagem minima.






Abstract

This work introduces three new proposals for the minimal learning machines (MLM), called
overlap removed MLM (OR-MLM), fuzzy C-means MLM (FCM-MLM) and the lightweight
minimal learning machine (LW-MLM), where the first two versions use clustering algorithms
in the references points (RPs) selection step, whereas in LW-MLM the RPs selection step is
ignored. The original proposition suggests that the selection of the reference points be done
in a random way, leaving only the definition of the number of points to be used to the user.
The grid search method, combined with cross-validation, can be used to automatically
select the number of points. However, this selection method often leads to an inadequate
choice of reference points, causing noisy or even discrepant samples to make up such a
subset. In addition, the use of the entire training set as PRs results in an overfitted model.
For this reason, the OR-MLM and FCM-MLM proposals present new approaches that seek
to choose a better subset as RPs, but at the cost of external costs. In order to overcome the
problem of choosing benchmarks and avoid overfitting, LW-MLM features a regularized
version of MLM where each pattern is penalized individually, and modifies the prediction
step of new patterns, reducing the number of computations inherent in the multilateration
process of the original proposal. The proposals were validated by conducting experiments
with real-world and artificial data sets. Computational experiments attest to the satisfactory
performance of LW-MLM in terms of generalizability and complexity reduction compared
to other versions of MLM and other literature regressors, and experiments for OR-MLM
and FCM-MLM also attest to the quality of the model against other versions of the

minimum learning machine classifiers.

Palavras-chave: Machine learning. Supervised learning. Minimal learning machine.
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1 Introducao

O reconhecimento de padroes é essencial em diversas areas e ha muito vem sendo
utilizado para encontrar novas informacoes a partir dos dados. Esta area preocupa-se
com a descoberta automatica de padroes em dados através do uso de algoritmos e com o
uso desses padroes para realizar acoes como classificar os dados em diferentes categorias
ou estimar um valor continuo em fun¢ao do valor de entrada (BISHOP, 2007). O uso
destes algoritmos estdo presentes na pesquisa cientifica de diversas areas de estudo,
tais como estatistica, processamento e analise de sinais e imagens, visao computacional,
bioinformética, automagao industrial e no auxilio de diagndsticos médicos (THEODORIDIS,
2015).

Através do reconhecimento de padroes é possivel detectar e descobrir uma provavel
estrutura oculta e padroes de regularidade nos dados. Essa informagao, por sua vez, nos
permite analisar e compreender a natureza dos dados, que entdao podem ser utilizados
para fazer previsoes futuras (THEODORIDIS, 2015). Além disso, é de grande importancia
para a area de reconhecimento de padrées desenvolver algoritmos eficientes para projetar
os modelos e também para andlise e previsao, sendo este ltimo muito importante, pois
na era do big data, temos que lidar com quantidades massivas de dados e que também
podem ser representados em espacos de dimensdes muito grandes. A analise de dados
para tais aplicacoes define a exigéncia de que os algoritmos sejam computacionalmente
eficientes e, a0 mesmo tempo, robustos em seu desempenho, pois alguns desses dados estao
contaminados com elevado nivel de ruido e também, em alguns casos, os dados podem ter

valores ausentes.

O nome aprendizagem de méaquina ganhou popularidade ha pouco tempo, e esse
nome sugere o uso de uma maquina (computador) para aprender algo, em analogia com
o modo como o cérebro aprende e prevé. Em alguns casos, os métodos sao diretamente
inspirados na maneira como o cérebro funciona, como é o caso das redes neurais ar-
tificiais. O tipo de aprendizagem pode ser dividido em quatro categorias, a saber: (i)
aprendizagem supervisionada, (ii) aprendizagem nao supervisionada, (iii) aprendizagem

semi-supervisionada e (iv) aprendizagem por reforgo.

A aprendizagem supervisionada é a abordagem na qual o modelo encontra uma
fungao a partir de um conjunto de dados rotulados. O objetivo é encontrar os parametros
otimos que ajustem um modelo que possa prever rétulos desconhecidos em novas amostras
nao rotuladas. Esta abordagem pode ser utilizada parra dois tipos de problemas. Primeiro,
em problemas de regressao, o modelo prevé os resultados em uma saida continua, o que

significa que esta mapeando varidveis de entrada para alguma fungdo continua. E o outro
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tipo de tarefa sao os problemas de classificacao, onde o modelo prevé os resultados em

uma saida discreta. Em outras palavras, este tipo de problema mapeia variaveis de entrada

em categorias distintas (THEODORIDIS, 2015).

Enquanto isso, a aprendizagem nao supervisionada nos permite abordar problemas
nos quais nao temos conhecimentos prévios sobre os dados, ou seja, sem categorias ou saida
continua esperada. O objetivo dessa abordagem é observar algumas similaridades entre as
amostras e identifica-los em grupos apropriados. Algumas amostras podem diferir bastante

de todos os grupos e, deste modo, podemos assumir que estas amostras sao anomalias do
conjunto de dados (DUDA; HART; STORK, 2001).

A aprendizagem semi-supervisionada inclui ambas abordagens descritas acima: tal
abordagem utiliza amostras rotuladas e nao-rotuladas. A aprendizagem semi-supervisionado
pode ser utilizado para tarefas de classificacdo ou regressao nas amostras rotuladas, ou
tarefas de agrupamento quando se utilizam as amostras nao rotuladas, sendo as amostras
rotuladas responséveis por auxiliar o processo de formacao destes grupos (SANCHES,
2003).

A aprendizagem por reforgo é a abordagem de aprendizagem de maquina em que
seu treinamento se baseia no oferecimento de recompensas e punic¢oes, no qual nao precisa
especificar como uma tarefa deve ser realizada. Entende-se como o problema encontrado

por um modelo que deve aprender como se comportar em uma tarefa dindmica através de
interagoes do tipo “tentativa e erro” (SUTTON; BARTO, 1998).

Uma complicacao frequente na aprendizagem supervisionada é quando o modelo
aprendeu as informagoes somente das amostras vistas no treinamento, sendo incapaz de
utilizar seu aprendizado em novos padrdes nao vistos, ou seja, quando o modelo ¢é incapaz
de generalizar bem os dados. Com o intuito de evitar este sobreajuste, é comum utilizar
técnicas matematicas de regularizacao sobre o modelo. Esta abordagem ¢ capaz de reduzir
a complexidade de um modelo penalizando grandes parametros individualmente, sem haver
a necessidade de remover caracteristicas ou amostras do conjunto de treinamento (JAMES
et al., 2013).

A méquina de aprendizagem minima (MLM) é uma proposta recente de um
algoritmo de aprendizagem supervisionada, no qual pode ser aplicado em problemas de
classificagao e aproximagao de fungoes (SOUZA et al., 2015). Esta técnica vem sendo
aplicada em diversos tipos de problemas do mundo real, tais como a deteccao de falhas
em motores (COELHO et al., 2014), localizagao de robds méveis (MARINHO et al., 2017)
e cinematica inversa de robos (MELO, 2015).

O funcionamento da MLM se baseia na pressuposicao da existéncia de um mapea-
mento entre as configuragoes geométricas de pontos do espaco de entrada e as configuragoes

geométricas dos respectivos pontos no espaco de saida. Este mapeamento é obtido na etapa
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de treinamento do modelo. Uma das etapas do processo de treinamento da maquina de
aprendizagem minima é a detecgao de pontos de referéncia (reference points, RPs). Esses
pontos sao um subconjunto de padroes que compoem o conjunto de dados de treinamento,
a partir dos quais sao calculadas as distancias para todas as outras amostras de treinamento

no espago de entrada (atributos) e de saida (valor desejado).

As matrizes que armazenam as distancias de cada padrao de treinamento para todos
os RPs sdo chamadas de matrizes de distancias de entrada e de saida. A aprendizagem da
MLM ¢ realizado através da determinacao de um modelo de regressao linear entre essas
duas matrizes de distancia. Dessa forma, dado um ponto no espacgo de entrada, pode-se
calcular a localizagao deste ponto no espacgo de saida, através do modelo de regressao
aprendido (SOUZA et al., 2015).

A formulagao original do algoritmo de treinamento de uma maquina de aprendiza-
gem minima estabelece que a escolha dos RPs seja realizada de maneira aleatéria, deixando
a cargo do utilizador apenas a defini¢do do niimero de pontos utilizados (SOUZA et al.,
2015). Dessa forma, a escolha do niimero de pontos necessarios ¢ realizada via tentativa e

€rro.

Por conta disso, este trabalho apresenta duas propostas para contornar este pro-
blema. Estas propostas que serdao apresentadas a seguir, utilizam algoritmos externos
capazes de selecionar o melhor subconjunto para ser utilizado como RPs. Porém, adicionar
algoritmos externos podem aumentar consideralmente os custos de se treinar um bom
modelo, principalmente quando se utilizam conjuntos de dados com muitas amostras.
Tendo isso em vista, nossa terceira proposta busca diminuir a complexidade do modelo
removendo a necessidade escolher o melhor subconjunto para utilizar como RPs. Ou
seja, nosso modelo utiliza todos os padroes como RPs, mas nossa formulagao é robusta o

suficiente para que nao ocorra sobreajuste do modelo aos dados de treinamento.

Neste trabalho serdo apresentadas simulagoes acerca de nossas propostas, com
o intuito de validar a qualidade e o desempenho daquelas. Para isso, serao realizados
varios experimentos distintos, nos quais cada um abordara caracteristicas especificas das
propostas. Também serao levantadas questdes sobre a sua similaridade com outras versoes
da MLM, além de comparar os resultados com outros modelos disponiveis na literatura.
As comparagoes serao realizadas sobre conjuntos de dados reais que estao disponiveis na

literatura.

1.1 Objetivo Geral da Dissertacao

Este trabalho tem como objetivo geral apresentar novas abordagens para a maquina
de aprendizagem minima, visando resolver algumas de suas limitacoes em relagao a escolha

do melhor subconjunto para ser utilizado como pontos de referéncias, além de propor um
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melhoria no método de predi¢ao para diminuir a quantidade de computos.

1.2

lares:

1.3

volvidos.

1.4

Objetivos Especificos

Em seu sentido mais especifico, esta dissertagdo tem os seguintes objetivos particu-

Elaborar uma revisao bibliogréafica acerca de métodos de regressao.

Apresentar duas novas abordagens para a maquina de aprendizagem minima
que utilizam um algoritmo externo para selecao de pontos de referéncia.

Além disso, apresentar uma terceira abordagem para a maquina de aprendizagem
minima que dispensa a escolha dos pontos de referéncia.

Discutir sobre a influéncia do ntimero de pontos de referéncia sobre o erro na
etapa de predicao.

Validar a qualidade dos modelos apresentados comparando-os com outras versoes
da maquina de aprendizagem minima e outros modelos de aprendizagem de

maquina.

Producao cientifica

Como base para o trabalho dessa dissertagao, os seguintes trabalhos foram desen-

FLORENCIO, J. A. V.; DIAS, M. L. D.; ROCHA NETO, A. R. Um novo
méetodo baseado em prototipos para selecao de pontos de referéncia em maquinas
de aprendizado minimo (CBIC). Niter6i, Rio de Janeiro, Brasil, 2017.
FLORENCIO, J. A. V.; DIAS, M. L. D.; ROCHA NETO, A. R.; SOUZA
JUNIOR, A. H. A Fuzzy C-means-based Approach for Selecting Reference Points
in Minimal Learning Machines. In: North American Fuzzy Information Processing
Society Annual Conference, NAFIPS, Fortaleza, Cearda, Brasil, 2018, Springer,
Cham, 2018. p. 398-407.

José A. V. Floréncio; Saulo A. F. Oliveira; Joao P. P. Gomes; Ajalmar R. Ro-
cha Neto. A new perspective for Minimal Learning Machines: A lightweight
approach. Neurocomputing (2019). (Submetido)

Estrutura da Dissertacao

O restante dessa dissertacao esta dividido em quatro capitulos: fundamentagao

tedrica, maquina de aprendizagem minima, experimentos e discussoes, e conclusao. Todos

os conceitos sao detalhados e sempre associados a area de aprendizagem de méaquinas.
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O Capitulo 2 inicia com uma detalhamento acerca do problema de aprendizagem
supervisionada de aproximacao de funcgoes, classificacdo e agrupamento de dados. Além
disso, é discutido sobre a importancia da regularizagao de modelos de aprendizagem de
maquina. O capitulo encerra com a apresentacao de alguns modelos considerados como
estado da arte na literatura de aprendizagem de méaquina e que serao utilizados para

comparar com nossas propostas.

No Capitulo 3 ¢é apresentado os métodos propostos nesse trabalho. O capitulo inicia
com uma explicagao sobre as maquinas de aprendizagem minimas e uma explanagao das
limitacoes de seu método padrao de treinamento. Também ¢é discutido sobre algumas
variacoes da MLM que ja foram apresentadas na literatura. Apds isso, é apresentada as

abordagem propostas.

Os experimentos e resultados obtidos com os método propostos sao apresentados no
Capitulo 4. Foram realizados varios experimentos a fim de avaliar a qualidade dos modelos
em termos de reducao do erro, fungao resultante, maior capacidade de generalizacdo dos
dados e sua complexidade. As simulagoes estao divididas por metodogias e cada uma
aborda a proposta de maneira diferente, além de apresentar a discussao sobre os resultados
obtidos.

Por fim, o Capitulo 5 apresenta as conclusoes e contribuigoes acerca dos método
propostos. Além disso, sao demonstradas algumas deficiéncias dos modelos e algumas

sugestoes para trabalhos futuros.
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2 Fundamentacao Tedrica

E natural que a partir de uma grande massa de dados, tentemos inferir informagoes
a partir deles. Contudo, como se trata de um grande volume de dados, é inviavel analisa-los
manualmente. Por conta disso, métodos de aprendizagem de maquina ganharam grande
destaque, pois através destes modelos, é possivel desenvolver sistemas capazes de adquirir
conhecimento de forma automatica. Iniciando este capitulo, na Secao 2.1 é apresentada o
que ¢ a tarefa de regressao, também chamada de aproximacao de fungao, seus conceitos e
aplicagoes. Seguindo o capitulo, na Se¢ao 2.2 sera discutido o porqué e a importancia da
regularizacao em modelos de Aprendizagem de Maquina, e por fim, na Secao 2.3 serao
apresentados alguns modelos considerados estados da arte e suas defini¢oes e que serao

utilizados neste trabalho.

2.1 Regressao

Tarefas de regressao sao comuns na area de aprendizagem de méaquina. O objetivo
da regressao é a de prever o valor de uma ou mais variaveis-alvo continuas ¢ dado uma
variavel x, no qual x é um vetor de entrada D-dimensional. Ha dois tipos de modelos de
regressao: lineares, na qual a dependéncia da resposta sobre os modelos é definida por
uma funcao linear, e nao lineares, onde essa dependéncia é definida por uma func¢ao nao
linear (HAYKIN et al., 2009).

Dado um conjunto de dados de N amostras de entrada {x,}, onde n =1,..., N,
juntamente com os valores de suas saidas correspondentes {y,}, o objetivo é estimar uma
fungdo f, onde f(x) = y. Em sua perspectiva mais simples, isso pode ser feito através da
estimacao de um vetor de pesos w, na qual a saida y pode ser encontrada através de uma

combinagao linear entre X e w, ou seja, y = Xw.

Figura 1 — Exemplo de um problema de regressao.

Na Figura 1 temos um exemplo de problema de regressao. Os pontos amarelos
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representam a amostra de dados, e a linha roxa é a func¢ao que melhor representa aqueles

dados, ou seja, a funcao que minimiza o erro.

2.1.1 Estimacao do coeficiente de pesos

Na pratica, o vetor de pesos w é desconhecido. Portanto, antes de podermos
utiliza-lo para fazer previsoes de novos padroes, devemos utilizar um conjunto dados
de treinamento para estimar w. Dado o conjunto de treinamento {x,,y,}"_;, no qual
representa N observacoes de entrada e saida, x € R” e y € R. Nosso objetivo é obter
estimativas 6timas dos pesos w de forma que o modelo linear Xw =y seja 6timo, isto é,

para que X, w = §;, i = 1,..., N.

Seja g; a estimativa 6tima do i-ésimo padrao x. Entao e; = y; — ¢; representa o
1-ésimo residuo, isto é, a diferenca entre o valor da saida esperada e o valor da saida prevista
pelo modelo regressor. Definimos como a soma dos quadrados dos residuos (residual sum
of squares, RSS) como

RSS = €% +e5 + -+ ex, (2.1)
que também pode ser descrito por
N

RSS = Z (yi — z_: wjxij)Q. (2.2)

i=1

Portanto, a estimativa 6tima do vetor de pesos w é aquela que minimiza a fungao

de custo RSS.

2.2 Regularizacao de modelos

Um dos principais desafios do treinamento de um modelo de aprendizado de maquina
é o de evitar o sobreajuste, também chamado de overfitting. Se o houver overfitting no
modelo resultante do treinamento, ele terda uma baixa acuricia na etapa de predicao.
Isso se da porque o modelo esta aprendendo todas as informacgoes presentes no conjunto
de treinamento, inclusive o ruido de outliers, ou seja, padroes que nao representam as
propriedades reais do conjunto de dados (HAYKIN et al., 2009).

Com o intuito de evitar problemas de overfitting, utiliza-se um fator de regularizacao
no modelo. Esta técnica desencoraja a aprendizagem de um modelo mais complexo, ou
seja, este fator restringe (regulariza) as estimativas dos coeficientes (pesos) para préximos
de zero. Para exemplificar, faremos uma modificacdo na Equagao (2.2):

N

D D D
Z(yi—ijxij)Q—l—/\Zw? :RSS—F/\ZwJQ-, (2.3)
=i j=1

i=1 j=1
onde A > 0 é o pardametro de regularizacao e D é a dimensao o vetor de entrada x. O

parametro A\ decide o quanto queremos penalizar a suavidade do nosso modelo. O aumento
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na suavidade do modelo é representado pelo aumento de seus coeficientes e, se quisermos
minimizar a funcao acima, esses coeficientes precisam ser pequenos. E assim que o método

de regularizagdo Ridge (TIKHONOV, 1943) impede que os coeficientes subam demais.

A escolha de um bom A é muito importante, pois ele controla a variancia do modelo.
A medida que o valor de A\ aumenta, reduz o valor dos coeficientes e, assim, reduz a
variagdo. Até um ponto, este aumento em A é benéfico, pois esta apenas reduzindo a
varidncia (evitando assim o overfitting), sem perder quaisquer propriedades importantes
nos dados. Mas depois de certo valor, o modelo comecga a perder propriedades importantes,
dando origem a um modelo incapaz de generalizar bem os dados e, sendo portanto, um

modelo mal ajustado.

(a) Sobreajustado. (b) Subajustado. (c) Ideal.

Figura 2 — Efeito da regularizacao em modelo.

Na Figura 2 temos um exemplo do efeito da regularizacdo de um modelo. Na
Figura 2a temos um modelo com owverfitting, onde ele aprendeu informacoes irrelevantes
para o problema, enquanto a Figura 2b teve muita penalizacdo nos pesos, fazendo com
que o modelo resultante nao encontre uma funcao representativa dos dados, ou seja,
underfitting. E por fim, o modelo da Figura 2c¢ apresenta um modelo que generaliza melhor

os dados, consideramos um resultado ideal.

2.3 Meétodos de Aproximacao de Funcao

A seguir sao apresentados alguns modelos utilizados para tarefas de regressao. Tais
modelos serao utilizados posteriormente para comparar os resultados com a proposta deste
trabalho.

2.3.1 Optimal Linear Associative Memory

De forma geral, uma memoria matricial consiste na geracao de um padrao de
ativagao no conjunto de nés de saida em funcao da apresentacao de um determinado
padrao de ativacao de entrada. O mapeamento entre o padrao de ativacao de entrada e o

de saida é feito através de uma transformacao matricial, que pode ou nao ser acompanhada
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de uma operagao nao-linear, como é o caso do modelo de Willshaw (WILLSHAW, 1971).
A arquitetura basica de uma memoria matricial é similar & de uma rede neural simples,
onde temos um vetor de entrada x e a saida y conectados através de um vetor de pesos
w. Através do vetor de pesos é realizada a transformacao entre o padrao de ativacao dos

neurdnios x para .

Kohonen e Ruohonen apresentaram uma forma de encontrar a solugdo Otima
para estimagao de w (KOHONEN; RUOHONEN, 1973). Esta solugao, conhecida como
Memoéria Associativa Linear Otima (Optimal Linear Associative Memory, OLAM), permite
o armazenamento da informagao sem armazenar também o crosstalk, que é uma medida
da forma de representacao dos vetores de entrada e de quao ortogonais estes vetores
sao entre si, e que pode causar perca de generalizagao e degradacao da capacidade de

armazenamento das memérias matriciais (BRAGA, 2007).

De maneira geral, o OLAM se baseia na técnica de inversao de matrizes para a
solucao da equagao Xw =y, onde w é o vetor de pesos, X é a matriz com os vetores de
entrada X = [X1,Xa,...,X,] e y é o vetor com os valores de saida y = [y1,%2,...,Un], €
n ¢ o numero de padroes apresentados. Como se deseja obter os pardmetros w, uma vez
conhecidos X ey, a solugdo étima para o vetor de pesos é apresentada na Equagao (2.4),
supondo que a matriz X é quadrada (o nimero de amostras é igual ao niimero de atributos)

e seus elementos x,, sdo linearmente independentes,

w=X"y, (2.4)

onde X! é a inversa de X.

No caso em que se tem mais amostras do que atributos, ou seja, a matriz X nao é
quadrada, e a independéncia linear entre os vetores de entrada é preservada, a solugao

otima é obtida a partir de

w = (X"X)"'XTy, (2.5)

onde (X'X)™1X" ¢ a pseudoinversa de X.

2.3.2 Rede neural de base radial

As redes neurais de base radial (radial basis function network, RBF) (BRO-
OMHEAD; LOWE, 1988) sao redes neurais artificiais que possuem como funcao de
ativacao a funcao de base radial. A saida da rede é uma combinacgao linear de func¢oes
de base radial das variaveis de entradas e os neurdnios. As redes RBF sao utilizadas em
varias aplicagoes, tais como aproximagao de funcao (HEIAT, 2002), previsao de séries
temporais (ROJAS et al., 2002) e classificacao de padroes (Whei-Min Lin et al., 2001).
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Em sua arquitetura mais basica, a rede RBF possui trés camadas. A primeira
camada é a camada de entrada, na qual possui D neurdnios e cada neurdnio representa
um atributo do vetor de entrada. A segunda camada é chamada de camada oculta, na
qual possui K neurdnios ocultos, e cada neurénio possui uma funcao de base radial. Cada

neurénio oculto pode ser matematicamente descrito como

¢(X):¢(||X_Xj||)’ j:1727""N7 (26>

onde ¢ ¢ a funcao de base, x; é o j-ésimo centro da funcao de base radial, e o vetor x é o
padrao de entrada apresentado para a camada de entrada. Por fim, a terceira camada é a

camada de saida e para tarefas de regressao, ela possui apenas um neurdnio.

Entretanto, nos concentramos no uso de uma fungao gaussiana como a fungao de

base radial, logo, cada neurénio da camada oculta é definida por

1 .
:exp<—%‘2Hx—xjH2), ji=12 ... K,

onde o; ¢ o valor da abertura da j-ésima funcao gaussiana no centro x;. Geralmente todas
as fungoes gaussianas nos neurénios da camada oculta possuem o mesmo valor de abertura
o, porém nao é regra. Em situagoes desse tipo, o parametro que distingue um neuronio

oculto do outro é o centro x;.

Historicamente, as fun¢des de base radial foram introduzidas com o proposito de
interpolagao de fungao exata (POWELL, 1987). No entanto, é comum considerarmos que o
conjunto de treinamento {x;,y; }, é ruidoso, seja no contexto de classificacao de padroes
ou de regressao nao linear. Infelizmente, o uso de interpolagao com base em dados ruidosos
pode levar a resultados enganosos, por conta disso, é necessario uma abordagem diferente

para o projeto de uma rede RBF.

Um fator importante sobre as redes RBF que precisa de atenc¢ao é o tamanho
de sua camada oculta. Ter uma camada oculta do mesmo tamanho que a camada de
entrada poderia desperdicar recursos computacionais, principalmente tratando de grande
quantidade de amostras de treinamento. Quando cada amostra do conjunto de treinamento é
utilizada como centro de cada neuronio da camada oculta, pode ser que qualquer correlagao
existente entre pontos de dados adjacentes na amostra de treino é correspondentemente
transplantado para unidades adjacentes na camada oculta. Ou seja, ha redundancia de
neuronios na camada oculta, em virtude da redundancia que pode existir inerentemente
na amostra de treinamento. Portanto, é recomendével que K seja menor que o nimero de

padrées do conjunto de treinamento.
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Portanto, a funcao de aproximacao realizada pela Rede RBF tem a seguinte forma
matematica,
K
F(x) = Zl w;p(X,x;), (2.7)
j=
onde a dimensao do vetor x (e também da camada de entrada) é D enquanto que cada
neurénio da cama oculta é descrita como ¢(x,x;), onde j = 1,2,..., K, com K menor
que N. A camada de saida, assumindo que consiste de apenas uma unidade, possui como

coeficiente o vetor de pesos w, cuja dimensionalidade também é K.

A rede RBF utiliza o mesmo método de estimagao que o OLAM para a estimagao
do modelo, isto é, também se baseia na técnica de inversao de matrizes para encontrar uma
solugao 6tima. Portanto, considerando o seguinte sistema de equagoes lineares dw = y,
onde ® é a matriz de interpolacao (e é uma matriz ndo quadrada), w é o vetor de pesos e

y ¢ o vetor de saida, o vetor de pesos w pode ser estimado por

w=(0'P) DTy, (2.8)

onde (®T®)"1d" ¢ a pseudoinversa.

2.3.3 Maquina de aprendizagem extrema

A méquina de aprendizagem extrema (extreme learning machine, ELM) (HUANG
et al., 2004) foi originalmente proposta para as redes neurais feedforward de camada tinica
oculta, e posteriormente foi estendida para as redes neurais feedforward com uma Unica
camada oculta generalizadas (generalized single-hidden layer feedforward neural network,
generalized SLFN) (HUANG; CHEN, 2007). Na ELM, a camada oculta nao precisa ser

ajustada.

A esséncia da ELM é que se o mapeamento de recurso da camada oculta satisfizer a
condicao de aproximagao universal, a camada oculta da SLFN nao precisa ser ajustada de
forma iterativa, o que é diferente das SLFNs comuns, como por exemplo, o a rede neural
perceptron de multicamadas (Multi-Layer Perceptron, MLP). O que isso significa é que no
ELM, os pesos da camada oculta podem ser gerados aleatoriamente, porém é preciso que
haja uma grande quantidade de neur6énios na camada oculta. A funcao de saida da ELM
para SLFNs generalizadas (considerando que hé apenas um neurdnio na camada de saida)

é

L
fo(x) = Bihi(x) = h(x)B, (2.9)

i=1
onde B = [B1,5B,...,5.]" é o vetor dos pesos de saida entre a camada oculta de L

neurdnios e o neurdnio de saida e h(x) = [h(x)1, h(X)2, ..., h(x)r] é 0 vetor de saida da
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camada oculta em relacdo a entrada x. A func¢ao h(x) mapeia as amostas do espago de
entrada d-dimensional para o espago de atributos da camada oculta L-dimensional (espago

de atributos do ELM) H, logo, h(x) é um mapeamento de atributo.

Diferente dos algoritmos tradicionais de treinamento de redes neurais, a ELM tende
a obter nao somente o menor erro de treinamento, mas também a tende a obter a menor
norma da matriz de pesos da saida. De acordo com a teoria de Bartlett (BARTLETT,
1998), para redes neurais feedforward que alcangam menor erro de treinamento, quanto
menores as normas de pesos, melhor o desempenho de generalizacao que as redes tendem
a ter. Portanto, o ELM busca minimizar o erro de treinamento, bem como a norma dos

pesos de saida,

minimizar: |HB —-Y| e |8, (2.10)
nos quais
h(x;) hi(x1) -+ hp(xi) Br Y1
H=| @ |=| + . | B=|:] eY=]|:], (2.11)
h(xy) hi(xn) -+ hi(xy) sr yrL

onde H é a matriz de saida da camada oculta, 8 é o vetor de coeficiente de regressao a ser
resolvido e Y é o vetor com as saidas esperadas. O método de minimos quadrados, em vez

do método de otimizagao padrao, foi usado na implementagao original do ELM,
B=H'Y, (2.12)

e H é a inversa generalizada de Moore-Penrose da matrix H. Portanto, para um novo

padrao x, e apos calcular H, a estimativa do seu valor de saida g pode ser escrita como

§=H§. (2.13)

Diferentes métodos podem ser utilizados para calcular a inversa generalizada de
Moore-Penrose de uma matriz: método de projecao ortogonal, método de ortogonalizacao,

método iterativo e decomposigao de valores singulares (singular value decomposition, SVD).

2.3.4 Maquina de vetores-suporte de minimos quadrados

A méquina de vetores-suporte de minimos quadrados (least-squares support vector
machine, LS-SVM) é a versao de minimos quadrados da méaquina de vetores-suporte
(support vector machine, SVM), nos quais ambos sdo métodos de aprendizagem supervisio-
nada utilizados em tarefas de classificagao e aproximagao de fungdo. A SVM de minimos
quadrados foi proposta por Suykens (SUYKENS et al., 2002) e assim como as SVM, o

LS-SVM é um método de aprendizado baseado em kernel.

Originalmente, o LS-SVM foi proposto para solucionar problemas de classificacao.

Para tarefas de aproximagao de fungao, Saunders, Gammerman e Vovk (1998) apresentaram
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uma interpretacao do vetor-suporte de regressao ridge (GOLUB; LOAN, 2012), que
considera restri¢coes de tipo de igualdade em vez de desigualdades da abordagem classica
do SVM. Nesta versao de minimos quadrados a solugao do problema é obtida através da
resolugao de um conjunto de equagoes lineares em vez de um problema de programacao
quadrética (quadratic programming, QP) para SVMs classicos. Enquanto na versao céssica
do SVM muitos valores de suporte sdo iguais a zero (valores diferentes de zero correspondem

a vetores-suporte), no LS-SVM os valores de suporte sdo proporcionais aos erros.

Dado um conjunto de treinamento {x;, y;}~,, 0 LS-SVM é obtido pela reformulagao

do problema de minimizacao do SVM,

1 1 &
min J(w.e) = inw +73 > el (2.14)
' i=1

sujeito as seguintes restrigoes de igualdade,
yi=w'o(x;)+b+e, i=1,...,N, (2.15)

onde b é o viés, p(x) é um mapeamento nao-linear do espago original para um espago de
alta dimensao e v é o hiperparametro utilizado para ajustar relacao entre a regularizacao

e o erro e do modelo.

Por conta da modificagao das restrigoes de desigualdade para de igualdade, os
valores de suporte podem assumir tanto valores positivos como também negativos. Portanto,
a solucao do LS-SVM para problemas de regressao sera obtida apos a construcao da funcao

lagrangeana,

N
Lw,be;a)=Tw.e)—> a{w o(x;)+b+e —yi}, (2.16)
i=1
onde {a;}Y | sdo os multiplicadores de Lagrange, que podem ser positivos ou negativos
devido as restri¢oes de igualdade, como segue as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (FLET-
CHER, 1987). Portanto, as condigdes de otimalidade sao

ge=0 = w= g:l a;p(zi),

%:0 — gjlai:(),

geﬁi:() — o, =€, 1=1,...,N,

L —0 - ww)+b+e—y, i=1,....N.

A partir disso, pode-se definir um sistema linear em vez de um problema de

programagao quadratica, em que

0 1"
1 QO+~

O] | (2.17)
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onde y = [y1,42,--,un] ', 1 =[1,1,...,1]T e @ = [a1,9,...,ay] . Neste caso, I é a
matriz identidade de dimensdo N x N, e Q € RV¥*Y & a matriz de kernel, definida por
Qij = (xi) (%)) = K(xi, %)

Portanto, apos encontrar os valores 6timos de e através do método de minimos

quadrados, o modelo LS-SVM resultante para estimativa de funcao é
N
y(x) = a;K(x;,%x) + b (2.18)
i=1

Solugao matematicamente equivalente a redes de regularizacdo e processos gaussianos

(geralmente sem termo de viés).

2.4 C(lassificacao

A classificacao é outro tipo de problema do aprendizado supervisionado. O objetivo
aqui ¢é a de identificar a qual classe o padrao de entrada pertence. Na etapa de treinamento,
¢é apresentado ao algoritmo um conjunto de dados de entrada com seus respectivos rotulos
(classes), para que entdo seja encontrada uma fungao capaz de identificar as classes de

novos padrdes nao vistos.

Por exemplo, em raios-X de mamografia, recebemos uma imagem em que uma
regiao indica a existéncia de um tumor. O objetivo de um sistema de diagnéstico auxiliado
por computador é prever se esse tumor corresponde a classe benigna ou maligna (THEO-
DORIDIS, 2015).

(a) Base de dados. (b) Superficie de decisao gerada.

Figura 3 — Exemplo de um problema de classificacao de duas classes.
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2.5 Agrupamento de dados

Na area de aprendizagem de maquina existe um outro tipo de tarefa para a qual os
dados de treinamento nao possuem um rétulo associado. Nesse tipo de problema, recebemos
um conjunto de dados X e o objetivo ¢ encontrar as semelhancas subjacentes e grupos
(clusters) de padroes "semelhantes". O uso desse processo é apropriado quando se conhece

pouco ou nada sobre a estrutura de um conjunto de dados.

Isso é conhecido como aprendizado nao supervisionado ou agrupamento (clustering).
Tais tarefas surgem em muitas aplicacoes em redes sociais, ciéncias e engenharia, como
sensoriamento remoto, segmentacao de imagens e codificagao de fala (THEODORIDIS;
KOUTROUMBAS, 2008).

Uma questao importante no aprendizado nao supervisionado é a de definir a
“similaridade” entre dois vetores de caracteristicas e a escolha de uma métrica apropriada.
Outra questao de importancia ¢ a escolha de um algoritmo que agrupe os vetores com
base na medida de similaridade adotada. Em geral, diferentes algoritmos podem levar a

resultados diferentes, que o especialista deve interpretar.

2.5.1 Algoritmo k-médias

O algoritmo k-médias, proposto por MacQueen (1967), é um algoritmo simples de
quantizagao vetorial e agrupamento iterativo que particiona N pontos de dados em K
subconjuntos disjuntos, denotados por S = {S;}X |, de modo a minimizar o critério da

soma dos quadrados. Formalmente, tal algoritmo minimiza a seguinte funcao objetivo:

J=30 37 = mll?, (2.19)

k=1x,ESk
em que X, ¢ o n-ésimo vetor pertencente ao conjunto Sk, i é centréide geométrico dos

pontos de dados pertencentes a S.

O algoritmo mais comum usa uma técnica de refinamento iterativo. Também
referido como algoritmo de Lloyd (LLOYD, 1982), este algoritmo consiste em um simples

processo de reestimagao em duas etapas:

i. Atribuicao: Os pontos de dados sao atribuidos ao grupo cujo centrdide é o mais

préximo a cada ponto e,

ii. Atualizagao: Cada centréide do grupo é recalculado para o centro (média) de todos

os pontos de dados atribuidos a ele.

Estas duas etapas sao alternadas até que um critério de parada seja alcancado,

de modo que nao haja mais alteragoes na atribuicao de pontos de dados a algum grupo.
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Toda iteracao requer N x K comparagoes, representando a complexidade do tempo de
uma iteragao. O Algoritmo 1 apresenta o pseudocdédigo de uma possivel implementacao do

método k-médias.

Algorithm 1 Algoritmo k-médias.

Entrada:
« Conjunto de pontos de treinamento de entrada {x, € RP}Y |
o K grupos

Saida:
o {ux € RP}E |: conjunto de centroides

Procedimento:

1. Inicializar os K centroides dos grupos {u;}5_, € RP aleatoriamente
2. Enquanto nao convergir faca
3. Para n + 1 até N faca

4. Cp < argmin||x, — u|]?>, 1<k<K
k

D. Para k < 1 até K facga

SN e, = kIx,
ZnNzl Hen =k}

7. Retorna {u} 5 {c,}Y_,

2.5.2 Algoritmo fuzzy c-means

O algoritmo fuzzy c-means, proposto por Dunn (1973), e posteriormente melhorado
por Bezdek (1981), é um método de agrupamento que permite que uma observagao pertenga
a dois ou mais grupos. Este algoritmo é bastante utilizado na area de reconhecimento de

padrdes. O método baseia-se na minimizacao da seguinte funcao objetivo:

N C
argminZZu;?Hxi—chQ,l <m < oo (2.20)
¢ =1j=1

onde m ¢ qualquer nimero real maior do que 1, u;; é o grau de associacao de x; ao cluster
J, X; € 0 i-ésimo padrdo d-dimensional, ¢; é centréide d-dimensional do cluster j, e ||| é a

norma euclidiana, na qual expressa a semelhanca entre os dados medidos e o centréide.

O particionamento fuzzy é realizado através de uma otimizacao iterativa da funcao

objetivo mostrada acima, com a atualizacao da associacao u;; e dos centroides c; por:

1
- 2 (2.21)
i (=)™

Kl

uij
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¢ N
ZAi um - x
- =1 "ij 7
= S (2.22)
i=1 "ij
. ~ ’ (k+1) (k) , sl s
Esta 1tera§a0 Se encerrara quando max;; uij — uij < €, onde € é o critério

de parada entre 0 e 1, considerando que k é cada iteracao e este procedimento converge

para um minimo local. O algoritmo é apresentado a seguir.

Algorithm 2 Algoritmo fuzzy c-means
Entrada:
« Conjunto de pontos de treinamento de entrada {x, € R},
o K grupos
Saida:
o U: matriz de associac¢oes
« {¢; e RP}/_: conjunto de centroides
Procedimento:

1. Inicializar a matriz U = [u,], U

2. No k-ésimo passo: calcular os centréides C*) = [¢;] com U® utilizando a Equa-
cao (2.22)

3. Atualizar U® | U*+D utilizando a Equacio (2.21)

4. Se HU<k+1) - U(k)H < €, entdo parar; Sendao, retornar ao passo 2.

2.6 Conclusao

Este capitulo apresenta a teoria béasica sobre alguns problemas de aprendizagem
supervisionada e nao supervisionada. O principal foco aqui é o entendimento sobre os
problemas de classificagao e regressao de dados, para a aprendizagem supervisionada, e

problemas de agrupamento de dados, para a aprendizagem nao supervisionada.

Além dos conceitos desses tipos de problemas de aprendizagem de maquinas, foram
apresentados alguns algoritmos disponiveis na literatura que serao necessarios nos proximos
capitulos, tanto para a utilizacdo de alguns deles em nossas propostas, como também para

validar a qualidade das propostas em experimentos com bases de dados reais.
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3 Maquina de Aprendizagem Minima

Neste capitulo serao apresentados os modelos propostos desta dissertacao, nos
quais buscam melhorar em alguns aspectos o treinamento da maquina de aprendizagem
minima (minimal learning machine, MLM)(SOUZA et al., 2013). Portanto, neste capitulo
serao apresentas os fundamentos do modelo MLM (sua formulagao bésica, treinamento e

estimacao da saida) e algumas de suas variagoes que estdo presentes na literatura.

3.1 Maquinas de aprendizem minima

A MLM é um método de aprendizagem supervisionada, que busca encontrar o
mapeamento linear entre o espaco de distancia das entradas para o espago de distancia
das saidas. O seu treinamento consiste na resolu¢ao de um sistema linear de multiplas
respostas a fim de obter o supracitado mapeamento. A predicao de novas amostras se da
usando as distancias no espacgo da entrada e o mapeamento encontrado para estimar as
distancias no espago da saida, e aplica-se, entdao, algum método que permita recuperar

uma estimativa para a saida a partir das distancias computadas.

3.1.1 Formulacao basica

Vamos definir o problema de aprendizagem como o problema de aproximar uma
funcio alvo f : X — ¥ dado por D = {(x;,y; = f(x;))}Y,, onde X € RP e ) € R,
O objetivo da MLM ¢é de estimar uma aproximagao ¢(-) para a fun¢ao f(-) a partir das
amostras do conjunto D através do espago de distancia. Por isso, o problema é descrito como
as matrizes de distancias de cada ponto de D, chamadas de D e A. Ambos representam a
distancia euclidiana (com a notacao de d(-,-)) de cada ponto de D para o i-ésimo ponto
de referéncia de D, ou seja, D; ; = d(x;,x;) e A;; = d(y;,y;), e ambas sdo matrizes de
dimensao N x N. Além disso, nés chamamos D e A de matrizes de distdncia no espagos

de entrada e saida, respectivamente.
Logo, assumindo que o mapeamento entre as matrizes de distancia tem uma
estrutura linear para cada resposta, o modelo MLM pode ser reescrito na forma:
min J(B) = |[DB — Al[% (3.1)
sujeito a P(x;)B.,; = ¥(y;) + E; .. (3.2)

onde ®(x;) = D; . ¥(y;) = Ai., B ¢ uma matriz N x N e corresponde aos coeficientes do

sistema para as IV respostas, ||| é a norma de Frobenius e E é uma matriz de residuos.
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3.1.2 Treinamento

A etapa de aprendizagem consiste em estimar o mapeamento entre as distancias
no espaco de entrada e de saida. Supondo que tal mapeamento tenha uma estrutura linear

para cada resposta, o modelo de regressao pode ser descrito como:

A =DB+E, (3.3)

onde B é uma matriz de dimensao N X N e corresponde aos coeficientes do sistema para
as IV respostas. Uma forma de estimar a matriz B é através da minimizacao da soma dos

quadrados dos residuos (residual squared sum, RSS), dada por:

RSS(B) = tr((A — DB)' (A — DB)). (3.4)

Como a matriz D é uma matriz quadrada de dimensao N x N, o sistema linear

possui somente uma solugao, na qual a matriz B é obtida por:

B=D"A. (3.5)

3.1.3 Estimativa da saida

Estimar a saida para novos padroes refere-se principalmente a projetar o novo
padrao x* através do mapeamento B e estimar a imagem de tal projecao. Portanto, é
necessario que o padrao x* seja também representado no dominio das distancias para que

possamos representa-lo no espaco de saida. Tal representagao é obtida por

d, = ¢(x")B. (3.6)

Portanto, o problema se torna em estimar a imagem y* = f(x*), a partir de d,-
e das imagens dos pontos de referéncia de D. Este problema pode ser entendido como
um problema de multilateracdo (NIEWIADOMSKA-SZYNKIEWICZ; MARKS, 2009). O
problema de localizar y* pertencente ao conjunto R® é equivalente a resolver um conjunto
sobredeterminado de N (ntimero de pontos de referéncia em D) equagdes nao-lineares

correspondentes a hiper-esferas (N + 1)-dimensionais centradas sobre as imagens dos

N

pontos de referéncia, denotados por {¥(y,)}._;. A localizacao de y* pode ser estimada

através da minimizacao da seguinte fungao custo:

f(x) = argmin|| U(y) — B(x) B || (3.7)

y

A Figura 4 representa graficamente o problema para 2 dimensoes.
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Figura 4 — Estimacao da saida y*. Esse vetor representa o ponto que se deseja estimar
através da multilateracio, {y,}»_, sdo as imagens dos pontos de referéncia D e
d(yn,y*) é a distancia de saida estimada das imagens dos pontos de referéncia
até o rotulo y*.

Fonte — Proposta original do MLM, apresentada no trabalho de Souza et al. (2015).

Em problemas de classificagao, Mesquita, Gomes e Souza Junior (2017) apresentam
em seu trabalho uma variagdo da MLM, chamada de Nearest Neighbor MLM (NN-MLM),
onde prova que o ponto de minimo da Equagao (3.7) é o rétulo do ponto de referéncia

mais proximo de d-.

3.1.4 Resumo para o algoritmo do MLM

O modelo MLM é composto por uma fase de treinamento e outra de predi¢ao. A
primeira é a de treinamento, que ¢é responsavel pelo computo das matrizes de distancias
D e A e estimacao do mapeamento B entre respectivas matrizes. Todo esse processo
¢ realizado a partir do conjunto de dados de treinamento sendo o mesmo descrito no
Algoritmo 3. A etapa de predi¢ao consiste na estimacgao do rétulo para uma dado padrao

nao visto no conjunto de treinamento. Esse processo é apresentado no Algoritmo 4.

Algorithm 3 Processo de treinamento do modelo MLM
Entrada:
o Conjunto de pontos de treinamento de entrada X e saida Y
Saida:
« Mapeamento B
Procedimento:

1. Calcular ®(x;) (ou seja, D): matriz de distancias no espago de entrada entre X e X.
2. Calcular ¥(y;) (ou seja, A): matriz de distancias no espago de saida entre Y e Y.

3. Calcular o mapeamento B entre ®(x;) e U(y;) através da Equacao (3.5).
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Algorithm 4 Processo de estimacao da saida do modelo MLM
Entrada:
e Novo padrao x*, pontos de referéncia de entrada X e saida )/, mapeamento B
Saida:
o Estimacao de saida y* para o novo padrao apresentado
Procedimento:

1. Calcular d,- = ¢(x*)B

2. Estimar a saida y* resolvendo o problema de otimizagao da Equagao (3.7).

3.1.5 Variacdes da MLM

Na formulacao basica apresentada anteriormente, a MLM nao possui nenhum
hiperparametro a ser ajustado, porém, ha uma variante apresentada na publicacao ori-
ginal (SOUZA et al., 2013) na qual utiliza um subconjunto aleatério de D como pontos
de referéncia, em que é ajustado pelo hiperparametro K, que determina o ntmero de
pontos que serao escolhidos, a fim de evitar o sobreajuste do modelo e sua complexidade.
Chamaremos esta variante de Random MLM. Posteriormente, uma nova variante da
MLM foi apresentada por Alencar et al. (2015). Nesta versao, além do hiperparametro K
para selecionar K padroes aleatérios para serem utilizados como pontos de referéncia, foi
adicionado um parametro de regularizacdo C', com o intuito de suavizar a fun¢do aprendida

e ponderar o erro. Esta versao é chamada de Rank MLM.

3.1.5.1 Random MLM

O primeiro passo ¢é a selegao aleatoria de um subconjuto de dados retirado a partir
do conjunto total de dados D. As entradas deste subconjunto de dados é representado
por R = {m;}X | e suas respectivas saidas sdo representadas por T = {t;}X_ |, em que
RCXeT C.

E definido D, € RV*K ta] que a k-ésima coluna contenha as distancias d(x,,,my)
entre os N pontos de entrada x,, e o k-ésimo ponto de referéncia my. Da mesma forma
é definida a matriz A, € R¥*X tal que a k-ésima coluna contém as distancias d(y,,tx)

entre os N pontos de saida y, e a saida t, do k-ésimo ponto de referéncia.

O modelo de regressao multiresposta € escrito da mesma maneira que foi apresentada
para a versao original na Equacao (3.3). Porém, quando o niimero de pontos de referéncia

selecionados é menor que o nimero de pontos disponiveis, B passa a ser estimada por:

B=(D/D,)'D/A,. (3.8)

Apés a etapa de treinamento ser concluida, a estimacao da saida é a mesma que

foi apresentada anteriormente na Equacao (3.7).
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Algorithm 5 Processo de treinamento do modelo Random MLM
Entrada:

o Conjunto de pontos de treinamento de entrada X e saida ), K
Saida:

« Mapeamento B, pontos de referéncia R e T
Procedimento:

1. Escolher aleatoriamente K pontos de referéncia R C X e sua respectiva saida 7 C Y
2. Calcular D: matriz de distancias no espaco de entrada entre X e R.
3. Calcular A: matriz de distancias no espago de saida entre Y e T.

4. Calcular o mapeamento B entre D e A através da Equaco (3.8).

3.1.5.2 Rank MLM

O Rank MLM recebe como entrada um vetor x; e um valor y; associado a este vetor.

Com o intuito de controlar a complexidade do modelo MLM e melhorar sua capacidade de

generalizacdo, um termo de regularizacao é adicionado a fungao custo (Equagao (3.1)).
Portanto, a funcao de custo do Rank MLM ¢é dada por

min 7 (B) = |[DB - Al|+ + C|[B]|. (3.9)

onde C' é o parametro de regularizacao.

Minimizando a Equagdo (3.9) resulta em uma nova func¢ao para estimar o valor de

B, dad : .
> Gada por B=(D'D-CI)'D'A, (3.10)

onde I é uma matriz identidade de dimensdo K x K.

Por fim, o treinamento do Rank MLM consiste na escolha aleatoria de K pontos
de referéncia, criando um subconjunto pertencente ao conjunto D e a estimacao de B a

partir da Equacao (3.10).

Algorithm 6 Processo de treinamento do modelo Rank MLM
Entrada:
o Conjunto de pontos de treinamento de entrada X e saida ), K, C
Saida:
« Mapeamento B, pontos de referéncia R e T
Procedimento:

1. Escolher aleatoriamente K pontos de referéncia R C X e sua respectiva saida 7 C Y
2. Calcular D: matriz de distancias no espaco de entrada entre X e R.
3. Calcular A: matriz de distancias no espago de saida entre ) e T .

4. Calcular o mapeamento B entre D e A através da Equacao (3.10).
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3.1.6 MLM aplicado a problemas de classificacao

Em problemas de classificagdo, considera-se um conjunto de dados com N de
amostras X = {x,})_,, em que x, € X e um conjunto correspondente de rétulos

L={l,}_,, com I, € {C,}5_,, com C, denota a s-ésima classe.

A MLM pode ser extendida a problemas de classificacdo de maneira direta, através
da representacao das S classes com a utilizagdo do esquema de codificagao 1-dentre-S.
Em tal abordagem, uma variavel qualitativa com S simbolos é representada por um vetor
de S varidveis bindrias (ou bits), com somente uma das componentes “ativa” a cada

momento (MESQUITA; GOMES; Souza Junior, 2017).

Na classificagio de uma amostra x com classe [ € {C}5_, desconhecida, a classe
estimada [ associada a saida estimada ¥, encontrado pelo método tradicional do MLM é
[ = Cy+, onde

s* = arg megx {gj(s)} , (3.11)
s=1,...,

e §® denota a s-ésima componente do vetor ¥.

3.1.6.1 MLM de vizinho mais préximo

O procedimento de estimacao de saida do método MLM ¢é a etapa de maior com-
plexidade computacional, uma vez que existe a necessidade de solucionar um problema de
otimizacao. Assim, a reducao da complexidade computacional nesta etapa é particular-
mente valiosa. No que diz respeito ao caso de classificacao, pode-se notar que a natureza
finita e discreta dos resultados possiveis para a previsao de classe torna o procedimento de

estimativa de saida mais facil.

A fase de estimagao da saida visa encontrar a melhor estimativa para a saida de uma
determinada entrada x, a partir das distancias estimadas entre este ponto e o conjunto de
pontos de referéncia {8(y)}H<, no espaco de saida. Em tarefas de classificacdo, o conjunto
de valores possiveis para ¢ € limitado ao nimero de classes. Dessa forma, uma alternativa a
solucdo do problema de otimizagao apresentado na Equacao (3.7) é adotar a saida (rétulo)
associada ao ponto de referéncia mais préximo no espago de saida (MESQUITA; GOMES;
Souza Junior, 2017).

A MLM de vizinho mais proximo (nearest neighbor minimal learning machine,
NN-MLM) estima a saida a partir do rétulo associado ao ponto de referéncia mais préximo
no espaco de saida. A principal vantagem do NN-MLM é a nao dependéncia de métodos
baseados em gradiente, acelerando assim a fase de testes do MLM sem comprometer sua
acuracia. Dessa forma, a classe estimada [ , a partir de um padrao de entrada x, é dada

por [ = lp, em que
k* = arg min {82(y,tk)} , (3.12)

k=1,...K
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e [y« representa o rotulo do k-ésimo ponto de referéncia.

3.1.6.2 Analise empirica da selecdo de pontos de referéncia

Bem como em méquinas de vetores suporte (support vector machines, SVM) (VAP-
NIK, 1995) e maquinas de vetores de relevancia (relevance vector machines, RVM) (TIP-
PING, 2001), na etapa de predigao, o MLM requer um subconjunto de pontos selecionados
a partir do conjunto de dados. Todavia, diferentemente dos classificadores SVM e RVM, a
escolha de tais pontos nao é um subproduto direto da sua etapa de treinamento. Neste
caso, tais pontos (chamados de pontos de referéncia) sao selecionados na etapa inicial
do processo de treinamento. Na proposicao original do MLM, a escolha destes pontos ¢é
realizada de maneira aleatoria, deixando a cargo do usuério apenas a quantidade de pontos

a serem utilizados.

Embora a escolha aleatéria traga bons resultados numéricos na grande maioria
dos casos, essa abordagem nao traz garantias de eficacia. No caso em que o valor de K é
pequeno, a escolha aleatoria pode resultar em um conjunto de pontos de referéncia nao
representativo para a base de dados completa. Isso farda com que o modelo criado nao
seja complexo o bastante, configurando uma condicao de subajustamento (underfitting).
Por outro lado, a utilizacdo de um valor grande para K, ou mesmo a utilizacdo de todo
o conjunto de treinamento como pontos de referéncia, faz com que o modelo criado seja
muito complexo, tendo a ocorréncia de um superajustamento (overfitting). Além disso, o
modelo criado ndo tem nenhuma caracteristica de esparsidade. Na Figura 5 sao ilustrados
exemplos de superficies de decisao geradas por modelos subajustados, sobreajustados e

modelos com ajustamento ideal.

Como pode ser observado na Figura 5a, utilizar um valor pequeno para K e
realizar a escolha de forma aleatéria pode acarretar em um subconjunto nao representativo,
desconsiderando regides possivelmente importantes. De forma contraria, com a utilizacao
de todos os pontos do conjunto de dados como pontos de referéncia, cria-se uma superficie
de decisao bastante complexa, pode ser observado na Figura 5b. A escolha ideal é fazer
com que os pontos de referéncia nao se encontrem em regides de confusao, ou seja, regides
de sobreposicao de dados. Na Figura 5c é apresentada a escolha ideal de um subconjunto
de pontos de referéncia. E interessante observar que o nimero de pontos nas figuras ba

e bc é 0 mesmo.
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Figura 5 — Superficies de decisao (a) subajustada, (b) sobreajustada e (c) ideal.

3.2 Overlap removed MLM (OR-MLM) (Proposta )

A proposta overlap removed MLM (OR-MLM) utiliza do algoritmo k-médias como
ferramenta principal na selecdo de pontos de referéncia para maquinas de aprendizado
minimo. Assim como na proposicao original, o0 OR-MLM necessita de um tnico pardmetro
K, que neste caso é o nimero maximo de pontos de referéncia. O nimero de pontos
de referéncia obtidos pelo OR-MLM serd sempre menor ou igual ao pardmetro K (i.e.
|R| < K). Isto é possivel gragas a execugao de uma etapa de remogao de pontos de referéncia

que estejam em regioes heterogéneas!. Isto é feito através da eliminacdo dos subconjuntos

1 Consideram-se regides heterogéneas, regides que contenham dados de classes diferentes, isto é, locais

com sobreposicao de dados.
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de dados (oriundos que k-médias) que contenham padroes de classes diferentes.

De maneira sucinta, o OR-MLM ¢é realizado em trés etapas. Na primeira etapa o
algoritmo k-médias é executado sobre todo o conjunto de dados. Depois disso, a préxima
etapa ¢é realizar a remocao de protétipos advindos da execucao do k-médias que agrupem
padroes de diferentes classes. Por fim, o conjunto de protétipos homogéneos é selecionado
como pontos de referéncia. A ideia principal da proposta é fazer com que os pontos de
referéncia fiquem bem distribuidos sobre todo o conjunto de dados e, conjuntamente, fazer

com que tais pontos nao se encontrem em regides de sobreposicao. O Algoritmo 7 apresenta
o pseudocddigo do método OR-MLM.

Algorithm 7 OR-MLM
Entrada:
o X: conjunto de entradas
e L: conjunto de rotulos
o K: ntmero inicial de pontos de referéncia
Saida:
e R: conjunto de pontos de referéncia
o L: conjunto de rétulos dos pontos de referéncia
« B: modelo de regressao
Procedimento:

1. Aplicar o algoritmo k-médias sobre todo o conjunto de dados
{pihi e YN« k-MEpias(X, K)
2. Criar k conjuntos com os rétulos dos dados
Ly« {l,€L|c,=k}, 1<kE<K

3. Criar conjunto de pontos de referéncia apenas com centroides homogéneos

4. Calcular as matrizes de distancias D, através de X e R; e A, através de L e T

5. Calcular o modelo de regressdo B através da Equacio (3.8)

6. Retorna R, T e B

3.3 Fuzzy C-means MLM (FCM-MLM) (Proposta Il)

A Proposta II, chamada de fuzzy C-means MLM (FCM-MLM), assim como o
OR-MLM, utiliza um algoritmo de agrupamento para selecionar pontos de referéncia em

maquinas de aprendizagem minima, entretanto o FCM-MLM utiliza o algoritmo fuzzy
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C-means (BEZDEK, 1981). O tnico hiperpardmetro do FCM-MLM ajustado pelo usudrio
¢ o nimero maximo de pontos de referéncia, K. Ou seja, o nimero de RPs obtidos
pelo FCM-MLM sempre serda menor ou igual ao hiperpardmetro K ( |R| < K). Isso é
possivel devido a execugao de uma etapa extra para remover pontos que estao em regioes
heterogéneas, ou seja, regioes que contém dados de diferentes classes. Somente os padroes
de regioes que possuem padroes da mesma classe sao utilizadas como pontos de referéncia.
Sobre o algoritmo fuzzy C-means, foi utilizado o valor de m = 2 para calcular o grau de

associacao de cada amostra.

Resumidamente, o FCM-MLM compreende trés etapas. Na primeira etapa, o
algoritmo fuzzy C-means é executado em todo o conjunto de dados. O préximo passo é
executar a remocao de protdtipos resultantes da execugdo do fuzzy C-means que agrupam
padroes de diferentes classes. Finalmente, o conjunto de padroes mais proximos aos
protétipos homogéneos é selecionado como RPs. A idéia principal da proposta é garantir
que os pontos de referéncia estejam bem distribuidos no espago de entrada e, em conjunto,
garantir que esses pontos nao estejam localizados em regioes com sobreposicao de classe.

O algoritmo 8 apresenta o pseudocddigo do método FCM-MLM.
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Algorithm 8 FCM-MLM
Entrada:
o Conjunto de entradas X, conjunto de rétulos ) e niimero inicial de pontos de
referéncia K.

Saida:
o Conjunto de pontos de referéncia R, conjunto de rétulos dos pontos de referéncia
T e o modelo de regressao B
Procedimento:

1. Aplicar o algoritmo fuzzy C-means em todo conjunto de dados

{er ey, {ptar 2 ooy ¢ C—MEANS(X, K),

onde fi,, € [0,1] é o valor de associacao aos clusters.

2. Criar K subconjuntos com o rétulo dos dados

V' {yn €V | k=argmax g}, 1<k<K
1<i<K

3. Criar o conjunto de pontos de referéncias apenas com os padroes mais proximos dos
centroides homogéneos

R+ U{argmin”xn —ckH}, Vi | VM = 1.
k

Xn€
O conjunto T é dado pela saida correspondente dos elementos em R.
4. Calcular as matrizes de distancia D, utilizando X e R; e A, utilizando Y e T
5. Calcular B utilizando a Equacio (3.8)

6. Retorna R, Te B

3.4 Maquina de Aprendizagem Minima de Peso Leve (Proposta Ill)

Nesta secao sera apresentada a formulagao da terceira proposta deste trabalho.
Aqui sera descrito qual modificacao foi feita sobre a formulacao da etapa de treinamento
original da maquina de aprendizagem minima, e trés propostas para obtencao da matriz de
regularizacao P, o elemento chave do nosso trabalho. Além disso, também é apresentada a

modificacao na funcao de predicao do MLM.

3.4.1 Formulacao

A nova formulagao tem a seguinte funcao objetivo durante a etapa de treinamento:

min Jiw(B.P) = [[DB - A[[% + |[PB[% (3.13)
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na qual resulta na seguinte solu¢ao (ver Apéndice A):
By = (DD + PTP)"'DTA (3.14)

onde P é uma matriz de regularizacao baseada no fator de regularizacao de cada amostra.

A matriz P é a principal proposta para o nosso trabalho.

Embora pareca exagerado ter um hiperparametro P como uma matriz N x N, isso
se d& para preencher a lacuna devido ao sistema multi-resposta no modelo MLM. De fato,
P pode ser provido por um vetor p € RV, adotando P como uma matriz diagonal, como

mostrado a seguir:
P = diag(p). (3.15)

3.4.2 Selecao da matriz de regularizacio P

Nesta secao, descreveremos algumas propostas para produzir matrizes viaveis de

regularizacao.

3.4.2.1 Baseado em uma distribuicdo normal

Nesta abordagem, busca-se obter a matriz de regularizacao diagonal P, selecionando
aleatoriamente valores para cada elemento da diagonal. Tal abordagem pode ser considerada
uma versao padrao do nosso modelo, no qual nao precisaria de nenhum método externo
para se obter tais valores de regularizacdo. Portanto, a matriz pode ser definida por

N(0,1), sei=j
P = 01 ’ (3.16)

0, caso contrario.

3.4.2.2 Abordagem n3o-paramétrica por intervalos n3o-lineares de f

Inspirado na tese de que originou a MLM (SOUZA JUNIOR, 2014), utilizamos
a abordagem de selecao baseada em calculos de distancia e testes de hipoteses nao-
paramétricos. A ideia principal é corresponder localmente as medigoes de distancia nos
espagos de entrada e saida. Portanto, para todos os pares de treinamento {(x;,y;)}Y,
calculamos as distancias para os k pontos mais proximos nos conjuntos de treinamento
X e Y, respectivamente. Denotamos ¢ (x;) e ¥ (y;) os vetores coluna que abrangem
as distdncias de seu argumento para seus k vizinhos (pontos mais proximos), também

respectivamente.

Por questoes de simplicidade e melhor compreensao, considere ¢ (x;) na seguinte
descricao e notagao, uma vez que uma descri¢ao e notacao similar para ¥ (y;) pode ser

feita de maneira direta. Portanto,

Qbk(X) = (d(xinx)? d(xig) X>7 s 7d<XiK7 X))
sujeito a 0 < d(x;,,x) < -+ < d(x;,,x) < -+ <d(xi,,%x) Vx;, €&, (3.17)
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onde os indices i1, 4o, ..., iy representam uma permutacao de {1,..., N}.

Assumindo que a fungao alvo f(:) : X — ) satisfaz a condigao de continuidade de
Weierstrass?, entao as distribuigoes ¢, (x;) e ¥y (y;) sao iguais (correspondentes) até um

fator de normalizagao, se considerarmos uma vizinhanga de f(-) tal que f seja linear.

Para garantir a correspondéncia entre os computos de distancia de entrada e
saida, usamos o p-valor resultante do teste nao-paramétrico de hipétese de Kolmogorov-
Smirnov (KS) (MASSEY, 1951). A hipétese nula é a de que ¢x(x;) e ¥x(y;) sdo amostras
provenientes da mesma distribuicao. Portanto, a ideia é aplicar o teste e utilizar os p-
valores do teste KS de duas amostras como critério de classificacdo, indicando quais pontos
correspondem & parte mais linear da fungao alvo. Naturalmente, as medidas ¢x(x;) e
1 (y;) sao normalizados para ter média zero e variagdo de uma unidade (denotados por

or(x;) e Ur(y;)) antes de aplicarmos o teste KS.

Dito isso, vamos definir o procedimento para se obter os p-valores do procedimento

supracitado por:

ICSQ)\(X, y) = mval (@(x),%(y)) + A1 {m)al(@ (x),%(y)) < t} , (3.18)

onde mwal(-, ) prové o valor p do teste KS de duas amostras para seus argumentos, 1[-] é
a fun¢ao indicadora que é igual a 1 se o argumento for verdadeiro ou 0 no caso contrario,
e A\ et sdo hiperparametros desta fungdo, onde ¢ é um limiar de linearidade e X\ é um valor

de peso para ser adicionado ao resultado de mval(,-).

De posse de tal definicdo, derivamos uma matriz diagonal da seguinte forma:

KSF. (x:,y:), sei=j,
P, = t,/\( Y) J (3'19)

0, caso contrario.

Neste trabalho, consideramos duas variagoes para os parametros da nossa proposta.
A primeira utiliza um valor A = 0, ou seja, a diagonal da matriz P é diretamente o
resultado de mval(-, -), e na segunda abordagem utilizamos o método de Otsu (SEZGIN;
SANKUR, 2004) para encontrar o valor de ¢, e A = 1 (escolhido como melhor valor via

tentativa e erro).

3.4.3 Reducao do custo de predicao

O peso leve em nossa proposta nao esta relacionado somente aos valores regula-
rizados na matriz B (coeficientes de mapeamento linear). Também esté relacionado ao
procedimento de aceleracao que adotamos na etapa de predi¢ao. Como utilizamos todas

as amostras no algoritmo de aprendizado do LW-MLM, acreditamos que toda a estrutura

2 f(z) é continua em x = x4 se Ve > 0 3 6 > 0, tal que para cada z no dominio de f, |z — zo| < § =

|f(z) = flzo)| <&
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geométrica conhecida é aprendida, ou seja, o conhecimento do dominio é totalmente repre-
sentado em B. Com isso em mente, nés confiamos que B por si s, neste cenario, ¢ capaz de
mapear a estrutura linear. Tal suposigao nos permite a remover alguns componentes (RPs)
na etapa de predigdo para fornecer um procedimento mais compacto, ja que a maioria dos
RPs estard préoxima de zero. Primeiro, vamos definir a funcdo de descarte s : RY — RE
€como

r(a) = (@i, iy, - - @i )T, (3.20)

onde iy,i9,...,ix,...,iy formam uma permutacao aleatéria de {1,...,N}. Agora, a
localizagao de y pode ser estimada através da minimizagao da seguinte fungao objetivo
y = f(x) = argmin|[ £ (¥(y) — 2(x) B) |}, (3.21)

Detalhes sobre tal procedimento de aceleragao sao discutidos nos experimentos,

onde mostramos a relagdo entre o nimero de componentes utilizados e o erro na predigao.

3.4.4 Similaridade com a etapa de treinamento da Rank-MLM

O modelo Rank-MLM, apesar de ser proposto como um modelo de ranqueamento,
pode ser visto como uma formulagao do modelo MLM original com um parametro de
regularizacao (C' € R) incluido na fungao objetivo. A fun¢ao regularizada no Rank-MLM

¢ dada na Equagao (3.9).

Em contraste com a nossa proposta, a Rank-MLM regulariza o modelo igualmente
para todas as amostras, enquanto que, a LW-MLM pode regularizar cada amostra indivi-
dualmente. Este recurso pode ser 1til para identificar valores discrepantes no conjunto de

treinamento.

3.5 Conclusao

A maquina de aprendizagem minima ¢é baseada no mapeamento entre as distancias
de entrada e de saida. Uma etapa importante desse modelo é a selecao de pontos de
referéncia. Com os pontos de referéncia, é possivel montar as matrizes de distancias que

serdo utilizadas na composicao do sistema linear de multiplas respostas que define a MLM.

Dois métodos propostos neste trabalho, a OR-MLM e a FCM-MLM, utilizam
algoritmos externos para selecionar o melhor subconjunto como pontos de referéncia em
problemas de classificacdo. Por outro lado, a terceira proposta, LW-MLM, ignora a sele¢ao
dos pontos de referéncia enquanto utiliza a matriz P para ponderar cada padrao com o
objetivo de diminuir a complexidade do modelo. Além disso, foi realizada uma modificacao
na etapa de predicao que visa diminuir a quantidade de computos sem perder a qualidade

de previsao.
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4 Experimentos e Discussoes

Neste capitulo sao apresentados estao divididos em duas se¢oes: a primeira trata
das simulagoes e resultados obtidos paras as Propostas I (OR-MLM) e II (FCM-MLM),
em problemas de classificacao, comparando-os com outras versoes do MLM, e na segunda
segao sdo apresentados os resultados obtidos para a Proposta IIT (LW-MLM) para tarefas
de regressao, comparando-o com outras versoes do MLM e outros modelos disponiveis na
literatura. Também sao feitas discussoes com o propdsito de demonstrar as qualidades e

limitagoes da Proposta III.

4.1 Simulacoes e discussoes das Propostas | e |l

A analise dos modelos OR-MLM e FCM-MLM sera baseada em dois experimentos

que descrevem algumas de suas caracteristicas, a saber:

1. Analise comparativa com outras abordagens do préprio MLM: Aqui, abor-
damos a qualidade das propostas através da andlise de acuracia e reducao de modelo
entre as versoes do MLM, aplicando os modelos a alguns conjuntos de dados reais e

artificiais.

2. Analise qualitativa: Neste experimento estamos interessados em analisar visual-
mente a diferencga entre os as superficies de decisao geradas pelos modelos propostos
e das variagoes do MLM a fim de se obter um melhor entendimento sobre o problema

de classificagao.

4.1.1 Configuracoes dos experimentos

Foi utilizada uma combinagao dos métodos de validacao cruzada holdout e k-fold
nos experimentos realizados. O método holdout com uma divisao de 80%—treinamento,
20%teste foi utilizado para estimacdo das métricas de comparacao, que neste caso sao a
taxa de acerto, ou acurdcia (ACC) e percentual de redugao de pontos de referéncia em

relagdo ao conjunto de treinamento (RED).

O ajuste do parametro K para os métodos RN-MLM, OR-MLM e FCM-MLM
(nimero de pontos de referéncia e nimero maximo de pontos de referéncia para os dois
ultimos) foi realizado utilizando o método de busca em grade, combinado com validagao
cruzada kfold de 5 divisoes. Os pontos de referéncia foram selecionados aleatoriamente
numa gama de 5-100% (com taxa de variagao de 5%) das amostras de treinamento

disponiveis. O erro de classificacao foi utilizado para a escolha do melhor valor de K. A
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formulagao do modelo Optimally selected MLM (OS-MLM) (MAIA et al., 2018) realiza
o leave-one-out internamente com o intuito de definir adequadamente o nimero K de
pontos de referéncia, entdo nao possui parametros a serem otimizados na busca em grade,
bem como a FL-MLM, cujos padroes de treinamentos sao selecionados como pontos de

referéncia.

Cada experimento foi realizado 30 vezes para cada par conjunto de dados/método
de selecao, com base na selecao aleatéria dos subconjuntos de dados de treinamento e teste.
As estimativas globais das métricas de avaliagdo foram tomadas como uma média geral

das 30 realizacoes para cada conjunto de dados.

Independente do conjunto de dados e do método de selecao, todos os dados sao
submetidos a uma etapa de normalizac¢ao, fazendo com que valores medidos em escalas
diferentes sejam ajustados para a mesma escala. Nos experimentos realizados utilizou-se a
normalizacao de média zero, dessa forma, os dados estarao dispostos sob uma média 0 e

desvio padrao 1.

4.1.2 Analise comparativa com outras abordagens do préprio MLM

A fim de avaliar o comportamento dos métodos de selecao, foram realizadas
simulacoes com conjuntos de dados reais, disponiveis no repositorio de aprendizado de
maquinas da UCI (LICHMAN;, 2013). Além disso, outros dois conjuntos de dados artificiais
foram utilizados nas simulagoes. Informagoes sobre os conjuntos de dados utilizados neste

trabalho sao apresentados na Tabela 4.

Tabela 1 — Conjuntos de dados utilizados.

Conjunto de dados Abreviacao # Padroes # Treino # Teste # Atributos
Liver Disorders LID 345 276 69 6
Haberman’s Survival HAB 306 245 61 3
Vertebral Column VCP 310 248 62 6
Hepatitis HEP 80 64 16 19
Breast Cancer W. BCW 688 550 138 9
Australian Credit A. AUS 690 552 138 14
Pima Indians Diabetes PID 768 614 154 8
Two Moon™ TMN 1001 801 200 2
Ripley* RIP 1250 1000 250 2

* Conjuntos de dados artificiais.

O desempenho das propostas foram comparados com trés variagoes do MLM, no
que dizem respeito a selecao de pontos de referéncia. A primeira variante é a full MLM
(FL-MLM), na qual o conjunto de pontos de referéncia é igual ao conjunto de treinamento
(R = X). Na segunda variante, random MLM (RN-MLM), sdo selecionados aleatoriamente

K pontos de referéncia, tal como os autores do MLM reportam no artigo original. E
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a terceira variante, Optimally Selected MLM (OS-MLM) utiliza a técnica de regressao

esparsa com miiltiplas respostas para a selecao de pontos de referéncia.

Tabela 2 — Resultados dos experimentos das versoes do MLM. Sao apresentados os desem-
penhos da acuracia (ACC) e porcentagem de redugdo em comparacao com os

dados de treinamento (RED).

Modelo Métrica AUS BCW HAB HEP HIV
rLamn | ACC 84,57 £ 2,80 96,67 + 1,56 66,45 £ 4,32 67,29 £ 7,46 86,08 + 1,12
RED - - - - -
RNy ACC 85,12 + 2,50 96,86 + 1,42 73,66 + 581 69,79 £ 944 86,53 + 0,99
- RED 77,07 + 18,89 73,37 £ 17,79 91,81 £ 4,78 68,65 + 15,60 86,70 & 15,28
osamy | ACC 85,20 £ 2,17 9548 £ 3,63 73,00 £ 521 68,96 = 10,31 86,35 £ 0,93
RED 7512 £ 4,47 87,68 £ 13,35 90,17 &+ 1,02 78,28 £4,90 90,44 + 2,23
orarn  ACC 85,82 + 2,54 96,79 + 1,42 72,90 £ 4,38 71,25 + 7,80 86,46 + 1,05
RED 82,14 + 12,69 75,10 & 14,59 92,20 £ 5,73 77,55 + 13,27 92,83 & 9,89
renvama ACC 85,63 £ 271 96,88 £ 1,20 71,86+ 526 70,00 + 10,30 86,42 & 0,96
RED 85,41 + 8,63 96,76 £ 1,61 93,99 + 4,88 83,18 £ 12,49 93,52 + 4,77

Tabela 3 — Resultados dos experimentos das versoes do MLM.

Sao apresentados os desem-
penhos da acuracia (ACC) e porcentagem de redugao em comparacao com 0s
dados de treinamento (RED).

Modelo Métrica LID PID RIP TMN VCP
FL-MLM ACC 69,13 &+ 5,77 74,61 £ 3,51 88,73 £ 1,27 99,85 + 0,27 86,77 £ 4,27
RED - - - - -
RN-MLM ACC 71,16 £ 5,39 76,54 + 3,77 89,47 + 1,87 99,73 £ 0,39 86,99 + 3,90
RED 63,79 + 18,99 84,57 + 13,43 85,59 + 12,28 73,20 + 16,41 58,83 £ 27,51
OS-MLM ACC 70,43 + 4,91 76,84 + 3,30 90,16 + 1,42 99,65 + 0,45 87,10 + 4,28
; RED 87,21 £ 4,57 83,39 7,04 89,69 & 5,02 89,58 &+ 0,02 71,76 £ 13,22
OR-MLM ACC 70,00 + 5,69 76,47 £296 89,93 + 1,73 99,80 + 0,34 87,47 + 3,87
RED 61,40 &+ 24,84 84,91 + 12,93 86,44 + 10,31 80,50 4+ 9,10 55,07 + 31,12
FOM-MLM ACC 70,82 £ 5,53 76,43 £ 3,24 90,07 £ 1,68 99,77 & 0,25 87,26 + 4,07
RED 65,72 + 10,08 90,89 + 6,92 96,64 + 3,07 98,19 + 0,27 88,83 + 7,90

Através da andlise das Tabelas 2 e 3 pode-se inferir que os métodos de selecao
propostos se mostram suficientemente estaveis, em termos de taxa de acerto, pois ambos
obtiveram valores médios de acuracia superiores ou similares aos dos outros métodos. Em
termos de nimero de pontos de referéncia, o método proposto II, FCM-MLM, obteve
resultados consideravelmente melhores que os outros métodos de selecao. Com isso, nossas
propostas, em especial a Proposta II, se mostra uma variagdo da proposta original do
MLM viavel, no qual apresenta melhores resultados do que as outras versdes e com a

menor quantidade de RPs que as demais.
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4.1.3 Analise qualitativa

Para uma andlise qualitativa, os métodos de selecao estudados foram aplicados a
um conjunto de dados artificial bastante conhecido na literatura, chamado ripley (RIP). Os
parametros utilizados neste esperimento estao de acordo com a subsecao 4.1.1. O conjunto

de dados RIP, bem como os resultados deste experimento sao apresentados na Figura 6.

(e) OR-MLM (f) FCM-MLM

Figura 6 — Superficies de decisao obtidos para a base Ripley.

Como pode ser observado na Figura 6¢, utilizar um valor pequeno para K e
realizar a escolha de forma aleatéria pode acarretar em um subconjunto nao representativo,
desconsiderando regioes possivelmente importantes. De forma contraria, com a utilizacao
de todos os pontos do conjunto de dados como pontos de referéncia, cria-se uma superficie
de decisao bastante complexa, pode ser observado na Figura 6b. A escolha ideal é fazer
com que os pontos de referéncia nao se encontrem em regides de confusao, ou seja, regioes

de sobreposicao de dados.
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Nas Figura 6d, 6e e 6f sdo apresentados superficies de decisdes de melhor qualidade.
Mesmo com resultados semelhantes, os trés modelos selecionaram subconjuntos diferentes
como pontos de referéncia. E importante analisar que dos métodos propostos, a OR-
MLM criou um subconjunto como RP mais disperso, que representa mais o espaco dos
dados, enquanto que a FCM-MLM gerou um subconjunto mais reduzido, porém com boa

generalizagao dos resultados, se mostrando como o método mais eficaz.

4.2 Simulacoes e discussées da Proposta |ll

A analise da LW-MLM sera baseada em quatro pontos que descrevem diversas

caracteristicas do modelo, a saber:

1. Analise comparativa com outras abordagens do préprio MLM: Aqui, esta-
mos interessados em avaliar a LW-MLM contra algumas propostas de MLM por
meio da raiz do erro quadratico médio (root mean squared error, RMSE), coeficiente
de determinagao (R* Score) e a norma da matriz B em um tipico teste de caixa
preta em alguns conjuntos de dados. Além disso, este experimento permite analisar
as melhorias e problemas que foram causadas pela ado¢ao da matriz P no processo

de treinamento da MLM padrao.

2. Analise qualitativa: Neste experimento queremos ver a importancia da regula-
rizagdo para tornar a funcao de predi¢do mais suave e com melhor capacidade de
generalizagdo dos dados e, além disso, analisar empiricamente a diferenga entre nossa

proposta e outras variagoes da MLM.

3. Analise comparativa entre a proposta e outros modelos: Este experimento
visa comparar o RMSE e o R? Score do método proposto em meio a outros métodos

da literatura.

4. Analise da relevancia do nimero de RPs na etapa de predicao: Aqui estamos
interessados em analisar a influéncia da quantidade de pontos de referéncia na etapa

de predicao sobre o valor do RMSE no modelo resultante.

4.2.1 Analise comparativa com outras abordagens da prépria MLM

Esta avaliacao tem duas perspectivas para fins de andlise: a primeira esté relacionada
ao RMSE e o segundo estd relacionado ao R2. Nos dois experimentos, usamos conjuntos
de dados de benchmarking do mundo real a partir de conjuntos de dados dos repositorios
UCI Machine Learning (LICHMAN, 2013) e do repositério de Luis Torgo (TORGO, 2005).
Nome do conjunto de dados, sigla, nimero de amostras de treinamento (# 7r), nimero de

amostras de teste (# Te) e dimensionalidade da entrada (#Dim) sobre os conjuntos de
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dados mencionados acima sao apresentados na Tabela 4. Além disso, destacamos que todos
os conjuntos de dados foram pré-processados de forma que amostras contendo valores

ausentes foram removidas e todos os atributos foram normalizados pelo desvio padrao.

Tabela 4 — Descricao das bases de dados.

Nome Acronimo  # Dim  # Tr  # Te
Abalone ABA 8 3000 1177
AutoMPG MPG 7 350 42
Boston housing BTH 13 400 106
concrete CON 8 700 330
cpu_act CPU 12 5000 3192
delta ailerons DAI 5 5000 2129
delta elevators DEL 6 6000 3517
kinematics KIN 8 4500 3692
motor_ UPDRS MUP 20 3000 2875
puma8NH 8NH 8 4500 3692
stock STO 9 600 350
total UPDRS TUP 20 3000 2875
winequality red WRE 11 1000 599
winequality white WWH 11 3500 1398

Avaliamos o desempenho da LW-MLM (com trés mecanismos de geracao de P) em
comparagao a trés variagoes da MLM disponiveis na literatura, detalhadas na Secao 3.1.5. A
primeiro, chamada de Full-MLM (FL-MLM), utiliza todo o conjunto de treinamento como
pontos de referéncia. A segunda variante é a Random-MLM (RN-MLM), que seleciona
aleatoriamente K pontos de referéncia a partir dos dados de treinamento. Finalmente, a
terceira variante é a Ranking-MLM (Rank-MLM), que além de selecionar aleatoriamente
K pontos de referéncia a partir do conjunto de treinamento, também acrescenta um termo
de regularizacao a sua fungao de custo (ALENCAR et al., 2015).

Foi utilizada uma combinac¢ao dos métodos de validagao cruzada com k-folds e o
método de holdout nos experimentos. O método de holdout com a divisao de treinamento e
teste utilizada por Zhao et al. (2012) foi empregado para estimar as métricas de desempenho.
Para RN-MLM e Rank-MLM, escolhemos os hiperparametros através da busca em grade
combinada com a validacao cruzada de 5-folds, produzindo as melhores combinacoes com
valores mais altos de R? a partir de 30 execucdes independentes. E possivel verificar na

Tabela 5 o espacgo de valores dos hiperparametros utilizados em cada modelo.

Em relagao a analise estatistica dos resultados, realizamos o teste de Friedman

para avaliar todas as métricas de desempenho, a saber, o RMSE, o R? e a norma da matriz
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Tabela 5 — Variantes da MLM e as configuracoes de seus hiperparametros.

Modelo

Descricao

Valor do hiperparametro

Full MLM
Random MLM

Rank MLM

LW MLM 1

LW MLM 2

LW MLM 3

K: Ntamero de RPs.

K: Numero de RPs escolhi-
dos aleatoriamente em um in-
tervalo através da busca em
grade com validacao cruzada.
K: Ntumero de RPs escolhi-
dos aleatoriamente em um in-
tervalo através da busca em
grade com validagao cruzada.
C : Parametro de regulari-
zacao otimizado por busca
em grade com validagao cru-
zada..

P: Matriz diagonal com va-
lores aleatoérios de uma dis-
tribuicao normal com média
zero e variancia unitaria.

P: Matriz diagonal com va-
lores atribuidos pelo KS-2-
Sample-Test descrito em Al-
goritmo.

k: Numero de pontos mais
proximos para calcular a dis-
tancia.

P: Matriz diagonal com va-
lores atribuidos pelo KS-2-
Sample-Test descrito em Al-
goritmo.

k: Numero de pontos mais
proximos para calcular a dis-
tancia.

t: Threshold de linearidade.

K = N.
K € {]0.05 xix N|}2,.

K €{]0.05 xix N|}12,

Ce {27428 ... 2! 22}

7j - ~
0, senao

P _{N(O,l), sei=j

P .= ’CS(]; (Xia Yz) )
" 0, senao

k =log;y(5 x N).

k . .
P, = {/cst (x:. ).

0, senao

k =logo(b x N).

t = OTSULX, D).

se =]

se i =]

B, para melhor distinguir a comparacao entre as variagoes do MLM. O teste de Friedman
quantifica a consisténcia dos resultados obtidos nos modelos quando aplicados em varios
conjuntos de dados de acordo com seus rankings de desempenho. Em tal andlise, a hipotese
nula afirma que nao ha diferenca estatistica entre todos os modelos avaliados. Para fazer
isso, representamos graficamente essa comparacao através do grafico de Diferenca Critica
(CD), como o apresentado em (DEMSAR, 2006). Nessa plotagem, a linha superior é o

eixo no qual as classificagoes médias de cada modelo sao plotadas, enquanto o grupo de
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modelos conectados indica que elas nao sao significativamente diferentes. Além disso, o CD
¢é apresentado acima do plote e adotando o nivel de significancia, neste trabalho utilizamos

a = 0,05.

4.2.1.1 Erro de predicdo como métrica de desempenho

Tabela 6 — Resultados de RMSE e desvio padrao sobre 30 realizagoes independentes.

Base Full-MLM Random-MLM Rank-MLM LW-MLM-1 LW-MLM-2 LW-MLM-3

ABA 224 + 0,07 2,14 + 0,06 2,12 £+ 0,06 2,13 £ 0,06 2,22 + 0,07 2,22 £ 0,07
MPG 2,64 + 0,53 2,69 + 0,50 2,62 + 0,49 2,61 £+ 0,47 2,57 + 0,48 2,58 +£ 0,48
BTH 3,11 £ 0,48 3,47 £+ 0,60 3,57 £ 0,57 3,54 £ 0,52 3,31 £ 0,50 3,80 £ 0,49
CON 5,76 + 0,53 6,40 £ 0,46 7,25 £ 0,38 7,21 £ 0,38 7,37 £ 0,41 7,94 £ 0,35
CPU 2,81 £ 0,06 2,86 £ 0,07 2,94 £+ 0,07 2,91 £ 0,06 2,81 £ 0,06 2,81 £+ 0,06
DAI 0,00 £ 0,0* 0,00 £+ 0,0* 0,00 £ 0,0* 0,00 £ 0,0* 0,00 £+ 0,0* 0,00 £ 0,0*
DEL 0,00 £ 0,0* 0,00 £+ 0,0* 0,00 £ 0,0* 0,00 £ 0,0* 0,00 £+ 0,0* 0,00 £ 0,0*
KIN 0,08 £ 0,00 0,09 + 0,00 0,09 £ 0,00 0,09 £ 0,00 0,10 £ 0,00 0,11 £ 0,00
MUP 2,11 4+ 0,06 2,34 + 0,06 2,68 £+ 0,05 2,65 £ 0,05 2,49 £ 0,06 2,52 £ 0,06
8NH 3,41 £ 0,04 3,36 £+ 0,04 3,33 £ 0,04 3,33 £ 0,04 3,32 £ 0,03 3,37 £ 0,04
STO 0,66 £+ 0,04 0,74 £ 0,04 0,83 £+ 0,05 0,83 £ 0,05 0,79 £+ 0,04 0,85 £ 0,05
TUP 2,85 £ 0,08 3,17 £ 0,07 3,68 £ 0,06 3,66 £ 0,07 3,48 £ 0,07 3,97 £ 0,07
WRE 0,61 £ 0,02 0,62 £ 0,02 0,62 + 0,01 0,62 + 0,02 0,61 £+ 0,02 0,61 £+ 0,02
WWH 0,61 + 0,02 0,65 £ 0,01 0,67 £ 0,01 0,67 £ 0,01 0,61 £+ 0,02 0,61 £+ 0,02
* Os valores ndo sado exatamente zero, mas bem préximos.
CD
2 3 4 5

Full-MLM LW-MLM-1

LW-MLM-2 —— LW-MLM-3

Random-MLM ———— Rank-MLM

Como pode-se verificar na Tabela 6, relatamos as métricas do RMSE referentes aos
experimentos para todos os conjuntos de dados e modelos. Nesse experimento, depois de
realizar o teste de Friedman, notamos que todos os modelos sao equivalentes, pois todos
estao conectados. Veja a plotagem de CD localizada na parte inferior da Tabela 6. Esta
analise ¢ interessante pois constata que a nova formulagao nao sacrificou o desempenho da

generalizacao.
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4.2.1.2 Coeficiente de determinacao como métrica de desempenho

Tabela 7 — Resultados de R? Score e desvio padrao sobre 30 realizacoes independentes.

Base Full-MLM Random-MLM Rank-MLM LW-MLM-1 LW-MLM-2 LW-MLM-3
ABA 0,53 £+ 0,02 0,57 £ 0,02 0,58 + 0,02 0,57 + 0,02 0,54 + 0,02 0,54 £+ 0,02
MPG 0,89 4 0,05 0,88 £+ 0,04 0,89 + 0,04 0,89 + 0,04 0,89 + 0,04 0,89 + 0,04
BTH 0,88 + 0,04 0,85 £+ 0,05 0,85 £+ 0,05 0,85 + 0,05 0,87 + 0,04 0,83 £+ 0,05
CON 0,88 + 0,02 0,85 £ 0,02 0,81 £ 0,02 0,81 + 0,02 0,81 £ 0,02 0,78 £ 0,02
CPU 0,98 + 0,00 0,98 + 0,00 0,97 £+ 0,00 0,98 + 0,00 0,98 + 0,00 0,98 + 0,00
DAI 0,68 + 0,01 0,71 £ 0,01 0,71 £ 0,01 0,71 + 0,01 0,69 + 0,01 0,69 £+ 0,01
DEL 0,59 + 0,01 0,64 £+ 0,01 0,64 £+ 0,01 0,64 + 0,01 0,59 + 0,01 0,59 + 0,01
KIN 0,90 + 0,00 0,89 + 0,00 0,88 £ 0,00 0,88 + 0,00 0,87 £+ 0,00 0,83 £+ 0,01
MUP 0,93 4+ 0,00 0,92 + 0,00 0,89 + 0,00 0,90 + 0,00 0,91 + 0,00 0,91 £+ 0,01
S8NH 0,63 + 0,01 0,64 £+ 0,01 0,65 £ 0,01 0,65 + 0,01 0,65 + 0,01 0,64 £+ 0,01
STO 0,99 + 0,00 0,99 + 0,00 0,98 + 0,00 0,98 + 0,00 0,99 + 0,00 0,98 + 0,00
TUP 0,93 + 0,00 0,91 + 0,00 0,88 + 0,01 0,89 + 0,01 0,90 + 0,00 0,87 £+ 0,01
WRE 0,44 + 0,03 0,40 £ 0,03 0,40 £ 0,03 0,41 + 0,03 0,44 £ 0,03 0,44 £+ 0,03
WWH 0,53 + 0,02 0,47 £+ 0,02 0,43 £+ 0,02 0,43 + 0,02 0,53 £+ 0,02 0,53 £+ 0,02
CD
3 4 5

Full-MLM - Rank-MLM

Random-MLM — LW-MLM-1

LW-MLM-2 ———— LW-MLM-3

é o coeficiente de determinacao R?, pois ele seu resultado nao escala de acordo com a

Uma outra métrica interessante para comparar a qualidade de modelos regressores

ordem de magnitude da saida. A Tabela 7 mostra esses resultados para todos os modelos.

Como se pode ver, os resultados sdo muito semelhantes e, novamente, todos os modelos

podem ser considerados equivalentes, pois todos estao conectados.
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4.2.1.3 A norma como métrica de desempenho

Tabela 8 — Valor da norma da matriz B e desvio padrao sobre 30 realizacoes independentes.
O valor foi normalizado entre 0 e 1 para cada base.

Base Full-MLM Random-MLM Rank-MLM LW-MLM-1 LW-MLM-2 LW-MLM-3

ABA 1,00 + 0,02 0,03 £ 0,01 0,01 £ 0,00 0,07 = 0,00 0,84 £+ 0,02 0,84 + 0,02
MPG 1,00 + 0,06 0,28 + 0,12 0,07 £+ 0,01 0,14 £+ 0,02 0,24 £+ 0,02 0,24 £+ 0,03
BTH 1,00 + 0,04 0,49 + 0,06 0,20 £+ 0,02 0,32 + 0,04 0,36 £ 0,02 0,14 + 0,08
CON 1,00 + 0,27 0,33 + 0,32 0,00 £ 0,0* 0,00 £ 0,0* 0,00 £+ 0,0* 0,00 £ 0,0*
CPU 1,00 £ 0,04 0,43 + 0,02 0,03 + 0,00 0,11 £+ 0,01 0,82 £+ 0,01 0,82 £+ 0,01
DAI 1,00 + 0,01 0,04 £ 0,02 0,02 £+ 0,01 0,10 £ 0,01 0,92 £+ 0,01 0,92 £+ 0,01
DEL 1,00 + 0,02 0,02 £+ 0,00 0,01 + 0,00 0,09 + 0,00 0,96 + 0,02 0,96 £+ 0,02
KIN 1,00 + 0,01 0,53 £+ 0,01 0,31 £+ 0,00 0,45 + 0,01 0,31 £ 0,01 0,12 + 0,00
MUP 1,00 + 0,02 0,59 + 0,02 0,23 £+ 0,00 0,44 + 0,01 0,51 + 0,02 0,50 + 0,02
8NH 1,00 + 0,01 0,23 £ 0,06 0,15 + 0,02 0,32 + 0,01 0,21 £ 0,01 0,07 £ 0,00
STO 1,00 £ 0,02 0,51 + 0,02 0,13 + 0,00 0,26 + 0,01 0,29 + 0,02 0,15 £+ 0,01
TUP 1,00 + 0,02 0,60 &+ 0,02 0,23 + 0,00 0,45 + 0,02 0,45 £ 0,01 0,20 + 0,00
WRE 1,00 £ 0,03 0,43 £ 0,10 0,09 £+ 0,02 0,20 £ 0,02 0,96 £+ 0,03 0,96 £+ 0,03
WWH 1,00 + 0,02 0,47 + 0,02 0,07 + 0,00 0,19 + 0,01 0,99 + 0,02 0,99 + 0,02
* Os valores ndo sado exatamente zero, mas bem préximos.
CD
L 2 3 : 5 6

Rank-MLM — Random-MLI

LW-MLM-1 LW-MLM-2

LW-MLM-3 Full-MLM

Por fim, a Tabela 8 mostra a norma da matriz B. Os valores foram redimensionados
entre 1 e 0, onde 1 representa o maior valor da norma da matriz B da Full-MLM no
conjunto de dados!. A partir disso, é possivel concluir que nossa proposta pode reduzir
e, quando combinada as demais métricas, obtém resultados vidaveis sem, mais uma vez,

sacrificar a generalizacao do modelo.

4.2.2 Andlise qualitativa

Este experimento ¢é realizado para nos auxiliar no entendimento visual de como
nossa proposta se comporta em alguns conjuntos de dados (quatro artificiais e um real)
de problemas de regressao f : R — R em comparacao aos outros modelos de MLM. O
conjunto de dados do mundo real, chamado por mcycle, contém 133 observagoes de um
acidente de motocicleta simulado, usado para testar capacetes de impacto (SILVERMAN,
1985). As informagoes sobre os conjuntos de dados artificiais sdo mostradas na Tabela 9,
na qual temos a funcao que foi utilizada para gerar os conjuntos de dados, uma descri¢ao

e seu dominio.

1 Adotamos o fator de normalizacdo usando B da Full-MLM pois em outros modelos, D e/ou A nio

sdo matrizes quadradas nem apresentam fator de regularizacdo, portanto, ||B||z = [|[D7*A||z >
ID~Y7[|All#
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Tabela 9 — Descri¢ao dos conjuntos de dados artificiais.

Descricado  Ruido uniforme U(a,b) Fungao

Artificial T 4(0,500, 0,500) yi = x;(1,5z; + 3 + rand;)
Artificial TI U(—-0,16,0,080) y; = tanh(x;) + rand;
Artificial III (0,250, 0,500) y; =i X (sin(1,5x;) + rand;)
Artificial IV 24(0,025,0,050) =Y s Sm(y‘m

A busca em grade com validagao cruzada foi utilizada para selecionar a melhor
combinagao de hiperparametros dos modelos. Como a Random-MLM e a Rank-MLM
utilizam um subconjunto das amostras de treinamento como pontos de referéncia, optamos
por utilizar uma borda roxa nestes pontos para diferenciar os pontos de referéncia do
restante do conjunto de dados, a fim de melhorar o entendimento e visualizacdo. Enquanto
isso, mantivemos os pontos de referéncia definidos com a mesma cor para o treinamento

definido nos outros modelos.

(a) Full-MLM (b) Random-MLM (¢) Rank-MLM

(d) LW-MLM 1 (e) LW-MLM 2 (f) LW-MLM 3

Figura 7 — Fungdes resultantes para o conjunto Artificial I
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(a) Full-MLM (b) Random-MLM (¢) Rank-MLM

(d) LW-MLM 1 (e) LW-MLM 2 (f) LW-MLM 3

Figura 8 — Fungoes resultantes para o conjunto Artificial 11

(a) Full-MLM (b) Random-MLM (c) Rank-MLM

(d) LW-MLM 1 (e) LW-MLM 2 (f) LW-MLM 3

Figura 9 — Fungoes resultantes para o conjunto Artificial 111
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) Full-MLM (b) Random-MLM (c) Rank-MLM
(d) LW-MLM 1 (e) LW-MLM 2 (f) LW-MLM 3

Figura 10 — Fungoes resultantes para o conjunto Artificial IV

L,
(a) Full-MLM (b) Random-MLM (c) Rank-MLM
(d) LW-MLM 1 (e) LW-MLM 2 (f) LW-MLM 3

Figura 11 — Fungoes resultantes para o conjunto Mcycle

Nas Figuras 7 e 8, podemos ver que apesar das func¢oes dos conjuntos de dados
Artificiais I e II serem nao-lineares, elas nao apresentam muita complexidade para os

modelos utilizados, obtendo resultados similares entre todas as seis variagoes.
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Enquanto isso, na Figura 9, pode-se notar que todos os modelos produziram uma
funcao estimada viavel. No entanto, aqueles que de alguma forma utilizaram um fator de
regularizacao (Rank-MLM e LW-MLM) foram os que apresentaram resultados melhores
resultados e menos sobreajustados. Esta analise é critica pois, se usarmos apenas as métricas
obtidas pelo RMSE ou R? para avaliar esses modelos, nao identificariamos facilmente
quais modelos tém sobreajuste. Um fato interessante em relagdo a Random-MLM é que a
escolha de pontos de referéncia causa um pouco de suavidade, atuando como um fator
de regularizagao no modelo. No entanto, encontrar esse subconjunto é considerado um

problema NP-Hard e, portanto, é impraticavel calcular em algumas configuragoes.

Quanto ao conjunto de dados Artificial IV, apresentado em Figura 10, pode-se
notar que a regularizacao (provenientes das variantes Rank-MLM e LW-MLM) prejudicou
o desempenho do modelo, especialmente proximo aos padroes da regiao ondulada. No

entanto, o comportamento geral das func¢oes aprendidas foi mantido.

Finalmente, em relagao ao ultimo conjunto de dados, o conjunto de dados mcycle,
representado na Figura 11, pode-se notar um caso em que a regularizagao e o sobreajuste
adicionam dificuldades em relagdo ao processo de aprendizagem. A Full-MLM e a Random-
MLM apresentam aspectos de sobreajuste, adotando todas todo conjunto como pontos de
referéncia (Full-MLM) ou somente alguns destes (Random-MLM), indicando a necessidade
de um fator de regularizacao. No entanto, na diregdo oposta, a Rank-MLM apresentou uma
funcao mais complexa, com erros mais altos, pois todas as entradas foram regularizadas
igualmente. Por fim, as variagoes da LW-MLM que empregam diferentes estruturas de
P e, além disso, regularizacao por padrao, aprenderam func¢des mais suaves com o ajuste
adequado. A partir de tal constatacdao, apoiamos verdadeiramente que essa abordagem de

regularizacao por padrao é benéfica.

Tabela 10 — Valor da norma da matriz B resultantes do experimento qualitativo. O valor
foi normalizado entre 0 e 1 para cada base.

Modelos Artificial I Artificial IT Artificial IIT Artificial IV Mcycle
Full-MLM 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
Random-MLM 0,413 0,576 0,614 0,500 0,634
Rank-MLM 0,008 0,002 0,003 0,034 0,003
LW-MLM-1 0,066 0,018 0,018 0,170 0,027
LW-MLM-2 0,013 0,003 0,003 0,021 0,034
LW-MLM-3 0,012 0,003 0,003 0,016 0,003

Também é possivel verificar como se comporta a norma da matriz B em cada
modelo. E possivel inferir na Tabela 10 a importancia do fator de regularizacio (tanto o
C' do Rank-MLM como a matriz P da nossa proposta) e sua influéncia sobre o modelo.
Quando a norma ¢ elevada, significa que ha muita informacao na estimativa do mapeamento

B, o que pode prejudicar na predi¢ao. Através da regularizacao é possivel ajustar para que
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o treinamento seja suavizado, garantindo uma melhor qualidade no modelo. Os valores da
nossa proposta estao bem préximos ao do Rank-MLM, e enquanto isso, a Random-MLM

possui valores maiores, porém, ainda abaixo da Full-MLM.

4.2.3 Analise comparativa entre a proposta e outros modelos

Nesta secao é realizada uma analise similar a feita na se¢ao anterior, entretanto,
utilizando somente a proposta deste trabalho contra os outros modelos de aprendizado de
maquina que foram apresentados na Secao 2.3. Porém, esta comparagio se limita a andalise

do RMSE e do coeficiente de determinacao.

Assim como no experimento anterior, os modelos foram aplicados aos problemas da
Tabela 4. Além disso, os resultados foram gerados a partir de 30 realizacoes independentes,
de modo que em cada realizacao, os conjuntos de dados foram divididos em duas partes,
uma de treino e outra de teste, assim como descrito em Zhao et al. (2012). Em cada

rodada, todos os modelos sao avalidados sobre a mesma particao da base de dados.

Para obtencao dos valores dos hiperparametros dos modelos, um processo de
validagao cruzada com busca em grade foi realizada em cada rodada. Nesse processo, os
intervalos de valores dos parametros sao os mesmos para todas as bases de dados. Os
hiperparametros da proposta ja foram apresentados na Tabela 5. O OLAM néao precisa
ajustar nenhum hiperparametro, e para os outros modelos, seus hiperparametros estao

descritos na Tabela 11.

Tabela 11 — Hiperparametros das redes RBF, ELM e do modelo LSSVM para serem
ajustados na validagao cruzada.

Modelo Descrigao Valor do hiperparametro

RBF M: Numero de neurénios na M = 10 — 80% de |D|.
camada oculta.
o: Abertura da gaussiana. o={r:r=0.014+0.2475 x n,n €

(0,...,4}).

ELM M: Nimero de neurénios na M € {10, 20, ...,90, 100}.
camada oculta.

LSSVM K: Matriz kernel K(x,x;) = exp (— |x — x| /02)
o: Abertura da Gaussiana. o € {27°,273 ... 23 2°}
~v: Varidvel de ajuste. ye{27°273,...,23 25}

Na Tabela 12 é apresentada a comparacao do RMSE para todos os conjuntos de
dados e modelos. E possivel verificar que a nossa proposta apresenta étimos resultados,
tao bons quanto os modelos de estado da arte disponiveis na literatura. E em muitos casos
apresenta os menores valores de erro. Além da andlise do RMSE, temos na Tabela 13

os resultados obtidos na métrica R? Score. Analisando ambas tabelas, podemos inferir



74 Capitulo 4. FEzperimentos e Discussoes

Tabela 12 — Resultados de RMSE e desvio padrao sobre 30 realizagoes independentes.

Base LW-MLM-1 LW-MLM-2 LW-MLM-3 OLAM RBF ELM LSSVR

ABA 2,13 £0,06 222 £ 0,07 2,22 + 0,07 224 + 0,07 7,62+ 14,14 2,23 + 0,20 2,12 £ 0,07
MPG 2,61 £ 047 2,57 & 0,48 2,58 + 0,48 337 £ 0,38 2,69+045 2,86+ 042 2,63 £ 0,52
BTH 354 +052 3,31+ 0,50 3,80 + 0,49 4,80 £ 0,49 341 4+051 4,08+ 0,69 3,39 & 0,53
CON 7214038 7.37+041 794+ 035 10,50 £ 0,38 6,95+ 0,67 7,93 +210 6,39 £ 0,43
CPU 291 +0,06 281 +0,06 2,81 + 0,06 9,95 £ 027 3,93+£0,74 343 +021 3,07 £ 0,07
DAI 0,00 + 0,0 0,00 + 0,0* 0,00 + 0,0* 0,00 £ 0,0 0,00 £ 0,0* 0,00 £ 0,0 0,00 & 0,0*
DEL 0,00 £0,0° 0,00 & 0,0* 0,00 £ 0,0* 0,00 £ 0,0 0,00 £ 0,0* 0,00 £ 0,0 0,00 £ 0,0*

KIN 0,09+ 0,00 0,10 = 0,00 0,11 % 0,00 0,20 £ 0,00 0,08 £0,00 0,16 £ 0,01 0,08 % 0,00
MUP 2,65 + 0,05 2,49 + 0,06 2,52 + 0,06 723+ 0,06 3,37+018 5724053 223+ 0,05
SNH  3,33+£004 3,32 +003 3,37 £ 0,04 446 £ 0,05 3344003 3,99+ 0,14 3,28 £ 0,03
STO 083 +0,05 0,79 £ 0,04 0,85 %+ 0,05 2,36 £ 0,10 0,87 £0,07 0,97 £ 0,06 0,74 & 0,05
TUP 3,66 £ 0,07 348 £ 0,07 3,97 + 0,07 9,28 + 0,07 4,64 +£0,29 7,75+ 0,34 3,03 £ 0,07
WRE 0,62 +0,02 0,61 & 0,02 0,61 %+ 0,02 0,64 £ 0,01  0,65+0,02 0,65%+0,02 0,63=%0,01
WWH 0,67 £ 0,01 0,61 & 0,02 0,61 + 0,02 0,76 £ 0,02 0,78 £0,00 0,73 £ 0,02 0,69 & 0,01

* Os valores ndo sdo exatamente zero, mas bem préximos.

cD
2 3 4 ) 6 7
LSSVR RBF
LW-MLM-2 ELM
LW-MLM-1 OLAM
LW-MLM-3

Tabela 13 — Resultados de R? Score e desvio padrao sobre 30 realizacoes independentes.

Base LW-MLM-1 LW-MLM-2 LW-MLM-3 OLAM RBF ELM LSSVR
ABA 0,57 £ 0,02 0,54 £ 0,02 0,54 £ 0,02 0,52 £0,02 0,33 £0,02 0,54 £ 0,02 0,57 & 0,02
MPG 0,89 £ 0,05 0,89 £ 0,04 0,89 £ 0,04 0,82 +£0,04 088 +0,04 087+0,04 0,88+ 0,05
BTH 0,85 £ 0,04 0,87 £ 0,05 0,83 £ 0,05 0,71 £0,05 0,86 £ 0,04 0,80 &+ 0,05 0,86 %+ 0,04
CON 0,81 £ 0,02 0,81 £ 0,02 0,78 £ 0,02 0,60 £0,02 0,83 £0,02 0,78+ 0,02 0,85 % 0,02
CPU 0,98 £ 0,0* 0,98 £ 0,0* 0,98 + 0,0* 0,71 £ 0,0 0,95 £ 0,00 0,97 £ 0,0+ 0,97 + 0,0*
DAI 0,71 £ 0,01 0,69 £ 0,01 0,69 £ 0,01 0,68 £0,01 0,66 0,01 0,70+ 0,01 0,70 & 0,01
DEL 0,64 £ 0,01 0,59 £ 0,01 0,59 £ 0,01 0,63 £0,01 0,62=+0,01 0,63=+0,01 0,64+0,01
KIN 0,88 + 0,0* 0,87 £ 0,0* 0,83 £ 0,0* 0,41 £ 0,0 0,90 £ 0,00 0,64 £0,01 0,92 + 0,0*
MUP 0,90 £ 0,0* 0,91 £ 0,0* 0,91 £ 0,0* 0,21 £0,00 083 £0,00 0,51 +£0,01 0,93 0,0*
SNH 0,65 £ 0,01 0,65 £ 0,01 0,64 £ 0,01 0,37 £0,01 0,65 +0,01 0,50+ 0,01 0,66 % 0,01
STO 0,98 + 0,0* 0,99 + 0,0* 0,98 + 0,0* 0,87 £ 0,00 0,98 £ 0,00 0,98 +£ 0,0+ 0,99 &+ 0,0*
TUP 0,89 £ 0,0* 0,90 £ 0,0* 0,87 £ 0,01 0,25 £0,01 0,82=+0,0° 048+ 0,01 0,92+ 0,0*
WRE 041 £ 0,03 0,44 £ 0,03 0,44 £ 0,03 0,36 £ 0,03 0,35 £ 0,03 0,35+ 0,03 0,39 + 0,03
WWH 0,43 £ 0,02 0,53 £ 0,02 0,53 £ 0,02 0,27 £0,02 0,31 £0,02 0,33 £ 0,02 0,40 & 0,02
* O desvio padrao néo é exatamente zero, mas bem préoximo.
CD
2 3 4 5 6 7
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a capacidade que nossa proposta tem de resolver diversos problemas de caracteristicas

distintas, se mostrando um modelo eficaz.

Podemos verificar na Tabela 12 que o resultado das bases de dados delta ailerons
(DAI) e delta elevators (DEL) sdo apresentados como 0. Na realidade, o RMSE mostrados

nestas duas bases de dados é bem préxima de zero, mas ainda sao maiores. Para melhor
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interpretagao dos resultados para estas bases (e todas as outras), é preciso analisar também

os resultados apresentados na Tabela 13 e na Figura 13 presente no Apéndice B.

E em ambas tabelas podemos verificar o plot de diferenca critica das duas métricas.
E possivel atestar que nossa proposta apresenta bons resultados, equivalente aos modelos
de estado da arte disponiveis na literatura e ¢ uma nova abordagem interessante do MLM

que se destaca entre as outras variacoes.

4.2.4 Analise da relevancia do nimero de RPs na etapa de predicao

Um dos pilares da nossa versao peso leve da MLM ¢é que assumimos que B totalmente
estimada (significa que B é estimada de acordo com a Equagao (3.5)) pode aprender toda a
estrutura geométrica conhecida dos dados. Tal suposi¢ao nos encorajou a descartar alguns
pontos de referéncia, ja que sua projecao por B também alcancaria erro préximo de zero,
ou seja, || ¥(y) — ®(x)B|ls = || K (¥(y) — (x)B) ||a — 0. Assim, neste experimento,
apresentamos como a quantidade de pontos de referéncia na etapa de predi¢do influencia

o erro ao usar uma matriz B totalmente estimada.

Como estamos focando em tarefas de regressao cuja saida € R, precisamos de pelo
menos dois pontos de referéncia devido a configuragdo de multilateracao na MLM. Assim,
variamos a quantidade de RPs de 2 pontos e, em seguida, aumentamos em uma etapa de

multiplos de 5% para mostrar como o modelo se comporta em relacao ao RMSE.

m 4] | ]
P

= 3 ol Sl Lol ol Cgl ol <y |
=20 :

| | | | | | |
2RP 20RP  40RP  100RP 200RP 300RP 400RP
0.50% 5% 10% 25% 50% 5% 100%

Figura 12 — Variagdo do RMSE na base Boston Housing.

Em cada agrupamento de pontos da Figura 12 mostramos o RMSE para 30 execugoes
independentes (pontos verdes) e as conectadas (azuis) representam a média para cada
conjunto de 30 execugoes. Além disso, destacamos que, de acordo com a quantidade de PRs,
pode-se observar que, para valores entre 5% e 50%, a LW-MLM pode ser considerado como
Random-MLM ou Rank-MLM, enquanto os 100% em a LW-MLM pode ser considerado
como uma Full-MLM, sempre levando em consideracao a regularizagao. Este experimento

com o restante dos conjuntos de dados esta presente no Apéndice B.

4.2.5 Analise da complexidade computacional entre as variacoes do MLM

Como nossa proposta consiste em duas etapas: a selecao do dos pontos de referéncia

e o computo da solucao de um sistema linear, a complexidade geral da LW-MLM ¢é dada
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Tabela 14 — Comparacao das variagoes do MLM em termos de requisitos de memoria, custo
de treinamento e de predi¢ao. Lembramos que N representa a cardinalidade
do conjunto de treinamento, enquanto M é o nimero de RPs (N > M).

MODELO MEMORIA TREINAMENTO PREDICAO

Full- MLM O(N?) O(N?) O(N)
Random-MLM  O(NM) O(NM?) O(M)
Rank-MLM O(NM) O(NM?) O(M)
LW-MLM O(N?) O(N?) O(M)

pelo soma da complexidade dessas duas etapas.

Como utilizamos todo o conjunto de dados como pontos de referéncia na etapa de
treinamento, a memoria usada é da ordem de O(N) para D e P, e a solucao do sistema
linear ¢ fornecida por O(N?), que é praticamente o mesmo que a Full-MLM. No entanto, a
etapa de predi¢ao tem um custo menor pois menos pontos sao utilizados. Como mostramos
nos resultados anteriores, a LW-MLM pode aprender toda a estrutura geométrica dos
dados durante o treinamento, e utilizar somente alguns deles na predi¢ao. Para simplificar
nossa notacao, adotamos M como o nimero de RPs usados na etapa de predigao, e ja
discutimos como o M influencia os resultados dos experimentos. Dito isso, obtemos o custo
de predigao de O(M). Negligenciamos o custo relacionado a criagao de P e ao processo de

otimizacao, pois eles sao assintoticamente menores que a resolugao do sistema.

Como se pode ver na Tabela 14, a LW-MLM ¢é uma variante competitiva, pois
mantém os custos polinomiais relativos aos custos de memoria, treinamento e predicao.
Embora a LW-MLM tenha um custo semelhante a Full-MLM, o treinamento ¢é realizado
uma vez, enquanto a etapa de predigdo (a mais critica) foi reduzida, permanecendo
semelhante as outras variantes. Essa descoberta é empolgante, pois, quando combinada
com as taxas de erro mais altas apresentadas, nimero de RPs e o valor da norma de B em
relacdo a outras variantes de MLM, indica que nossa formulagao é benéfica para o modelo
de MLM.

4.3 Conclusao

Neste capitulo é apresentada a metodologia utilizada para validagao dos modelos
propostos, bem como as caracteristicas dos conjuntos de dados utilizados. Os experimentos
sao divididos em duas se¢oes, a primeira levando em consideragao a OR-MLM e a FCM-
MLM para problemas de classificacao, e a segunda com a LW-MLM para problemas de

regressao.

Foram realizados varios experimentos através de varias perspectivas para melhor
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compreender os modelos propostos. As propostas foram comparadas com outros modelos
disponiveis na literatura e conseguiram apresentar 6timos resultados, se mostrando modelos
de qualidade equivalente ou superior aos modelos da literarura além de obter resultados

competitivos.
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5 Conclusao

O objetivo deste ultimo capitulo é apresentar as conclusoes sobre as propostas deste
trabalho e também a sua contribuicdo para a maquina de aprendizagem minima, tendo em
vista que se trata de um modelo de aprendizagem de maquina recente que ainda carece de
mais estudos. Por fim, algumas sugestoes de trabalhos futuros que podem enriquecer o

conhecimento tedrico sobre a proposta apresentada.

5.1 Consideracoes finais

Primeiramente, este trabalho de mestrado contribuiu com duas novas versoes da
maquina de aprendizagem minima para classificagdo, a OR-MLM e a FCM-MLM. Ambas
propostas foram validadas através de simula¢oes em problemas do mundo real e conjuntos
de dados artificiais contra outras versoes da MLM. Os resultados se mostraram satisfatérios,
principalmente as da Proposta II, que alcangou melhores resultados de reducao de modelo,
além de ter alcancado uma boa acuracia em diversos conjuntos de dados, e na anélise

qualitativa se mostrou muito eficiente.

Além disso, também propusemos mais uma nova formulacao para a MLM, esta com
base no fator de regularizagdo de amostras, denominada maquina de aprendizagem minima
de peso leve (LW-MLM). Ampliamos principalmente a defini¢do da fungao de custo na
versao original da MLM e, em seguida, incorporamos um procedimento de aceleracao na

etapa de predicao.

Validamos a LW-MLM através de diversos tipos de experimentos, avaliando di-
ferentes aspectos: erro de predicao, qualidade dos valores estimados versus medidos,
complexidade do modelo (via norma da matriz B quando comparado a outras variagoes
da MLM) e, finalmente, o influéncia do ntimero de PRs na previsao fora da amostra.
No primeiro conjunto de experimentos, avaliamos nossa proposta e algumas variantes
da MLM por meio do erro de previsao e da qualidade do ajuste dos valores estimados
versus medidos em uma maneira tipica de teste de caixa preta em alguns conjuntos de
dados, e depois repetimos os experimentos entre nossa proposta e outros modelos da
literatura. Nesta avaliagao tipica de caixa preta, nossa proposta alcancou taxas de precisao
semelhantes ou mais altas em relagdo a outras variantes, todas com baixa variacao, sendo

todas consideradas estatisticamente equivalentes.

No segundo conjunto de experimentos, avaliamos visualmente as variantes da MLM
em alguns problemas de regressao. A partir de uma andlise empirica, constatamos que,

devido a nossa formulacao na LW-MLM, alguns problemas possam tirar proveito da
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abordagem de regularizagao por padrao, enquanto outros modelos nao executam com
precisao. No terceiro conjunto de experimentos, no qual abordamos a relevancia dos
PRs durante a etapa de predi¢ao, destacamos a propriedade de estabilidade da LW-
MLM referente a essa sele¢do, mesmo quando menos pontos sdo empregados. Através dos
resultados, notamos que o aspecto de dpeso leve na LW-MLM ¢ benéfico para o modela
MLM, pois o mantém como uma variante competitiva com um custo polinomial referente
a memoria, treinamento, enquanto a etapa de predigdo (a mais critica) é reduzido em
termos de complexidade computacional, permanecendo semelhante as outras variantes em

relagao ao erro de predigao.

5.2 Contribuicdes desse trabalho

As contribuigoes desse trabalho estdo relacionadas principalmente a méaquina
de aprendizagem minima, ja que é apresentada uma novas abordagens, duas delas para
problemas de classificacao que utiliza algoritmos externos para selecionar o melhor conjunto
de RPs, e uma terceira versao na qual dispensa a necessidade de utilizar outro algortimo
para selecao de RPs, e que além disso, trabalha na redugdo dos computos na etapa de

predicao.

Uma segunda contribuicao ¢ a prépria revisao bibliogréfica acerca de métodos de
aproximacao de funcao, e sobre a importancia da regularizacao de modelos, com o intuito
de gerar modelos capazes de representar bem os dados, evitando que a aprendizagem esteja

limitada somente ao conjunto de treinamento.

5.3 Trabalhos futuros

Como sugestao de trabalhos futuros, a primeira atividade a ser feita é o de testar
a qualidade da Proposta III, LW-MLM, para problemas de classificacdo. Em tarefas de
classificacao, a abordagem na MLM é diferente na etapa de predicao. Além disso, ha
algumas propostas da MLM que realizam a selecao esparsa de pontos de referéncias através
de algum critério e que precisam ser comparadas ao nosso modelo. Ademais, é importante
que haja um estudo investigativo sobre a matriz P, com o intuito de buscar uma formulacao

definitiva para a proposta.
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APENDICE A - Solucio da Equacio (3.14)

Em primeiro lugar, reescrevemos a Equagao (3.1)

0 _ 9 2 > _ 0 > . 9 ppp
5T (B) = L|IDB = Al: + |[PBI: = DB - Al + - |[PBIE. (A1)

Utilizando as seguintes propriedades retiradas do livro Matrix Cookbook (PETERSEN;
PEDERSEN et al., 2008):

: (o] (o] . a _ a N .
o Propriedades n°103 e n°104: —Tr{AXT} = a—XTr{XTA} = A,

0X
o Propriedade n°108: a(;Tr{XTBX} = BX + B™X;
- o .9 o 0 m _ 9 Hy | _
« Propriedade n°115 : a—XHXH; = a—XTr{XX } = a—XTr{X X} = 2X.
onde X! ¢ a transposta e a matriz complexa conjugada (Hermitian) de X, obtém-se:
ij(B) = iTr{(DB ~A)(DB-A)} + iTr{(PB)TPB}. (A.2)
0B 0B 0B

0 0
= a—BTr{BTDTDB ~B'DTA — ATDB + ATA} + ETBTr{BTPTPB}. (A.3)
Como 0(+) e Tr{ . } sao operadores lineares, nés rescrevemos a Eq () como:

— a?gTr{BTDTDB} - a?gTr{BTDTA} ~ %TF{ATDB} + %TY{BTPTPB}' (A.4)

=D'™DB+ (D'™D)'B-DTA — (ATD)" + PTPB + (PTP)"B. (A.5)
Desde que D, A, e P sado simétricos, nds expressamos B como segue:
0
a—Bj(B) =2D"DB - 2DTA + 2P"PB. (A.6)

0
Finalmente, definindo a—BJ (B) = 0 para alcangar a solucao ideal, obtém-se:

B=(D'D+PTP)"'DTA.






APENDICE B - Relevancia do niimero de

RPs na etapa de predicao
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Figura 13 — Variacao do RMSE para algumas bases
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APENDICE B. Relevincia do mimero de RPs na etapa de predigio
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Figura 14 — Variacao do RMSE para algumas bases



